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Попков К.А.
Короткие единичные тесты для схем при произвольных кон-

стантных неисправностях на выходах элементов
Рассматривается задача синтеза неизбыточных схем из функцио-

нальных элементов, реализующих булевы функции от 𝑛 переменных и
допускающих короткие единичные тесты относительно произвольных
константных неисправностей на выходах элементов. Доказано, что лю-
бую неконстантную булеву функцию можно реализовать схемой в ба-
зисе «конъюнкция, отрицание, сумма по модулю 2 трёх переменных»,
допускающей единичный проверяющий тест длины не более 2, а так-
же схемой в базисе, состоящем из одной конкретной булевой функции
от шести переменных, допускающей единичный диагностический тест
длины не более 3.

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, константная
неисправность, единичный проверяющий тест, единичный диагности-
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Kirill Andreevich Popkov
Short single tests for logic networks under arbitrary stuck-at faults

at outputs of gates
We consider a problem of synthesis of irredundant logic networks imple-

menting Boolean functions on 𝑛 variables and allowing short single tests re-
garding arbitrary stuck-at faults at outputs of gates. It is proved that one
can implement any non-constant Boolean function by a network in the basis
“conjunction, negation, sum of three variables modulo two”, allowing a sin-
gle fault detection test with a length not exceeding 2, and by a network in the
basis consisting of one certain Boolean function on six variables, allowing a
single diagnostic test with a length not exceeding 3.
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Введение

В работе рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем,
реализующих заданные булевыфункции. Логический подход к тестиро-
ваниюэлектрических схемпредложенС. В. ЯблонскимиИ.А. Чегис в [1];
этот подход также применим к тестированию схем из функциональных
элементов (см. [2, 3, 4]). Пусть имеется схема из функциональных эле-
ментов 𝑆 с одним выходом, реализующая булеву функцию 𝑓(�̃�𝑛), где
�̃�𝑛 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Под воздействием некоторого источника неисправно-
стей один или несколько элементов схемы 𝑆 могут перейти в неисправ-
ное состояние. В результате схема 𝑆 вместо исходной функции 𝑓(�̃�𝑛) бу-
дет реализовывать некоторую булевуфункцию 𝑔(�̃�𝑛), вообще говоря, от-
личную от 𝑓 . Все такие функции 𝑔(�̃�𝑛), получающиеся при всевозмож-
ных допустимых для рассматриваемой задачи неисправностях элемен-
тов схемы 𝑆, называются функциями неисправности данной схемы.

Введём следующие определения [2, 3, 4]. Проверяющим тестом для
схемы 𝑆 называется такое множество 𝑇 наборов значений переменных
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что для любойотличнойот 𝑓(�̃�𝑛)функциинеисправности 𝑔(�̃�𝑛)
схемы 𝑆 в 𝑇 найдётся набор �̃�, на котором 𝑓(�̃�) ̸= 𝑔(�̃�). Диагностическим
тестом для схемы 𝑆 называется такое множество 𝑇 наборов значений
переменных𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что𝑇 являетсяпроверяющимтестоми, кроме то-
го, для любых двух различных функций неисправности 𝑔1(�̃�𝑛) и 𝑔2(�̃�𝑛)
схемы 𝑆 в 𝑇 найдётся набор �̃�, на котором 𝑔1(�̃�) ̸= 𝑔2(�̃�). Число наборов
в 𝑇 называется длиной теста. В качестве тривиального диагностического
(и проверяющего) теста длины 2𝑛 для схемы 𝑆 всегда можно взять мно-
жество, состоящее из всех двоичных наборов длины 𝑛. Тест называется
полным, если в схемемогут быть неисправны сколько угодно элементов,
и единичным, если в схеме может быть неисправен только один элемент.
Единичные тесты обычно рассматривают для неизбыточных схем [4],
т. е. для таких схем, в которых любая допустимая неисправность любо-
го одного элемента приводит к функции неисправности, отличной от
исходной функции, реализуемой данной схемой.

Любое множество булевых функций будем называть базисом.
Пусть зафиксирован виднеисправностей элементов,𝐵—произволь-

ныйфункционально полный базис и 𝑇 —единичныйпроверяющий тест
(ЕПТ) для некоторой схемы 𝑆 в базисе 𝐵. Введём следующие обозначе-
ния: 𝐷𝐵

ЕП(𝑇 )— длина теста 𝑇 ; 𝐷𝐵
ЕП(𝑆) = min𝐷𝐵

ЕП(𝑇 ), где минимум берёт-
ся по всем ЕПТ 𝑇 для схемы 𝑆; 𝐷𝐵

ЕП(𝑓) = min𝐷𝐵
ЕП(𝑆), где минимум бе-

рётся по всем неизбыточным схемам 𝑆 в базисе 𝐵, реализующим функ-
цию 𝑓 ; 𝐷𝐵

ЕП(𝑛) = max𝐷𝐵
ЕП(𝑓), где максимум берётся по всем булевым

функциям 𝑓 от𝑛переменных, для которыхопределено значение𝐷𝐵
ЕП(𝑓).



4

Функция 𝐷𝐵
ЕП(𝑛) называется функцией Шеннона длины ЕПТ. По анало-

гии с функциями 𝐷𝐵
ЕП можно ввести функции 𝐷

𝐵
ПП, 𝐷

𝐵
ЕД и 𝐷

𝐵
ПД для соот-

ветственно полного проверяющего, единичного и полного диагности-
ческого тестов, зависящие от 𝑇 , от 𝑆, от 𝑓 и от 𝑛 (в определениях функ-
ций 𝐷𝐵

ПП(𝑓) и 𝐷
𝐵
ПД(𝑓) не требуется предполагать неизбыточность схем).

Так, например, 𝐷𝐵
ПД(𝑛)— функция Шеннона длины полного диагности-

ческого теста.

Перечислим основные результаты, касающиеся тестирования схем
из функциональных элементов. Класс допустимых неисправностей
функциональных элементов ограничим константными неисправностя-
ми на выходах элементов, при которых значение на выходе любого не-
исправного элемента становится равно некоторой булевой константе.
Неисправности на выходах элементов называются однотипными кон-
стантными типа 𝑝, если эта константа одна и та же для каждого неис-
правного элемента и равна 𝑝, и произвольными константными, если эта
константа может быть равна как 0, так и 1 для каждого неисправного
элемента независимо от неисправностей других элементов. Для удоб-
ства над буквой 𝐷 после символов, обозначающих базис, через точку
с запятой будем ставить символы «0, 1», «0» или «1» в случаях, когда в
схемах допускаются произвольные константные неисправности, одно-
типные константные неисправности типа 0 или типа 1 на выходах эле-
ментов соответственно. Вполне разумно предполагать, что если в бази-
се содержится булева константа 𝛼, то у элемента, её реализующего, не
может быть неисправности типа 𝛼.

Для удобства сперва будут перечислены результаты для единичных,
затем — для полных тестов при произвольных константных неисправ-
ностях на выходах функциональных элементов, а в конце — результа-
тыдля тестовприоднотипныхконстантныхнеисправностяхна выходах
элементов.

В работе С.М. Редди [5] для базиса Жегалкина 𝐵1 = {&,⊕, 1, 0} была
получена оценка 𝐷𝐵1; 0,1

ЕП (𝑛) 6 𝑛 + 3. В дальнейшем результат работы [5]
был обобщён С. С. Колядой в [6, 7] на случай произвольного функцио-
нальнополного конечного базиса. Последнийрезультат, в своюочередь,
был впоследствии усилен Д. С. Романовым, который в [8] для любого
функционально полного базиса 𝐵 получил оценку 𝐷𝐵; 0,1

ЕП (𝑛) 6 4 (прав-
да, в указанной работе использовалось несколько другое определение
неизбыточных схем). Им же совместно с Е.Ю. Романовой в [9] получе-
на оценка 𝐷𝐵′

1; 0,1
ЕД (𝑛) 6 22, где 𝐵′

1 = {&,⊕, 1}, а также доказано суще-
ствование базиса 𝐵2, состоящего из булевых функций от не более чем
девяти переменных, в котором 𝐷𝐵2; 0,1

ЕД (𝑛) 6 6. В работе [10], в частно-
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сти, получены неравенства 𝐷𝐵3; 0,1
ЕП (𝑛) > 3 при 𝑛 > 3 для любого пол-

ного базиса 𝐵3, состоящего из булевых функций от не более чем двух
переменных, а также, возможно, из некоторых других булевых функ-
ций специального вида, и 𝐷𝐵4; 0,1

ЕД (𝑛) > 3 для любого полного конечно-
го базиса 𝐵4 при 𝑛, большем максимального числа существенных пере-
менных у функций из 𝐵4. В [4, с. 113, теорема 9] с использованием идей
С. В. Яблонского установлено, что для любого полного базиса 𝐵 функ-
ция 𝐷𝐵; 0,1

ЕД (𝑛) асимптотически не превосходит 2𝑛+1

𝑛 ; аналогично можно
показать, что𝐷𝐵; 𝑝

ЕД (𝑛) . 2𝑛

𝑛 , 𝑝 = 0, 1.
Для полных проверяющих тестов Н.П. Редькин в [11, 12] получил

оценку 𝐷𝐵4; 0,1
ПП (𝑛) 6 2

(︁
2⌊

𝑛
2⌋ + 2⌈

𝑛
2⌉ + 𝑛

)︁
для любого полного конечного

базиса𝐵4; Д. С. Романов в [13] доказал, что существует базис𝐵5, состоя-
щий из булевых функций от не более чем семи переменных, в котором
2 6 𝐷𝐵5; 0,1

ПП (𝑛) 6 4 при 𝑛 > 1. В [14] доказано существование базиса 𝐵′
5,

состоящего из двух булевых функций от не более чем четырёх перемен-
ных, в котором𝐷

𝐵′
5; 0,1

ПП (𝑛) = 2 при 𝑛 > 1. В [15], в частности, установлено
неравенство𝐷𝐵6; 0,1

ПД (𝑛)a>
2
𝑛
2

4
√
𝑛
для базиса 𝐵6 = {&,¬}.

Для базиса 𝐵7 = {&,∨,¬} Н.П. Редькин в [16, 17] получил оценки
𝐷𝐵7; 𝑝
ПП (𝑛) 6 𝑛 и 𝐷𝐵7; 𝑝

ЕД (𝑛) 6 2𝑛+ 1 для 𝑝 = 0, 1. Первая из этих двух оценок
впоследствии была улучшена Ю.В. Бородиной, которая в [18] установи-
ла, что𝐷𝐵7; 𝑝

ПП (𝑛) = 2 при 𝑛 > 2; вторая оценка улучшена в [19], где, в част-
ности, доказано, что 𝐷𝐵7; 𝑝

ЕД (𝑛) = 2 при 𝑛 > 2. Для базиса 𝐵6 в работе [20],
в том числе, получены равенства 𝐷𝐵6; 𝑝

ЕП (𝑛) = 3 для 𝑝 = 0, 1 при 𝑛 > 2.
Ю. В. Бородина в базисе 𝐵8 = {|} (штрих Шеффера) при 𝑛 > 2 получила
оценку 𝐷𝐵8; 1

ПП (𝑛) > 𝑛 + 1 [21]. Ей же для базиса Жегалкина 𝐵1 при 𝑛 > 1

удалось найти точное значение функций Шеннона 𝐷𝐵1; 1
ЕП (𝑛) = 1 [22] и

𝐷𝐵1; 0
ПП (𝑛) = 1 [23] (совместно с П.А. Бородиным). В работе [24], в част-

ности, установлено равенство 𝐷𝐵1; 0
ЕД (𝑛) = 2 при 𝑛 > 2, а в работе [15] —

неравенство𝐷𝐵8; 1
ПД (𝑛)a>

2
𝑛
2

4
√
𝑛
.

В данной работе в качестве неисправностей функциональных эле-
ментов будут рассматриваться толькопроизвольныеконстантныенеис-
правностина выходах элементов. Будут рассмотреныбазисы𝐵9 = {𝑥&𝑦,
𝑥, 𝑥 ⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}, 𝐵10 = {𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6), 𝑥} и 𝐵11 = {𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6)}, где 𝜙(𝑥1, . . . ,
𝑥6)—булева функция, определённая ниже, и получены, в частности, ра-
венства𝐷𝐵9; 0,1

ЕП (𝑛) = 2 при 𝑛 > 1 (следствие 1),𝐷𝐵10; 0,1
ЕД (𝑛) = 𝐷𝐵11; 0,1

ЕД (𝑛) = 3
при 𝑛 > 2 (следствия 2 и 3).

В дальнейшем для краткости вместо величин𝐷𝐵; 0,1
ЕП и𝐷𝐵; 0,1

ЕД (завися-
щих от 𝑓 или от 𝑛) будем писать соответственно𝐷𝐵

ЕП и𝐷
𝐵
ЕД.
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Введём обозначения 0̃𝑑 = 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑑

, 1̃𝑑 = 1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑑

, где 𝑑 ∈ N ∪ {0}.

Будем говорить, что функциональный элемент 𝐸 ′ расположен в схе-
ме 𝑆 или в цепочке 𝑍 выше (ниже) функционального элемента 𝐸, если в
этой схеме (цепочке) существует ориентированный путь от 𝐸 ′ к 𝐸 (со-
ответственно от 𝐸 к 𝐸 ′).

Единичные проверяющие тесты

Рассмотрим базис 𝐵9 = {𝑥&𝑦, 𝑥, 𝑥 ⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}. Любой функциональный
элемент, реализующий функцию вида 𝑥&𝑦 (вида 𝑥, 𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧), будем на-
зывать конъюнктором (соответственно инвертором, сумматором).

Выделим возможное представление функции 𝑓(�̃�𝑛):

𝑓(�̃�𝑛) = 𝑥𝑖, (1)

где 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
В [10] доказано (теорема 4), что для любого полного базиса𝐵3, состо-

ящего из булевых функций от не более чем двух переменных, а также,
возможно, из некоторых других булевых функций специального вида,
справедливо неравенство 𝐷𝐵3

ЕП(𝑛) > 3 при 𝑛 > 3. Нижеследующая теоре-
ма 1 показывает, что при рассмотрении базиса 𝐵9, в котором, помимо
булевых функций от одной и двух переменных, присутствует только од-
на, причём «просто устроенная», функция от трёх переменных, подоб-
ное неравенство уже не выполняется.

Теорема 1. Для любой булевой функции 𝑓(�̃�𝑛), отличной от констант,
справедливо равенство

𝐷𝐵9

ЕП(𝑓) =

{︃
0, если функция 𝑓 представима в виде (1),
2, если функция 𝑓 не представима в виде (1).

Если же 𝑓 ≡ 0 или 𝑓 ≡ 1, то значение𝐷𝐵9

ЕП(𝑓) не определено.

Следствие 1. Для любого 𝑛 > 1 справедливо равенство𝐷𝐵9

ЕП(𝑛) = 2.

Доказательство теоремы 1. Вместо 𝐷𝐵9

ЕП(𝑓) для краткости будем пи-
сать 𝐷(𝑓). Пусть вначале 𝑓 ≡ 0 (𝑓 ≡ 1); 𝑆 — произвольная схема в бази-
се𝐵9, реализующаяфункцию 𝑓 . Выход схемы𝑆, очевидно, неможет сов-
падать ни с однимиз её входов, поэтому он является выходомнекоторо-
го функционального элемента. Тогда при неисправности типа 0 (типа 1)
этого элемента получающаяся схема по-прежнему будет реализовывать
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тождественный нуль (тождественную единицу), т. е. схема 𝑆 избыточна.
Получаем, что неизбыточных схем, реализующих функцию 𝑓 , не суще-
ствует и, следовательно, значение𝐷(𝑓)не определено. Далее будем счи-
тать, что 𝑓 ̸≡ 0 и 𝑓 ̸≡ 1.

Если функция 𝑓 представима в виде (1), то её, очевидно, можно ре-
ализовать схемой, не содержащей функциональных элементов. У такой
схемы нет ни одной функции неисправности, поэтому пустое множе-
ство является для неё ЕПТ, откуда следует равенство𝐷(𝑓) = 0.

Пусть функция 𝑓 не представима в виде (1). Выход любой схемы, ре-
ализующей эту функцию, не может совпадать ни с одним из её входов,
поэтому он является выходом некоторого функционального элемента.
Тогда при неисправности типа 0 (типа 1) этого элемента получающая-
ся схема будет реализовывать константу 0 (константу 1), которую надо
отличить от функции 𝑓 хотя бы на одном наборе. Отсюда следует, что в
любой ЕПТ для рассматриваемой схемы должен входить хотя бы один
набор, на котором функция 𝑓 принимает значение 1 (значение 0), по-
этому𝐷(𝑓) > 2.

Докажем неравенство𝐷(𝑓) 6 2. Доказательство основано на некото-
рых идеях, использованных при установлении неравенства 𝐷(𝑓) 6 2 в
доказательстве теоремы 1 из [14], а также неравенства 𝐷(𝑓) 6 3 в слу-
чае 4 из доказательства теоремы 1 из [20]. Представимфункцию 𝑓 поли-
номом Жегалкина:

𝑓(�̃�𝑛) = 𝐾1 ⊕ . . .⊕𝐾𝑚 ⊕ 𝑐, (2)

где𝑚 > 1, 𝑐 ∈ {0, 1}, а𝐾1— самая короткая конъюнкция в этом полино-
ме. Пусть𝐾𝑖 = 𝑥𝑗1(𝑖)& . . .&𝑥𝑗𝑡𝑖(𝑖), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Рассмотрим два случая.

Случай А. Пусть 𝑓(1̃𝑛) ̸= 𝑓(0̃𝑛). Пусть �̃� — произвольный двоичный
набор длины 𝑛, на котором каждая из конъюнкций𝐾1, . . . , 𝐾𝑚 принима-
ет значение 0, тогда из представления (2) следует, что 𝑓(0̃𝑛) = 𝑓(�̃�) = 𝑐,
поэтому

𝑓(1̃𝑛) ̸= 𝑓(�̃�). (3)

В качестве �̃�, очевидно, можно взять набор (0̃𝑛). Пусть в наборе �̃� содер-
жится ровно 𝑘 единиц, где 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}. Без ограничения общно-
сти �̃� = (1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘). Тогда в каждую конъюнкцию 𝐾𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, входят
𝑝𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑡𝑖} переменных из числа 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛.

Случай Б.Пусть 𝑓(1̃𝑛) = 𝑓(0̃𝑛). Без ограничения общности будем счи-
тать, что 𝑗1(1) = 1, . . . , 𝑗𝑘(1) = 𝑘, где 𝑘 = 𝑡1. Тогда 𝐾1 = 𝑥1& . . .&𝑥𝑘. По-
ложим �̃� = (1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘). Поскольку𝐾1 — самая короткая конъюнкция в по-
линомеЖегалкина для функции 𝑓 , то в каждую конъюнкцию𝐾2, . . . , 𝐾𝑚
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входит хотя бы одна переменная из числа 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛. Отсюда и из пред-
ставления (2) следует, что 𝑓(0̃𝑛) = 𝑐, а 𝑓(�̃�) = 1 ⊕ 0⊕ . . .⊕ 0⏟  ⏞  

𝑚−1

⊕ 𝑐 = 𝑐, т. е.

𝑓(0̃𝑛) ̸= 𝑓(�̃�). Тогда верно соотношение (3), в частности, (1̃𝑛) ̸= �̃�, поэто-
му 𝑘 < 𝑛. Если в полиноме Жегалкина для функции 𝑓 присутствует сла-
гаемое 𝑥1& . . .&𝑥𝑘&𝑥𝑘+1, то будем без ограничения общности считать,
что это слагаемое 𝐾𝑚. Представим 𝐾1 в виде 𝐾 ′

1 ⊕ 𝐾𝑚+1, где 𝐾 ′
1 = 𝑥1&

& . . .&𝑥𝑘&𝑥𝑘+1,𝐾𝑚+1 = 𝑥1& . . .&𝑥𝑘&𝑥𝑘+1. Тогда

𝑓(�̃�𝑛) = 𝐾 ′
1 ⊕𝐾2 ⊕ . . .⊕𝐾𝑚 ⊕𝐾𝑚+1 ⊕ 𝑐 = 𝐾 ′

1 ⊕𝐾2 ⊕ . . .⊕𝐾𝑟 ⊕ 𝑐, (4)

где 𝑟 = 𝑚 − 1 при 𝐾𝑚 = 𝐾𝑚+1 и 𝑟 = 𝑚 + 1 при 𝐾𝑚 ̸= 𝐾𝑚+1 (в случае
𝑟 = 1 полагаем 𝐾2 ⊕ . . . ⊕ 𝐾𝑟 = 0). Так как 𝐾1 — самая короткая конъ-
юнкция в полиноме Жегалкина для функции 𝑓 , то в каждую конъюнк-
цию 𝐾𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑟 (при 𝑟 > 2), входят 𝑝𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑡𝑖} переменных из
числа 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛.

Далее будем параллельно рассматривать случаи А и Б. Введём для
удобства обозначение

𝑞 =

{︃
1 в случае А,
2 в случае Б.

В случае А положим 𝑟 = 𝑚. Тогда в каждом из случаев А, Б имеем
�̃� = (1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘), а в каждую конъюнкцию 𝐾𝑞, . . . , 𝐾𝑟 (при 𝑟 > 𝑞) входят
𝑝𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑡𝑖} переменных из числа 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛. Без ограничения общ-
ности это переменные 𝑥𝑗1(𝑖), . . . , 𝑥𝑗𝑝𝑖(𝑖), а каждая из переменных 𝑥𝑗𝑝𝑖+1(𝑖),

. . . , 𝑥𝑗𝑡𝑖(𝑖) (при 𝑝𝑖 < 𝑡𝑖) принадлежитмножеству {𝑥1, . . . , 𝑥𝑘}. В случае 𝑝𝑖 > 3

представим конъюнкцию𝐾𝑖, 𝑖 = 𝑞, . . . , 𝑟, в виде𝐾(2)
𝑖 ⊕ . . .⊕𝐾(𝑝𝑖−1)

𝑖 ⊕𝐾(2)
𝑖 ⊕

⊕. . .⊕𝐾(𝑝𝑖−1)
𝑖 ⊕𝐾𝑖, где𝐾

(𝑠)
𝑖 = 𝑥𝑗1(𝑖)& . . .&𝑥𝑗𝑠(𝑖), 𝑠 = 2, . . . , 𝑝𝑖−1 (конъюнкция

первых 𝑠 переменных из𝐾𝑖). Тогда в случае А представление (2) примет
вид

𝑓 =
𝑟⨁︁

𝑖=𝑞

(︃
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕

𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕𝐾𝑖

)︃
⊕ 𝑐, (5)

а в случае Б представление (4) примет вид

𝑓 = 𝐾 ′
1 ⊕

𝑟⨁︁
𝑖=𝑞

(︃
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕

𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕𝐾𝑖

)︃
⊕ 𝑐 (6)
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(если 𝑝𝑖 ∈ {1, 2}, то полагаем
𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕

𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕𝐾𝑖 = 𝐾𝑖, а если 𝑟 < 𝑞, то

полагаем
𝑟⨁︀

𝑖=𝑞

(. . .) = 0).

В случае А заметим, что

𝑓(�̃�) =
𝑟⨁︁

𝑖=𝑞

(︃
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

0⊕
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

0⊕ 0

)︃
⊕ 𝑐 = 𝑐,

𝑓(1̃𝑛) =
𝑟⨁︁

𝑖=𝑞

(︃
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

1⊕
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

1⊕ 1

)︃
⊕ 𝑐,

а тогда в силу (3) имеем
𝑟⨁︀

𝑖=𝑞

(︂
𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

1⊕
𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

1⊕ 1

)︂
= 1, следовательно, число

слагаемых в выражении
𝑟⨁︀

𝑖=𝑞

(︂
𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕

𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕𝐾𝑖

)︂
(после раскрытия

всех скобок) нечётно.
В случае Б заметим, что

𝑓(�̃�) = 1⊕
𝑟⨁︁

𝑖=𝑞

(︃
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

0⊕
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

0⊕ 0

)︃
⊕ 𝑐 = 1⊕ 𝑐,

𝑓(1̃𝑛) = 0⊕
𝑟⨁︁

𝑖=𝑞

(︃
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

1⊕
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

1⊕ 1

)︃
⊕ 𝑐 =

𝑟⨁︁
𝑖=𝑞

(︃
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

1⊕
𝑝𝑖−1⨁︁
𝑠=2

1⊕ 1

)︃
⊕ 𝑐,

а тогда в силу (3) имеем
𝑟⨁︀

𝑖=𝑞

(︂
𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

1⊕
𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

1⊕ 1

)︂
= 0, следовательно, чис-

ло слагаемых в выражении𝐾 ′
1⊕

𝑟⨁︀
𝑖=𝑞

(︂
𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕

𝑝𝑖−1⨁︀
𝑠=2

𝐾
(𝑠)
𝑖 ⊕𝐾𝑖

)︂
(после рас-

крытия всех скобок) нечётно.
Реализуемфункцию 𝑓(�̃�𝑛) схемой𝑆 в базисе𝐵9 в соответствии спред-

ставлением (5) в случае А и представлением (6) в случае Б. Конъюнк-
цию𝐾 ′

1 в случае Б реализуем цепочкой𝑍1 из одного инвертора и 𝑘 конъ-
юнкторов, верхним элементом в которой является инвертор; на вход
этого инвертора подадим переменную 𝑥𝑘+1, а на правые входы конъ-
юнкторов — последовательно переменные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘. Каждую конъюнк-
цию𝐾𝑖, 𝑖 = 𝑞, . . . , 𝑟 (при 𝑟 > 𝑞), реализуем цепочкой 𝑍𝑖 из 𝑡𝑖−1 конъюнк-
торов 𝐸𝑖,1, . . . , 𝐸𝑖,𝑡𝑖−1, занумерованных «сверху вниз», на входы которой
последовательно подадим переменные 𝑥𝑗1(𝑖), . . . , 𝑥𝑗𝑡𝑖(𝑖) (в частности, пе-
ременная 𝑥𝑗1(𝑖) будет подана на один из входов элемента 𝐸𝑖,1— верхнего
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конъюнктора цепочки 𝑍𝑖; в случае 𝑡𝑖 = 1 в этой цепочке не содержится
элементов, а её выход совпадает со входом схемы 𝑆, отвечающим пере-
менной 𝑥𝑗1(𝑖)).

Далее, для каждого 𝑖 ∈ {𝑞, . . . , 𝑟} (при 𝑟 > 𝑞) такого, что 𝑝𝑖 > 3, и
для каждого 𝑠 ∈ {2, . . . , 𝑝𝑖 − 1} подадим на левый вход (нового) конъ-
юнктора𝐸 ′

𝑖,𝑠−1 переменную 𝑥𝑗1(𝑖), а его правый вход соединим с выходом
конъюнктора 𝐸𝑖,𝑠−1 из цепочки 𝑍𝑖 (на котором, очевидно, реализуется
функция 𝑥𝑗1(𝑖)& . . .&𝑥𝑗𝑠(𝑖) = 𝐾

(𝑠)
𝑖 ). Тогда на выходе элемента 𝐸

′
𝑖,𝑠−1 реали-

зуется функция 𝑥𝑗1(𝑖)&(𝑥𝑗1(𝑖)& . . .&𝑥𝑗𝑠(𝑖)) = 𝐾
(𝑠)
𝑖 . Затем выходы всех цепо-

чек 𝑍1, . . . , 𝑍𝑟 и выходы всех конъюнкторов 𝐸𝑖,𝑠−1 и 𝐸 ′
𝑖,𝑠−1, где 𝑖 = 𝑞, . . . , 𝑟

таковы, что 𝑝𝑖 > 3, и 𝑠 = 2, . . . , 𝑝𝑖 − 1 (общее число этих выходов в си-
лу сказанного выше нечётно) соединим со входами цепочки 𝑍⊕, состо-
ящей из (трёхвходовых) сумматоров и — в случае 𝑐 = 1 — инвертора,
вход которого соединён с выходом нижнего из этих сумматоров, при-
чём в случае Б выход цепочки 𝑍1 соединим с одним из входов верхнего
элемента цепочки 𝑍⊕, если она непуста. Выход цепочки 𝑍⊕ либо — если
эта цепочка пуста — выход цепочки 𝑍1 объявим выходом схемы 𝑆.

Вид схемы 𝑆 в случае Б показан на рис. 1; в случае А все входы цепоч-
ки 𝑍⊕ смещаются «на один влево» (в частности, выходы элементов 𝐸 ′

𝑞,1

и𝐸𝑞,1 будут соединены с левым и вторым слева входом верхнего сумма-
тора цепочки 𝑍⊕ соответственно) с учётом равенства 𝑞 = 1.

Нетрудно убедиться, что построенная схема 𝑆 при отсутствии в ней
неисправностей реализует функцию 𝑓(�̃�𝑛). Для этого достаточно заме-
тить, что на выходе цепочки 𝑍1 в случае Б реализуется функция 𝐾 ′

1; на
выходах конъюнкторов 𝐸𝑖,1, . . . , 𝐸𝑖,𝑝𝑖−2, а также на выходах конъюнкто-
ров 𝐸 ′

𝑖,1, . . . , 𝐸
′
𝑖,𝑝𝑖−2 реализуются функции 𝐾

(2)
𝑖 , . . . , 𝐾

(𝑝𝑖−1)
𝑖 соответствен-

но (при 𝑝𝑖 > 3), а на выходах цепочек 𝑍𝑞, . . . , 𝑍𝑟 при 𝑟 > 𝑞 — функции
𝐾𝑞, . . . , 𝐾𝑟 соответственно.

Докажем, что схема𝑆 неизбыточна имножество 𝑇 = {(1̃𝑛), �̃�} являет-
ся для неё ЕПТ. Множество всех конъюнкторов этой схемы, кроме конъ-
юнкторов из цепочки 𝑍1 в случае Б, обозначим через 𝑀 , а множество
выходных конъюнкторов цепочек 𝑍1, . . . , 𝑍𝑟 и всех конъюнкторов 𝐸𝑖,𝑠−1

и 𝐸 ′
𝑖,𝑠−1, где 𝑖 = 𝑞, . . . , 𝑟; 𝑠 = 2, . . . , 𝑝𝑖 − 1— через𝑀 ′. Заметим, что выход

каждого конъюнктора из множества𝑀 ′ соединён ровно с одним входом
цепочки 𝑍⊕.

В случае исправности всех элементов схемы 𝑆 на наборе �̃� на выхо-
дах всех конъюнкторов из множества𝑀 возникнут нули (здесь исполь-
зуется то свойство, что каждая переменная 𝑥𝑗1(𝑖) входит в число пере-
менных 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛). Если какой-то из конъюнкторов 𝐸𝑖,𝑠−1, где 𝑠 > 𝑝𝑖,
неисправен и выдаёт 1, то на наборе �̃� на выходе выходного конъюнк-
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Рис. 1. Схема 𝑆 в случае Б

тора цепочки 𝑍𝑖 возникнет единица (поскольку на этом наборе 𝑥𝑗𝑝𝑖+1(𝑖) =
= . . . = 𝑥𝑗𝑡𝑖 = 1 при 𝑝𝑖 < 𝑡𝑖), а значения на выходах всех остальных конъ-
юнкторов измножества𝑀 ′ не изменятся. Еслиже какой-то из конъюнк-
торов𝐸𝑖,𝑠−1 или𝐸 ′

𝑖,𝑠−1, где 𝑠 ∈ {2, . . . , 𝑝𝑖−1} (при 𝑝𝑖 > 3), неисправен и вы-
даёт 1, то на наборе �̃� на выходе этого конъюнктора возникнет единица,
а значения на выходах всех остальных конъюнкторов из множества𝑀 ′

не изменятся, поскольку на указанном наборе 𝑥𝑗1(𝑖) = . . . = 𝑥𝑗𝑝𝑖(𝑖) = 0.
Учитывая, что выход единственного конъюнктора из множества𝑀 ′, на
выходе которого вместо значения 0 возникает значение 1, соединяется
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ровно с одним входом цепочки 𝑍⊕, реализующей линейную функцию
от своих входов, значение на выходе данной цепочки, т. е. на выходе
всей схемы 𝑆, изменится, поэтому рассматриваемая неисправность бу-
дет обнаружена на наборе �̃�.

Далее, в случае исправности всех элементов схемы 𝑆 на наборе (1̃𝑛)
на выходах всех конъюнкторовизмножества𝑀 возникнут единицы. Ес-
ли какой-то из конъюнкторов 𝐸 ′

𝑖,𝑠−1 неисправен и выдаёт 0, то на на-
боре (1̃𝑛) на выходе этого конъюнктора возникнет нуль, а значения на
выходах всех остальных конъюнкторов из множества𝑀 ′ не изменятся.
Если какой-то из конъюнкторов𝐸𝑖,𝑠−1, где 𝑠 > 𝑝𝑖, неисправен и выдаёт 0,
то на наборе (1̃𝑛) на выходе выходного конъюнктора цепочки 𝑍𝑖 воз-
никнет нуль, а значения на выходах всех остальных конъюнкторов из
множества 𝑀 ′ не изменятся. Если же какой-то из конъюнкторов 𝐸𝑖,𝑠−1,
где 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑝𝑖 − 2} (при 𝑝𝑖 > 3), неисправен и выдаёт 0, то на набо-
ре (1̃𝑛) на выходе выходного конъюнктора цепочки 𝑍𝑖, а также на вы-
ходах конъюнкторов 𝐸𝑖,𝑠−1, 𝐸𝑖,𝑠, . . . , 𝐸𝑖,𝑝𝑖−2 и 𝐸 ′

𝑖,𝑠−1, 𝐸
′
𝑖,𝑠, . . . , 𝐸

′
𝑖,𝑝𝑖−2 (т. е. на

выходе неисправного конъюнктора и на выходах всех конъюнкторов из
множества 𝑀 ′, расположенных в схеме 𝑆 ниже неисправного), возник-
нут нули, а значения на выходах всех остальных конъюнкторов из мно-
жества 𝑀 ′ не изменятся. Учитывая, что число возникших нулей равно
1+(𝑝𝑖−𝑠)+(𝑝𝑖−𝑠) и, как следствие, нечётно, а выход каждого конъюнк-
тора из множества 𝑀 ′ соединяется ровно с одним входом цепочки 𝑍⊕,
реализующей линейную функцию от своих входов, значение на выхо-
де данной цепочки, т. е. на выходе всей схемы 𝑆, изменится, поэтому
рассматриваемая неисправность будет обнаружена на наборе (1̃𝑛).

В случае Б, если все элементы схемы 𝑆 исправны, то на наборе (1̃𝑛)
(наборе �̃�) на выходах всех элементов, содержащихся в цепочке 𝑍1, воз-
никнут нули (единицы), причём на правые входы всех конъюнкторов
в этой цепочке будут подаваться единицы. Если некоторый элемент в
указанной цепочке неисправен и выдаёт 1 (0), то на наборе (1̃𝑛) (соот-
ветственно �̃�) на выходе этого и всех следующих за ним элементов це-
почки 𝑍1, а значит, и на выходе данной цепочки, очевидно, возникнут
единицы (нули). Учитывая, что выход цепочки 𝑍1 соединяется ровно с
одним входом цепочки 𝑍⊕, реализующей линейную функцию от своих
входов, значение на выходе этой цепочки, т. е. на выходе всей схемы 𝑆,
изменится, поэтому рассматриваемая неисправность будет обнаружена
на наборе (1̃𝑛) (соответственно �̃�).

Осталось рассмотреть случай неисправности типа 0 (типа 1) некото-
рого элемента в цепочке 𝑍⊕. Нетрудно заметить, что при исправности
всех элементов схемы𝑆 нанаборе (1̃𝑛) (наборе �̃�) на выходах всех сумма-
торовиз этойцепочки возникнут единицы (нули) в случаеАинули (еди-
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ницы) в случае Б (напомним, сумматоры трёхвходовые). Если какой-то
из них неисправен, то на одном из наборов (1̃𝑛), �̃� значение на выходе
данного сумматора изменится. Учитывая, что этот выход либо совпа-
дает с выходом схемы 𝑆, либо соединяется ровно с одним входом неко-
торой нижней части цепочки 𝑍⊕, реализующей линейную функцию от
своих входов, значение на выходе схемы𝑆 изменится, поэтому рассмат-
риваемая неисправность будет обнаружена на одном из наборов (1̃𝑛), �̃�.

Наконец, если неисправен выходной инвертор цепочки 𝑍⊕ (в случае
𝑐 = 1), то функция неисправности схемы 𝑆 равна тождественному нулю
или тождественной единице, а каждую из этих функций можно отли-
чить от функции 𝑓 на одном из наборов (1̃𝑛), �̃� в силу (3).

В итоге получаем, что любую функцию неисправности схемы 𝑆 мож-
но отличить от функции 𝑓(�̃�𝑛) хотя бы на одном наборе из множества 𝑇 .
Это означает, что схема 𝑆 неизбыточна и данное множество является
для неё ЕПТ. Его длина равна 2, откуда следует неравенство 𝐷(𝑓) 6 2.
Теорема 1 доказана.

Единичные диагностические тесты

Рассмотрим базис 𝐵10 = {𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6), 𝑥}, где 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6) — булева
функция, принимающая значение 1 на наборах (0, 0, 1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0, 1,
0), (1, 0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0, 0, 0), а также на всех наборах, со-
седних с набором (0, 1, 1, 0, 1, 1) или содержащих не менее пяти единиц,
значение 0 на наборах (0, 1, 1, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 1, 0, 1), (1, 1, 0, 1, 1, 0), а также
на всех наборах, соседних с наборами (1, 0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 1, 1), (1, 1, 1,
0, 0, 0) или содержащих не менее пяти нулей, и произвольные значения
на остальных 22 двоичных наборах длины 6.

Любой функциональный элемент, реализующийфункцию вида 𝜙(𝑥1,
. . . , 𝑥6), будем называть 𝜙-элементом.

Через 𝐼�̃�(�̃�𝑛) будем обозначать булеву функцию, принимающую зна-
чение 1 на наборе �̃� и значение 0 на всех остальных двоичных наборах
длины 𝑛.

Выделим ещё одно возможное представление функции 𝑓(�̃�𝑛):

𝑓(�̃�𝑛) = 𝜙𝛼(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖6), (7)

где 𝑖1, . . . , 𝑖6 ∈ {1, . . . , 𝑛} (индексы 𝑖1, . . . , 𝑖6 не обязательно попарно раз-
личны), 𝛼 ∈ {0, 1} и

𝜙𝛼 =

{︃
𝜙, если 𝛼 = 1,
𝜙, если 𝛼 = 0.
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Отметим, что представление (1) является частным случаем представле-
ния (7) при 𝑖1 = . . . = 𝑖6 = 𝑖, 𝛼 = 1.

В [9] доказано (теорема 3), что существует такой базис𝐵2, состоящий
из булевых функций от не более чем девяти переменных, что𝐷𝐵

ЕД(𝑛) 6 6
при 𝐵 = 𝐵2. Нижеследующие теорема 2 и следствие 2 показывают, что
при рассмотрении в качестве базиса 𝐵 базиса 𝐵10, состоящего из бу-
левых функций от не более чем шести переменных, указанную оценку
можно улучшить.

Теорема 2. Для любой булевой функции 𝑓(�̃�𝑛), отличной от констант,
справедливо равенство

𝐷𝐵10

ЕД (𝑓) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если функция 𝑓 представима в виде (1),
2, если функция 𝑓 представима в виде (7), но не в виде (1),
3, если функция 𝑓 не представима в виде (7).

Если же 𝑓 ≡ 0 или 𝑓 ≡ 1, то значение𝐷𝐵10

ЕД (𝑓) не определено.

Следствие 2. Для любого 𝑛 > 2 справедливо равенство𝐷𝐵10

ЕД (𝑛) = 3.
Для доказательства следствия 2 достаточно заметить, что любая

функция вида (7) принимает разные значения на наборах (0̃𝑛) и (1̃𝑛), а,
например, функция 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 ∨ 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 при 𝑛 > 2 не обладает этим свой-
ством и отлична от констант.

Доказательство теоремы 2. Вместо 𝐷𝐵10

ЕД (𝑓) для краткости будем пи-
сать 𝐷(𝑓). Случаи, когда 𝑓 ≡ 0, 𝑓 ≡ 1 или функция 𝑓 имеет вид (1), рас-
сматриваются точно так же, как в начале доказательства теоремы 1. Да-
лее будем считать, что данная функция отлична от констант. Пусть она
представима в виде (7), но не в виде (1). Неравенство 𝐷(𝑓) > 2 доказы-
вается абсолютно аналогично такому же неравенству в третьем абзаце
доказательства теоремы 1.

Докажем неравенство𝐷(𝑓) 6 2. Реализуемфункцию 𝑓(�̃�𝑛) схемой 𝑆 в
базисе 𝐵10 в соответствии с представлением (7). Переменные 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖6
подадим на 1-й, . . . , 6-й входы 𝜙-элемента соответственно. В случае 𝛼 =
= 1 выход этого элемента будем считать выходом схемы 𝑆, а в случае
𝛼 = 0 соединим его со входом инвертора, выход которого будем считать
выходом схемы 𝑆. Очевидно, что построенная схема реализует функ-
цию 𝑓 , имеет только две функции неисправности — константы 0 и 1
и, следовательно, неизбыточна, а множество, состоящее из любых двух
двоичных наборов длины 𝑛, на одном из которых функция 𝑓 принимает
значение 1, а на другом— значение 0, является для этой схемы единич-
ным диагностическим тестом (ЕДТ) длины 2. Поэтому 𝐷(𝑓) 6 2, что и
требовалось доказать.
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Пусть теперь функция 𝑓 не представима в виде (7). Рассмотрим про-
извольную неизбыточную схему 𝑆 в базисе 𝐵10, реализующую функ-
цию 𝑓 . Заметим, что на выходе ни одного элемента этой схемынеможет
реализовываться булева константа, так как в противном случае неис-
правность типа 𝛽 того элемента, на выходе которого реализуется кон-
станта 𝛽, никак не отразилась бы на функции, реализуемой схемой 𝑆,
т. е. данная схема была бы избыточна. С учётом этого соображения, рас-
суждая по аналогии с доказательством теоремы 5 из [10], получаем, что
𝐷(𝑓) > 3 (функция 𝜓(�̃�𝑛) из доказательства теоремы 5 из [10] будет рав-
на либо 𝜙(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖6), либо 𝑥𝑖1 = 𝜙(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖1), где 𝑖1, . . . , 𝑖6 ∈ {1, . . . , 𝑛}, а
соотношение (6) из [10] будет верно в силу того, что функция 𝑓 не пред-
ставима в виде (7)). Отметим, что сослаться на теорему 5 из [10] в чистом
виде было нельзя, поскольку функция 𝑓 может быть не представима в
виде (7), но представима в виде (4) из [10], где 𝑘 = 6, если хотя бы одно
из 𝑦1, . . . , 𝑦6 принадлежит множеству {0, 1}.

Докажем неравенство 𝐷(𝑓) 6 3. Из определения функции 𝜙(𝑥1, . . . ,
𝑥6) нетрудно получить, что 𝜙(𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑥&𝑦 и 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥⊕
⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧. Поэтому можно считать, что в базисе 𝐵10 содержатся функции
𝑥&𝑦 и 𝑥⊕𝑦⊕𝑧: достаточно отождествить соответствующие входы у про-
извольного 𝜙-элемента и получить конъюнктор (сумматор), допускаю-
щий те же самые неисправности (а именно, неисправности типов 0 и 1
на его выходе), что и исходный элемент. Тогда в базисе 𝐵10 содержатся
все функции из базиса 𝐵9.

Введём для удобства обозначение 𝑎 = 𝑓(1̃𝑛). Построим схему 𝑆 в ба-
зисе 𝐵10, реализующую функцию 𝑓(�̃�𝑛) (см. рис. 2). Схема 𝑆 состоит из
шести подсхем 𝑆1–𝑆6, 𝜙-элемента𝐸, входы которого соединяются с вы-
ходами этих подсхем (1-й вход— с выходом подсхемы 𝑆1, . . . , 6-й вход—
с выходом подсхемы 𝑆6), а также — при 𝑎 = 1— из инвертора 𝐸 ′. Выхо-
дом схемы 𝑆 является выход элемента 𝐸 при 𝑎 = 0 и выход элемента 𝐸 ′

при 𝑎 = 1. Строение подсхем 𝑆1–𝑆6 зависит от того, какой из перечис-
ленных ниже случаев А, Б, В имеет место. Представим функцию 𝑓 поли-
номомЖегалкина (2), в котором𝑚 > 1, 𝑐 ∈ {0, 1}, а𝐾1—самая короткая
конъюнкция. Без ограничения общности𝐾1 = 𝑥1& . . .&𝑥𝑘.

Всефункции вида 𝑓⊕. . ., которые будут встречаться далее, зависят от
переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 (возможно, от некоторых из них несущественно).

Случай А. Пусть 𝑓(1̃𝑛) = 𝑓(0̃𝑛). Тогда функцию 𝑓 ⊕ 𝐼(1̃𝑛) ⊕ 𝑎 (функ-
цию 𝑓 ⊕ 𝐼(0̃𝑛) ⊕ 𝑎) в силу теоремы 1 можно реализовать неизбыточной
схемой 𝑆 ′ (соответственно 𝑆 ′′) в базисе 𝐵9, а значит, и в базисе 𝐵10, для
которой множество 𝑇 = {(1̃𝑛), (0̃𝑛)} является ЕПТ (для каждой из этих
функций в доказательстве теоремы 1 выполнен случай А). Пусть под-
схемы 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 — это три копии схемы 𝑆 ′, а подсхемы 𝑆4, 𝑆5, 𝑆6 — три
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(x1,...,xn)

Рис. 2. Схема 𝑆

копии схемы 𝑆 ′′.

Случай Б. Пусть 𝑓(1̃𝑛) ̸= 𝑓(0̃𝑛) и 𝑘 < 𝑛. Тогда в полиноме Жегал-
кина функции 𝑓 ⊕ 𝐼(1̃𝑛) ⊕ 𝑎 = 𝑓 ⊕ 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 ⊕ 𝑎 самой короткой конъ-
юнкцией по-прежнему будет 𝐾1, и в силу теоремы 1 указанную функ-
цию можно реализовать неизбыточной схемой 𝑆 ′ в базисе 𝐵9 (а значит,
и 𝐵10), для которой множество 𝑇 = {(1̃𝑛), (1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘)} является ЕПТ (для
этой функции в доказательстве теоремы 1 выполнен случай Б). Пусть
подсхемы 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3— это три копии схемы 𝑆 ′. Далее, преобразуем функ-
цию 𝑓 ⊕ 𝐼(1̃𝑘,0̃𝑛−𝑘) ⊕ 𝑎 с учётом соотношения (2) и равенств 𝐾1 = 𝑥1 . . . 𝑥𝑘,
𝐼(1̃𝑘,0̃𝑛−𝑘) = 𝑥1 . . . 𝑥𝑘(1⊕ 𝑥𝑘+1) . . . (1⊕ 𝑥𝑛):

𝑓 ⊕ 𝐼(1̃𝑘,0̃𝑛−𝑘) ⊕ 𝑎 = 𝐾1 ⊕ . . .⊕𝐾𝑚 ⊕ 𝑐⊕ 𝑥1 . . . 𝑥𝑘(1⊕ 𝑥𝑘+1) . . . (1⊕ 𝑥𝑛)⊕ 𝑎 =

= 𝐾1 ⊕ . . .⊕𝐾𝑚 ⊕ 𝑐⊕ 𝑥1 . . . 𝑥𝑘 ⊕ 𝑥1 . . . 𝑥𝑘𝑥𝑘+1 ⊕ . . .⊕ 𝑥1 . . . 𝑥𝑘𝑥𝑛 ⊕ . . .⊕
⊕𝑥1 . . . 𝑥𝑘𝑥𝑘+1 . . . 𝑥𝑛 ⊕ 𝑎 = 𝐾2 ⊕ . . .⊕𝐾𝑚 ⊕ 𝑥1 . . . 𝑥𝑘𝑥𝑘+1 ⊕ . . .⊕

⊕𝑥1 . . . 𝑥𝑘𝑥𝑛 ⊕ . . .⊕ 𝑥1 . . . 𝑥𝑘𝑥𝑘+1 . . . 𝑥𝑛 ⊕ (𝑐⊕ 𝑎)

(в случае𝑚 = 1полагаем𝐾2⊕. . .⊕𝐾𝑚 = 0). Такимобразом, все конъюнк-
ции в полиномеЖегалкинафункции 𝑓⊕𝐼(1̃𝑘,0̃𝑛−𝑘)⊕𝑎 имеют ранг не мень-
ше 𝑘, причём среди них отсутствует конъюнкция 𝐾1. Это означает, что
на наборе (1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘) все конъюнкции в этомполиноме принимают значе-
ние 0. Тогда в силу теоремы 1 указанную функцию можно реализовать
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неизбыточной схемой 𝑆 ′′ в базисе 𝐵9 (а значит, и 𝐵10), для которой мно-
жество 𝑇 является ЕПТ (для этой функции в доказательстве теоремы 1
выполнен случайА). Пусть подсхемы 𝑆4, 𝑆5, 𝑆6—это три копии схемы 𝑆 ′′.

Случай В.Пусть 𝑓(1̃𝑛) ̸= 𝑓(0̃𝑛) и 𝑘 = 𝑛. Тогда функцию 𝑓⊕𝑎 (функцию
𝑓 ⊕ 𝐼(1̃𝑛) ⊕ 𝐼(0̃𝑛) ⊕ 𝑎) в силу теоремы 1 можно реализовать неизбыточной
схемой 𝑆 ′ (соответственно 𝑆 ′′) в базисе 𝐵9, а значит, и в базисе 𝐵10, для
которой множество 𝑇 = {(1̃𝑛), (0̃𝑛)} является ЕПТ (для каждой из этих
функций в доказательстве теоремы 1 выполнен случай А). Пусть под-
схемы 𝑆1, 𝑆4— это две копии схемы 𝑆 ′, а подсхемы 𝑆2, 𝑆3, 𝑆5, 𝑆6—четыре
копии схемы 𝑆 ′′.

Далее будем параллельно рассматривать случаи А, Б и В. Докажем,
что построенная схема 𝑆 в случае отсутствия в ней неисправностей ре-
ализует функцию 𝑓(�̃�𝑛). На любом двоичном наборе �̃� длины 𝑛, не при-
надлежащем множеству 𝑇 (которое было определено в каждом из слу-
чаев А, Б, В), на выходе каждой из подсхем 𝑆1–𝑆6, как нетрудно видеть,
возникает значение 𝑓(�̃�)⊕𝑎. Тогда на выходе элемента𝐸 возникнет зна-
чение 𝜙(𝑓(�̃�)⊕ 𝑎, . . . , 𝑓(�̃�)⊕ 𝑎) = 𝑓(�̃�)⊕ 𝑎, а на выходе схемы 𝑆 с учётом
возможного наличия в ней инвертора 𝐸 ′ — значение 𝑓(�̃�). Далее, в слу-
чаях А и Б на наборе (1̃𝑛) на выходах подсхем 𝑆1–𝑆6 возникают значения
𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕𝑎 соответ-
ственно, т. е. значения 0, 0, 0, 1, 1, 1 соответственно, поскольку 𝑎 = 𝑓(1̃𝑛).
Тогда на выходе элемента 𝐸 возникнет значение 𝜙(0, 0, 0, 1, 1, 1) = 1 =
= 𝑓(1̃𝑛) ⊕ 𝑎, а на выходе схемы 𝑆 с учётом возможного наличия в ней
инвертора 𝐸 ′ — значение 𝑓(1̃𝑛).

Заметим, что в случае Б 𝑓(1̃𝑛) ̸= 𝑓(0̃𝑛) и, кроме того, 𝑓(0̃𝑛) = 𝑐 ̸= 1 ⊕
⊕𝑐 = 𝑓(1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘) в силу (2), поэтому 𝑓(1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘) = 𝑓(1̃𝑛). В случае А на набо-
ре (0̃𝑛), а в случае Бнанаборе (1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘)на выходеподсхем𝑆1–𝑆6 возника-
ют значения 𝑓(1̃𝑛)⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎
соответственно, т. е. значения 1, 1, 1, 0, 0, 0 соответственно. Тогда на вы-
ходе элемента 𝐸 возникнет значение 𝜙(1, 1, 1, 0, 0, 0) = 1 = 𝑓(1̃𝑛)⊕ 𝑎, а на
выходе схемы 𝑆 — значение 𝑓(1̃𝑛), которое равно 𝑓(0̃𝑛) в случае А и рав-
но 𝑓(1̃𝑘, 0̃𝑛−𝑘) в случае Б. Таким образом, в случаях А и Б доказано, что на
выходе схемы 𝑆 реализуется в точности функция 𝑓(�̃�𝑛).

В случае В на наборе (1̃𝑛) на выходах подсхем 𝑆1–𝑆6 возникают зна-
чения 𝑓(1̃𝑛)⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎, 𝑓(1̃𝑛)⊕1⊕𝑎
соответственно, т. е. значения 1, 0, 0, 1, 0, 0 соответственно. Тогда на вы-
ходе элемента 𝐸 возникнет значение 𝜙(1, 0, 0, 1, 0, 0) = 1 = 𝑓(1̃𝑛) ⊕ 𝑎, а
на выходе схемы 𝑆 — значение 𝑓(1̃𝑛). Далее, на наборе (0̃𝑛) на выходе
подсхем 𝑆1–𝑆6 возникают значения 𝑓(0̃𝑛)⊕ 𝑎, 𝑓(0̃𝑛)⊕ 1⊕ 𝑎, 𝑓(0̃𝑛)⊕ 1⊕ 𝑎,
𝑓(0̃𝑛)⊕ 𝑎, 𝑓(0̃𝑛)⊕ 1⊕ 𝑎, 𝑓(0̃𝑛)⊕ 1⊕ 𝑎 соответственно, т. е. значения 0, 1, 1,
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0, 1, 1 соответственно, поскольку в указанном случае 𝑓(0̃𝑛) = 𝑓(1̃𝑛) = 𝑎.
Тогда на выходе элемента 𝐸 возникнет значение 𝜙(0, 1, 1, 0, 1, 1) = 0 =
= 𝑓(0̃𝑛) ⊕ 𝑎, а на выходе схемы 𝑆 — значение 𝑓(0̃𝑛). В случае В также
доказано, что на выходе схемы 𝑆 реализуется функция 𝑓(�̃�𝑛).

Докажем теперь, что схема 𝑆 неизбыточна и допускает ЕДТ длины 3.
При неисправности элемента𝐸 или элемента𝐸 ′ схема 𝑆, очевидно, ста-
нет реализовывать одну из булевых констант 0 или 1. При неисправно-
сти произвольного элемента в одной из подсхем 𝑆1–𝑆6 на любом дво-
ичном наборе �̃� длины 𝑛, не принадлежащем множеству 𝑇 , на выходе
не более одной из этих подсхем возникнет «неправильное» значение
𝑓(�̃�)⊕ 1⊕ 𝑎. Тогда как минимум на пять входов элемента 𝐸 будет пода-
но значение 𝑓(�̃�) ⊕ 𝑎, поэтому на его выходе в силу определения функ-
ции𝜙 возникнет значение 𝑓(�̃�)⊕𝑎, а на выходе схемы𝑆—значение 𝑓(�̃�).
Таким образом, любая функция неисправности схемы 𝑆, возникающая
при неисправности какого-то элемента в одной из подсхем 𝑆1–𝑆6, мо-
жет отличаться от функции 𝑓 только на наборах из множества 𝑇 .

По построению данное множество содержит два набора и является
ЕПТ для каждой из указанных подсхем в каждом из случаев А, Б, В. Ес-
ли при отсутствии неисправностей в схеме 𝑆 на выходе некоторого эле-
мента в одной из подсхем 𝑆1–𝑆6 на двух наборах из множества 𝑇 возни-
кает одно и то же значение 𝛽, то неисправность типа 𝛽 этого элемента
нельзя обнаружить на наборах из множества 𝑇 , однако это противоре-
чит тому, что 𝑇 —ЕПТ для каждой из подсхем 𝑆1–𝑆6. Поэтому на выходе
любого элемента 𝐸 ′′ в любой из этих подсхем на двух наборах из мно-
жества 𝑇 возникают различные значения. Тогда неисправность типа 𝛾,
𝛾 ∈ {0, 1}, элемента 𝐸 ′′ обнаруживается только на том наборе �̃�1 из это-
го множества, на котором значение на выходе элемента𝐸 ′′ в отсутствие
неисправностей равно 𝛾, и не обнаруживается на другом наборе �̃�2 из 𝑇 .
Значит, на выходах всехшести подсхем 𝑆1–𝑆6 при неисправности типа 𝛾
элемента 𝐸 ′′ на наборе �̃�2 возникнут те же значения, что и в отсутствие
неисправностей. Следовательно, схема 𝑆 выдаст «правильное» значе-
ние 𝑓(�̃�2).

С другой стороны, на наборе �̃�1 при неисправности типа 𝛾 элемен-
та 𝐸 ′′ на выходе ровно одной из подсхем 𝑆1–𝑆6 возникнет «неправиль-
ное» значение. Поэтому на входы 𝜙-элемента 𝐸 будет подан набор, со-
седний с одним из наборов (0, 0, 0, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1, 0, 0) или
(0, 1, 1, 0, 1, 1) (только такие наборы могут возникать на входах элемен-
та𝐸 при подаче на входы схемы 𝑆 наборов из множества 𝑇 и отсутствии
в ней неисправностей — см. выше). В силу определения функции 𝜙 зна-
чение на выходе элемента 𝐸, а значит, и на выходе всей схемы 𝑆, изме-
нится, т. е. неисправность будет обнаружена на наборе �̃�1 ∈ 𝑇 .
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Приведённые выше рассуждения показывают, что схема 𝑆 неизбы-
точна, а любая её функция неисправности, кроме, быть может, констант
0 и 1, отличается от функции 𝑓(�̃�𝑛) ровно на одном наборе из множе-
ства 𝑇 и совпадает с ней на всех остальных наборах. Таким образом, все
функции неисправности схемы 𝑆 принадлежат множеству {0, 1, 𝑓 ⊕ 𝐼�̃�1

,
𝑓 ⊕ 𝐼�̃�2

}, где �̃�1, �̃�2 — два различных набора из множества 𝑇 . Выше было
показано, что в случаях А и Б на обоих наборах из множества 𝑇 функ-
ция 𝑓 принимает значение 𝑓(1̃𝑛). Составимтаблицу значенийфункции 𝑓
и всех возможных функций неисправности схемы 𝑆 на наборах �̃�1 и �̃�2:

𝑓 0 1 𝑓 ⊕ 𝐼�̃�1
𝑓 ⊕ 𝐼�̃�2

�̃�1 𝑓(1̃𝑛) 0 1 𝑓(1̃𝑛) 𝑓(1̃𝑛)

�̃�2 𝑓(1̃𝑛) 0 1 𝑓(1̃𝑛) 𝑓(1̃𝑛)

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функ-
цию 𝑓 от одной из констант 0, 1. Добавим к этим наборам ещё один на-
бор �̃�3, на которомфункция 𝑓 принимает значение, отличноеот соответ-
ствующей константы (такой набор всегда найдётся, так как функция 𝑓
отлична от констант). Полученное множество {�̃�1, �̃�2, �̃�3} будет являться
ЕДТ длины 3 для схемы 𝑆.

В случае В на наборах из множества 𝑇 функция 𝑓 по определению
этого случая принимает разные значения. Заметим, что 𝑓(�̃�𝑛) = 𝑥1&
& . . .&𝑥𝑛 ⊕ 𝑐, так как 𝑘 = 𝑛. Поэтому одна из функций 𝑓 ⊕ 𝐼�̃�1

, 𝑓 ⊕ 𝐼�̃�2
,

а именно, функция 𝑓 ⊕ 𝐼(1̃𝑛) = 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 ⊕ 𝑐 ⊕ 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 = 𝑐, совпадает с
одной из функций 0 или 1. Кроме того, 𝑓(0̃𝑛) = 0& . . .&0⊕𝑐 = 𝑐, следова-
тельно, 𝑓(1̃𝑛) = 𝑐. На наборе �̃� = (1, 0̃𝑛−1)функция 𝑓 принимает значение
1&0& . . .&0⏟  ⏞  

𝑛−1

⊕𝑐 = 𝑐 (отметим, что 𝑛 > 2, так как данная функция отлична

от констант и не представима в виде (7)). Составим таблицу значений
функции 𝑓 и всех возможных функций неисправности схемы 𝑆 на набо-
рах (1̃𝑛), (0̃𝑛) и �̃�:

𝑓 0 1 𝑓 ⊕ 𝐼(0̃𝑛)

(1̃𝑛) 𝑐 0 1 𝑐

(0̃𝑛) 𝑐 0 1 𝑐

�̃� 𝑐 0 1 𝑐

Видно, что указанные три набора позволяют отличить функцию 𝑓 и все
функции неисправности схемы 𝑆 друг от друга. Поэтому множество
{(1̃𝑛), (0̃𝑛), �̃�} является ЕДТ длины 3 для этой схемы.
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В каждом из случаев А, Б и В установлено, что схема 𝑆 неизбыточна и
допускает ЕДТ длины 3, откуда следует неравенство𝐷(𝑓) 6 3. Теорема 2
доказана.

Рассмотрим теперь базис 𝐵11 = {𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6)}, где 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6) —
функция из базиса𝐵10. Любой функциональный элемент, реализующий
функцию вида 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6), будем называть 𝜙-элементом.

Теорема 3. Для любой булевой функции 𝑓(�̃�𝑛), отличной от констант,
справедливо равенство

𝐷𝐵11

ЕД (𝑓) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если функция 𝑓 представима в виде (1),
2, если функция 𝑓 представима в виде (7), но не в виде (1),
3, если функция 𝑓 не представима в виде (7).

Если же 𝑓 ≡ 0 или 𝑓 ≡ 1, то значение𝐷𝐵11

ЕД (𝑓) не определено.

Следствие 3. Для любого 𝑛 > 2 справедливо равенство𝐷𝐵11

ЕД (𝑛) = 3.

Доказательства следствий 2 и 3 совпадают.

Доказательство теоремы 3. Вместо 𝐷𝐵11

ЕД (𝑓) для краткости будем пи-
сать 𝐷(𝑓). Случаи, когда 𝑓 ≡ 0, 𝑓 ≡ 1 или функция 𝑓 имеет вид (1), рас-
сматриваются точно так же, как в начале доказательства теоремы 1. Да-
лее будем считать, что данная функция отлична от констант. Неравен-
ство 𝐷(𝑓) > 2 в случае, когда функция 𝑓 представима в виде (7), но не
в виде (1), доказывается абсолютно аналогично такому же неравенству
в третьем абзаце доказательства теоремы 1, а неравенство 𝐷(𝑓) > 3 в
случае, когда функция 𝑓 не представима в виде (7) — аналогично нера-
венству 𝐷(𝑓) > 3 в теореме 2 (с той лишь разницей, что функция 𝜓(�̃�𝑛)
из доказательства теоремы 5 из [10] будет равна 𝜙(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖6), где 𝑖1,
. . . , 𝑖6 ∈ {1, . . . , 𝑛}).

Можно считать, что в базисе 𝐵11 содержится функция 𝑥: достаточ-
но отождествить все входы у произвольного 𝜙-элемента и получить од-
новходовой элемент-инвертор, реализующий функцию вида 𝑥 и допус-
кающий те же самые неисправности (а именно, неисправности типов 0
и 1 на его выходе), что и исходный элемент. Далее, возьмём произволь-
ный𝜙-элементи соединимего выход со входоминвертора. Полученный
блок из двух элементов, очевидно, реализует функцию вида𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6)
и имеет только две функции неисправности — константы 0 и 1, поэто-
му его можно рассматривать как отдельный 𝜙-элемент и считать, что
в базисе 𝐵11 содержится также функция 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥6). В таком случае в
базис 𝐵11 входят все функции из базиса 𝐵10 и любая схема в базисе 𝐵10

является также схемой в базисе 𝐵11. Отсюда и из теоремы 2 следует, что
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𝐷(𝑓) 6 2, если функция 𝑓 представима в виде (7), но не в виде (1), и
𝐷(𝑓) 6 3, если функция 𝑓 не представима в виде (7). Теорема 3 доказа-
на.

Используя теоремы 1–3, следствия 1–3 и принцип двойственности
(см., например, [25, с. 24]), а именно, рассматривая схемы, получающи-
еся заменой всех элементов в схемах из доказательства теорем 1–3 на
двойственные, нетрудно получить двойственные им результаты для ба-
зисов 𝐵*

9 = {𝑥∨ 𝑦, 𝑥, 𝑥⊕ 𝑦⊕ 𝑧}, 𝐵*
10 = {𝜙*(𝑥1, . . . , 𝑥6), 𝑥} и 𝐵*

11 = {𝜙*(𝑥1, . . . ,
𝑥6)}, где 𝜙* (𝜙*) — двойственная к 𝜙 (𝜙) булева функция. В частности,
при 𝑛 > 1 справедливо равенство 𝐷𝐵*

9

ЕП(𝑛) = 2, а при 𝑛 > 2 имеют место
равенства𝐷𝐵*

10

ЕД (𝑛) = 𝐷
𝐵*

11

ЕД (𝑛) = 3.
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