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Яшунский А. Д.
О конечных алгебрах бернуллиевских распределений
Рассматриваются множества бернуллиевских распределений, за-

мкнутые относительно подстановки независимых случайных величин
в булевы функции из некоторого заданного множества (алгебры бер-
нуллиевских распределений). Описаны все конечные алгебры бернул-
лиевских распределений.
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Введение

В математической кибернетике достаточно давно рассматривается
задача преобразования дискретных случайных величин—получения
случайных величин с требуемыми распределениями путем подстанов-
ки независимых случайных величин с заданными распределениями в
некоторую функцию. Одна из ранних постановок задачи в таком виде
содержится, например, в работе Р. Г. Бухараева [1].

При рассмотрении подобных задач естественным образом возника-
ют вопросывыразимости одних распределенийчерез другие. Подобные
задачи весьма удобно формулировать на языке универсальных алгебр:
каждой преобразующей функции соответствует некоторая операция на
распределениях, тем самым задается алгебра на множестве распре-
делений, в которой можно рассматривать подалгебры, порождаемые
различными множествами. По-видимому, впервые в подобных терми-
нах эти задачи были сформулированы в работе Ф.И. Салимова [3].

Вообще говоря, рассматривались алгебры распределений случайных
величин над различными конечными множествами, однако в рамках
данной работы мы ограничимся только бернуллиевскими случайны-
ми величинами, преобразования которых осуществляются булевыми
функциями. Эти задачи достаточно хорошо изучены, особенно в слу-
чае, когда распределения имеют рациональные компоненты (см., на-
пример, работу Р.М. Колпакова [2]).

Помимо выразимости случайных величин рассматривается также
аппроксимируемость: возможность построения случайной величины,
распределение которой сколь угодно близко к требуемому. Фактически,
задачи об аппроксимируемости сводятся к исследованию множества
предельных точек в алгебрах распределений. Примечательно, что для
достаточно простых систем булевых функций индуцируемые алгебры
распределений могут быть всюду плотными в множестве распределе-
ний. Так, например, в работе Р. Л. Схиртладзе [4] показано, что любое
невырожденное распределение порождает при подстановке в систе-
му функций «конъюнкция, дизъюнкция, отрицание» всюду плотную
алгебру.

Возможны и иные варианты: так, в частности, из работы автора [7]
вытекает, что любое конечное множество бернуллиевских распределе-
ний при подстановке в линейные функции порождает алгебру распре-
делений с единственной предельной точкой— равномерным распреде-
лением; существуют также системы операций, относительно которых
порождаются, например, алгебры со счетным множеством предельных
точек, не являющиеся при этом всюду плотными, см. [6].
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Среди разнообразных конфигураций предельных точек алгебр рас-
пределений определенный интерес представляют случаи, когда в ал-
гебре распределений предельных точек нет вовсе: конечные алгебры
распределений. Относительно тривиальные примеры подобных алгебр
несложно построить, однако далеко не очевидно, исчерпывают ли эти
примеры все возможные конечные алгебры распределений.

В данной работе устанавливаются условия, при которых алгебра
бернуллиевских распределений конечна. Они позволяют утверждать,
что конечные алгебры— явление, в некотором смысле, редкое: любая
конечная алгебра может быть неформально признана «вырожденной»,
либо в силу устройства своего основного множества, либо из-за своей
сигнатуры.

Определенияивспомогательные утверждения

Пусть 𝑋 —бернуллиевская случайная величина, значения которой
принадлежат множеству {0, 1}. Тогда ее распределение есть двумерный
вектор (𝑝0, 𝑝1), где 𝑝0 > 0, 𝑝1 > 0, 𝑝0 + 𝑝1 = 1. Такой вектор однозначно
задается любой из двух своих компонент, для определенности далее
будем использовать компоненту 𝑝1. При этом множество 𝑆 таких век-
торов находится в естественном взаимно-однозначном соответствии с
отрезком [0; 1], поэтому далее, говоря о бернуллиевских распределени-
ях, будем отождествлять их с числамииз этого отрезка. Распределения 0
и 1 будем называть вырожденными.

Пусть𝐵—некотороемножество булевыхфункций. Если 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈
𝐵—булева функция от 𝑛 переменных и 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛—независимые в со-
вокупностибернуллиевские случайныевеличинысо значениямив {0, 1}
и распределениями 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ 𝑆 соответственно, то 𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) есть
также случайная величина со значениями в {0, 1} и для ее распределе-
ния 𝑞 ∈ 𝑆 выполнено

𝑞 =
∑︁

(𝜎1,...,𝜎𝑛)∈{0,1}𝑛,
𝑓(𝜎1,...,𝜎𝑛)=1

𝑠(𝑝1, 𝜎1) · · · 𝑠(𝑝𝑛, 𝜎𝑛), (1)

где 𝑠(𝑝, 1) = 𝑝 и 𝑠(𝑝, 0) = 1 − 𝑝. Таким образом, каждая операция
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵 индуцирует полилинейное отображение 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)

из 𝑆𝑛 в 𝑆, заданное равенством (1). Обозначим �̂� = {𝑓 | 𝑓 ∈ 𝐵}, то-
гда ⟨𝑆, �̂�⟩ есть алгебра бернуллиевских распределений, индуцированная
множеством булевых функций 𝐵.
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Алгебра ⟨𝑆, �̂�⟩ содержит собственные подалгебры. В данной работе
изучаются конечные подалгебры алгебры ⟨𝑆, �̂�⟩, т. е. такие подалгеб-
ры ⟨𝐺, �̂�⟩, в которых множество 𝐺 конечно. Тривиальным примером
конечной подалгебры с сигнатурой �̂� является алгебра вырожденных
распределений ⟨{0, 1}, �̂�⟩. Несложно видеть, что она изоморфна алгебре
⟨{0, 1}, 𝐵⟩ из булевых констант 0 и 1 с множеством булевых операций 𝐵.
Указание на существование таких подалгебр содержится (в несколько
иных терминах) уже в работе Р. Г. Бухараева [1].

Рассмотрим некоторые свойства операций из �̂� и алгебр бернулли-
евских распределений.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵—булева функция, обозначим ее подфункции
𝑓(0, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) и 𝑓(1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) через 𝑓0 и 𝑓1 соответственно. Несложно
видеть, что для 𝑓 имеет место разложение, аналогичное разложению
функции 𝑓 по ее первой переменной:

𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = (1 − 𝑝1)𝑓0(𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) + 𝑝1𝑓1(𝑝2, . . . , 𝑝𝑛).

В частности, если 𝑓0 = 𝑓1, то 𝑓 = 𝑓0 = 𝑓1. Как следствие, если функции 𝑓
и 𝑔 получаются друг из друга добавлением и изъятием несуществен-
ных переменных, то выполнено 𝑓 = 𝑔. Естественно, разложение может
быть продолжено по второй, третьей и т. д. переменным. Разложение
функции 𝑓 по всем ее переменным дает выражение, идентичное фор-
муле (1).

Напомним, что функция 𝑓 *(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(�̄�1, . . . , �̄�𝑛) называется
двойственной к булевой функции 𝑓 . Как показывает лемма ниже, для
каждой подалгебры распределений, существует изоморфная ей алгебра
с двойственной сигнатурой.

Лемма 1. Пусть ⟨𝐺, �̂�⟩—алгебра бернуллиевских распределений. По-
ложим 𝐺* = {1 − 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} и 𝐵* = {𝑓 * | 𝑓 ∈ 𝐵}. Тогда ⟨𝐺*, �̂�*⟩—алгебра,
изоморфная ⟨𝐺, �̂�⟩.

Доказательство. Положим 𝜙(𝑔) = 1 − 𝑔 и покажем, что для любых рас-
пределений 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺 и любой функции 𝑓 ∈ 𝐵 выполнено равенство
𝜙(𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)) = 𝑓 *(𝜙(𝑔1), . . . , 𝜙(𝑔𝑛)). Согласно выражению (1) для 𝑓 *

имеем

𝑓 *(𝜙(𝑔1), . . . , 𝜙(𝑔𝑛)) =
∑︁

𝑓*(𝜎1,...,𝜎𝑛)=1

𝑠(𝜙(𝑔1), 𝜎1) · · · 𝑠(𝜙(𝑔𝑛), 𝜎𝑛) =

=
∑︁

𝑓(�̄�1,...,�̄�𝑛)=0

𝑠(𝜙(𝑔1), 𝜎1) · · · 𝑠(𝜙(𝑔𝑛), 𝜎𝑛) =
∑︁

𝑓(𝜎1,...,𝜎𝑛)=0

𝑠(𝜙(𝑔1), �̄�1) · · · 𝑠(𝜙(𝑔𝑛), �̄�𝑛).
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Несложно проверить, что 𝑠(𝜙(𝑔), �̄�) = 𝑠(𝑔, 𝜎), откуда

𝑓 *(𝜙(𝑔1), . . . , 𝜙(𝑔𝑛)) =
∑︁

𝑓(𝜎1,...,𝜎𝑛)=0

𝑠(𝑔1, 𝜎1) · · · 𝑠(𝑔𝑛, 𝜎𝑛) =

= 1 −
∑︁

𝑓(𝜎1,...,𝜎𝑛)=1

𝑠(𝑔1, 𝜎1) · · · 𝑠(𝑔𝑛, 𝜎𝑛) = 𝜙(𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)),

что и требовалось доказать. Отсюда легко вытекает, что множество 𝐺*

замкнуто относительно операций из �̂�*, так как по условию леммы
множество 𝐺 замкнуто относительно операций из �̂�. При этом отобра-
жение 𝜙 является искомым изоморфизмом алгебр.

Лемма 2. Пусть 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ̸∈ {0, 1} и 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 𝑐 ∈ {0, 1}. Тогда
булева функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—постоянная, равная 𝑐.

Доказательство. Предположим, что 𝑓 ̸≡ 0 и при этом имеет место ра-
венство 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 0. Из 𝑓 ̸≡ 0 вытекает, что представление (1) для
𝑓 содержит по крайней мере одно слагаемое вида 𝑠(𝑝1, 𝜎1) · · · 𝑠(𝑝𝑛, 𝜎𝑛) с
некоторыми 𝜎1, . . . , 𝜎𝑛 ∈ {0, 1}. Легко видеть, что для 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ̸∈ {0, 1}
это слагаемое строго положительно. В совокупности с неотрицательно-
стью всех прочих слагаемых, входящих в 𝑓 , получаем, что 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) >
0, что противоречит сделанному предположению. Таким образом, ра-
венство 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 0 влечет 𝑓 ≡ 0.

Из соображений двойственности с использованием леммы 1 полу-
чаем, что равенство 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 1 влечет 𝑓 ≡ 1. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть 𝐵 индуцирует некоторую конечную алгебру ⟨𝐺, �̂�⟩,
причем |𝐺∖{0, 1}| > 1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵, тогда либо функция 𝑓 име-
ет не более одной существенной переменной, либо для любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛
и любых 𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐺 ∖ {0, 1} имеет место равенство

𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 0, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 1, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛).

Доказательство. Пусть заданы, согласно условию леммы, 𝑓 ∈ 𝐵, 𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑛}, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐺 ∖ {0, 1}. Выберем некоторое 𝑝0 ∈
𝐺∖{0, 1}и рассмотримпоследовательность, заданнуюравенством 𝑝𝑡+1 =

𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 𝑝𝑡, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛). Положим

𝐴 =

(︂
1 − 𝑓(. . . , 𝛼𝑖−1, 0, 𝛼𝑖+1, . . . ) 𝑓(. . . , 𝛼𝑖−1, 0, 𝛼𝑖+1, . . . )

1 − 𝑓(. . . , 𝛼𝑖−1, 1, 𝛼𝑖+1, . . . ) 𝑓(. . . , 𝛼𝑖−1, 1, 𝛼𝑖+1, . . . )

)︂
.

Используя разложение для функции 𝑓 по 𝑖-ой переменной, легко убе-
диться, что выполненоматричное равенство (1−𝑝𝑡+1, 𝑝𝑡+1) = (1−𝑝𝑡, 𝑝𝑡)𝐴.
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Таким образом, значения 𝑝𝑡 представляют собой вероятности на-
хождения во втором из двух состояний цепиМаркова, заданной матри-
цей 𝐴, после 𝑡 шагов. Поскольку все 𝑝𝑡 ∈ 𝐺 и 𝐺—конечное множество,
такая цепь Маркова не может быть произвольной.

Если рассматриваемая цепь периодическая с периодом 2, то имеют
место равенства 𝑓(. . . , 𝛼𝑖−1, 0, 𝛼𝑖+1, . . . ) = 1 и 𝑓(. . . , 𝛼𝑖−1, 1, 𝛼𝑖+1, . . . ) = 0,
которые с использованием разложения по 𝑖-ой переменной и приме-
нением леммы 2 к подфункциям от 𝑛 − 1 переменной легко влекут
равенство 𝑓 = �̄�𝑖.

Если рассматриваемая цепь представляет собой объединение двух
несвязных поглощающих состояний, то матрица 𝐴 единичная, что пу-
тем рассуждений, аналогичных описанным выше, влечет 𝑓 = 𝑥𝑖.

В иных случаях рассматриваемая цепь Маркова является апериоди-
ческойиимеет ровно одиннеприводимыйкласс возвратных состояний,
что влечет наличие у матрицы 𝐴 единственного вектора вида (1 − 𝑝, 𝑝),
удовлетворяющего равенству (1 − 𝑝, 𝑝) = (1 − 𝑝, 𝑝)𝐴, т. е. описывающего
стационарное распределение цепи (подробнее о цепяхМаркова см. [5]).

Поскольку множество 𝐺 ∖ {0, 1} содержит не менее двух различ-
ных распределений, которые не могут быть оба стационарными для
матрицы 𝐴, получаем, что матрица 𝐴 должна задавать цепь Марко-
ва, сходящуюся для некоторых начальных распределений за конечное
число шагов.

В работе [8] показано, что для сходимости цепиМаркова за конечное
число шагов необходимо наличие у матрицы 𝐴 нулевого собственного
значения. Это равносильно тому, что определитель матрицы 𝐴 равен
нулю. Положим 𝑎 = 𝑓(. . . , 𝛼𝑖−1, 0, 𝛼𝑖+1, . . . ) и 𝑏 = 𝑓(. . . , 𝛼𝑖−1, 1, 𝛼𝑖+1, . . . ).

Тогда
⃒⃒⃒⃒
1 − 𝑎 𝑎
1 − 𝑏 𝑏

⃒⃒⃒⃒
= 0, откуда 𝑎 = 𝑏, что и составляет утверждение леммы.

Унарные алгебры

Помимо уже упоминавшихся конечных алгебр с основным множе-
ством, входящим в {0, 1}, простым примером конечных алгебр могут
служить алгебры, индуцированные функциями, существенно завися-
щими менее чем от двух переменных.

Легко видеть, что если в сигнатуре �̂� содержатся только функции,
индуцированные (с точностью до несущественных переменных) функ-
циями 0, 1, 𝑥 и �̄�, то замыкание любого конечного множества распре-
делений относительно операций из �̂�, порождает заведомо конечную
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алгебру ⟨𝐺, �̂�⟩— унарную, так как функции из �̂� также фактически яв-
ляются функциями одной переменной или константами.

При этом почти очевидно, что множество 𝐺 удовлетворяет следую-
щим условиям: если 0 ∈ 𝐵, то 0 ∈ 𝐺; если 1 ∈ 𝐵, то 1 ∈ 𝐺; если �̄� ∈ 𝐵,
то 𝐺 = {1 − 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺}. Конструирование подобных конечных алгебр не
представляет ни сложности, ни особого интереса.

Неунарные алгебры

Более интересным представляется случай, когда в множестве 𝐵 со-
держатся функции с двумя или более существенными переменными. В
этом случае оказывается, что основное множество конечной алгебры
может содержать самое большее три элемента. Более того, имеет место
следующая теорема.

Теорема 1. Пусть𝐵 содержитфункции, существенно зависящие более
чем от одной переменной, и индуцированная 𝐵 алгебра ⟨𝐺, �̂�⟩—конечна.
Тогда |𝐺 ∖ {0, 1}| 6 1.

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵 существенно зависит от более
чем одной переменной. Предположим, что существуют 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐺 ∖ {0, 1},
𝑝 ̸= 𝑞.

Обозначим 𝑓(𝑝, . . . , 𝑝) = ℎ. Покажем, что для произвольного набо-
ра 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ∈ {0, 1, 𝑝}𝑛, имеет место равенство 𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) = ℎ.

Доказательство проведем индукцией по числу 𝑏 компонент в 𝛽,
отличных от 𝑝. В случае 𝑏 = 0 (т. е. когда все компоненты равны 𝑝)
утверждение верно в силу определения ℎ.

Пусть утверждение доказано для 𝑏 = 𝑚, покажем, что оно верно для
𝑏 = 𝑚 + 1. Рассмотрим все наборы 𝛽, у которых компоненты отличные
от 𝑝 стоят на фиксированных 𝑚 + 1 местах: для удобства будем счи-
тать, что это первые 𝑚 + 1 мест, в остальных случаях доказательство
проводится аналогично. Итак, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚+1 ∈ {0, 1}, 𝛽𝑚+2 = · · · = 𝛽𝑛 = 𝑝.

Рассмотрим набор (𝛽1, . . . , 𝛽𝑖−1, 0, 𝛽𝑖+1, . . . , 𝛽𝑛), где 𝑖 6 𝑚 + 1. В силу
предположения индукции имеет место равенство:

(1 − 𝑝)𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑖−1, 0, 𝛽𝑖+1, . . . , 𝛽𝑛) + 𝑝𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑖−1, 1, 𝛽𝑖+1, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑖−1, 𝑝, 𝛽𝑖+1, . . . , 𝛽𝑛) = ℎ (2)
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Обозначим 𝑓(0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑚+1

, 𝑝, . . . , 𝑝) = ℎ0. Тогда из равенств (2) вытекает, что

𝑓(1, 0, . . . , 0, 𝑝, . . . , 𝑝) = 𝑓(0, 1, 0, . . . , 0, 𝑝, . . . , 𝑝) = · · · =

= 𝑓(0, . . . , 0, 1, 𝑝, . . . , 𝑝) =
1

𝑝
(ℎ− (1 − 𝑝)ℎ0).

Таким образом, значения 𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) на всех наборах, у которых сре-
ди 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚+1 ровно одна единица, совпадают: обозначим это значение
через ℎ1. Аналогичноиз равенств (2) вытекает, что значения 𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)
совпадают на наборах 𝛽 с произвольным фиксированным количеством
единиц среди 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚+1. Обозначим через ℎ𝑖 значение 𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛),
если среди 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚+1 ровно 𝑖 единиц. Тогда равенства (2) можно пере-
писать в виде:

(1 − 𝑝)ℎ𝑖 + 𝑝ℎ𝑖+1 = ℎ, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚. (3)

Покажем, что в действительности имеет место ℎ0 = · · · = ℎ𝑚+1 =
ℎ. Из леммы 3 вытекает, что для любого 𝑗 = 0, . . . ,𝑚 имеет место
равенство:

𝑓(0,
𝑚⏞  ⏟  

𝑞, . . . , 𝑞⏟  ⏞  
𝑗

, 𝑝, . . . , 𝑝, . . . , 𝑝) = 𝑓(1,
𝑚⏞  ⏟  

𝑞, . . . , 𝑞⏟  ⏞  
𝑗

, 𝑝, . . . , 𝑝, . . . , 𝑝). (4)

Раскладывая функции по первым 𝑚 переменным, с использованием
ранее введенных обозначений ℎ𝑖 равенства (4) можно переписать сле-
дующим образом:

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑚−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑚−𝑗
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑚−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

=

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑚−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑚−𝑗
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑚−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1.

Покажем теперь, что в сделанных выше предположениях при всех 𝑡 =
= 0, . . . ,𝑚 и всех 𝑗 = 0, . . . , 𝑡 имеют место аналогичные равенства

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑡−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑡−𝑗
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑡−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

=

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑡−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑡−𝑗
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑡−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1. (5)
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Отметим, что равенства (5) представляют собой развернутую запись
следующих соотношений, аналогичных равенствам (4):

𝑓(0,

𝑚−𝑡⏞  ⏟  
0, . . . , 0,

𝑡⏞  ⏟  
𝑞, . . . , 𝑞⏟  ⏞  

𝑗

, 𝑝, . . . , 𝑝, . . . , 𝑝) = 𝑓(1,

𝑚−𝑡⏞  ⏟  
0, . . . , 0,

𝑡⏞  ⏟  
𝑞, . . . , 𝑞⏟  ⏞  

𝑗

, 𝑝, . . . , 𝑝, . . . , 𝑝).

Их выполнение, вообще говоря, не вытекает непосредственно из ранее
доказанных утверждений.

Для 𝑡 = 𝑚 равенства выполнены. Покажем, что если они выполнены
для 𝑡 = 𝑇 , т. е.

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

=

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1, (6)

то они также выполнены для 𝑡 = 𝑇 − 1.
Преобразуем сумму из левой части равенства (6):

𝑇−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

𝑇−𝑗∑︁
𝑠=0

(︁(︀
𝑇−𝑗−1

𝑠

)︀
+
(︀
𝑇−𝑗−1
𝑠−1

)︀)︁
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

=

𝑇−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗−1

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠 +

𝑇−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗−1
𝑠−1

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

=

𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗−1

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−1−𝑠+1ℎ𝑙+𝑠+

+

𝑇−𝑗∑︁
𝑠=1

(︀
𝑇−𝑗−1
𝑠−1

)︀
𝑝(𝑠−1)+1(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−1−(𝑠−1)ℎ𝑙+(𝑠−1)+1 =

= (1−𝑝)
𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗−1

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1−𝑝)𝑇−𝑗−1−𝑠ℎ𝑙+𝑠+𝑝

𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗−1

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1−𝑝)𝑇−𝑗−1−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1.

Выполняя аналогичные преобразования в правой части, равенства (6)
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при 𝑗 = 0, . . . , 𝑇 − 1 можно переписать в виде:

(1 − 𝑝)

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+

+ 𝑝

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1 =

= (1 − 𝑝)

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1+

+ 𝑝

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+2. (7)

Заменимвравенстве (6) все вхождения 𝑗 на 𝑗+1. Тогдапри 𝑗 = 0, . . . , 𝑇−1
имеет место равенство:

𝑗+1∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗+1
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗+1−𝑙

𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗−1

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−1−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

=

𝑗+1∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗+1
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗+1−𝑙

𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−𝑗−1

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−𝑗−1−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1.

Эти равенства с использованием разложения
(︀
𝑗+1
𝑙

)︀
=

(︀
𝑗
𝑙

)︀
+

(︀
𝑗

𝑙−1

)︀
могут

быть преобразованы к следующему виду:

(1 − 𝑞)

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+

+ 𝑞

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1 =

= (1 − 𝑞)

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1+

+ 𝑞

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+2. (8)

Вычитая из равенств (7) равенства (8) после преобразований получаем
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при 𝑗 = 0, . . . , 𝑇 − 1:

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1−𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1−𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠 ((𝑞 − 𝑝)ℎ𝑙+𝑠 + (𝑝− 𝑞)ℎ𝑙+𝑠+1) =

=

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1−𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1−𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠 ((𝑞 − 𝑝)ℎ𝑙+𝑠+1 + (𝑝− 𝑞)ℎ𝑙+𝑠+2) .

Поскольку 𝑝 ̸= 𝑞, равенства можно разделить на 𝑞− 𝑝, получив в резуль-
тате

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠 (ℎ𝑙+𝑠 − ℎ𝑙+𝑠+1) =

=

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠 (ℎ𝑙+𝑠+1 − ℎ𝑙+𝑠+2) . (9)

Непосредственно из равенств (3) вытекает, что для всех 𝑖 выполнено
ℎ𝑖 − ℎ𝑖+1 = 1

𝑝(ℎ𝑖 − ℎ). Подставляя эти соотношения в (9) и умножая
равенство на 𝑝, получаем соотношение:

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠 (ℎ𝑙+𝑠 − ℎ) =

=

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠 (ℎ𝑙+𝑠+1 − ℎ) ,

откуда легко следует, что для всех 𝑗 = 0, . . . , 𝑇−1 имеетместо равенство:

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

=

𝑗∑︁
𝑙=0

(︀
𝑗
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)𝑗−𝑙

𝑇−1−𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑇−1−𝑗

𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)𝑇−1−𝑗−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1.

Таким образом, из выполнения равенств (5) при 𝑡 = 𝑇 вытекает их
выполнение для 𝑡 = 𝑇 −1, а значит они выполнены при всех 𝑡 = 0, . . . ,𝑚.
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В частности, при 𝑡 = 0 и 𝑗 = 0 получаем

0∑︁
𝑙=0

(︀
0
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)0−𝑙

0∑︁
𝑠=0

(︀
0
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)0−𝑠ℎ𝑙+𝑠 =

=
0∑︁

𝑙=0

(︀
0
𝑙

)︀
𝑞𝑙(1 − 𝑞)0−𝑙

0∑︁
𝑠=0

(︀
0
𝑠

)︀
𝑝𝑠(1 − 𝑝)0−𝑠ℎ𝑙+𝑠+1,

что в действительности представляет собой равенство ℎ0 = ℎ1. С уче-
том соотношений (3), это равенство влечет ℎ0 = ℎ1 = ℎ. Применяя
соотношения (3) многократно, получаем ℎ0 = · · · = ℎ𝑚+1 = ℎ.

Таким образом показано, что 𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) = ℎ для всех наборов 𝛽 со-
держащих ровно𝑚+1 компоненту, отличную от 𝑝. По индукции получа-
ем, что 𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) = ℎ для всех наборов 𝛽 ∈ {0, 1, 𝑝}𝑛, в частности, для
наборов 𝛽 ∈ {0, 1}𝑛. Но для таких наборов значение 𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ∈ {0, 1},
откуда вытекает, что ℎ ∈ {0, 1}. Тогда в силу леммы 2, получаем, что
функция 𝑓 —константа, а это противоречит тому, что она существенно
зависит от более чем одной переменной. Полученное противоречие
показывает, что предположение о существовании 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐺 ∖ {0, 1}, 𝑝 ̸= 𝑞
неверно. Теорема доказана.

Помимо случая, когда 𝐺 ∩ {0, 1} ̸= ∅, который будет рассмотрен
далее, возможны также алгебры, в которых множество 𝐺 состоит из
единственного элемента 𝑝 ̸∈ {0, 1}. Для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐵 такое
число 𝑝 должно являться решением уравнения 𝑓(𝑝, . . . , 𝑝) = 𝑝, которое
очевидно, алгебраическое, поэтому число 𝑝—алгебраическое.

Достаточно просто построить разнообразные примеры алгебр из
единственного элемента. Рассмотрим булевы функции трех перемен-
ных 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, заданные таблицей ниже.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝜇 𝜆 𝜙 𝜓
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 0 0

Заметим, что �̂�(𝑝, 𝑝, 𝑝) = 3𝑝2(1 − 𝑝) + 𝑝3, �̂�(𝑝, 𝑝, 𝑝) = 3𝑝(1 − 𝑝)2 + 𝑝3 и
𝜙(𝑝, 𝑝, 𝑝) = 𝜓(𝑝, 𝑝, 𝑝) = 2𝑝(1 − 𝑝)2 + 𝑝2(1 − 𝑝). Отсюда легко получить,
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что ⟨12 , �̂�⟩, ⟨
1
2 , �̂�⟩, ⟨

1
2 , {�̂�, �̂�}⟩, а также ⟨3−

√
5

2 , 𝜙⟩, ⟨3−
√
5

2 , 𝜓⟩ и ⟨3−
√
5

2 , {𝜙, 𝜓}⟩—
конечные алгебры.

Алгебры с вырожденными распределениями

Как отмечалось ранее, для любого набора булевых функций 𝐵 ко-
нечной алгеброй является ⟨{0, 1}, �̂�⟩. В случае же наличия в конечной
алгебре как вырожденных, так и невырожденных распределений, ока-
зывается, что имеются весьма жесткие ограничения на индуцирующее
множество булевых функций.

Напомним, что булева функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) линейна, если она пред-
ставляется в виде 𝑥𝑖1 + · · · + 𝑥𝑖𝑚 + 𝑐 (mod 2), где 𝑐 ∈ {0, 1}. Множество
линейных булевых функций обозначим через 𝐿.

Теорема 2. Пусть𝐵 содержитфункции, существенно зависящие более
чем от одной переменной, и индуцированная им алгебра ⟨𝐺, �̂�⟩—конечна.
Если 𝐺 ̸⊆ {0, 1} и |𝐺| > 1, то 𝐺 ⊆ {0, 12 , 1} и 𝐵 ⊆ 𝐿.

Доказательство. Рассмотрим каждую функцию 𝑓 ∈ 𝐵, существенно
зависящую от более чем одной переменной. Для каждой такой функции
⟨𝐺, 𝑓⟩—конечная алгебра бернуллиевских распределений.

В силу теоремы 1 имеет место включение 𝐺 ⊆ {0, 1, 𝑝}, где 𝑝 ̸∈ {0, 1}.
За исключением 𝐺 = {0, 1} имеются три варианта, при которых |𝐺| > 1.
Два из них (𝐺 = {0, 𝑝} и 𝐺 = {1, 𝑝}) являются двойственными, третий
(𝐺 = {0, 1, 𝑝}) требует отдельного рассмотрения.

Пусть сначала 𝐺 = {0, 𝑝}. Тогда значения 𝑓 на наборах 𝛽 ∈ {0, 𝑝}𝑛
также лежат в множестве {0, 𝑝}. Для набора 𝛽 ∈ {0, 𝑝}𝑛 обозначим
через 𝛽↑ набор измножества {0, 1}𝑛, получающийся из набора 𝛽 заменой
всех элементов 𝑝 на единицы. Для набора �̃� ∈ {0, 1}𝑛 через |�̃�| будем
обозначать число единиц в наборе �̃�. С использованием разложения 𝑓
по переменным несложно убедиться в том, что для всех 𝛽 ∈ {0, 𝑝}𝑛
выполняются равенства:

𝑓(𝛽) =
∑︁

�̃�∈{0,1}𝑛,
�̃�6𝛽↑

𝑓(�̃�)𝑝|�̃�|(1 − 𝑝)|𝛽
↑|−|�̃�|, (10)

где неравенство �̃� 6 𝛽↑ понимается в смысле обычного частичного
порядка на множестве {0, 1}𝑛.

Равенства (10) можно рассматривать как систему уравнений отно-
сительно 2𝑛 неизвестных 𝑓(𝛽↑), 𝛽↑ ∈ {0, 1}𝑛. Расположив неизвестные
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по возрастанию величины |𝛽↑|, получим систему линейных уравнений с
нижнетреугольной матрицей, у которой на диагонали стоят величины
𝑝|𝛽

↑|. При 𝑝 ̸= 0 такая система имеет единственное решение для каждого
набора 𝑓(𝛽), 𝛽 ∈ {0, 𝑝}𝑛. Отметим, что этому решению соответствует
некоторая булева функция 𝑓 только в том случае, если все его компо-
ненты равны 0 или 1. В остальных случаях соответствующей булевой
функции не существует.

Введем на множестве наборов {0, 𝑝}𝑛 частичный порядок, положив
0 4 𝑝 и считая, что (𝛼1 . . . , 𝛼𝑛) 4 (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), если для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛
выполнено 𝛼𝑖 4 𝛽𝑖.

Покажем, что функция 𝑓 на множестве наборов {0, 𝑝}𝑛 является мо-
нотонно возрастающей относительно введенного частичного порядка.
Пусть для некоторого 𝛽 ∈ {0, 𝑝}𝑛 имеет место равенство 𝑓(𝛽) = 0. Тогда
из (10) получаем, что

0 =
∑︁

�̃�∈{0,1}𝑛,
�̃�6𝛽↑

𝑓(�̃�)𝑝|�̃�|(1 − 𝑝)|𝛽
↑|−|�̃�|. (11)

Поскольку 𝑝 ̸∈ {0, 1}, это влечет для всех �̃� 6 𝛽↑ равенство 𝑓(�̃�) = 0,
откуда легко вытекает, что 𝑓(�̃�) = 0 для всех �̃� 4 𝛽.

Если 𝑓(𝛽) = 𝑝, то для всех таких �̃�, что �̃� < 𝛽 имеет место равенство
𝑓(�̃�) = 𝑝, так как в противном случае, по ранее доказанному получалось
бы, что 𝑓(𝛽) = 0. Таким образом, монотонное возрастание 𝑓 на {0, 𝑝}𝑛
доказано.

Легко видеть, что 𝑓(0, . . . , 0) = 𝑓(0, . . . , 0) = 0, так как 𝑓(0, . . . , 0) ∈
∈ {0, 1}, а 𝑓(0, . . . , 0) ∈ {0, 𝑝}. Если 𝑓(𝑝, . . . , 𝑝) = 0, то 𝑓 ≡ 0, что противо-
речит ее существенной зависимости от более чем одной переменной.
Следовательно, 𝑓(𝑝, . . . , 𝑝) = 𝑝.

Среди наборов 𝛾 ∈ {0, 𝑝}𝑛 выберем такие, что 𝑓(𝛾) = 𝑝 и при этом для
любого �̃� ∈ {0, 𝑝}𝑛, �̃� 4 𝛾, �̃� ̸= 𝛾, выполнено 𝑓(�̃�) = 0. Такие наборы 𝛾
будем называть нижними.

Покажем, что нижние наборы не могут содержать более одного эле-
мента 𝑝. Действительно, пусть некоторый нижний набор 𝛾 содержит 𝑘
элементов, равных 𝑝, 𝑘 > 2. Тогда из (10) с учетом равенств 𝑓(�̃�) = 0 для
всех �̃� < 𝛾↑ получаем 𝑝 = 𝑓(𝛾) = 𝑝𝑘𝑓(𝛾↑).

При 𝑘 > 2 это влечет 𝑝 ∈ {0, 1}, что противоречит определению
значения 𝑝 выше. Итак, 𝑘 = 1, а кроме того, для нижнего набора 𝛾 вы-
полнено 𝑓(𝛾↑) = 1. Пусть для определенности имеется ровно𝑚 нижних
наборов, и в них компонента 𝑝 стоит на одном и первых𝑚 мест— этого
всегда можно добиться, переставляя переменные функции 𝑓 .
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Покажем, что для каждого значения𝑚 единственная с точностью до
перестановки переменных функция 𝑓 , у которой 𝑓 монотонно возрас-
тает на {0, 𝑝}𝑛 и имеет ровно 𝑚 нижних наборов, является линейной,
а для функций, существенно зависящих от двух и более переменных,
дополнительно выполняется равенство 𝑝 = 1

2.
Рассмотрим функцию 𝑒(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1, для нее выполнено 𝑒(𝛽) = 𝛽1.

Из этого равенства вытекает, что функция 𝑒—монотонно возраста-
ющая на {0, 𝑝}𝑛 и имеет ровно один нижний набор (𝑝, 0, . . . , 0). В силу
единственности решения системы (10), у функции 𝑓 , существенно зави-
сящей от двух или более переменных, функция 𝑓 не может иметь менее
двух нижних наборов. Пусть далее𝑚 > 2. Рассмотрим 𝑓(𝑝, 𝑝, 0, . . . , 0):

𝑝 = 𝑓(𝑝, 𝑝, 0, . . . , 0) = 𝑝2𝑓(1, 1, 0, . . . , 0) + 𝑝(1 − 𝑝)𝑓(1, 0, 0, . . . , 0)+

+ 𝑝(1 − 𝑝)𝑓(0, 1, 0, . . . , 0) + (1 − 𝑝)2𝑓(0, . . . , 0).

С учетом ранее найденных значений функции 𝑓 на наборах с одной
единицей получаем равенство 𝑝 = 𝑝2𝑓(1, 1, 0, . . . , 0) + 2𝑝(1 − 𝑝), которое
вместе с условиями 𝑝 ̸∈ {0, 1} и 𝑓(1, 1, 0, . . . , 0) ∈ {0, 1}, влечет 𝑝 = 1

2.
Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑚 (mod 2) и значения

функции 𝑔 на наборах 𝛽 ∈ {0, 12}
𝑛. Если 𝛽1 = · · · = 𝛽𝑚 = 0, то для всех

�̃� ∈ {0, 12}
𝑛, �̃� 4 𝛽 имеет место равенство 𝑔(�̃�↑) = 0, что влечет 𝑔(𝛽) = 0.

Пусть среди 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚 ровно 𝑡 элементов равны 0, 𝑡 < 𝑚. Тогда 𝑔(𝛽) в
точности равно 𝑔′

(︀
1
2 , . . . ,

1
2

)︀
, где 𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚−𝑡) = 𝑦1 + · · · + 𝑦𝑚−𝑡 (mod 2).

Несложно видеть, что

𝑔′
(︀
1
2 , . . . ,

1
2

)︀
=

∑︁
𝑠 mod 2=1

(︀
𝑚−𝑡
𝑠

)︀ (︀
1
2

)︀𝑠 (︀1
2

)︀𝑚−𝑡−𝑠
= 1

2𝑚−𝑡

∑︁
𝑠 mod 2=1

(︀
𝑚−𝑡
𝑠

)︀
= 2𝑚−𝑡−1

2𝑚−𝑡 = 1
2 .

Отсюда легко следует, что функция 𝑔 монотонно возрастает на {0, 12}
𝑛

и имеет в точности 𝑚 нижних наборов. В силу единственности ре-
шения системы (10) получаем, что с точностью до переименования
переменных выполнено 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 + · · · + 𝑥𝑚 (mod 2). Итак, в
случае 𝐺 = {0, 𝑝} доказано, что 𝑓 ∈ 𝐿 и 𝑝 = 1

2.
Пусть теперь 𝐺 = {1, 𝑝}. Тогда рассмотрим множество 𝐺* = {0, 1 − 𝑝}

и функцию 𝑓 *, двойственную функции 𝑓 . В силу леммы 1 получаем,
что ⟨𝐺*, 𝑓 *⟩—также конечная алгебра. По доказанному выше 𝑓 * ∈ 𝐿 и
1 − 𝑝 = 1

2, откуда следует, что 𝑓 ∈ 𝐿 и 𝑝 = 1
2.

Наконец перейдем к случаю 𝐺 = {0, 1, 𝑝}. Пусть 𝑓 ∈ 𝐵, тогда ⟨𝐺, 𝑓⟩—
конечная алгебра. Рассмотрим значения функции 𝑓 на наборах 𝛽 ∈
{0, 𝑝}𝑛. Равенства (10) сохраняются, однако 𝑓(𝛽) может принимать зна-
чения из множества {0, 1, 𝑝}. Если для какого-то набора 𝛽 выполнено
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𝑓(𝛽) = 𝑐 ∈ {0, 1}, то из равенств (10) вытекает, что подфункция 𝑓 ′ функ-
ции 𝑓 , определенная на всех таких наборах �̃�, что �̃� 6 𝛽↑, удовлетворяет
равенству 𝑓 ′(𝑝, . . . , 𝑝) = 𝑐 ∈ {0, 1}. Из леммы 2 вытекает, что тогда 𝑓 ′ ≡ 𝑐
и, в частности, 𝑓 ′(0, . . . , 0) = 𝑐. В силу определения 𝑓 ′ также имеет место
𝑓(0, . . . , 0) = 𝑐.

Поскольку из равенства 𝑓(𝛽) = 𝑐 ∈ {0, 1} для произвольного набо-
ра 𝛽 вытекает, что 𝑓(0, . . . , 0) = 𝑐 = 𝑓(𝛽), получаем, что значения 𝑓(𝛽)
для всех 𝛽 ∈ {0, 𝑝}𝑛 лежат в множестве {𝑓(0, . . . , 0), 𝑝}, т. е. либо в мно-
жестве {0, 𝑝}, либо в множестве {1, 𝑝}. В первом случае утверждение
теоремы вытекает из ранее доказанного. Пусть далее 𝑓(𝛽) ∈ {1, 𝑝} при
𝛽 ∈ {0, 𝑝}𝑛.

Рассмотрим теперь для той же функции 𝑓 значения 𝑓 на множе-
стве {1, 𝑝}𝑛. Если для какого-то набора �̃� ∈ {1, 𝑝}𝑛 выполнено 𝑓(�̃�) =
𝑐 ∈ {0, 1}, то из равенств (10) и леммы 2 аналогично описанному выше
вытекает, что 𝑓(1, . . . , 1) = 𝑐. Таким образом, все значения 𝑓 лежат либо
в {1, 𝑝}, либо в {0, 𝑝}. В первом случае утверждение теоремы вытекает
из ранее доказанного. Далее считаем, что 𝑓(�̃�) ∈ {0, 𝑝} при �̃� ∈ {1, 𝑝}𝑛.

На множестве {0, 𝑝}𝑛 воспользуемся ранее введенным частичным
порядком, используя при этом для значений функции 𝑓 упорядоче-
ние1 1 4 𝑝. На множестве {1, 𝑝}𝑛 введем частичный порядок, используя
для компонент наборов из {1, 𝑝}𝑛 упорядочение 𝑝 4 1, а для значений
функции 𝑓 на множестве {1, 𝑝}𝑛—упорядочение 𝑝 4 0. При таких опре-
делениях функция 𝑓 оказывается монотонно возрастающей на каждом
из множеств {0, 𝑝}𝑛, {1, 𝑝}𝑛.

Будем называть набор 𝛾 ∈ {0, 𝑝}𝑛 нижним, если 𝑓(𝛾) = 𝑝 и для любых
�̃� ∈ {0, 𝑝}𝑛, �̃� 4 𝛾, �̃� ̸= 𝛾 выполнено 𝑓(�̃�) = 1.

Будем называть набор 𝜁 ∈ {1, 𝑝}𝑛 верхним, если 𝑓(𝜁) = 𝑝 и для любых
�̃� ∈ {1, 𝑝}𝑛, �̃� < 𝜁, �̃� ̸= 𝜁 выполнено 𝑓(�̃�) = 0.

Для наборов �̃� ∈ {1, 𝑝}𝑛 будем обозначать через �̃�↓ набор из {0, 1}𝑛,
получающийся из �̃� заменой всех компонент 𝑝 на нули.

Пусть 𝛾 ∈ {0, 𝑝}𝑛—нижний набор и 𝜁 ∈ {1, 𝑝}𝑛—верхний набор для
функции 𝑓 на соответствующих множествах. Тогда для этих наборов
равенства (10) имеют вид:

𝑝 =𝑓(𝛾) = 𝑝|𝛾
↑|𝑓(𝛾↑) + 1 − 𝑝|𝛾

↑|

𝑝 =𝑓(𝜁) = (1 − 𝑝)𝑛−|𝜁↓|𝑓(𝜁↓)

1Для всех вводимых частичных порядков используем один и тот же символ 4, предполагая, что, по-
скольку они вводятся на разных множествах, в каждом случае понятно, о каком именно порядке идет
речь.
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Если 𝑓(𝛾↑) = 1, то из первого равенства следует, что 𝑝 = 1. Аналогично,
второе равенство превращается в 𝑝 = 0 в случае 𝑓(𝜁↓) = 0. Поскольку
𝑝 ̸∈ {0, 1}, получаем, что должны выполняться равенства 𝑝 = 1 − 𝑝|𝛾

↑|

и 𝑝 = (1− 𝑝)𝑛−|𝜁↓|. Объединяя их, получаем условие 1− 𝑝|𝛾
↑| = (1− 𝑝)𝑛−|𝜁↓|.

Легко видеть, что 1−𝑝|𝛾↑| > 1−𝑝 > (1−𝑝)𝑛−|𝜁↓|. При этом для 𝑝 ̸∈ {0, 1}
равенства возможны только в случае |𝛾↑| = 1 (а также |𝜁↓| = 𝑛− 1, но для
дальнейших рассуждений это несущественно).

Таким образом показано, что нижние наборы в {0, 𝑝}𝑛 обязательно
содержат ровно одну компоненту, равную 𝑝. Равенство 𝑝 = 1 − 𝑝|𝛾

↑| при
этом превращается в 𝑝 = 1 − 𝑝, что естественно влечет 𝑝 = 1

2.
Аналогично ранее доказанному можно показать, что функция 𝑔,

индуцированная функцией 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 + · · · + 𝑥𝑚 + 1 (mod 2), мо-
нотонно возрастает на наборах из {0, 12}

𝑛, равна 1 на наборе (0, . . . , 0) и
имеет в точности𝑚 нижних наборов 𝛾 (с одной компонентой 1

2 и осталь-
ными нулями), для которых 𝑔(𝛾) = 1

2. В силу единственности решения
системы (10), получаем, что функция 𝑓 с точностью до перестановки
переменных совпадает с функцией 𝑔, а следовательно 𝑓 ∈ 𝐿. Теорема
доказана.

Описание конечных алгебр распределений

Объединение доказанных выше утверждений позволяет сформули-
ровать следующую теорему.

Теорема 3. Пусть ⟨𝐺, �̂�⟩—конечная алгебра бернуллиевских случай-
ных величин, индуцированная множеством булевых функций𝐵. Тогда име-
ет место по крайней мере одно из следующих утверждений:

1. 𝐺 ⊆ {0, 1};

2. 𝐵 не содержит функций, существенно зависящих от двух или более
переменных;

3. 𝐺 = {𝑝}, 𝑝 ̸∈ {0, 1}—алгебраическое число;

4. 𝐺 ⊆ {0, 1, 12}, 𝐵 ⊆ 𝐿.

Автор выражает глубокую признательность профессору О.М.Касим-
Заде за внимание к данной работе.
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