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1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðîáîòû âñå àêòèâíåå ïðîíèêàþò â ïîâñåäíåâíóþ æèçíü.
Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå àïïàðàòîâ, îòëè÷àþùèõñÿ êàê ïî êîíñòðóê-
öèè, òàê è ïî íàçíà÷åíèþ. Â ÷àñòíîñòè, îòäåëüíûé êëàññ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ�
àïïàðàòû, äâèæåíèå êîòîðûõ îñíîâàíî íà ïðèíöèïå êà÷åíèÿ.

Õîòÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ñðåäè ïîäîáíûõ àïïàðàòîâ ÿâëÿþòñÿ
êîëåñíûå ðîáîòû, ìîæíî óêàçàòü îïðåäåëåííûé íåäîñòàòîê òàêèõ êîíñòðóê-
öèé, à èìåííî òî, ÷òî ñóùåñòâóþò íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòîðûõ äâèæåíèå �ñ
ìåñòà� íåâîçìîæíî. Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûå
"îìíè"-êîëåñà, îäíàêî èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ è èíîé ïîäõîä, à èìåííî,
ðîáîò ñî ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ-îáîëî÷êîé, êîòîðûé, î÷åâèäíûì îáðà-
çîì, ìîæåò äâèãàòüñÿ âäîëü ëþáîãî çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì,
ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðåèìóùåñòâà ïðåäëîæåííûõ êîíñòðóêöèé, íàïðèìåð,
ãåðìåòè÷íîñòü ðîáîòà è îòñóòñòâèå ìåñò ñîïðÿæåíèé è ñî÷ëåíåíèé, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ íàèáîëåå óÿçâèìûìè äëÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà íåáëàãîïðèÿòíûõ âîçäåé-
ñòâèé. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà àïïàðàòà ñïîñîáñòâóåò ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìå-
íåíèþ ðîáîòà â èññëåäîâàòåëüñêèõ è ðàçâåäûâàòåëüíûõ öåëÿõ, íàïðèìåð, äëÿ
ðàáîòû â çîíàõ ñ àãðåññèâíîé âíåøíåé ñðåäîé (ìåñòà àâàðèé, ïîâåðõíîñòè
äðóãèõ ïëàíåò è ò.ä.)

Ðîáîòû-øàðû àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ çà ðóáåæîì, íàïðèìåð, ñêàíäèíàâñêèé
Rotundus[1]�êîììåð÷åñêè-îðèåíòèðîâàííûé ïðîäóêò. Àíàëîãè÷íûå ðîáîòû
áûëè ðàçðàáîòàíû â Èçðàèëå, Êàíàäå, ÑØÀ è äðóãèõ ñòðàíàõ ìèðà. Â Èòà-
ëèè ðàçðàáîòàí ðîáîò-øàð â ó÷åáíûõ öåëÿõ äëÿ äåìîíñòðàöèè îñíîâíûõ ïðèí-
öèïîâ íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè. Â Ðîññèè æå ïðèìåðîì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðîáîò
SpheRob (Ìîñêâà-Èæåâñê-Ñàíêò-Ïåòåðáóðã).

Ðèñ. 1: Ðîáîò Rotundus.

Èíòåðåñíî, ÷òî ðÿä îðãàíèçìîâ â æèâîé ïðèðîäå òàêæå èñïîëüçóþò ïðèí-
öèï êà÷åíèÿ äëÿ ïåðåäâèæåíèÿ. Â ðàáîòå [2] ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ïðèìåðû
æèâîòíûõ è ðàñòåíèé, èñïîëüçóþùèõ åãî. Ê íèì îòíîñÿòñÿ àìåðèêàíñêàÿ ïå-
ùåðíàÿ ñàëàìàíäðà, ñêàòûâàþùàñÿ ïî êàìåíèñòûì ñêëîíàì, ñâîðà÷èâàÿñü â
êëóáîê, ïàóê çîëîòîå êîëåñî, êàòÿùèéñÿ ïî ïåñ÷àíûì äþíàì, à òàêäå íåêî-
òîðûå âèäû ìîêðèö. Èíòåðåñåí è ïðèìåð ðàñòåíèÿ ïåðåêàòè-ïîëå, èñïîëüçó-
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þùåãî äëÿ ïåðåäâèæåíèÿ ñèëó âåòðà. Êðîìå òîãî, öåíòð òÿæåñòè ïåðåêàòè-
ïîëÿ íå ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì, ÷òî ïîçâîëÿåò, ïî-âèäèìîìó, åìó ïîä-
ïðûãèâàòü â ïðîöåññå êà÷åíèÿ äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî ðàçáðîñà ñåìÿí.

Ñïåêòð ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé è ðåàëèçàöèé âíóòðåííèõ ìåõàíèçìîâ, ïðè-
âîäÿùèõ â äâèæåíèå ñôåðè÷åñêèå ðîáîòû, òîæå âåñüìà øèðîê. Áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî ðàáîò èñïîëüçóåò ïðèíöèï ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû, òàêèå,
êàê ðàçëè÷íûå ðîáîòû ñ ìàÿòíèêàìè âíóòðè, èëè ðîáîòû ñ äâèæóùèìèñÿ
âíóòðåííèìè ìàññàìè. Ñðåäè íèõ ìîæíî ïðèâåñòè â ïðèìåð êàê óïîìÿíó-
òûé Rotundus, òàê, íàïðèìåð, ðîáîò Solarbot[3], êîòîðûé èñïîëüçóåò äëÿ äâè-
æåíèÿ âñòðîåííîå óñòðîéñòâî òèïà êàòÿùåéñÿ ïî ñôåðå òåëåæêè. Åãî óíè-
êàëüíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòîò ðîáîò èñïîëüçóåò ñîëíå÷íóþ ýíåðãèþ
â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ïèòàíèÿ, ÷òî äåëàåò åãî åùå è íåçàâèñèìûì îò âíóò-
ðåííèõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè. Ðîáîò, ïðåäñòàâëåííûé ôèðìîé Sony[4], îáëàäà-
åò îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ â âèäå óïðàâëåíèÿ ãîëîñîì. Ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ è àïïàðàòû, ïðèâîäèìûå â äâèæåíèå çà ñ÷åò äåôîðìàöèè êîðïóñà.
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èíîé ðåàëèçàöèè ïðèíöèïà ãèðîñòàòà, ïîäðàçóìå-
âàþùåé íàëè÷èå âíóòðè øàðà ñèñòåìû ïðèâîäîâ, îáåñïå÷èâàþùåé ñîçäàíèå
âíóòðåííåãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷-
íûõ êîíñòðóêöèè�äâà øàðà ñ òðåìÿ ìàõîâèêàìè è îäèí ñ ìàõîâèêîì íà âðà-
ùàþùåìñÿ ïëîñêîì òåëå.

Ðèñ. 2: Ðîáîòû Sony è Solarbot

Ïîäðîáíûé àíàëèç øèðîêîãî ñïåêòðà êîíñòðóêöèé ïðîâåäåí â ðàáîòå [2],
ãäå âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ñ âûÿâëåíèåì èõ äîñòîèíñòâ
è íåäîñòàòêîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî ýòîé ðàáîòå íàèáîëåå âûãîäíûì ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîäâèæíûõ âíóòðåííèõ ìàññ: ýòî îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ
ìàíåâðåííîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò êàê îïåðàòèâíî îáõîäèòü ïðåïÿòñòâèÿ, òàê è
óñïåøíî ïåðåäâèãàòüñÿ â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Íåäîñòàòêîì ïîäîáíîé
êîíñòðóêöèè, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ìàññà ðîáîòà, òàê êàê
òîëüêî íàëè÷èå òÿæåëûõ âíóòðåííèõ ìåõàíèçìîâ ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ýô-
ôåêòèâíî óïðàâëÿòü ðîáîòîì. Íåïëîõèì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áóäåò è
èñïîëüçîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ áàëëàñòíûõ ìàññ, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã íåêî-
òîðîé ïîäâèæíîé èëè íåïîäâèæíîé îñè. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî òàêîé ðîáîò òîæå
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äîâîëüíî íåïëîõî ìîæåò ìàíåâðèðîâàòü â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå, è, âìå-
ñòå ñ òåì, íå èìååò ÿðêî âûðàæåííûõ íåäîñòàòêîâ. Àïïàðàòû, èñïîëüçóþùåå
ãèðîñêîïè÷åñêèå ìåõàíèçìû, ñîãëàñíî ýòîìó èññëåäîâàíèþ, äîñòàòî÷íî ïëîõî
ìàíåâðèðóþò, â ñâÿçè ñ ÷åì èì íåïðîñòî ïðåîäîëåâàòü ïðåïÿòñòâèÿ. Êðîìå
òîãî, ìàññà ðîáîòà áóäåò òàêæå áîëüøàÿ. Âìåñòå ñ òåì óêàçàíû è äîñòîèíñòâà
ïîäîáíûõ êîíñòðóêöèé, à èìåííî, èõ îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ïî ñðàâíåíèþ
ñ àíàëîãàìè, à òàêæå îáåñïå÷åíèå âûñîêîé àâòîíîìíîñòè.

Â äðóãîé ðàáîòå, [5], ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå ïðè ðàññìîòðåíèè ñôåðè÷å-
ñêèõ ðîáîòîâ ñëåäóþùèå ôàêòû, èìåþùèå âàæíóþ ïðàêòè÷åñêè-èíæåíåðíóþ
íàïðàâëåííîñòü: óêàçàíî, ÷òî áîëüøèé ðàçìåð ðîáîòà ïîìîãàåò ãåíåðèðîâàòü
áîëüøèé äâèæóùèé ìîìåíò, à òàêæå óìåíüøàåò ðåàêòèâíûé ìîìåíò, âîçíè-
êàþùèé ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ îêðóæàþùèìè îáúåêòàìè, òàêèìè êàê êàìíè,
äâåðíûå ïîðîãè èëè ìåëêèå ïðåïÿòñòâèÿ. Âìåñòå ñ òåì, êàê ïðàâèëî, ýòî
âëå÷åò çà ñîáîé óâåëå÷åíèå ìàññû ðîáîòà. Êàñàòåëüíî àïïàðàòîâ, èñïîëüçó-
þùèõ ãèðîñêîïè÷åñêèé ðåàêòèâíûé ìîìåíò, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ýòîò ìîìåíò
íà ïðàêòèêå îãðàíè÷åí, ÷òî íå ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü íåïðåðûâíîå äâèæå-
íèå, òàê êàê íåîáõîäèìî âðåìÿ íà òîðìîæåíèå óïðàâëÿþùåé âðàùàþùåéñÿ
ìàññû âïëîòü äî ïîëíîé åå îñòàíîâêè, à çíà÷èò ïðèìåíèìîñòü òàêîãî ìåòî-
äà äîïóñòèìà ëèøü íà íåáîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ñëåäóåò óïîìÿíóòü è
ðàáîòó [6], â êîòîðîé òàêæå ïðèâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àïïàðàòîâ. Äëÿ
ðîáîòîâ ñ ìàõîâèêàìè óêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå äâèæåíèÿ, êàê ðåçêèé ïîâî-
ðîò è îìíè-íàïðàâëåííîå ïåðåìåùåíèå âîçìîæíû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, çà
èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ îñîáûõ (ñèíãóëÿðíûõ) êîíôèãóðàöèé. Äàëåå â ýòîé
ðàáîòå ñòðîèòñÿ èíòåðåñíûé àíàëèç äâèæåíèÿ ðîáîòà ñ îìíè-êîëåñàìè âíóò-
ðè.

Âîçâðàùàÿñü ê èññëåäóåìûì â ðàáîòå ãèðîñòàòè÷åñêèì àïïàðàòàì, îòìå-
òèì, ÷òî ïåðâûå ïîïûòêè àíàëèçà äâèæåíèÿ è ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé äëÿ
îäíîãî èç òàêèõ àïïàðàòîâ (ñ òðåìÿ ìàõîâèêàìè íà âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ
îñÿõ) íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè áûëè ïðåäïðèíÿòû â [7],[8],[9].
Çàòåì â [10] áûëà äîêàçàíà óïðàâëÿåìîñòü ýòîé æå ñèñòåìû äëÿ íåãîëîíîì-
íîé ïîñòàíîâêè, à òàêæå ÿâíî óêàçàíû àëîãðèòìû óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì. Â
[11] ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé ïëîñêîñòè ñ òðåíèåì, â ÷àñòíîñòè,
ðàññìîòðåíû ìîäåëè ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà, âÿçêîãî òðåíèÿ. Âàæíîé îñîáåí-
íîñòüþ ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé áûëî íàëè÷èå ïåðâîãî èíòåãðàëà âåêòîðà êèíå-
òè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà.

Ñóùåñòâóþò òàêæå ðàáîòû, îñòàíàâëèâàþøèåñÿ íà êèíåìàòèêå êàòÿùèõñÿ
ñôåð. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î ïåðåêîíôèãóðàöèè ñôå-
ðû (ò.å. ñìåíû îðèåíòàöèè â ñìûñëå äâèæåíèÿ âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ SO(3)).
Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçëè÷íû, ñâîäÿòñÿ îíè, êàê ïðàâèëî, ê çàäà÷àì
ïëàíèìåòðèè èëè ñôåðè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè [12-14]. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
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þò çäåñü è ðàáîòû [15],[16], â êîòîðûõ çàòðàãèâàåòñÿ âîïðîñ ïëàíèðîâàíèÿ
äâèæåíèÿ íå ñ òî÷å÷íûì êîíòàêòîì, à ñ çàíèìàþùèì íåêîòîðóþ îãðàíè÷åí-
íóþ îáëàñòü. Òàì æå óïîìèíàåòñÿ, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèñòåìà "øàð-
ïëîñêîñòü"ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé, òåì íå ìåíåå îíà íå óäîâëÿòâîðÿåò
íåêîòîðûì óñëîâèÿì, îáëåã÷àþùèì èññëåäîâàíèå, â ÷àñòíîñòè, îíà íå ïðåä-
ñòàâèìà â òàê íàçûâàåìîé "öåïíîé ôîðìå". (Î öåïíîé ôîðìå ñèñòåì âïåðâûå
ãîâîðèòñÿ â [17]). Ïðåäëîæåííûå â ýòèõ ñòàòüÿõ àëãîðèòìû ïëàíèðîâàíèÿ
äâèæåíèÿ îòõîäÿò îò ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.
Óïîìèíàåòñÿ, ÷òî òàêîé ïîäõîä âëå÷åò çà ñîáîé îñîáåííîñòè â èõ âåðøèíàõ,
ïîýòîìó ïðåäëîæåíà èõ çàìåíà ãëàäêèìè êðèâûìè. Òàêèìè òðàåêòîðèÿìè
â ýòîì èññëåäîâàíèè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè è êðèâûå Âèâèàíè, ïðè÷åì, êàê
îêàçûâàåòñÿ, àëãîðèòì îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ñôåðè÷åñêèõ òðåóãîëüíè-
êîâ áëàãîïîëó÷íî ðàñøèðÿåòñÿ äî ïðåäëîæåííîãî. Îäíàêî, ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî äàæå îïòèìàëüíûå ñ êèíåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (íàïðèìåð, ïðè ìè-
íèìèçàöèè ïóòè) êðèâûå-òðàåêòîðèèè àáñîëþòíî íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ
òàêîâûìè ñ äèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (íàïðèìåð, áûñòðîäåéñòâèå). Êðîìå
òîãî, ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè òàêèõ äâèæåíèé â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åí-
íîñòè óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Â âûøåóïîìÿíóòîé ðàáîòå [15], â ÷àñòíîñòè,
ãîâîðèòñÿ, ÷òî äèíàìè÷åñêîå ïëàíèðîâàíèå óæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà
ñëîæíóþ çàäà÷ó, äàæå åñëè íå íàêëàäûâàòü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, â òî âðå-
ìÿ êàê íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, èìååòñÿ ðÿä îãðàíè÷åíèé äëÿ óïðàâëÿþùèõ
ôóíêöèé.

Âìåñòå ñ òåì, ñëåäóåò îòìåòèòü åùå è òî, ÷òî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ìåõàíèêè�
èññëåäîâàíèþ äâèæåíèÿ øàðà ïî íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè. Ýòîé çàäà÷åé â
ðàçíîå âðåìÿ çàíèìàëèñü òàêèå îñíîâîïîëîæíèêè ìåõàíèêè, êàê Ë. Ýéëåð[18],
Æ.Äàëàìáåð[19], Ï.Àïïåëü[20,21], Ã.Êîðèîëèñ[22], Ñ.×àïëûãèí[23]. ×òî êàñà-
åòñÿ ñîâðåìåííîñòè, òî ïîìèìî óïîìÿíóòûõ ðàáîò [10],[11] ó òåõ æå àâòîðîâ
åñòü è ðàáîòà [24], â êîòîðîé èçó÷åíî äâèæåíèÿ øàðà ×àïëûãèíà íà íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè.

Îñíîâîïîëàãàþùèì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìîäåëè êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó øàðîì è îïîðíîé ïëîñêîñòüþ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ðîáîòîòåõ-
íèêå, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå ãèïîòåçû àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè. Êðîìå òîãî, çà÷àñòóþ
ìîäåëü äîïîëíÿåòñÿ åùå îäíèì ïðåäïîëîæåíèåì: ïîëàãàåòñÿ îòñóòñâèå âðà-
ùåíèÿ âîêðóã âåðòèêàëè. Íàõîäèò ìåñòî â ðàáîòàõ è èñïîëüçîâàíèå êëàññè-
÷åñêîãî çàêîíà ñóõîãî òðåíèÿ�çàêîíà Êóëîíà.

Òåì íå ìåíåå, äëÿ äàííûõ ìîäåëåé ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòû çà÷àñòóþ ðàñ-
õîäÿòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè, ÷òî çàñòàâëÿåò ñòàâèòü âîïðîñ î ãðàíè-
öàõ ïðèìåíèìîñòè íåãîëîíîìíîé ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôèçè÷åñêîé ðåà-
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ëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî â ðàáîòå ðîáîòà ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáîì ñîçäàâàå-
ìîì ìîìåíòå íà ìàõîâèêàõ, ñîãëàñíî íåãîëîíîìíîé ïîñòàíîâêå, äâèæåíèå âñå
ðàâíî áóäåò ïðîèñõîäèòü, õîòü è ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ, îäíàêî ðåàëüíûå ýêñïå-
ðèìåíòû äåìîíñòðèðóþò îáðàòíîå. Ýòîò ýôôåêò íåâîçìîæíî îáúÿñíèòü è â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà, áîëåå òîãî, ïðè óñêîðå-
íèè øàðà, ëåæàùåì âíå êîíóñà òðåíèÿ (||a|| < kg), ìîäåëü òðåíèÿ Êóëîíà
âûðîæäàåòñÿ â íåãîëîíîìíóþ ìîäåëü. ×òî êàñàåòñÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåí-
òû óãëîâîé ñêîðîñòè, òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñî ñòîðîíû êîíòàêòà íåò ïðîòèâî-
äåéñâèÿ òàêîìó äâèæåíèþ, à òàêæå âðàùåíèå âîêðóã âåðòèêàëè íå îêàçûâàåò
âëèÿíèÿ íà äâèæåíèå â ïëîñêîñòè. Ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðîòèâî-
ðå÷èÿì ìåæäó òåîðåòè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Âìåñòå ñ òåì, â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ ìíîãî ðàáîò, ïðåäïîëàãàþ-
ùèõ ñóùåñòâåííî èçìåíåííûå ìîäåëè òðåíèÿ, äîïîëíÿþùèå è îáîáùàþùèå
ìîäåëü ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà. Îáîáùåíèå ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò òîãî, ÷òî òî-
÷å÷íîå êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå êàòÿùåãîñÿ òåëà ñ ïëîñêîñòüþ çàìåíÿåòñÿ
íà âçàèìîäåéñòâèå âäîëü íåêîòîðîé îáëàñòè (ïÿòíà êîíòàêòà). Êëàññè÷åñêèì
ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïÿòíà êîíòàêòà â âèäå êðóãà, â êàæäîé òî÷-
êå êîòîðîãî ëîêàëüíî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà; ýòîò ïîäõîä
áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí Êîíòåíñó â ðàáîòå [25]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí-
íûå ñèëû è ìîìåíòû áóäóò çàâèñåòü îò óãëîâîé ñêîðîñòè âåð÷åíèÿ, à òàêæå
ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ øàðà. Îäíàêî, â ñâîåé ðàáîòå Êîíòåíñó îñòàâèë âûðà-
æåíèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ òðåíèÿ â âèäå íåýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ýëëèï-
òè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ). Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìîäåëü ïîëó÷èëà óæå â ðàáîòàõ
Â.Ô.Æóðàâëåâà [26],[27], ãäå ïîìèìî òîãî, ÷òî ñèëû è ìîìåíòû íàéäåíû â
âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ó÷èòûâàòü
âëèÿíèå íå òîëüêî âåð÷åíèÿ, íî è êà÷åíèÿ (ò.í. ñâÿçàííàÿ ïÿòèêîìïîíåíòíàÿ
ìîäåëü êà÷åíèÿ, ñêîëüæåíèÿ è âåð÷åíèÿ). Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè Êîíòåíñó-
Æóðàâëåâà ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î äåôîðìàöèÿõ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè øàðà
âáëèçè êîíòàêòà ñ àáñîëþòíî òâåðäîé ïëîñêîñòüþ. Òàêæå ïðîáëåìàòèêà ìî-
äåëåé òðåíèÿ ðàçîáðàíà â ðàáîòàõ À.Ï.Èâàíîâà [28],[29] è À.À.Êèðååíêîâà[30-
33].

Íàêîíåö, åñòü è ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ïÿòíî êîíòàêòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íå ïëîñêóþ îáëàñòü, à ñôåðè÷åñêèé ñåãìåíò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæå-
íèþ î äåôîðìàöèè êàê øàðà, òàê è ïëîñêîñòè âáëèçè èõ êîíòàêòà. Òàêàÿ
ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà è çàòåì ìîäèôèöèðîâàíà À.Â.Êàðàïåòÿíîì â ðà-
áîòàõ[34],[35]. Èíòåðåñíî, ÷òî ýòà ìîäåëü çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ è ïðè
íåêîòîðûõ èõ çíà÷åíèÿõ ïåðåõîäèò â ìîäåëè Êóëîíà è Êîíòåíñó-Æóðàâëåâà.
Â ðàìêàõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè òðåíèÿ ïðîâåäåí êà÷åñòâåííûé è ÷èñ-
ëåííûé àíàëèç äâèæåíèÿ òÿæåëîãî ñèììåòðè÷íîãî øàðà [36]. Â ÷àñòíîñòè,
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî ïðÿìîé, ñêîëüæåíèå è êà÷åíèå øàðà âîçìîæ-
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íû òîëüêî îäíîâðåìåííî ïî÷òè ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Äàëåå â ðàáîòå
èñïîëüçóåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåíèÿ [34].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå àëôàâèòà áàçîâûõ äâèæåíèé äëÿ
òðåõ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé ñôåðè÷åñêèõ ðîáîòîâ. Èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå
ìîäåëè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íàèáîëüøåå âíèìàíèå óäåëåíî ìîäåëÿì
àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, à òàêæå ìîäåëè äâóõïàðàìåòðè÷åêñîãî
òðåíèÿ. Öåíòð ìàññ ðîáîòà ïðåäïîëàãàåòñÿ êàê â ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå ñôå-
ðû, òàê è ñìåùåííûì îòíîñèòåëüíî íåãî. Êðîìå òîãî, íàïðÿæåíèÿ íà ýëåê-
òðîäâèãàòåëÿõ, ïðèâîäÿùèõ â äâèæåíèÿ ìàõîâèêè ïðåäïîëàãàþòñÿ îãðàíè-
÷åííûìè.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïðåäïîñûëêè ê èññëåäîâàíèþ ïðî-
áëåìàòèêè ñôåðè÷åñêèõ ðîáîòîâ, äàí êðàòêèé îáçîð ïî íåêîòîðûì êîíêðåò-
íûì ïðèìåðàì ðåàëüíûõ àïïàðàòîâ. Ïîêàçàíû íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå è
èíòåðåñíûå çàäà÷è, ñòàâÿùèåñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ïîäîáíûõ ñèñòåì�âíèìàíèå
ìîãóò ïðèâëåêàòü êàê êèíåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû (ïåðåêîíôèãóðàöèÿ ñôåðû,
ïëàíèðîâàíèå äâèæåíèÿ), òàê è îñîáåííîñòè êîíñòðóêöèé (ñðàâíåíèå ñâîéñòâ
ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé, ìàÿòíèêîâûõ, ãèðîñêîïè÷åñêèõ è ïð.)

Âìåñòå ñ òåì, ñ äèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòè-
êîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Èñ-
ïîëüçîâàíèå ìîäåëè àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè (íåãîëîíîìíîé ìîäå-
ëè) çà÷àñòóþ âåäåò ê íåâåðíûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì è íå äàåò îòâåòà
íà ìíîãèå âîïðîñû, âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå. Òàê, â ýòîé ìîäåëè, ñòàðò ðî-
áîòà âîçìîæåí íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðîâ äâèãàòåëåé, ïðèâîäÿùèõ àïïàðàò â
äâèæåíèå, îòñóòñòâóåò òðåíèå âåð÷åíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò áåñïðåïÿòñòâåííîå äâè-
æåíèå âîêðóã âåðòèêàëè. Íà ïðàêòèêå òàêîãî íå íàáëþäàåòñÿ. Ìîäåëü ñóõîãî
òðåíèÿ Êóëîíà òîæå íå ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áîëåå êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ óñëîâèé, ïðèáëèæåííûõ
ê ðåàëüíûì, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äðóãóþ ìîäåëü òðåíèÿ. Âûøå îòðà-
æåíû íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðàáîòû, êàñàþùèåñÿ èçó÷åíèÿ ôåíîìåíà òðåíèÿ
è åãî èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ (ìîäåëè Êîíòåíñó-Æóðàâëåâà,
Èâàíîâà). Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ âûáðàíà ìîäåëü òðåíèÿ, ïðåäëîæåííàÿ
À.Â.Êàðàïåòÿíîì, êîòîðàÿ âáèðàåò â ñåáÿ è òðåíèå êà÷åíèÿ, è ñêîëüæåíèÿ, è
âåð÷åíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñîçäàíèþ òåîðåòèêî-ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ
òðåõ ðàçëè÷íûõ àïïàðàòîâ�ðîáîòà ñ òðåìÿ ìàõîâèêàìè íà âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ
îñÿõ, ðîáîòà ñ òðåìÿ ìàõîâèêàìè ñ öåíòðàìè íà îäíîé ïðÿìîé, íî îðèåíòðî-
âàííûõ âî âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ è, íàêîíåö, ðîáîòà ñ íåêî-
òîðûì ïëîñêèì òåëîì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç öåíòð øàðà è êîòîðîå ìîæåò ïîâî-
ðà÷èâàòüñÿ âîêðóã äâóõ ñâîèõ âçàèìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðîâ, à òàê-
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æå ìàõîâèêà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã íîðìàëè ê ýòîìó ïëîñêîìó òåëó. Òàêæå
ïðèâåäåí àíàëèç áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèé, îòðàæàþùèõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèå è ìàññîâî-èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì
äëÿ âûáîðà ïàðàìåòðîâ ðåàëüíûõ ðîáîòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ
õàðàêòåðèñòèêàõ ìàõîâèêîâ îäíà èç ñèñòåì ìîæåò èìåòü èíåðöèîííûå õà-
ðàêòåðèñòèêè îäíîðîäíîãî øàðà, â òî âðåìÿ êàê âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
ïðåäëîæåííûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ øàðàìè ×àïëûãèíà.

Äëÿ ýòèõ àïïàðàòîâ âûïèñàíû îáùèå òåîðåìû äèíàìèêè, äàëåå ðàçîáðà-
íû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà
êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûáðàíû íåãîëîíîìíàÿ ìîäåëü,
äëÿ êîòîðîé ïðèâåäåíû ÿâíûå âèäû óïðàâëåíèé è ïðåäëîæåí àëãîðèòì áà-
çîâûõ äâèæåíèé, îáåñïå÷èâàþùèé äâèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà øàðà
ïî îòðåçêó è ïîâîðîò ðîáîòà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè íà ìåñòå íà çàäàííûé
óãîë. Äîïîëíèòåëüíî, ïðèâåäåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ äëÿ äâè-
æåíèÿ ïî ãëàäêîé êðèâîé, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåí ïðèìåð äëÿ äâèæåíèÿ ïî
äóãå îêðóæíîñòè. Äëÿ ìîäåëè âÿçêîãî òðåíèÿ òàêæå ïîñòðîåíû óïðàâëåíèÿ
äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ, ïðè÷åì ïðè âðàùåíèè íà ìåñòå âîêðóã âåðòèêàëè ñèñòåìà
âåäåò ñåáÿ èäåíòè÷íî íåãîëîíîìíîé.

Âî âòîðîé ãëàâå äàíî êðàòêîå îïèñàíèå ìîäåëè äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî òðå-
íèÿ, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çîíà êîíòàêòà ìåæäó ñôåðîé è ïëîñêî-
ñòüþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå òî÷å÷íûé êîíòàêò, êàê â ìîäåëè Êóëîíà, è íå
ïëîñêèé äèñê, êàê â ìîäåëè Êîíòåíñó-Æóðàâëåâà, à ñôåðè÷åñêèé ñåãìåíò,
êîòîðûé ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó èëè
äèñê. Ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñèë è ìîìåíòîâ îò ïàðàìåòðîâ ïÿòíà êîíòàêòà,
à òàêæå îò óãëîâûõ ïåðåìåííûõ íà òðåõìåðíîé ñôåðå, ñîîòâåòñòâóþùèõ îò-
íîñèòåëüíûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ øàðà è åãî óãëîâîé ñêîðîñòè.

Äëÿ îäíîãî èç áàçîâûõ äâèæåíèé�ïîâîðîòà øàðà íà ìåñòå îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëè âåðíî, ÷òî íåíóëåâîé îêàçûâàåòñÿ ëèøü âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåí-
òà ìîìåíòà òðåíèÿ, ïðè÷åì îíà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé, ïîñòîÿííîé ïî âðåìåíè.
Ýòî çíà÷åíèå ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåííî ñ âåëè÷èíîé ìîìåíòà òðåíèÿ ïî-
êîÿ. Ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü ýòîé êîìïîíåíòû îò ïàðàìåòðîâ ïÿòíà êîíòàê-
òà: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ëèøü îò æåñòêîñòè
ïëîñêîñòè δ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ýëåêòðî-
äâèãàòåëåé, ïðèâîäÿùèõ àïïàðàò â äâèæåíèå, ñ çàäàííûì ïóñêîâûì ìîìåí-
òîì (ÿâëÿþùèìñÿ ïàñïîðòíîé õàðàêòåðèñòèêîé äâèãàòåëÿ, è ïîêàçûâàþùåé
ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìûé ìîìåíò íà ýòîì äâèãàòåëå) ñóùåñòâóåò íåêîòîðå
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå δ, âûøå êîòîðîãî ñòàðò ðîáîòà íåâîçìîæåí. Òàêèì îáðà-
çîì, ñäåëàí âûâîä, ÷òî ñòàðò ðîáîòà âîçìîæåí ëèøü íà îòíîñèòåëüíî æåñòêèõ
ïëîñêîñòÿõ. Äàëåå ðàññìîòðåí ïðèìåð ïîâîðîòà íà çàäàííûé óãîë, ñîîòâåò-
ñâóþùèé ò.í. òðåóãîëüíîìó ïðîôèëþ óãëîâîé ñêîðîñòè (ðàçãîí-òîðìîæåíèå).
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Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðîâåäåí àíàëèç óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîâîðîòà íà êîíå÷íûé
óãîë â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ ìàõîâèêîâ.

Äëÿ äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé áåç çàêðó÷èâàíèÿ è âåð÷åíèÿ âåðíî, ÷òî ñèëà
èìååò òîëüêî îäíó íåíóëåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ðàâíî êàê è ìîìåíò. Èññëåäî-

âàíû èõ çàâèñèìîñòè îò óãëîâîé êîîðäèíàòû θ1, òàêîé, ÷òî tg θ1 =
ω

δu
(u�

ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ øàðà, ω�óãëîâàÿ ñêîðîñòü). Ïîêàçàíî, ÷òî ñèëà òðåíèÿ
f âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0;π], â òî âðåìÿ êàê ìîìåíò óáûâàåò íà ïðîìå-
æóòêå îò [π/2; π − arctg(1/δ)]. Êðîìå òîãî, äëÿ ñòàðòà íåîáõîäèìî óñëîâèå,
÷òî θ1 ∈ (θf ; π − arctg(1/δ)), ãäå f(θf) = 0. Çíà÷èò, ìàõîâèêàì íåîáõîäèìî
ïðåîäîëåâàòü ìîìåíò òðåíèÿ, ðàâíûé µ(θf) (êîòîðûé ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
ìîìåíòîì òðåíèÿ ïîêîÿ). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ïðèâåäåíû ãðà-
ôèêè ñèëû è ìîìåíòà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ïÿòíà êîíòàêòà δ è ε,
à òàêæå ïîêàçàíû îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðûõ äâèæåíèå âîçìîæíî äëÿ
êîíêðåòíûõ ýëåêòðîäâèãàòåëåé.

Òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû äâèæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà øàðà ïî çà-
äàííîìó îòðåçêó äëÿ çàäàííîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè v(t) ãåîìåòðè÷åñêîãî
öåíòðà øàðà, òàêîé ÷òî v(t) ∈ C1(t). Ïðè ýòîì óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω(t) è ñêî-
ðîñòü ñêîëüæåíèÿ u(t) øàðà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè.
Ïîêàçàíî, ÷òî êîìáèíàöèÿ ðàâíîóñêîðåííûõ äâèæåíèé âåäåò ê ðàçðûâó ïî
ýòèì ïàðàìåòðàì â äàííîé ìîäåëè. Äëÿ ñâîáîäíîé äèíàìèêè øàðà ×àïëûãè-
íà ïîêàçàíî, ÷òî ñêîëüæåíèå è êà÷åíèå ïî÷òè âñåãäà èìåþò ìåñòî îäíîâðå-
ìåííî, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà äâèæåíèÿ, êîãäà èõ îòíîøåíèå ïîñòîÿííî (â ýòîì
ñëó÷àå öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ðàâíîçàìåäëåííî), à òàêæå íàéäåíî èíâàðèàíò-
íîå ñîîòíîøåíèå ñèñòåìû è ïîêàçàíû åãî ëèíèè óðîâíÿ.

Íàêîíåö, èññëåäîâàíû ñèëû è ìîìåíòû äëÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ áåç âåð÷å-
íèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (ïîêàçàíî, ÷òî îäíà èç êîìïîíåíò ñèëû è ìîìåíòà
ñóùåñòâåííî áîëüøå äâóõ äðóãèõ). Â ðàìêàõ äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðîâåäå-
íî èññëåäîâàíèå êðèâîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåí
ñëó÷àé äëÿ óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì, äâèæóùèìñÿ ïî äóãå îêðóæíîñòè.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ øàðà ñî ñìåùåííûì íà íåêîòîðûé
âåêòîð ζ îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà öåíòðîì ìàññ. Ïðàêòè÷åñêàÿ
âàæíîñòü òàêîãî ñëó÷àÿ î÷åâèäíà, òàê êàê äëÿ äâóõ èç òðåõ êîíñòðóêöèé
äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû ñ ãåîìåòðè÷åñêèì âåñüìà çàòðóä-
íèòåëüíî.

Äëÿ íåñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè ðàñ-
ñìîòðåíû ÷åòûðå áàçîâûõ äâèæåíèÿ, ôîðìèðóþùèõ àëôàâèò�óäåðæàíèå êîí-
ôèãóðàöèè (åñëè öåíòð ìàññ íå íàõîäèòñÿ íà âåðòèêàëüíîé îñè) ïðè íåïî-
äâèæíîì øàðå, ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî ãåî-
ìåòðè÷åñêèé öåíòð íà íåêîòîðûé óãîë,à òàêæå äâèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî
öåíòðà ïî çàäàííîìó îòðåçêó. Âåñü àëôàâèò ñôîðìèðîâàí èç ýëåìåíòàðíûõ

10



äâèæåíèé� òàêèõ äâèæåíèé øàðà, ÷òî â åãî íà÷àëå è êîíöå öåíòð ìàññ ðî-
áîòà íàõîäèòñÿ â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâèæå-
íèÿ ïî ïðÿìîé ïðèâåäåí åäèíè÷íûé îáîðîò ñôåðû (ò.å. ïåðåâîä öåíòðà ìàññ
èç íèæíåãî ïîëîæåíèÿ â íèæíåå), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äâèæåíèåì
äëÿ êóñî÷íîãî äâèæåíèÿ òàêîãî ðîáîòà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäåëåíî âíèìà-
íèå è îãðàíè÷åííîñòè óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, óêàçàíû óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî íåêîòîðîå êîíå÷íîå âðåìÿ óäåðæèâàòü öåíòð ìàññ â
îïðåäåëåííîì ïîëîæåíèè è âîçìîæíî ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî öåíòðà øàðà ïî ïðÿìîé.

Äëÿ äâèæåíèÿ ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè òàêæå ïðåäëîæåí àëãîðèòì
ýëåìåíòàðíûõ äâèæåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåí àíàëèç äâèæåíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî öåíòðà øàðà ïî äóãå îêðóæíîñòè.

Êðîìå ýòîãî, ïðîâåäåí òàêæå àíàëèç óïðàâëåíèÿ òàêèì ðîáîòîì è â ñëó÷àå
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè òðåíèÿ. Ïîâîðîò ðîáîòà îòíîñèòåëüíî âåðòèêà-
ëè âîçìîæåí â åå ðàìêàõ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè öåíòð ìàññ ðîáîòà ëåæèò
íà âåðòèêàëüíîé îñè. Ïðè òàêîì óñëîâèè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ïîâîðî-
òà íà ìåñòå äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà. Çàäà÷à æå îá óäåðæàíèè öåíòðà
ìàññ â ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ øàðà
íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíî âîçíèêàþùåãî
ìîìåíòà.

Äëÿ äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñè-
ëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ n íå ñîâïàäàåò ñ ñèëîé òÿæåñòè íà âñåì äâèæåíèè.
Ýòîò ôàêò ñèëüíî çàòðóäíÿåò àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèëû è ìîìåíòà
òðåíèÿ (òåì íå ìåíåå, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî è ñèëà, è ìîìåíò ïî-ïðåæíåìó
îïðåäåëåíû ëèøü îäíîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé), ïîýòîìó ïðîâåäåíî ÷èñëåí-
íîå ìîäåëèðîâàíèå òàêîé ñèñòåìû. Âûáîð æåëàåìîãî ïðîôèëÿ óãëîâîé ñêî-
ðîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàíèåì ýëåìåíòàðíûõ äâèæåíèé. Ïðîâåäåí
àíàëèç ñëó÷àÿ, êîãäà öåíòð ìàññ ñèñòåìû ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò íà ñôåðå,
÷òî ïðàêòè÷åñêè ñîîòâåòñâóåò è ïîëíîìó îáîðîòó øàðà.

Âñå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü â ïàêåòå MATLAB R2013A.
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2 Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè Sxy øàð ðàäèóñîì R ñ
öåíòðîì â òî÷êå O. Âíóòðè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ðîáîòà ðàñïîëîæåíû ïðè-
âîäû, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíîå è äîïîëíèòåëüíîå îáîðóäîâàíèå�àêêóìóëÿòîð-
íûå áàòàðåè, âèäåîêàìåðû, ïðèåìíèêè ñèãíàëîâ è ò.ï. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
öåíòð ìàññ ðîáîòà íàõîäèòñÿ â òî÷êå O, ò.å. ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì
öåíòðîì øàðà. Îáîçíà÷èì â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàäèóñ-âåêòîð
öåíòðà ìàññ øàðà çà r = (x; y)(âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè Sz äâèæåíèå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ íåâîçìîæíûì).

Ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oξ1ξ2ξ3 ñ öåíòðîì â òî÷êå O, âûáîð
áàçèñíûõ âåêòîðîâ ei äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé êîíñòðóêöèè ðàçëè÷àåòñÿ. Ïå-
ðåõîä ê ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû
ïåðåõîäà D ∈ SO(3). Êîíôèãóðàöèîííûì ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

R2 × SO(3). Çàòåì ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì x′ =
x

R
, y′ =

y

R
,

êðîìå òîãî, ââåäåì âåêòîðà r′ = (x′; y′)T è v = ṙ′ (Äàëåå, âåçäå ïîä ôè-
çè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, òàêèìè, êàê ñèëà, ñêîðîñòü è ò.ä ïîíèìàåòñÿ
èìåííî áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå).

Îáîçíà÷èì ìàññó øàðà çà âû÷åòîì ìàññû ìåõàíèçìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ
äâèæåíèå, çàM , à âñåé ñèñòåìû� çà M̂ . Äàëåå, ïóñòü α1, ..., αk�óïðàâëÿþùèå
ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè âíóòðåííèõ ìåõàíèçìîâ (ìàõî-
âèêîâ).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû áóäåì ïðèìåíÿòü îáùèå òåîðåìû äè-
íàìèêè, ïðè÷åì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè
èìïóëüñà ðàçäåëèì íà M̂R, à óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç òåîðåìû îá èçìå-
íåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà� íà íåêîòîðûé õàðàêòåðíûé äëÿ êàæäîé êîí-
êðåòíîé êîíñòðóêöèè ìîìåíò èíåðöèè Ĵ . Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷èâ ïîëó÷èâ-
øèåñÿ ñèëû è ìîìåíòû ñèë çà f è µ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé :

v̇ = f (1)

dk̂

dt
= Dµ (2)

Òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà çäåñü çàïèñàíà â ïîäâèæ-
íîì áàçèñå (çäåñü è äàëåå ïîä âåêòîðàìè ñ �êðûøêîé� ïîíèìàåì âåêòîðà â
ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à áåç íå¼�â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò).
Âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåäñòàâëåí
â âèäå

k̂ = Iω̂ + Cα
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Ðèñ. 3: Ìîäåëü ðîáîòà-øàðà 1

Îáåçðàçìåðåííûé òåíçîð èíåðöèè ñèñòåìû �êàê öåëîãî� îáîçíà÷åí çà I.
Òàê êàê óïðàâëåíèÿ α âõîäÿò òîëüêî âî âòîðîå ñëàãàåìîå âåêòîðà êèíåòè-
÷åñêîãî ìîìåíòà, ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ îáåçðàçìåðåííûì àíàëîãîì òåíçîðà
èíåðöèè �óïðàâëÿþùåé� ÷àñòè. Ïðèìåðû ìàòðèö C è I ïðèâåäåíû íèæå.

2.1 Ïðèìåðû êîíñòðóêöèé

2.1.1 Øàð ñ òðåìÿ ìàõîâèêàìè íà âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ îñÿõ

Ïóñòü êîíñòðóêöèÿ ñèñòåìû òàêîâà [ðèñ.3], ÷òî âíóòðè ñôåðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè íà òðåõ âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ îñÿõ íàõîäÿòñÿ òðè îäèíàêîâûõ äèñêà-
ìàõîâèêà ìàññîé m è ðàäèóñîì ρ. Îáîçíà÷èì B1 è B2�ýêâàòîðèàëüíûé è
îñåâîé ìîìåíòû èíåðöèè ìàõîâèêà ñîîòâåòñòâåííî. Òåíçîð èíåðöèè øàðà (áåç
ó÷åòà ìàõîâèêîâ) îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïðåäïîëàãàåì øàðîâûì ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì J . Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñåé G, îðòîãîíàëüíûõ ìàõî-
âèêàì äî öåíòðà êàæäîãî èç ìàõîâèêîâ (òî÷åê Ai) ðàâíî a, à öåíòðû ìàõîâè-
êîâ ëåæàò â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè øàðà (ò.å. òî÷êà O ëåæèò â ïëîñêîñòè
A1A2A3). Âåêòîðû ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâëåíû ïî íîðìàëÿì ê
ïëîñêîñòÿì ìàõîâèêîâ, à òðè óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ìàõîâèêîâ αi åñòü

óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å. Ïðèíÿâ Ĵ =
ma2

3
(â äàííîì ñëó÷àå M̂ = M + 3m),

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè ñôåðîðîáîòà, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
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óñëîâèÿ:

I =

 ν 1 1
1 ν 1
1 1 ν


C = diag{c, c, c}

c =
3B2

ma2

ν = 4 + 3
B2 + J + 2B1

ma2

Íàêîíåö, ââåäÿ ïàðàìåòðû χ1 =
a2

R2
è χ2 =

ρ2

R2
, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñî-

îáðàæåíèé, îòìåòèì ñëåäóþùèå äîïóñòèìûå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ: îòìåòèì,
÷òî ìàõîâèêè íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, à òàêæå íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì (â ïåðâîì ñëó÷àå äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ìåõà-
íè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíûì, à âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí êîí-
ñòðóêòèâíî).
Åñëè ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êèO,G,A1, òî ìîæíî ñîñòà-
âèòü óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé a è ρ: ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ìàõîâèê êàñàåòñÿ ñôåðû â òî÷êå A′, èìååì ïî òåîðåìå
êîñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå OA1A

′ (∠OA1G = arctg 1√
2
èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæå-

íèé î ñîâïàäåíèè öåíòðà ìàññ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì):

R2 = ρ2 +
2

3
a2 +

2
√

2

3
aρ

Òàêèì îáðàçîì, â ïëîñêîñòè χ1;χ2 îáëàñòü äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ çàäà-
åòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

χ2
2 +

2

3
χ2

1 +
2
√

2

3
χ1χ2 ≤ 1

χ2 ≤ χ1

χ1, χ2 > 0

Äàííàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åíà îñüþ àáñöèññ, áèññåêòðèñîé ïåðâîé ÷åòâåðòè
è äóãîé ýëëèïñà, çàäàâàåìîãî ïåðâûì óðàâíåíèåì.

Ïðèíèìàÿ σ = 3 +
M

m
≥ 3, ìàõîâèêè îäíîðîäíûìè äèñêàìè, ò.å. ñ ìîìåí-

òàìè èíåðöèè
mρ2

2
è
mρ2

4
, à J = λMR2, ãäå λ ∈ [2/5; 2/3] (ëåâàÿ ãðàíèöà

ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîìó øàðó, ïðàâàÿ�ñôåðå, ò.å. ñëó÷àþ, êîãäà âñÿ ìàññà
âûíåñåíà íà ãðàíèöó) èìååì âûðàæåíèå äëÿ áåçðàçìåðíîãî ìîìåíòà èíåðöèè
ν:

ν = 4 + 3
χ2

χ1
+ 3

λ(σ − 3)

χ1
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Â äàëüíåéøåì, äëÿ ÷èñëåííûõ ýêïåðèìåíòîâ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-
þùèå ïàðàìåòðû øàðà:

M = 4, m = 0.612, R = 0.2, ρ = 0.05, a = 0.1 λ = 2/3

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ñ âûñêîêîé òî÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò
ðåàëüíîìó ðîáîòó SpheRob2.

2.1.2 Øàð ñ òðåìÿ ìàõîâèêàìè íà îäíîé îñè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îäíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð øàðà, îòìå÷åíû
òðè òî÷êè. Îäíà èç íèõ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì øàðà O, à äâå äðóãèå�óäàëåíû
íà âûáðàííîé îñè îò öåíòðà íà ðàññòîÿíèå l ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Ýòè òðè òî÷êè
áóäóò ÿâëÿòüñÿ öåíòðàìè òðåõ îäèíàêîâûõ äèñêîâ-ìàõîâèêîâ ìàññû m ðàäè-
óñà ρ, íîðìàëè ê ïëîñêîñòÿì êîòîðûõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, à èõ åäèíè÷íûå
âåêòîðû îáðàçóþò ïîäâèæíûé áàçèñ. [ðèñ. 4] Îáîçíà÷èì çà αi óãëîâûå ñêî-
ðîñòè ìàõîâèêîâ.

Çà Ĵ â äàííîé êîíñòðóêöèè ïðèìåì âåëè÷èíó 2ml2. Ñ÷èòàÿ ýêâàòîðèàëü-
íûé è îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè êàæäîãî ìàõîâèêà çà B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî,
à òåíçîð èíåðöèè øàðà áåç ìàõîâèêîâ øàðîâûì ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì J ,
èìååì:

I =

 ν + 1 0 0
0 ν + 1 0
0 0 ν


C = diag{c+ 1/2, c+ 1/2, c}

c =
2

2ml2

ν =
B2 + J + 2B1

2ml2

Åñëè ââåñòè àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ìîäåëè áåçðàçìåðíóþ ìàññó σ = 3 + M
m

è äâà áåçðàçìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðà χ1 =
l

R
, χ2 =

ρ

R
, òî äëÿ ν

èìååì:

ν =
1

2
χ1χ2 +

λ(σ − 3)

2χ1

Íà ïëîñêîñòè (χ1;χ2) îáëàñòü äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè:

χ1
2 + χ2

2 ≤ 1

χ2 ≤ χ1

χ1, χ2 > 0
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Ðèñ. 4: Ìîäåëü ðîáîòà-øàðà 2

åñëè ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ öåíòðû ìàõîâèêîâ ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñðåäíåãî ìà-
õîâèêà è

χ1
2 + χ2

2 ≤ 1

χ2 ≤
χ1

2
χ1, χ2 > 0

åñëè îðòîãîíàëüíà åé.
Â äàëüíåéøåì, â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ áóäåì ïîëàãàòü

M = 4, m = 0.612, R = 0.2, ρ = 0.05, l = 0.1 λ = 2/3

Äëÿ ýòîé êîíñòðóêöèè ñëåäóåò ñäåëàòü îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Åñëè ìîäè-
ôèöèðîâàòü ñèñòåìó, îòêàçàâøèñü îò èñïîëüçîâàíèÿ îäèíàêîâûõ ìàõîâèêîâ,
òî ìîæíî ïðèâåñòè òåíçîð èíåðöèè I ê øàðîâîìó âèäó (ò.å. òåíçîð èíåðöèè
áóäåò êàê ó ñèììåòðè÷íîãî øàðà, à íå øàðà ×àïëûãèíà). Ïîêàæåì ýòî â
ñëó÷àå, êîãäà öåíòðàëüíûé ìàõîâèê ïåðåïåíäèêóëÿðåí îáùåé îñè. Îáîçíà÷àÿ
ìîìåíòû èíåðöèè öåíòðàëüíîãî ìàõîâèêà çà B2, C2, à îäèíàêîâûõ êðàéíèõ
êàê B1, C1 (ïåðâûé ýêâàòîðèàëüíûé, âòîðîé�îñåâîé), òîãäà òåíçîð èíåðöèè
áóäåò øàðîâûì, åñëè:

C1 +B2 + 2ml2 = C2 +B1

Äëÿ îäíîðîäíûõ ìàõîâèêîâ ñ ìàññàìè mi è ðàäèóñàìè ρi ýòî ñîîòíîøåíèå
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: :

∆ρ2
2 = ρ2

1 + 8l2
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ãäå ∆ =
m2

m1

2.1.3 Øàð ñ ìàõîâèêîì íà âðàùàþùåìñÿ êîëüöå

Ïóñòü âíóòðè øàðà íàõîäèòñÿ ïëîñêîå òâåðäîå êîëüöî ìàññû m1, öåíòð
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì øàðà è êîòîðîå ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã
ñâîèõ äâóõ âçàèìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðîâ. Âíóòðè ýòîãî êîëüöà ðàñ-
ïîëîæåí äèñê-ìàõîâèê, ìàññû m2, âðàùàþùèéñÿ îòíîñèòåëüíî åãî íîðìàëè,
ñîâïàäàþùåé ñ íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè êîëüöà. Ïîäâèæíûé áàçèñ ââåäåì òàê,
÷òî ïåðâûå äâå îñè áóäóò íàïðàâëåíû ïî òåì äèàìåòðàì êîëüöà, îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ ýòî âðàùåíèå âîçìîæíî, òðåòüÿ æå îñü áóäåò íàïðàâëåíà ïåðåïåí-
äèêóëÿðíî êîëüöà.

Ïóñòü ìîìåíòû èíåðöèè (ýêâàòîðèàëüíûé è îñåâîé) êîëüöà è ìàõîâèêà
ðàâíû B1,2 è C1,2 ñîîòâåòñòâåííî. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, òåíçîð èíåð-
öèè øàðà áåç ó÷åòà ìàõîâèêîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ øàðîâûì ñ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì J . Âåëè÷èíàìè α1,2 áóäóò êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè ïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî òåõ äèàìåòðîâ, âîêðóã êîòîðûõ îíà ìîæåò âðàùàòüñÿ, âåëè÷è-
íà α3�óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàõîâèêà. Â êà÷åñòâå Ĵ èñïîëüçóåì âåëè÷èíó C2.
Òîãäà äëÿ òåíçîðà èíåðöèè I è âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðèöû C áóäåì èìåòü:

I =

 ν1 + c 0 0
0 ν1 + c 0
0 0 ν2 + 1


C =

 c 0 0
0 c 0
0 0 1


c =

B1

C2

ν1 =
J +B2

C2

ν2 =
J + C1

C2
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Ðèñ. 5: Øàð 3

Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàõîâèê è êîëüöî ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, ïðè-
÷åì ðàäèóñ ìàõîâèêà r < R è âíóòðåííèé ðàäèóñ êîëüöà ñîâïàäàþò, òî:

c =
1

2∆
(χ2 + 1)

ν1 = 2λ∆0χ
2 +

1

2
ν = 2λ∆0χ

2 + 2c

∆ =
m2

m1

∆0 =
M

m2

χ =
R

r

Ïðèâåäåì ïàðàìåòðû ðîáîòà, êîòîðûå áóäóò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

M = 4, m1 = 1.2, m2 = 0.612, R = 0.2, r = 0.05, λ = 2/3

Â äàëüíåéøåì, äëÿ óäîáñòâà, êîíñòðóêöèè áóäóò èìåíîâàòüñÿ ïî íîìåðó
ãëàâû (øàð 2.1.1, øàð 2.1.2, øàð 2.1.3) èëè, ñîêðàùåííî, ïåðâûé, âòîðîé,
òðåòèé øàð.

2.2 Èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè

ßñíî, ÷òî äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû íåîáõîäèìî çàäàòü êàêèå-ëèáî óñëîâèÿ
íà âçàèìîäåéñòâèå â êîíòàêòå ìåæäó ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êîé è íåïîäâèæíîé
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ïëîñêîñòüþ. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òå ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïåð-
âûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïðåäñòàâèì ìîìåíò ðåàêöèé îòíîñèòåëüíî öåíòðà øàðà µ â âèäå µ =

µ0 − b[ez;f ], ãäå b =
M̂R2

Ĵ
, à µ0�ìîìåíò ðåàêöèé îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîí-

òàêòà ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè è ïëîñêîñòè.
Óòâåðæäåíèå 1.1

Åñëè ìîìåíò µ0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå µ0 =
dϕ0

dt
, ãäå ϕ0�ôóíêöèÿ,

çàâèñÿùàÿ îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èõ ñêîðîñòåé, a
d

dt
�åå ïîëíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1),(2), òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë âèäà

k + b[ez;v]−ϕ0 = const (3)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñèñòåìû (1),(2) è óñëîâèÿ èç óòâåðæäåíèÿ èìååì:

dk

dt
= µ0 − b[ez;f ] =

dϕ0

dt
− b[ez;

dv

dt
]

îòêóäà è ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà (3).
Îòìåòèì, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî èíòåãðàëà�ñîõðàíåíèå âåêòîðà êè-

íåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà.
Cëåäñòâèÿ èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ:

Ñëåäñòâèå 1

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà íà ãëàäêîé ïëîñêîñòè äîïóñêàþò
ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (3)
Ñëåäñòâèå 2

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñ-
êîñòè äîïóñêàþò ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (3)
Ñëåäñòâèå 3

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà íà ïëîñêîñòè ñ âÿçêèì òðåíèåì
äîïóñêàþò ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (3)
Ñëåäñòâèå 4

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà íà ïëîñêîñòè ñ ñóõèì òðåíèåì
Êóëîíà äîïóñêàþò ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (3)
Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ âûøåïðèâåäåííûõ ìîäåëÿõ µ0 = 0.

2.2.1 Íåãîëîíîìíàÿ ìîäåëü

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà èäåàëüíîé íåãîëîíîìíîé ìîäåëè (ìîäåëè àáñî-
ëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, ò.å.

v = [ω; ez]
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è ìîìåíò ðåàêöèé îòíîñèòåëüíî òî÷êè K µ0 = 0. Èíòåãðàë (3) ïðèíèìàåò
âèä:

Iω̂ + Cα = bD([ez; [ω; ez]] + h) = bD(ω − ωzez + h)

çäåñü h�âåêòîð êîíñòàíò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.
Äàííîå âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü óïðàâëåíèÿ äëÿ æåëàåìûõ
ïðîôèëåé óãëîâîé ñêîðîñòè, ò.å. çàäàííûõ ôóíêöèé ω(t). Çàìåòèì, ÷òî â îá-
ùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî è íàõîæäåíèå â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû D(t). Ïîñëåäíåå
âîçìîæíî ïóòåì ââåäåíèÿ íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò q íà ìíîãîîáðà-
çèè SO(3). Òîãäà êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ω = Ξ(q)q̇ ïîçâîëÿþò íàõîäèòü q
èç âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ q̇ = Ξ−1(q)ω.

Îòìåòèì, ÷òî âñå òðè êîíñòðóêöèè, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ
âïîëíå óïðàâëÿåìûìè, ÷òî äîêàçàíî â [10] (ñòðîãî ãîâîðÿ, òàì ýòî ïîêàçàíî
òîëüêî äëÿ øàðà 2.1.1, îäíàêî îñòàëüíûå îòëè÷àþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ìàññîâî-
èíåðöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óïðàâëÿåìîñòü ñî-
õðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè îñåé íà íåêîìïëàíàðíîñòü è
äàæå â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òîëüêî äâóõ óïðàâëÿþùèõ ìàõîâèêîâ íà íåêîëëèíå-
àðíûõ îñÿõ (÷òî òàêæå ïîêàçàíî â [10]). Îäíàêî, î÷åâèäíî, ÷òî â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå íå ëþáîé çàêîí äâèæåíèÿ äîïóñòèì èç ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè äâóõ ìàõîâèêàõ íà íåêîëëèíåàðíûõ îñÿõ, äâèæåíèå ñ óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ, íàïðàâëåííîé ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííîé îñÿìè
ýòèõ ìàõîâèêîâ, èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ íåâîçìîæíî. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïîäîáíîãî
äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî ñíà÷àëà èçìåíèòü êîíôèãóðàöèþ ñôåðû â ñìûñëå ìíî-
ãîîðàçèÿ SO(3).

Îñòàíîâèìñÿ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ òðàåêòîðèé, ïîñòðîèâ àëôàâèò äâè-
æåíèÿ ðîáîòà. Çäåñü è äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä òðàåêòîðèåé
øàðà ïîíèìàåòñÿ òðàåêòîðèÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà. Ïóñòü â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè øàð ïîêîèòñÿ, òîãäà h = 0. Óïðàâëåíèÿ α, îáåñïå÷èâàþùèå
âðàùåíèå øàðà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ò.å. ω = ωez, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíå-
íèÿ

Cα = −ωIe
ãäå e� âåêòîð ez â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Óïðàâëåíèÿ α, îáåñïå÷èâàþùèå êà÷åíèå øàðà âäîëü ïðÿìîé (áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè, îñè Sx),ò.å. ω = ωey, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

Cα = −ωI∗e

Çäåñü âåêòîð e�âåêòîð ey â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, I∗ = I + bE, E�
åäèíè÷íàÿ 3õ3 ìàòðèöà

Ñ÷èòàÿ α � ω, äëÿ âðàùåíèÿ ìàõîâèêîâ èñïîëüçóåì ýëåêòðîäâèãàòåëè
ïîñòîÿííîãî òîêà, äëÿ êîòîðûõ ïðèíìàåì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü

Cα̇ = κ1U − κ2α
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ãäå κ1;κ2�ïîñòîÿííûå ýëåêòðîäâèãàòåëÿ. Çäåñü è äàëåå, ïîëîæèì óïðàâëÿþ-
ùèå íàïðÿæåíèÿ Ui ðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè. Îáåçðàçìåðèâàíèå ó÷èòûâàåò-
ñÿ â çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ κi. Òàê, äëÿ âñåõ ìîäåëåé øàðîâ (2.1.1-2.1.3)
â ÷èëåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàíû îäèíàêîâûå ýëåêòðîäâèãàòåëè, íî â ñèëó
òîãî, ÷òî âåëè÷èíû Ĵ ðàçëè÷íû, çíà÷åíèÿq κi òàêæå áóäóò îòëè÷àòüñÿ. Äëÿ
ðàçìåðíûõ κ1,2 âåðíî:

κðàçì.

1 = 5.4 · 10−3Í· ì/Â
κðàçì.

2 = 6 · 10−5Í· ì· c

Ïîñòðîèì ãðàôèêè äëÿ óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé â ñëó÷àå òðåóãîëüíîãî

ïðîôèëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè (ω(t) = E(T − |t− T |)), ãäå t ∈ [0; 2T ], à E =
π

2T 2

äëÿ ïîâîðîòà íà ìåñòå è E =
2π

T 2
äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó. Ïîëíîå âðåìÿ

äâèæåíèÿ áóäåò 4 è 7 ñåêóíä ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîâîðîòà
øàðà íà ìåñòå âîêðóã âåðòèêàëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâîðîò íà óãîë π/2, à äëÿ
äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé�ïðîõîæäåíèå îòðåçêà äëèíîé 2π.

0 1 2 3 4 5 6 7
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

t

U

Ðèñ. 6: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ ïîâîðîòà íà ìåñòå øàðà 2.1.1 è e =
(1/
√

3; 1/
√

3; 1/
√

3)
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Ðèñ. 7: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ ïîâîðîòà íà ìåñòå øàðà 2.1.2 è e = (0; 0; 1)
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Ðèñ. 8: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ ïîâîðîòà íà ìåñòå øàðà 2.1.3 è e = (0; 0; 1)
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Ðèñ. 9: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó øàðà 2.1.1 è e =
(1/
√

3; 1/
√

3; 1/
√

3)

0 1 2 3 4 5 6 7
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

t

U

Ðèñ. 10: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó øàðà 2.1.2 è e = (0; 0; 1)
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Ðèñ. 11: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó øàðà 2.1.3 è e = (0; 0; 1)

24



Ïîñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè äóãè îêðóæíîñòè, äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîïîëíèòü àëôàâèò áàçîâûõ äâèæåíèé ðîáîòà ãëàäêîé êðèâîé. Ðàññìîòðèì
äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

x = ρ cosψ

y = ρ sinψ

ψ̇(t) = A cos
ηt

2
sin ηt

Çäåñü ρ�áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ îêðóæíîñòè, à T = π/η�ïåðèîä äâèæåíèÿ.
Íèæå ïðèâåäåíû ãðàôèêè äëÿ óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
(ïàðàìåòðû òàêîâû: ρ = 4; η = π/7:
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Ðèñ. 12: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè øàðà 2.1.1
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Ðèñ. 13: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè øàðà 2.1.2

25



0 1 2 3 4 5 6 7
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

t

U

Ðèñ. 14: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè øàðà 2.1.3
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Äàëåå îòìåòèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 2.2

Ïóñòü α0(t)�âåêòîð óïðàâëåíèÿ, ðåàëèçóþùèé äâèæåíèå q(t) = (v;ωz) =
q0(t), òàêîå, ÷òî v(0) = 0, ωz(0) = 0. Òîãäà äëÿ âåêòîðà λq0(t) óïðàâëåíèåì
áóäåò âåêòîð λα0(t)
Åãî âûâîä î÷åâèäåí èç ñòðóêòóðû èíòåãðàëîâ (3). Âàæíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå:
Ñëåäñòâèå

Ïóñòü äëÿ óïðàâëÿþùåãî âåêòîðà α(t) âåðíî, ÷òî Λ1α + Λ2α̇ ≤ Λ0, ãäå Λi

íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà äâèæåíèå âîçìîæíî âäîëü ëþáîé òðàåêòî-
ðèè, íî íå ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýëåêòðîäâèãàòåëè, ïðèâîäÿùèå ìàõîâèêè â äâèæåíèÿ
ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ýëåêòðîäâèãàòåëÿ, ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåò-
ñÿ. Ïîýòîìó â ðàìêàõ íåãîëîíîìíîé ïîñòàíîâêè âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè
ðåñóðñîâ äëÿ òàêèõ äâèæåíèé, êîãäà â íà÷àëå è êîíöå øàð ïîêîèòñÿ, ðåøà-
åòñÿ ïóòåì âûáîðà íóæíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè. Ìåæäó òåì, äëÿ ïîñòîÿííîãî
äâèæåíèÿ ñóùåñòâåííîé ïðîáëåìîé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïðîáëåìà ò.í. �ñáðîñà ìî-
ìåíòà� íà ìàõîâèêàõ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, óïðàâëåíèå ïðîùå îñóùåñòâëÿòü
ïî êóñî÷íûì òðàåêòîðèÿì ñ îñòàíîâêîé â óçëàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ ðàçîáðàííûõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ äëÿ ïîâîðîòà íà
çàäàííûé óãîë è äâèæåíèÿ ïî çàäàííîìó îòðåçêó íàéäåì ìàêñèìàëüíîå óã-
ëîâîå óñêîðåíèå. Ïóñòü Ψ�óãîë íà êîòîðûé íåîáõîäèìî ïîâåðíóòü øàð îòíî-
ñèòåëüíî îñè Sy äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó èëè îòíîñèòåëüíî Sz äëÿ ïîâîðîòà
íà ìåñòå. Òîãäà, ñ÷èòàÿ ÷òî ω(t) = E(T − |t− T |) èìååì:

E =
Ψ

T 2

Îáîçíà÷èì ||I0||L∞ = ν∗ (I0 = I, I∗ äëÿ êàæäîé èç çàäà÷), à òàêæå ìè-
íèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû C çà c∗ (Íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî
øàðà ν∗ =

√
ν2 + 2, à c∗ = c). Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå, ñîçäàâàåìîå

ýëåêòðîäâèãàòåëåì�U∗. Ïóñòü ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ
ðàâåí ν∗, à îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè åäèíñòâåííîãî óïðàâëÿþùåãî ìàõîâèêà c∗
(ò.å. ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé)

U(t) = −ν∗E
κ1

(1 +
κ2t

c∗
)

Çàêëþ÷àåì, ÷òî

U∗(t) = − ν∗
κ1

(E +
κ2

√
ΨE

c∗
)

Òîãäà

Emax =
−ξ +

√
ξ2 + 4η

4
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Ãäå

ξ =
κ2

√
Ψ

c∗

η =
κ1U∗
ν∗

2.2.2 Ìîäåëü âÿçêîãî òðåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü âÿçêîãî òðåíèÿ: ïóñòü ñèëà ðåàêöèè â êîíòàêòå íà-
ïðàâëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè òî÷êè êîíòàêòà K è ïðîïîðöèîíàëüíà åé ñ êîýô-
ôèöèåíòîì ε, òî åñòü èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

f = −εvk = −ε(v̇ − [ω; ez])

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñ ó÷åòîì èíòåãðàëà (3), ïðèìåò ñëåäó-
þùèé âèä

v̇ + εv = ε[ω; ez]

Iω̂ + cα = −bD([ez;v] + h)

h = const

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü äâå ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû
óãëîâîé ñêîðîñòè:

ω − ωzez = [ez;
v̇

ε
+ v]

Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðåæèìà ÷èñòîãî âåð÷åíèÿ, óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäóò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ äëÿ øàðà íà
àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè.

Êðîìå òîãî, îáùèì ó ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ è íàëè÷èå îäíîðîäíîñòè ïî
òåì æå ñàìûì ïàðàìåòðàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëåäñòâèå 2.2 âåðíî è â ìîäåëè
âÿçêîãî òðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèå øàðà ïî îòðåçêó èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ áåç âåð-
÷åíèÿ, ò.å. ωz = 0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî ýòîò îòðåçîê
ñîâïàäàåò ñ ÷àñòüþ îñè Sx. Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì óñëîâèÿ Ïåðâûå èíòåãðàëû
ïåðåïèøóòñÿ â âèäå:

Cα = [−(v +
v̇

ε
)I − bvE]e (4)

ãäå e�âåêòîð ey â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé îí áóäåò ïîñòîÿí-
íûì. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå òðåóãîëüíîãî ïðîôèëÿ â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè
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íåîïðàâäàííî, òàê êàê ýòî âåäåò ê ðàçðûâíîìó ðåøåíèþ ïî óãëîâîé ñêîðîñòè,
÷òî êðàéíå íåæåëàòåëüíî. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ïðîôèëü ñêîðîñòè â âèäå

v(t) = A cos
ηt

2
sin ηt

Ïîëîæèì η = π/7, A =
3π2

14
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Ðèñ. 15: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó øàðà 2.1.1
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Ðèñ. 16: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó øàðà 2.1.2
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Ðèñ. 17: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó øàðà 2.1.3
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Ãðàôèêè äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè (çàêîí äâèæåíèÿ àíàëîãè÷åí 2.2.1):
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Ðèñ. 18: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè øàðà 2.1.1
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Ðèñ. 19: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè øàðà 2.1.2
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Ðèñ. 20: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè øàðà 2.1.3
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3 Øàð íà ïëîñêîñòè ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì òðåíèåì

3.1 Îïèñàíèå ìîäåëè äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî òðåíèÿ

Ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåæäó ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ ðîáîòà è îïîðíîé ïëîñêîñòüþ êîíòàêò ïðîèñõîäèò íå â îäíîé òî÷êå, à
â íåêîòîðîé îáëàñòè, íàçûâàåìîé ïÿòíîì êîíòàêòà. Íàèáîëåå òî÷íî ïðåäïî-
ëîæåíèå, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêèé ñåãìåíò, â êàæäîé òî÷êå
êîòîðîãî âûïîëíåí ëîêàëüíî çàêîí ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà. Ïóñòü ðàäèóñ ñôå-
ðû, çàäàþùåé ýòîò ñåãìåíò� Rf , à ðàäèóñ ñåãìåíòà� Rs. R�ïî-ïðåæíåìó
ðàäèóñ øàðà. Òàêèì îáðàçîì, ïÿòíî êîíòàêòà çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ

δ =
R

Rf
è ε =

Rs

R
. Ïîëó÷åííûå â [34],[35] âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ:

fi = − 3kN

4π(1− cos β0)3/2M̂R

β0∫
0

B(β)Iuidβ (5)

µ0
i = − 3kbN

4π(1− cos β0)3/2δM̂R

β0∫
0

B(β)Iwi
dβ (6)

Iui =

2π∫
0

ui
||u||

dα

Iwi
=

2π∫
0

wi
||u||

dα

B(β) =
√

cos β − cos β0 sin β

µ = µ0 − b[ez;f ]

Çäåñü

uI = u(1− sin2 β cos2 α) + δ−1(ωI sin2 β sinα cosα + ωII(1− cos β − sin2 β cos2 α)−
−ωIII sin β sinα)

uII = −u sin2 β sinα cosα− δ−1(ωII sin2 β sinα cosα + ωI(1− cos β − sin2 β sin2 α) +

+ωIII sin β cosα)

uIII = u sin β cos β cosα + δ−1 sin β(1− cos β)(ωI sinα− ωII cosα)

wI = u sin2 β sinα cosα + δ−1(ωI(1− cos β)2 − ωIII(1− cos β) sin β cosα)

wII = u(1− cos β − sin2 β cos2 α) + δ−1(ωII(1− cos β)2 − ωIII(1− cos β) sin β sinα)

wIII = sin β(−u sinα + δ−1(−(1− cos β)(ωI cosα + ωII sinα) + ωIII sin β))
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ãäå îñü 1 íàïðàâëåíà ïî ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ, îñü 3 âåðòèêàëüíà, à îñü 2
äîïîëíÿåò ðåïåð äî ïðàâîé òðîéêè. Ýòîò áàçèñ â äàëüíåéøåì áóäåì èìåíî-
âàòü âñïîìîãàòåëüíûì, à âåêòîðà â íåì èíäåêñèðîâàòü ðèìñêèìè öèôðàìè
âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ñ ÑÊ æåñòêî ñâÿçàíîé ñ ðîáîòîì. Äàëåå, g�óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, N�ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè îïîðû, u�ñêîðîñòü ñêîëü-
æåíèÿ øàðà, äåëåííàÿ íà åãî ðàäèóñ, Ω�âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âî âñïî-
ìîãàòåëüíîì áàçèñå (òàêèì îáðàçîì, ωIII ≡ ωz). Íàêîíåö, sin β0 = Rs

Rf
, k�

êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ôóíêöè-

ÿìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ u,ω. Äëÿ äàëüíåéøåãî èõ èññëåäîâàíèÿ ìîæ-
íî, íàïðèìåð, ñîãëàñíî Â.Ô.Æóðàâëåâó[26] ïåðåéòè ê àïïðîêñèìàöèÿì Ïàäå.
Îäíàêî, â äàííîé ðàáîòå áóäåò ïðåäëîæåí èíîé ïîäõîä, ñîõðàíÿþùèé òî÷íûå
âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà èäåÿõ, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå [37].
Ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì r, θ1, θ2, θ3 ïî ôîðìóëàì:

δu = r cos θ1 (7)

ωI = r sin θ1 cos θ2 (8)

ωII = r sin θ1 sin θ2 cos θ3 (9)

ωIII = r sin θ1 sin θ2 sin θ3 (10)

çäåñü r2 = δ2u2 + ||ω||2.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè fi è µi íå çàâèñÿò îò r. Óãëîâûå ïåðåìåííûå θk

õàðàêòåðèçóþò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîëüæåíèåì, êà÷åíèåì, âåð÷åíèåì è çà-
êðó÷èâàíèåì, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îíè áóäóò íàçûâàòüñÿ ðåæèìíûìè óã-
ëàìè. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè f è µ îïðåäåëåíû íà åäèíè÷íîé òðåõìåðíîé
ñôåðå S3. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ãëàäêàÿ çàâèñèìîñòü ýòèõ ôóíêöèé îò
ïàðàìåòðà δ è íåãëàäêàÿ� îò ε áûëà äîêàçàíà â [34].

Äëÿ ñëó÷àÿ δ = 0 âûðàæåíèÿ ïðèìóò èíîé âèä è áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü
ìîäåëè Êîíòåíñó-Æóðàâëåâà[26]. Ñëó÷àé ε = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè Êóëî-
íà, ÷òî ðàçîáðàíî â [11]. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà εδ 6= 0. Òåïåðü ïðèâåäåì àëôàâèò äâèæåíèé ðîáîòà íà ïëîñêî-
ñòè ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì òðåíèåì.

3.2 Ïîâîðîò íà çàäàííûé óãîë

Äëÿ íà÷àëà, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà öåíòð ìàññ àïïàðàòà íåïîäâèæåí, à
øàð ñîâåðøàåò âðàùåíèå âîêðóã âåðòèêàëè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåòñÿ çàäà÷à
î ñìåíå êóðñîâîãî óãëà áåç ñäâèãà öåíòðà ìàññ. Äëÿ ðåæèìíûõ óãëîâ òàêîå
ïðåäïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì θ1 = θ2 = θ3 = π/2. Â ýòîì ñëó÷àå
âîçíèêàåò ðåæèì ÷èñòîãî âåð÷åíèÿ, ãäå âñå êîìïîíåíòû ñèë è ìîìåíòîâ, êðî-
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ìå µz ðàâíû íóëþ. Ìîìåíò òðåíèÿ âåð÷åíèÿ µz = µ0
z = const = µ, âñëåäñòâèå

÷åãî ìîæíî âûïèñàòü ïðîèíòåãðèðîâàííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå èç òåîðåìû
îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà:

α =
1

c
(µtE − ω(t)I)e

ãäå e�íåïîäâèæíûé åäèíè÷íûé âåêòîð âåðòèêàëè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ìàõîâèêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ýëåêòðîäâèãàòåëÿìè ïî-
ñòîÿííîãî òîêà (òàêèìè æå, êàê è â ãëàâå 2), ïðèâåäåì ãðàôèêè óïðàâëÿ-
þùèõ íàïðÿæåíèé äëÿ ïîâîðîòà íà óãîë π/2 çà âðåìÿ 2T â ñëó÷àå òðå-
óãîëüíîãî ïðîôèëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âåð÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî èç ðîáîòîâ (Ò.å.
r(t) = ω(t) = E(T − |t− T |), ãäå E�ïîñòîÿííîå ïî ìîäóëþ óãëîâîå óñêîðåíèå

ðàâíîå
π

2T 2
. Áóäåì áðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûìè ïî ñêîðîñòÿì.

Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ãðàôèêè äëÿ óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé íà
ýëåêòðîäâèãàòåëÿõ äëÿ êàæäîãî èç øàðîâ 2.1.1-2.1.3. Äëÿ êàæäîé ìîäåëè â
êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, êîãäà e�ñîáñòâåííûé âåêòîð òåí-
çîðà èíåðöèè I è îäèí, êîãäà�íåñîáñòâåííûé
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Ðèñ. 21: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ e = (1/
√

3; 1/
√

3; 1/
√

3).
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Ðèñ. 22: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.1 è e = (1/
√

2;−1/
√

2; 0) .
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Ðèñ. 23: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.1 è âåêòîðà e = (1; 0; 0)
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Ðèñ. 24: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.2 è âåêòîðà e = (1; 0; 0)
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Ðèñ. 25: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.2 è âåêòîðà e = (0; 0; 1)
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Ðèñ. 26: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.2 è âåêòîðà e = (1/
√

2;−1/
√

2; 0) .
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Ðèñ. 27: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.3 è âåêòîðà e = (1; 0; 0)
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Ðèñ. 28: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.3 è âåêòîðà e = (0; 0; 1)
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Ðèñ. 29: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.3 è âåêòîðà e = (1/
√

2;−1/
√

2; 0) .
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Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíó µ â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìîìåíò òðåíèÿ ïîêîÿ, êîòîðûé íóæíî ïðåîäîëåòü, ÷òîáû íà÷àòü äâèæåíèå.
Ïîâåðõíîñòü µ(δ, ε), ïîêàçûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü ýòîãî ìîìåíòà îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ïÿòíà êîíòàêòà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
âëèÿíèå íà ýòó âåëè÷èíó îêàçûâàåò òîëüêî ïàðàìåòð δ, õàðàêòåðèçóþùèé
æåñòêîñòü ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèì ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà δ äëÿ ðå-
àëüíî ñóùåñòâóþùèõ ýëåêòðîäâèãàòåëåé. Òàê, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ìà-
õîâèêè ðîáîòà ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå äâèãàòåëÿìè Maxon-RE-10 (κðàçì

1 =
2.7 · 10−4Í· ì/Â, κðàçì

2 = 2.5 · 10−6Í· ì· c), òî øàð ñìîæåò íà÷àòü äâèæå-
íèå ïî ïëîñêîñòè ñ δ < 0.02, à äëÿ äâèãàòåëÿ ÄÏÌ-20-Í2 (κðàçì

1 = 4 ·
10−4Í· ì/Â, κðàçì

2 = 4.7 · 10−6Í· ì· c) ïîðîãîâîå çíà÷åíèå δ = 0.03.

Ðèñ. 30: Ìîìåíò òðåíèÿ ïîêîÿ.

Òåïåðü ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà äîïóñòèìîñòè ïîâîðîòà íà íåêîòîðûé
óãîë ïðè óêàçàííîì âûøå òðåóãîëüíîì ïðîôèëå óãëîâîé ñêîðîñòè, òàê êàê
ïðåîäîëåíèå òðåíèÿ ïîêîÿ�íåîáõîäèìîå, íî íåäîñòàòî÷íîå óñëîâèå îñóùåñòâ-
ëåíèÿ òàêîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ îãðàíè÷åííûõ óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé Ui âåð-
íî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (îáîçíà÷àÿ X = µE − EI):

U =
1

κ1
(X +

κ2t

c
X)e (11)

Ïóñòü öåëåâîé óãîë ψ, ñâÿçàííûé ñ E è T ñîîòíîøåíèåì ψ = ET 2. Â ñè-
ëó (11) çàâèñèìîñòü U(t) ëèíåéíà, ñëåäîâàòåëüíî ïîâîðîò íà ýòîò óãîë çà
íåêîòîðîå âðåìÿ 2T äîïóñòèì, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè T íàïðÿæåíèå íà ýëåê-
òðîäâèãàòåëå êàæäîãî ìàõîâèêà ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîãî (çäåñü ìû áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì E > 0). Ðàññìàòðèâàÿ
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ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè ñôåðû, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ïîèñêà ìàêñèìàëü-
íî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ íåîáõîäèìî íàõîæäåíèå íîðìû îïåðà-
òîðà X â ñìûñëå L∞. Ýòà íîðìà ðàâíà

√
(µ− νE)2 + 2E2. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

T =

√
ψ

E
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Umax ≥ (1 +
κ2

√
ψ

c
√
E

)
√

(µ− νE)2 + 2E2/κ1

Îáîçíà÷àÿ

s = −E
µ

√
ν2 + 2

A =
κ2

√
ψ

c
√
|µ|

4
√
ν2 + 2

B =
ν√
ν2 + 2

Óñëîâèå âûøå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

Umax ≥ |µ|ϕ(s)/κ1

ϕ(s) = (1 +
A√
s

)(
√
s2 + 2Bs+ 1)

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ϕ(s) âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

ϕ′(s) =
s+ B√

s2 + 2Bs+ 1
+

A

2

√
s+

1

s
+ 2Bs

(1− 1

s2
)

Ðàâåíñòâî íóëþ ýòîé ïðîèçâîäíîé äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ôóíêöèè
θ(ξ), ãäå ξ =

√
s:

θ(ξ) = 2ξ5 +Aξ4 + 2Bξ3 − a
Òàê êàê θ(0) = −A < 0, θ(1) = 2 + 2B > 0, θ(ξ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
ïðè ïîëîæèòåëüíûõ ξ, òî ∃!s0 ∈ (0; 1) : ϕ′(s0) = 0, ïðè÷åì ýòà òî÷êà�òî÷êà
ìèíèìóìà ôóíêöèè ϕ(s). Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîâîðîò íà óãîë
ψ âîçìîæåí äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé îðèåíòàöèè øàðà, åñëè

Umax ≥ |µ|ϕ(s0)/κ1

Òàê êàê s0 çàâèñèò îò A, à çíà÷èò è îò ψ, ïðè÷åì ïðè ψ → 0 ϕ(s0) →
|µ|
√

2/ν < |µ|, òî åñëè ìàõîâèêè ïîçâîëÿþò íà÷àòü äâèæåíèå, ñóùåñòâóåò
òàêîé óãîë ψ, íà êîòîðûé ïîâîðîò äîïóñòèì (à çíà÷èò è íà ëþáîé ìåíüøèé
óãîë), â òî âðåìÿ êàê íà áîëüøèé óãîë ïîâîðîò ìîæíî ïîëó÷èòü êîìáèíèðî-
âàíèåì ïîâîðîòîâ íà ìåíüøèå äîïóñòèìûå óãëû.
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3.3 Äâèæåíèå áåç âåð÷åíèÿ ïî îòðåçêó

Ïóñòü èìååò ìåñòî äâèæåíèå âäîëü íåêîòîðîé ïðÿìîé ëèíèè, áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè, îñè Sx áåç âåð÷åíèÿ, ò.å. ωz = 0. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

ðåæèìíûõ óãëîâ ýòî ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòè

{
θ2 = π/2

θ3 = 0.
Ò.å. ðåæèì äâè-

æåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü óãëîì θ1, êîòîðûé äëÿ óäîáñòâà áóäåì
îáîçíà÷àòü ïðîñòî θ.
Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ f = fx, à µ = µ0

y − bfx (Ðàâåíñòâî íóëþ îñòàëüíûõ êîì-
ïîíåíò âåêòîðîâ f è µ â óñëîâèè ωI = 0 ïîêàçàíî â [35]). Â ñèëó òîãî, ÷òî

fIII ≡ 0 èìååì äëÿ áåçðàçìåðíîé ñèëû íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ n =
g

R
(÷òî â

ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñâóåò óñëîâèþ N = M̂g). Âûðàæåíèÿ äëÿ fx
è µ0

y èìåþò âèä (èíäåêñû x è y îïóñêàåì ðàäè óäîáñòâà):

fx(θ) = f(θ) = − 3kg

4π(1− cos β0)3/2R

β0∫
0

B(β)IuIdβ

ãäå

IuI(β, θ) =

2π∫
0

cos θ(1− sin2 β cos2 α) + sin θ(1− cos β − sin2 β cos2 α)

l(θ)
dα

l(θ) = (cos2 θ(1− sin2 β cos2 α) + sin2 θ(1− cos β)2 + 2 sin θ cos θ×
× (1− cos β − sin2 β cos2 α))1/2

µ0
y(θ) = µ0(θ) = − 3kgb

4π(1− cos β0)3/2δR

β0∫
0

B(β)IwII
dβ

ãäå

IwII
(β, θ) =

2π∫
0

cos θ(1− cos β − sin2 β cos2 α) + sin θ(1− cos β)2

l(θ)
dα

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä:

d

dt

[
r

(
sin θ +

1

δ
cos θ

)]
= f(θ)

d

dt
[r sin θIe+ Cα] = µ(θ)e
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Çäåñü

e =

 d12

d22

d32


ïîñòîÿííûé âåêòîð ey â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå,
èç êîòîðîãî è íàõîäÿòñÿ óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåìó îá èçìåíå-

íèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, çàïèñàííóþ â ïîäâèæíîé ÑÊ (çäåñü
d

dt
�ïîëíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ).

3.3.1 Àíàëèç ñèëû è ìîìåíòà òðåíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó äèíàìèêè.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì v ≥ 0 íà âñåì äâèæåíèè (ò.å. øàð íå "îò-
êàòûâàåòñÿ"íàçàä, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ óñëîâèåì). Òåïåðü ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà àíàëèçå ñèë è ìîìåíòîâ,
êàê ôóíêöèé ðåæèìíîãî óãëà θ. Ýòî íåîáõîäèìî êàê è äëÿ ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è äèíàìèêè, òàê è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíîé (íà âûêëþ÷åííûõ
ïðèâîäàõ) äèíàìèêè ñèñòåìû (ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è). Âìåñòå ñ òåì, îòìå-
÷àÿ π-àíòèïåðèîäè÷íîñòü ýòèõ ôóíêöèé, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îòðåçêîì
θ ∈ [0; π]. Êðîìå òîãî, ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî íàèáîëåå ðåàëèçóåìûå íà ïðàêòèêå
äâèæåíèÿ ðîáîòà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåæèìàì ïðåèìóùåñòâåííîãî êà÷å-
íèÿ (ò.å. ïðîñêàëüçûâàíèå áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå êà÷åíèÿ), ÷òî îçíà÷àåò
íàõîæäåíèå θ â íåêîòîðîé äîâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè π/2.

Óòâåðæäåíèå 3.1
f(θ) ∈ C(0;π) è âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ âåðíà, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè íåïðå-
ðûâíû ïî θ. Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü äðîáè â ôóíêöèè IuI ìîæåò îáðàùàòü-
ñÿ â íîëü ïðè θ = π/2. Îäíàêî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé òî÷êå èíòåãðàë
ñóùåñòâóåò è âåðíî ðàâåíñòâî

f(π/2) = − kgε2δ2

5R(1 +
√

1− ε2δ2)

Äàëåå,

∂f

∂θ
= − 3kg

4π(1− cos β0)3/2R

β0∫
0

B(β)
∂IuI
∂θ

dβ

∂IuI
∂θ

=

2π∫
0

− sin4 β cos2 α sin2 α sin θ

(l(θ))3/2
dα
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè sin θ > 0 ôóíêöèÿ f(θ) âîçðàñòàåò. Ñòîèò îòìåòèòü,
÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂θ â òî÷êå π/2 èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà, ñâÿçàííûé ñ
òåì, ÷òî èíòåãðàë ïî β ðàñõîäèòñÿ (âáëèçè òî÷êè β = 0 âîçíèêàåò íåîïðåäå-
ëåííîñòü âèäà 1/β). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî f(π/2) < 0, à
f(π) > 0, ñóùåñòâóåò òàêîé óãîë θf äëÿ êîòîðîãî f = 0.
Ïðèâåäåì â çàêëþ÷åíèå ãðàôèêè ñèëû f â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ = π/2(çäåñü
è äàëåå â ýòîì ïîäïóíêòå, ïåðâûé ãðàôèê ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ δ = 0.13, ε =
0.06, âòîðîé � δ = 0.03, ε = 0.06):
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x 10
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−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

x 10
−6

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

θ−π/2

f(θ)

Ðèñ. 31: Ãðàôèêè ñèëû.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñëåäñòâèå âîçðàñòàíèÿ f(θ) èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 3.2

Äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ âîçìîæíî, åñëè θ(0+) ∈ (θf ; θ∗), ãäå θ∗ =
π − arctg 1/δ

Â ñèëó îïðåäåëåíèé (7)-(10)

v = r(
1

δ
cos θ + sin θ)

Ðàññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè ñðàçó ïîñëå ñòàðòà t = τ . Òàê êàê íàëîæåíî
óñëîâèå v > 0, äëÿ ðàçãîíà øàðà íåîáõîäèìî óñëîâèå f > 0, à çíà÷èò ðå-
æèìíûé óãîë θ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì θ > θf è θ < θ∗. Óãîë
θ∗ áóäåì íàçûâàòü óãëîì ïîëíîé ïðîáóêñîâêè, â ýòîì ñëó÷àå v = 0 è öåíòð
øàðà íåïîäâèæåí, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ ñ îáðàò-
íûì çíàêîì. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæåíèå 1), ÷òî f(θ∗) > 0 äëÿ ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïëîñêîñòè (ò.å. θ∗ > θf). Òàêèì îáðàçîì, ñòàðò ðîáî-
òà âîçìîæåí, òîëüêî ñ ðåæèìîâ θ ∈ (θf ; θ∗), òàê êàê íà ýòîì èíòåðâàëå è
ñêîðîñòü, è ñèëà ïîëîæèòåëüíû. Êðîìå òîãî, ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ðàâíîóñêî-
ðåííîå äâèæåíèå ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ θ = const, ò.å. ïîñòîÿíñòâó
îòíîøåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ê ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ øàðà.
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê àíàëèçó ìîìåíòîâ òðåíèÿ, êàê ôóíêöèé óãëà θ.
Óòâåðæäåíèå 3.3

Ôóíêöèÿ µ0(θ0) ∈ C(π/2; π) è âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå
Íåïðåðûâíîñòü ïîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê è äëÿ ñèëû f . Ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè µ0(θ) ðàâíà

∂µ0

∂θ
= − 3kbg

4π(1− cos β0)3/2δR

β0∫
0

B(β)
∂IwII

∂θ
dβ

∂IwII

∂θ
=

2π∫
0

sin4 β cos2 α sin2 α cos θ

(l(θ))3/2
dα

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè θ, ëåæàùèì íà äàííîì ïðîìåæóòêå, ýòà ïðîèçâîäíàÿ îò-
ðèöàòåëüíà, à çíà÷èò ïðîèçâîäíàÿ ñàìîé ôóíêöèè µ0 ïîëîæèòåëüíà. Òàêæå
ìîæíî îòìåòèòü íàëè÷èå ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ó ïðîèçâîäíîé â òî÷êå π/2 è
òî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

δ

b

∂µ0

∂θ
sin θ = −∂f

∂θ
cos θ

Èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèé 3.1, 3.3, à òàêæå èç ÿâíîãî âèäà ïðîèçâîäíûõ, ñëåäóåò
âàæíûé ôàêò:
Óòâåðæäåíèå 3.4

Ôóíêöèÿ µ(θ0) ∈ C(0;π) è óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå θ ∈ [0; θ∗]
Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäÿ èç ÿâíîãî âèäà µ = µ0 − bf ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè µ(θ) èìååò âèä:

∂µ

∂θ
= b

∂(δµ0 − f)

∂θ
= −b∂f

∂θ
(
1

δ
cos θ + sin θ)

Íèæå (ðèñ. 32) ïðèâåäåì ãðàôèêè ìîìåíòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ = π/2
(ïàðàìåòðû ïëîñêîñòè òàêèå æå, ÷òî çàäàâàëèñü äëÿ ñèëû.

Äàëåå, â Ïðèëîæåíèè ïîêàçàíî, ÷òî µ(π) = −µ(0) < 0, à çíà÷èò ñóùåñòâó-
åò óãîë θµ ∈ (0;π/2), äëÿ êîòîðîãî µ = 0. Âåëè÷èíó µ(θf) ìîæíî â íåêîòîðîì
ñìûñëå îòîæäåñòâèòü ñ ìîìåíòîì òðåíèÿ ïîêîÿ, êîòîðûé íóæíî ïðåîäîëåòü
äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àòü äâèæåíèå. Âåëè÷èíà ýòîãî ìîìåíòà â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðîâ êîíòàêòà ïîêàçàíà íà ðèñ. 33.

Êðèâûå, îãðàíè÷èâàþøèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå âîç-
ìîæíî â ñëó÷àå äâóõ ìîäåëåé ìàõîâèêîâ (äâèæåíèå äîïóñòèìî, åñëè ïàðàìåò-
ðû δ, ε ëåæàò âíóòðè êðèâîé) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 34

Òàê êàê ñèëà è ìîìåíò åñòü ëèøü ôóíêöèè θ, òî ïîèñê ïðîãðàììíûõ äâè-
æåíèé ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì v̇ áóäåò äàâàòü ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ
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Ðèñ. 32: Ãðàôèêè ìîìåíòîâ.

Ðèñ. 33: Ìîìåíò òðåíèÿ ïîêîÿ ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ.

θ ðàçðûâíî, à çíà÷èò òåðïèò ðàçðûâ ëèáî óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ëèáî ñêîðîñòü
ñêîëüæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíûé ïðîôèëü ñêîðîñòè, àíàëîãè÷íûé
òîìó, ÷òî áûë ðàññìîòðåí äëÿ ïîâîðîòà íà ìåñòå íå ïîäõîäèò ñ òî÷êè çðåíèÿ
íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì. Çíà÷èò, æåëàåìûé ïðîôèëü ñêîðîñòè
öåíòðà øàðà, ò.å. ôóíêöèþ v(t) íóæíî çàäàâàòü â êëàññå C1.

Ìåíÿÿ ïðîôèëü óãëîâîé ñêîðîñòè, ìîæíî äîáèâàòüñÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåç-
êàì ðàçëè÷íîé äëèíû. Åñëè æå ðåñóðñà ìàõîâèêîâ áóäåò íå õâàòàòü, òî äâè-
æåíèå ïî îòðåçêó ìîæíî ñîñòàâèòü êàê êîìáèíàöèþ äâèæåíèé ïî íåñêîëüêèì
îòðåçêàì ìåíüøåé äëèíû.
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Ðèñ. 34: Îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ.

3.3.2 Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé

Òåïåðü ïîñòàâèì çàäà÷ó, ÷òîáû ðîáîò ïðîøåë ðàññòîÿíèå ∆x è îñòàíîâèëñÿ
â êîíöå ýòîãî îòðåçêà. Áóäåì èñêàòü ïðîôèëü ñêîðîñòè v(t) ñîãëàñíî ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

� v(0) = 0

� v̇(0) 6= 0

� v|x=∆x = 0

� v̇|x=∆x = 0

� v(t) ∈ C1

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü òàêóþ ôóíêöèþ:

v(t) = A cos
ηt

2
sin ηt t ∈ [0;π/η]

ãäå A è η�íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. Òîãäà äëÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðíî, ÷òî

∆x =
4A

3η
. Äëÿ óñêîðåíèÿ âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

v̇(t) =
Aη

4
(3 cos

3ηt

2
+ cos

ηt

2
)

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.1 çàìåòèì, ÷òî θ âîçðàñòàåò è óáûâàåò íà òåõ æå ïðî-

ìåæóòêàõ, ÷òî è óñêîðåíèå v̇. Îáîçíà÷àÿ óãîë ϕ =
ηt

2
∈ [0; π/2], èìååì,

÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå f ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ϕ = arcsin

√
7

3
è ðàâíî

−4
√

2

9
Aη, à ìàêñèìàëüíîå ñîîòâåòñòâóåò ϕ = 0 è ðàâíî Aη. Òàê êàê v(t) > 0,
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òî θ âñå âðåìÿ äîëæíà ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó: 0 < θ < θ∗. Ñëåäîâàòåëüíî,
çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ A è η âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

4
√

2

9
Aη ≤ −f(0)

Aη ≤ f(θ∗)

Îáîçíà÷àÿ fmax = min{f(θ∗),−
9

4
√

2
f(0)}, ïîëó÷àåì, ÷òî, ýòè ïàðàìåòðû îãðà-

íè÷åíû ñâåðõó âûðàæåíèÿìè:

ηmax = 2

√
fmax
3∆x

Amax =
1

2

√
3∆xfmax

Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü íà îòðåçêå äîñòèãàåòñÿ ïðè ϕ = arccos

√
2

3

è ðàâíà vmax =
4A

3
√

3
. Âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî çàäàííîìó îòðåçêó ñîãëàñíî âûøå-

îïèñàííîìó çàêîíó îãðàíè÷åíî ñíèçó âåëè÷èíîé

t =
π

η
<

π

ηmax
=
π

2

√
3∆x

f(θ∗)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàïðàâëåíèå âåêòîðà ey ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì êàêîé-
ëèáî èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè, òî óïðàâëÿþùèé âåêòîð β = Cα ìîæíî èñ-
êàòü â âèäå β = βe. Â ñèëó óðàâíåíèé òàêîå ðåøåíèå íàéäåòñÿ, è áóäåò
åäèíñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå èìååì:

α̇ = C−1(µ(θ)− ω̇λe)e
Ãäå λe� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó e, à ìàòðèöà

Ωe =

 0 d32 −d22

−d32 0 d12

d22 −d12 0


Åñëè æå âåêòîð e íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà èíåðöèè I, íà-

õîäèì óïðàâëÿþùèå óãëîâûå ñêîðîñòè èñõîäÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

α̇ = C−1[(µ(θ)− ω̇I − ω2ΩeI)e− ωΩeCα]

Òåïåðü ïðèâåäåì ãðàôèêè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ( δ = 0.03, ε =
0.06), u, ω, x, θ. Âçÿòû çíà÷åíèÿ ∆x = 2π, η = π/7.

Äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ãðàôèêîâ óïðàâëÿ-
þùèõ íàïðÿæåíèé U . Áóäåì äëÿ êàæäîé êîíñòðóêöèè ðàññìàòðèâàòü äâà
ñîáñòâåííûõ è îäèí íåñîáñòâåííûé âåêòîð òåíçîðà èíåðöèè I.
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Ðèñ. 35: Îñíîâíûå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ u.
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Ðèñ. 36: Îñíîâíûå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ω.
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Ðèñ. 37: Îñíîâíûå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ x.
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Ðèñ. 38: Îñíîâíûå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ θ.
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Ðèñ. 39: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.1 è âåêòîðà e = (1/
√

3; 1/
√
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√
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Ðèñ. 40: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.1 è âåêòîðà e = (1/
√

2;−1/
√

2; 0)
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Ðèñ. 41: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.1 è âåêòîðà e = (1; 0; 0)
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Ðèñ. 42: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.2 è âåêòîðà e = (1; 0; 0)
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Ðèñ. 43: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.2 è âåêòîðà e = (0; 0; 1)
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Ðèñ. 44: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.2 è âåêòîðà e = (1/
√
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Ðèñ. 45: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.3 è âåêòîðà e = (1; 0; 0)
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Ðèñ. 46: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.3 è âåêòîðà e = (0; 0; 1)

51



0 1 2 3 4 5 6 7
−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

t

U

Ðèñ. 47: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.3 è âåêòîðà e = (1/
√

2;−1/
√

2; 0)
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3.3.3 Íåêîòîðûå àñïåêòû ñâîáîäíîé äèíàìèêè àïïàðàòà ïðè ïðÿìîëèíåéíîì

äâèæåíèè

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè ïîçâîëÿåò äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ àïïà-
ðàòîâ íàéòè íåîáõîäèìûå óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå áóäåò ñîâåð-
øàòüñÿ ïî çàäàííîìó îòðåçêó. Äëÿ ïðåäëîæåííûõ êîíñòðóêöèé óïðàâëåíèÿ
ðåàëèçóþòñÿ ïóòåì ñîçäàíèÿ ìîìåíòîâ íà ìàõîâèêàõ. Âìåñòå ñ òåì, ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î äâèæåíèè øàðà ñ �âûêëþ÷åííûìè� ïðèâîäàìè, ò.å.
ñâîáîäíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, òàêîå äâèæåíèå ïîìîãàåò ÷àñòè÷-
íî ðåøèòü ïðîáëåìó �ñáðîñà� ìîìåíòîâ íà ìàõîâèêàõ, ÷òî âàæíî, âî-ïåðâûõ,
äëÿ ïëàâíîãî äâèæåíèÿ (áåç ïîëíûõ îñòàíîâîê è ïåðåõîäîâ â íîâûé ðåæèì),
à, âî-âòîðûõ, äëÿ ïîääåðæàíèÿ ðåçåðâà äâèæóùåãî ìîìåíòà. Çàäà÷à, òàêèì
îáðàçîì, ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó ìåõàíèêè î äâèæåíèè øàðà ×à-
ïëûãèíà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Òàêàÿ çàäà÷à äëÿ îáû÷íîãî áèëëè-
àðäíîãî øàðà áûëà â äîñòàòî÷íî ïîëíîé ìåðå èññëåäîâàíà â [36]. Çäåñü áóäóò
ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ôàêòû, èìåþùèå îòíîøåíèå ê äèíàìèêå øàðà ×àïëû-
ãèíà íà ïëîñêîñòè ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì òðåíèåì â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî
äâèæåíèÿ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò
âäîëü îñè Sx. Â òàêîì ñëó÷àå, íà âñåì äâèæåíèè ñîâïàäàþò âåêòîðà ex è eI ,
à òàêæå ey è eII . Äëÿ âåêòîðîâ v è ω âûïîëåíû óñëîâèÿ v = veI è ω = ωeII
ñîîòâåòñòâåííî. Íàêîíåö, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïîäïóíêòàõ, ðåæèìíûé óãîë
θ1 îáîçíà÷èì çà θ. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå íèæå ñâîéñòâà äëÿ èäåàëüíîãî
øàðà ëèáî äîêàçàíû â [36], ëèáî ñëåäóþò îòòóäà, îäíàêî â äàííîé ðàáîòå, ïî-
ìèìî ðàññìîòðåíèÿ øàðà ×àëûãèíà âìåñòî îäíîðîäíîãî øàðà, ïðåäëàãàåòñÿ
íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä. Â ÷àñòíîñòè, â [36] ïðåäïîëàãàëîñü ðàçëîæåíèå â ðÿä
Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó εδ, ïðåäïîëàãàåìîìó ìàëûì, à çäåñü ìû îñòàâèì èñõîä-
íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ. Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû
ïîëó÷åíû òîëüêî ïðè θ ∈ [0;π]. Ïðè æåëàíèè ñ ó÷åòîì π-àíòèïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèé f è µ ïî θ, èõ ìîæíî îáîáùèòü è íà îñòàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ äèíàìèêè øàðà ×àïëû-
ãèíà ïðè âûêëþ÷åííûõ ìàõîâèêàõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.5

Ñâîáîäíîå êà÷åíèå øàðà ×àïëûãèíà âäîëü ïðÿìîé Sx âîçìîæíî òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè îíî áóäåò ïðîèñõîäèòü âäîëü ñîáñòâåííîãî âåêòîðà îïå-
ðàòîðà èíåðöèè I.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàê ïîêàçàíî âûøå, µ ≡ µyey, âåêòîð óãëîâîé
ñêîðîñòè òàêæå íàïðàâëåí âäîëü ýòîé îñè, âåêòîðà k = Iω è k̇ ñîíàïðàâëåíû.
Íî k̇ + [ω;k] = µ = λω. Ïîñëåäíåå ãîâîðèò î êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ k,
ω è èõ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè êîëëèíåàðíûõ
âåêòîðàõ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà è óãëîâîé ñêîðîñòè, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî
óãëîâàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè.
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Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî θ è ñèëà è ìîìåíò áóäóò
ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè, è , ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðåàëè-
çóåòñÿ ðåæèì òîðìîæåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñâî-
áîäíîé äèíàìèêè øàðà (íà âûêëþ÷åííûõ ìàõîâèêàõ) øàð ×àïëûãèíà âåäåò
ñåáÿ òàêæå, êàê äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé øàð, à èìåííî âåðíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.6

Ñâîáîäíîå êà÷åíèå øàðà ×àïëûãèíà áåç ñêîëüæåíèÿ íåâîçìîæíî
Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíîé äèíàìèêè øàðà ×àïëû-

ãèíà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî θ ≡ π/2:

ω̇ = f
d

dt
(ωIe) = µe

e�íåïîäâèæíûé âåêòîð, òàêîé, ÷òî ω = ωe. Êàê äîêàçàíî âûøå (óòâåðæäå-
íèå 3.5) ýòîò âåêòîð�ñîáñòâåííûé äëÿ òåíçîðà èíåðöèè I, à çíà÷èò, äèôôå-
ðåíöèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì:

(ω̇I − µE)e = (fI − µE)e = 0

Ñ÷èòàÿ, ÷òî òåíçîð èíåðöèè I çàïèñàí â ãëàâíûõ îñÿõ, èìååì óñëîâèÿ äâè-
æåíèé, ñîîòâåòñâóþùèõ âðàùåíèþ âîêðóã k-é îñè èíåðöèè:

f(π/2)ik = µ(π/2)

À çíà÷èò,

ik =
µ(π/2)

f(π/2)
⇐⇒ ik = b(

2

δ
− 1)⇐⇒ ik

b
=

2

δ
− 1 ≥ 1

Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê êàê äëÿ ðàçìåðíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíîñè-
òåëüíî öåíòðàëüíîé îñè âåðíî, ÷òî Ik < M̂R2. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ æå òàêîãî
äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ âíóòðåííèõ ìàõîâèêîâ, íóæíî ñîçäàâàòü óïðàâëÿþùèé
êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé âðåìåíè t, è, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åí-
íîñòè ðåñóðñîâ ìàõîâèêîâ, òàêîå ðåøåíèå äîïóñòèìî òîëüêî êîíå÷íîå âðåìÿ.

Äëÿ ñâîáîäíîé äèíàìèêè âåðíî è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.7

Ñâîáîäíîå ñêîëüæåíèå øàðà áåç êà÷åíèÿ íåâîçìîæíî
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè θ ≡ π èìååì, ÷òî µ ≡ 0, ÷òî íåâåðíî. (ñì.Ïðèëîæåíèå)
Ñëåäñòâèå

Ñêîëüæåíèå è êà÷åíèå èìåþò ìåñòî îäíîâðåìåííî ïî÷òè âñþäó, ïðè÷åì
èõ îêîí÷àíèå ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî.
Êðîìå òîãî, âåðíî óòâåðæäåíèå:
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Óòâåðæäåíèå 3.8

Äëÿ ñâîáîäíîé äèíàìèêè øàðà (ò.å íà âûêëþ÷åííûõ ìàõîâèêàõ) ñèñòåìà
äîïóñêàåò èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà

r = r0e
∫

Λ(θ)dθ

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïî îäíîé èç ãëàâíîé
îñåé èíåðöèè (èç óòâåðæäåíèÿ 3.5 ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé), òî ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ṙ = ξ(θ) cos θ + η(θ) sin θ

rθ̇ = −ξ(θ) sin θ + η(θ) cos θ

ξ(θ) = δ(f − µ

i
)

η(θ) =
µ

i

ãäå i�ãëàâíûé ìîìåíò èíåðöèè, ñîîòâåòñâóþùèé îñè ey. Ðàçäåëèâ îäíî óðàâ-
íåíèå íà äðóãîå èìååì:

dr

r
= Λ(θ)dθ

Λ(θ) =
ξ(θ) cos θ + η(θ) sin θ

−ξ(θ) sin θ + η(θ) cos θ

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â [36] áûëî ïîêàçà-
íî íàëè÷èå àíàëîãè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ â ñëó÷àå, åñëè ðàñêëàäûâàòü â ðÿä ïî
ïàðàìåòðó κ = εδ âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ. Âûøåäîêàçàííîå óòâåð-
æäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàëè÷èå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ òî÷-
íûõ âûðàæåíèé f è µ. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî íóëþ â çíàìåíàòåëå ôóíêöèè
Λ(θ) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå θ ≡ θ̂ ≡ const (÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíî-
çàìåäëåííîå äâèæåíèå øàðà). Íà ïëîñêîñòè (r, θ) ýòîìó ðåøåíèþ ñîîòâåò-
ñòâóåò âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ. Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà âñåõ
äâèæåíèÿõ ïðè r 7→ 0, θ 7→ θ̂, ÷òî îçíà÷àåò, â ñâîþ î÷åðåäü íå òîëüêî îäíî-
âðåìåííîå îáðàùåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè è ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ â íóëü, íî è
òî, ÷òî â êîíöå äâèæåíèÿ äëÿ ëþáûõ ñòàðòîâûõ óñëîâèé èõ îòíîøåíèå ïî-
ñòîÿííî è ðàâíî tg θ̂. Âìåñòå ñ òåì, òàêîå ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî, è ìîæíî
ïîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæåíèå 1) ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ òàêèõ ðå-
æèìîâ θ̂st ∈ (θµ; π/2) è θ̂unst ∈ (θ∗; π). ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò,
÷òî òàêèõ ðåæèìîâ ðîâíî äâà, ïðè÷¼ì åñëè ïåðâûé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ
ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òî âòîðîé âîçìîæåí ëèøü â âèäå ðåøåíèÿ
θ = const, à òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ñêîëü óãîäíîé áëèçîñòè îò íåãî,
ñâåäóòñÿ ê ïåðâîìó ðåæèìó. Èìåííî ñ ýòèì ñâÿçûâàåòñÿ âûáîð èíäåêñîâ st
è unst â îïðåäåëåíèè ýòèõ ðåæèìîâ. Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåì ãðàôèêè r(θ)
âáëèçè òî÷åê θ̂st è θ̂unst.
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Ðèñ. 48: Çàâèñèìîñòü r(θ).

3.4 Îáõîä ïðåïÿòñòâèé. Êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå

3.4.1 Îñíîâíûå çàìå÷àíèÿ

Áàçîâûå äâèæåíèÿ ðîáîòà�ïîâîðîò íà ìåñòå íà çàäàííûé óãîë, à òàêæå
ïðîõîæäåíèå îòðåçêà çàäàííîé äëèíû ïîçâîëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó è î ïðî-
õîæäåíèè ëîìàíîé. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, åñëè òðàåêòîðèåé ÿâëÿåòñÿ
ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, òî àïïðîêèñèìðóÿ å¼ ëîìàíûìè, è êîìáèíèðóÿ àëôà-
âèòíûå äâèæåíèÿ, âîçìîæíî ïðîõîæäåíèå òàêîé òðàåêòîðèè ñ íåêîòîðîé òî÷-
íîñòüþ. Ïðè÷¼ì, òàê êàê òåîðåòè÷åñêè îãðàíè÷åíèÿ ñíèçó íà äëèíó îòðåçêà
íåò, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòà òî÷íîñòü áóäåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Âìåñòå ñ
òåì, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, äâèæåíèå �ðûâêàìè� íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
õîðîøèì ñïîñîáîì ïðîõîæäåíèÿ âäîëü çàäàííîé òðàåòîðèè, à â ñëó÷àå, åñëè
çàêîí äâèæåíèÿ âêëþ÷àåò ïîâîðîò íà ìàëûå óãëû èëè äâèæåíèÿ ïî ìàëûì
îòðåçêàì, òî îí è âîâñå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåðåàëèçóåìûì íà ïðàêòèêå. Ïîýòîìó
äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî ìàíåâðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó î ïðî-
õîæäåíèè àïïàðàòîì êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè.

Ïóñòü êðèâàÿ γ, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ öåíòð ìàññ ðîáîòà O, ïàðàìåòðè-
çîâàíà ñâîèì íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì s, ò.å. x = x(s), y = y(s). Ñâÿæåì ñ
êðèâîé åñòåñòâåííûé òðåõãðàííèê Ôðåíå eτ , en.eβ. Ïîëîæåíèå âñïîìîãàòåëü-
íîãî áàçèñà îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî òðåõãðàííèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëîì
ϕ ìåæäó âåêòîðàìè eIèeτ . Äëÿ ñêîðîñòè öåíòðà øàðà áóäåò âûïîëíåíî âåê-
òîðíîå ñîîòíîøåíèå:

ṡeτ = (u+ ΩII)eI − ΩIeII

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.9

Äëÿ äâèæåíèÿ ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè âåðíî, ÷òî ΩI 6= 0 íà ëþáîì
èíòåðâàëå âðåìåíè
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íà èíòåðâàëå âðåìåíè T âåðíî ïðîòèâíîå, è ΩI ≡ 0. Íî
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òîãäà, êàê ñêàçàíî âûøå, fII ≡ 0. Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèÿ íà ñêîðîñòü
ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî âåêòîðà eI è eτ ñîâïàäàþò íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Ïðî-
åöèðóÿ íà ãëàâíóþ íîðìàëü óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè
èìïóëüñà, ïîëó÷àåì:

k(s)ṡ2 = 0

Îòêóäà ñëåäóåò ÷òî òðàåêòîðèÿ � ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèë è ìîìåíòîâ íåîáõîäèìî ó÷åñòü åùå òîò
ôàêò,÷òî

n =
g

R(1 + fIII(θ1, θ2, θ3))

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

s̈ = fI cosϕ− fII sinϕ

k(s)ṡ2 = fI sinϕ+ fII cosϕ
d

dt
(Iω̂ + Cα) = D̂µ

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ïðîåêöèè íà îñè Ôðåíå, à óðàâíåíèå,
ïîëó÷åííîå èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, ïî-ïðåæíåìó
çàïèñàíî â ñèñòåìå êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ øàðîì, à ìàòðèöà D̂ ìàò-
ðèöà ïåðåõîäà îò âñïîìîãàòåëüíîé ÑÊ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ øà-
ðîì. Êðîìå òîãî, â ïðîåêöèè íà îñè åñòåñòâåííîãî òðåõãðàííèêà âûïîëíÿþòñÿ
äâà ñëåäóþùèõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿ:

ṡ = (u+ ΩII) cosϕ− ΩI sinϕ

0 = (u+ ΩII) sinϕ+ ΩI cosϕ

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåíûì r, θk, ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

tgϕ = − δ sin θ1 cos θ2

δ sin θ1 sin θ2 + cos θ1

r =
ṡ

(sin θ1 sin θ2 + cos θ1) cosϕ− sin θ1 cos θ2 sinϕ

Òåïåðü, çàäàâàÿ êðèâóþ γ(s), çàêîí äâèæåíèÿ s(t), à òàêæå æåëàåìîå âåð÷å-
íèå ωz(t) ìîæíîé íàéòè îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè,
ïîñëå ÷åãî óïðàâëåíèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàäàâàòü çà-
êîí äâèæåíèÿ íåëüçÿ, òàê êàê âåðíî ñëåäóþùåå:
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Óòâåðæäåíèå 3.10

Ôóíêöèè k(s) è s(t) äîëæíû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó

s̈2 + k2(s)ṡ4 ≤ F 2

F = max
θ1,2,3

fI(θ1, θ2, θ3)
2 + max

θ1,2,3
fII(θ1, θ2, θ3)

2

Èñõîäÿ èç ÿâíîãî âèäà èíòåãðàëîâ (5), (6) ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíê-
öèé fi. Íàêîíåö, åñëè âîçâåñòè â êâàäðàò à çàòåì ñëîæèòü óðàâíåíèÿ, ïîëó-
÷åííûå èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè èìïóëüñà è âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàííîé
îãðàíè÷åííîñòüþ, òî ïîêàçûâàåòñÿ èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ.

Äëÿ àëôàâèòíûõ äâèæåíèé ïî êðèâîëèíåéíûì îòðåçêàì åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî òå òðàåêòîðèè, äëÿ êîòîðûõ ṡ(0) = ṡ(T ) =
0, sgn(ṡ) = const ∀t ∈ (0;T ), ãäå T�âðåìÿ äâèæåíèÿ. Ïðåäïîëàãàÿ ṡ ≥ 0,
èìååì:

r =
ṡδ√

cos2 θ1 + δ2 sin2 θ1 + 2δ sin θ1 cos θ1 sin θ2

θ2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ϕ, θ1 ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà âåòâè
àðêêîñèíóñà):

θ2 = −ϕ+ arccos (
sinϕ ctg θ1)

δ
)

Äàëåå, èç òåîåðåìû îá èçìåíåíèè èìïóëüñà, à òàêæå èñõîäÿ èç âûáîðà æåëà-
åìîãî ïðîôèëÿ âåð÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ ñôåðè÷åñêèå ïåðåìåííûå θ1, θ2, θ3. Íàêî-
íåö, óïðàâëÿþùèé âåêòîð α ìîæíî íàéòè èç âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç òåîåðìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.

3.4.2 Àíàëèç ñèë è ìîìåíòîâ äëÿ äâèæåíèÿ áåç âåð÷åíèÿ

Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, äëÿ êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü óæå îáå ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè. Ïî-
ìèìî ýòîãî, äëÿ òåõ äâèæåíèé, ãäå ωI 6= 0 ñèëà ðåàêöèè îïîðû íå ðàâíà ïî
ìîäóëþ ñèëå òÿæåñòè (òàê êàê êîìïîíåíòà fIII îòëè÷íà îò íóëÿ) è âû÷èñëÿ-

åòñÿ êàê n =
g

R(1 + fIII)
.

Ñóçèì êëàññ èçó÷àåìûõ ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé íà äâèæåíèÿ áåç âåð÷å-
íèÿ, ò.å. θ3 ≡ 0. Ýòî íå îãðàíè÷èâàåò âûáîð ôóíêöèé x(s), y(s). Ïðîâåäåì
òåïåðü ÷èñëåííûé àíàëèç ôóíêöèé f è µ â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî θ3 ≡ 0. Áóäåì
ñ÷èòàòü ñêîëüæåíèå äîñòàòî÷íî ìàëûì â ñðàâíåíèè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ÷òî
ñîîòâåòñâóåò íàõîæäåíèþ âáëèçè (θ1 = π/2). Ãðàôèêè ïîâåðõíîñòåé fI , fII ,
fz, µ

0
I , µ

0
II) â òàêîì ñëó÷àå ïðèìóò âèä:
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Â ÷àñòíîñòè, èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, fIII ìàëî ñðàâíèòåëüíî ñ
ãîðèçîíòàëüíûìè êîìïîíåíòàìè, ïîýòîìó äàëåå ïðåíåáðåãàåì çàâèñèìîñòüþ
îñòàëüíûõ êîìïîíåíò îò fIII . Â äàííîì ïðåäïîëîæåíèè âåðíî, ÷òî fI(θ1) âîç-

ðàñòàåò ïî θ1 íà ëþáîì çíà÷åíèè θ2 òàê êàê sgn(
∂Iu1
∂θ1

) = −sgn(sin θ1) ∀θ2.

Äåéñòâèòåëüíî,

∂Iu1
∂θ1

=

2π∫
0

X(θ2)
2 − A) sin θ1

||u||3
dα

X = sin2 β sinα cosα cos θ2 + (1− cos β − sin2 β cos2 α) sin θ2

A = (1− sin2 β cos2 α)(1− cos β)2

Ïðè ýòîì X2 − A ≤ 0, ÷òî âåðíî äëÿ ëþáîãî θ2.
Íàêîíåö, èñõîäÿ èç ÿâíîãî âèäà ãðàôèêîâ, ìîæíî â äàëüíåéøåì ïîëîæèòü,

÷òî f = fIeI ,µ = µIIeII . Äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå ìåæäó fI/fII ñîñòàâëÿåò
íå ìåíåå 102 (à âîîáùå ãîâîðÿ, ïî÷òè âñþäó 104 − 105), äëÿ ìîìåíòîâ àíàëî-
ãè÷íî). Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî îáëåã÷èòü äàëüíåéøåå
ðàçðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè, òàê êàê àíàëèç è òåì áîëåå îáðàùå-
íèå îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò ñèë è ìîìåíòîâ�êðàéíå òðóäîåìêàÿ çàäà÷à. Ïðè
ýòîì, ìîæíî çàìåòèòü, ñîõðàíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ òî÷íîñòü ðåçóëüòà-
òîâ. Â òàêîì ñëó÷àå, òåîðåìà îá èçìåíåíèè èìïóëüñà äàåò ñëåäóþùèå äâà
óðàâíåíèÿ:

s̈ = f cosϕ

k(s)ṡ2 = f sinϕ
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Çàìåòèì, ÷òî â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïîíåíòû ìîìåíòà µ âûðà-
æàþòñÿ ôîðìóëàìè (óãîë ψ�óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ex è eτ ):

µx = −µ sin(ϕ+ ψ)

µy = µ cos(ϕ+ ψ)

3.4.3 Ïðèìåðû òðàåêòîðèé

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàäàíà òðàåêòîðèÿ ñ æåëàåìûì çàêîíîì äâèæåíèÿ ïî
íåé, ò.å. k(s) è s(t), íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü ñèñòåìó îòíîñè-
òåëüíî θ1, θ2, ϕ:

s̈ = fI cosϕ

k(s)ṡ2 = fI sinϕ

tgϕ = − δ sin θ1 cos θ2

δ sin θ1 sin θ2 + cos θ1

Èñõîäÿ èç ÿâíîãî âèäà óðàâíåíèé âåðíî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäå-
íèå:
Óòâåðæäåíèå 3.11

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî îòðåçêà âðåìåíè òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ�ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ, òàêàÿ, ÷òî k(s) 6= 0 â êàæäîé òî÷êå, ïðè÷åì äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ
èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Òîãäà íà âñåì äâèæåíèè f(t) ≥ 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî
íóëþ äîñòèãàòüñÿ ìîæåò òîëüêî íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðàññìàòðèâàåìûõ òðàåêòîðèé, çíàê ṡ ïîëîæèòåëåí
è íå ìåíÿåòñÿ íà âñåì îòðåçêå. Â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íåòðóäíî çàìå-
òèòü, ÷òî ϕ(0) = 0 (ñëó÷àé ϕ = π îïóñêàåòñÿ, äëÿ íåãî âåðíî àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà f). Íî òîãäà f(0) > 0, â ñèëó ïîëîæèòåëü-
íîñòè s̈ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Äàëåå, åñëè â
êàêîé-ëèáî òî÷êå f îáðàòèòñÿ â íóëü, ýòî ïîâëå÷åò çà ñîáîé ëèáî ðàâåíñòâî
íóëþ k(s), ëèáî ṡ, ÷òî íå ïîäõîäèò ïîä ñäåëàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, à èìåííî äâèæåíèå ïî äóãå îêðóæíî-
ñòè ðàäèócà ρ. Äëÿ óãëà ψ, îòâå÷àþùåãî çà óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûì âåêòî-
ðîì è îñüþ Sx âåðíî, ÷òî ψ = ρs (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ�íóëåâûå). Â êà÷åñòâå çàêîíà äâèæåíèÿ âûáåðåì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè òàêóþ æå ôóíêöèþ, êàê â 3.2, à èìåííî

ṡ(t) = A cos
ηt

2
sin ηt t ∈ [0; π/η]

Äëÿ êðèâèçíû k(s) âåðíî ðàâåíñòâî k(s) = 1/ρ.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ñëó÷àÿ
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Ðèñ. 49: Ïåðåìåííûå θ1, θ2
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Ðèñ. 50: Ïåðåìåííàÿ ϕ

∆ψ − π/2, ρ = 4, η = π/7 (ïåðâîå çíà÷åíèå îòâå÷àåò çà âåëè÷èíó ïðîéäåííîé
äóãè):

Äàëåå, â îòëè÷èå îò äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé, ãäå âñå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åí-
íûå èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, ñâîäèëèñü ê îäíîìó â
ïðîåêöèè íà íåïîäâèæíóþ îñü, äëÿ íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèé â ýòîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî çíàòü çàâèñèìîñòü D(t). Êàê è â [2], â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîð-
äèíàò íà ìíîãîîáðàçèè SO(3) áóäóò âçÿòû óãëû Ýéëåðà Θ,Ψ,Φ. (Áîëüøèå
áóêâû èñïîëüçîâàíû âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ñ óæå èñïîëüçóåìûìè óãëàìè).
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Ðèñ. 51: Ïåðåìåííûå ωx, ωy

Äëÿ ïåðâîãî øàðà ýâîëþöèÿ óãëîâ Ýéëåðà äëÿ îïèñàííîãî äâèæåíèÿ ïðè-
âåäåíà íèæå íà ëåâîì ãðàôèêå.

0 1 2 3 4 5 6 7
−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

 

 

Φ(t)

Θ(t)
Ψ(t)

0 1 2 3 4 5 6 7
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

t

U

 

 

U
1

U
2

U
3

Ðèñ. 52: Ýâîëþöèÿ óãëîâ Ýéëåðà è óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû: Θ(0) = arctg
√

2,Ψ(0) = −π/6,Φ(0) = π/4.
Îíè âçÿòû â êà÷åñòâå ïðèìåðà è ñîîòâåòñòâóþò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè êîíôèãóðàöèè, êîãäà ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû ìàõîâèêîâ,
ãîðèçîíòàëüíà. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñîâïàäåíèþ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè íåïîäâèæíîãî áàçèñà ñ ïîäâèæíûì ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè âåêòîðîâ (ñëó÷àé, êîãäà ñîâïàäåíèå ïîëíîå, íåóäîáåí ïî ïðè÷èíå
òîãî, ÷òî Θ = 0, è íåîáõîäèìî áðàòü èíûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû). Òàêæå,
àíàëîãè÷íî 3.2, ïðèâåäåì â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèêè óïðàâëÿþùèõ ðàçìåðíûõ
íàïðÿæåíèé, îíè ïðèâåäåíû íà ïðàâîì ãðàôèêå.

Äëÿ øàðîâ 2.1.2 è 2.1.3 íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âçÿòû èíûìè: Θ(0) = Ψ(0) =
π/2,Φ(0) = 0.
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Ðèñ. 53: Ýâîëþöèÿ óãëîâ Ýéëåðà è óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ âòîðîãî øàðà
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Ðèñ. 54: Ýâîëþöèÿ óãëîâ Ýéëåðà è óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ òðåòüåãî øàðà
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4 Øàð ñî ñìåùåííûì öåíòðîì ìàññ

Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ äîáèòüñÿ óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ öåíòðà ìàññ ñ ãåîìåò-
ðè÷åñêèì öåíòðîì øàðà çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Åñëè
äëÿ ìîäåëè 2.1.1 ýòî âïîëíå äîñòèæèìî, òî äëÿ ìîäåëåé 2.1.3 è îñîáåííî
2.1.2 äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ïîäîáíîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ïîíèìàíèÿ äâèæåíèÿ ðåàëüíîãî àïïàðàòà è ïðàâèëüíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ èì, íåîáõîäèìî èçìåíèòü ìîäåëü, ïðåäëîæåííóþ â ãëà-
âå 2. (Â äàëüíåéøåì, øàð, ó êîòîðîãî öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì
öåíòðîì áóäåì íàçûâàòü ñáàëàíñèðîâàííûì, à ó êîòîðîãî íåò� íåñáàëàíñè-
ðîâàííûì

Èòàê, ïóñòü öåíòð ìàññ âñåé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ â òî÷êå O′. Âåêòîð OO′/R
îáîçíà÷èì çà ζ. Ïîäâèæíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò áóäåì âûáèðàòü ñ öåíòðîì
â òî÷êå O′, íàïðàâëåíèÿ îñåé îñòàâèì òàêèìè æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ãëà-
âàõ. Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé îò ìîäåëè ñ íåñìåùåííûì öåíòðîì
ìàññ áóäåò, â ñëó÷àå òàêîãî âûáîðà ñèñòåì êîîðäèíàò òî, ÷òî ñêîðîñòü öåíòðà
ìàññ øàðà ìîäåò èìåòü íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïî âñåì òðåì êîîðäèíàòíûì
îñÿì. Âìåñòå ñ òåì, îñòàåòñÿ ñîîòíîøåíèå, îáåñïå÷èâàþùèå òî, ÷òî ñêîðîñòü
ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà øàðà O ñòðîãî ãîðèçîíòàëüíà, èíûìè ñëîâàìè:

(v − [ω; ζ]; ez) = 0

Äàëåå, òàê æå êàê è äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà, k̂ = Iω̂ +Cα, ïðè÷åì äëÿ
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âèä îïåðàòîðîâ I è C áóäåò òî÷íî òàêîé æå (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî çíà÷åíèé), ÷òî è â ãëàâå 2 äëÿ êàæäîé èç îïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé
(÷òî ñîîòâåòñòâóåò â êàæäîì ñëó÷àå ñäâèãó íà îñîáûé âåêòîð ζ. Âìåñòå ñ òåì,
óðàâíåíèÿ îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëó÷àÿ). Ó÷èòûâàÿ óðàâíå-
íèÿ ñâÿçè è îáùèå òåîðåìû äèíàìèêè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

v̇ = f − g

R
ez

k̇ = µ0 − b[ζ + ez;f ]

(v − [ω; ζ]; ez) = 0

Ïîêîîðäèíàòíî èìååì 7 óðàâíåíèé íà 12 íåèçâåñòíûõ�êîìïîíåíòû âåêòîðîâ
f , µ0, ω, v. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàìûêàíèÿ ìîäåëè íåîáõîäèìî åùå 5 ñêà-
ëÿðíûõ ñîîòíîøåíèé (óðàâíåíèé ñâÿçè, ìîäåëè âíåøíèõ ñèë è ìîìåíòîâ).

4.1 Íåãîëîíîìíàÿ ìîäåëü

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðîáîò äâèæåòñÿ ïî àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè,
ò.å. ñêîðîñòü òî÷êè K êîíòàêòà øàðà ñ ïëîñêîñòüþ ðàâíà íóëþ. Òîãäà ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

v − [ω; ζ + ez] = 0
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Êðîìå ýòîãî, ïîëîæèì, ÷òî íà ñèñòåìó íå äåéñòâóþò íèêàêèå âíåøíèå ìî-
ìåíòû, ÷òî îçíà÷àåò µ0 = 0. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêèì îáðàçîì äîáàâëåíî 6
óðàâíåíèé, íî èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñêîðîñòè òî÷êè êîíòàêòà ñëåäóåò è
ðàâåíñòâî íóëþ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà
øàðà O. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

v̇ = f − g

R
ez

k̇ = −b[ζ + ez;f ]

v = [ω; ζ + ez]

Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà:

k̇ = −b[ζ+ez; v̇+
g

R
ez] = −b( d

dt
[ζ+ezv]+([ζ̇;v]+

g

R
[ζ; ez]) = −b( d

dt
[ζ+ez; [ω; ez]]+

+ [[ω; ζ]; [ω; ez]] +
g

R
[ζ; ez])

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ìîæíî ïåðïèñàòü â âèäå:

d

dt
(k + bω||ζ + ez||2 − b(ζ + ez)(ω; ζ + ez)) = −b(ω(ζ; [ω; ez]) +

g

R
[ζ; ez])

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ζ = 0 óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ ñèììåòðè÷íûì àíàëîãîì. Äà-
ëåå, â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ëèáî
êàê óðàâíåíèÿ íà óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëåíèÿõ (ïðÿ-
ìàÿ çàäà÷à äèíàìèêè), èëè æå íàîáîðîò, êàê óðàâíåíèÿ íà óïðàâëåíèÿ α ïðè
çàäàííîì âåêòîðå ω (îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè). Îñòàíîâèìñÿ íà îáðàòíîé
çàäà÷å, ðàññìîòðåâ íåêîòîðûå áàçîâûå äâèæåíèÿ ðîáîòà.

4.1.1 Ñëó÷àé íåïîäâèæíîãî öåíòðà ìàññ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû íåïîäâèæåí, ò.å. r′�ïîñòîÿííûé
ïî âðåìåíè âåêòîð. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè èìååì:

[ω; ζ + ez] = 0

Ðàâåíñòâî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ îçíà÷àåò ëèáî îáðàùåíèå â íîëü îä-
íîãî èç âåêòîðîâ-ìíîæèòåëåé, ëèáî êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ. Â ñëó÷àå ω = 0
ïîëó÷àåì ïîêîÿùèéñÿ øàð ñî ñìåùåííûì öåíòðîì ìàññ. Â ñëó÷àå ω ↑↑ ζ+ez
áóäåò íàáëþäàòüñÿ âðàùåíèå âäîëü îñè KO′. Íàêîíåö, ñëó÷àé ζ + ez = 0
ñîîòâåòñòâóåò ñîâïàäåíèþ òî÷êè êîíòàêòà ñ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ íåðåàëèçóåìûì ñ êîíñòðóêòèâíîé òî÷-
êè çðåíèÿ (öåíòð ìàññ ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå äîëæåí íàõîäèòüñÿ íà ñôåðå),
ïîýòîìó òàêîé ñëó÷àé ðàññìîòðåí íå áóäåò.
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Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå ω = 0, ò.å. øàð ïîêîèòñÿ. Èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà íóëþ
óãëîâîé ñêîðîñòè, óðàâíåíèÿ ñâÿçè è óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç òåîðåìû îá
èçìåíåíèè èìïóëüñà ïðèìóò òðèâèàëüíûé âèä 0 = 0. Òåîðåìà îá èçìåíåíèè
êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà äàåò ñëåäóþùåå:

k̇ = b[ζ + ez;
g

R
ez] =

g

R
b[ζ; ez]

Âåêòîð ζ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîñòîÿíåí â àáñîëþòíîé ÑÊ âñëåäñòâèå
òîãî, ÷òî øàð ïîêîèòñÿ, à çíà÷èò, ïîñòîÿííîé ÿâëÿåòñÿ è âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå (ìàòðèöà D òàêæå
áóäåò ïîñòîÿííîé ïî âðåìåíè):

cα =
g

R
btD[ζ; ez] + k̂0

ãäå k̂0� íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Êàê ìîæíî çàìåòèòü, èìååì ëèíåéíûé
ðàçãîí ïî óãëîâûì ñêîðîñòÿì. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèå ñòàíäàðòíî-
ãî ýëåêòðîäâèãàòåëÿ (çäåñü, êàê è ðàíåå, äëÿ óäîáñòâà, íàïðÿæåíèÿ ïîëàãà-
åì ðàçìåðíûìè), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäîáíûé ðåæèì ðåàëèçóåì òîëüêî êîíå÷íîå
âðåìÿ è äîñòèæèì íå äëÿ âñåõ ìàõîâèêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî êàê òîëüêî íà îäíîì
ìàõîâèêå îãðàíè÷åííîå íàïðÿæåíèå äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî (ïî ìîäóëþ)
çíà÷åíèÿ, òî óäåðæàíèå öåíòðà ìàññ â ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè ïåðåñòà-
íåò áûòü âîçìîæíûì. Îöåíèì âðåìÿ, êîòîðîå ñèñòåìà ìîæåò ïðîâîäèòü â
ñîñòîÿíèè ïîêîÿ ïðè ðàâåíñòâå íóëþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ââåäåì ïàðàìåòð
A = ||ζ|| è âåêòîð γ = A−1D[ζ; ez] (åäèíè÷íûé âåêòîð âåêòîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ). Ïóñòü U∗�ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå (îíî,
î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ γ∗�ìàêñèìàëüíîé èç ïðîåêöèé âåêòîðà γ
íà îñè ÏÑÊ). Òîãäà èç óñëîâèÿ Ui = U∗ (i�íîìåð ìàõîâèêà, äëÿ êîòîðî-
ãî çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ ïåðâûì âûéäåò íà ãðàíèöó äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé)
ïîëó÷àåì:

t =
c

κ2
(
RU∗κ1

gbAγ∗
− 1)

Äëÿ ðàçìåðíîãî ïóñêîâîãî ìîìåíòà µmax = ĴU∗κ1 (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
òî, ÷òî çíà÷åíèå γ∗ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêå [1/

√
3; 1] è îáîçíà÷àÿ

A = AR), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè óäåðæàíèå
öåíòðà ìàññ âîçìîæíî, åñëè

µmax ≥ (M + 3m)gA

à åñëè

µmax ≤
(M + 3m)gA√

3
òî äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè óäåðæàíèå öåíòðà ìàññ â íåïîäâèæ-
íîì ñîñòîÿíèè íåâîçìîæíî.
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Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü íåñêîëüêî èíà÷å, à èìåí-
íî, äëÿ çàäàííîãî ýëåêòðîäâèãàòåëÿ (ò.å. ïóñêîâîãî ìîìåíòà) îïðåäåëèòü ìàê-
ñèìàëüíîå îòêëîíåíèå öåíòðà ìàññ îò öåíòðà øàðà äëÿ âîçìîæíîñòè äâèæå-

íèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ðàâíà Amax =
µmax

(M + 3m)g
. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè ïóñêîâîì ìîìåíòå ðàâíîì 0.01 Íì, ìàññàõ M = 4,m = 0.6 èìååì Amax
ïîðÿäêà 0.17 ìì.

Ðàçáåðåì òåïåðü äðóãîé ñëó÷àé�êîãäà âåêòîðû ω è ζ + ez êîëëèíåàðíû.
Ïóñòü ζ + ez = λω, ãäå λ = λ(t)�íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî øàð
ñîâåðøàåò âðàùåíèå âîêðóã îñè KO′. Îñòàíîâèìñÿ, äëÿ íà÷àëà, íà åãî êèíå-
ìàòèêå. Ïðîñëåäèì çà òðàåêòîðèåé ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà øàðà O (òî÷íî
òàêèì æå áóäåò ñëåä íà ïëîñêîñòè òî÷êè K). Âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 4.1

Ïðè óñëîâèè ζ+ez = λω òî÷êà O îïèñûâàåò îêðóæíîñòü ðàäèóñîì
√
ζ2
x + ζ2

y

Äîêàæåì ýòî. Òàê êàê ||ζ|| = const èìååì, ÷òî ζ̇ = [ω; ζ]. Ñêîðîñòü òî÷-
êè O ïî ôîðìóëå Ýéëåðà ðàâíà −[ω; ζ]. Ó÷èòûâàÿ êîëëèíåàðíîñòü, ìîæíî
ïåðåïèñàòü ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå −λ[ω; ez] = −λζ̇. Ïðîåêöèÿ âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ íà îñü Sz ðàâíà íóëþ, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé óñëîâèå ζz = const,
à çíà÷èò ζ2

x + ζ2
y = B2 = ||ζ||2 − ζ2

z = const. Òåïåðü ðàçáåðåì äâà îñòàâøèõñÿ
óðàâåíèÿ:

ζ̇x = −ζy
λ

ζ̇y =
ζx
λ

Ó÷èòûâàÿ âûøåîïèñàííîå ñîîòíîøåíèå (ζ2
x + ζ2

y = B2) è îáîçíà÷àÿ ζx =
B cos θ, ζy = B sin θ, ïîëó÷àåì, ÷òî

θ̇ = 1/λ⇒ θ =

t∫
0

1

λ(τ)
dτ

. Òåïåðü íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñêîðîñòü òî÷êè O åñòü íè ÷òî èíîå, êàê
1

λ
(ζy;−ζx)T . Èìååì:

ẋO = −1

λ
B sin θ

ẏO = −1

λ
B cos θ

θ̇ =
1

λ
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì òðàåêòîðèþ:

xO = x0
O −B cos θ

yO = y0
O −B sin θ

θ =

t∫
0

1

λ(τ)
dτ

(xO − x0
O)2 + (yO − y0

O)2 = B2

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. Ðàññ÷èòàåì òåïåðü íåîáõî-
äèìûå óïðàâëåíèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Èìååì äëÿ ïðîèçâîäíîé êèíåòè÷åñêîãî
ìîìåíòà:

k̇ = −b g
R

[ζ; ez]

Èç ýòîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè óïðàâëÿþùèå
ôóíêöèè. Îñòàíîâèìñÿ ïîïîäðîáíåå íà ñëó÷àå, åñëè λ = const, ÷òî îçíà÷àåò
ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå êîíöà âåêòîðà ζ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì B. Â òàêîì
ñëó÷àå

ζx = B cos(t/λ+ Θ0)

ζy = B sin(t/λ+ Θ0)

Ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì:

I

 ω1

ω2

ω3

+ C

 α1

α2

α3

 = b
g

R
BD

 − sin Θ
cos Θ

0


4.1.2 Âðàùåíèå âîêðóã âåðòèêàëè

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîã ïîâîðîòà íà ìåñòå ñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà�
âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè øàðà. Òàêîå äâèæåíèå
èñïîëüçîâàëîñü â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñîñòàâëÿþùèõ àëôàâèòà áàçîâûõ äâèæå-
íèé (ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî äîáèòüñÿ ïîâîðîòà íà çàäàííûé óãîë, íå ìåíÿÿ
ïîëîæåíèå øàðà). Â ñëó÷àå íåñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà äàëåå ñ÷èòàåì ïîä
�òðàåêòîðèåé øàðà� ñëåä åãî öåíòðà O (èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, òî÷êè êîíòàê-
òà K). Â ñëó÷àå âðàùåíèÿ âîêðóã âåðòèêàëè âûøåîïðåäåëåííàÿ òðàåêòîðèÿ
âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó.

Òàêèì îáðàçîì, ω = ωez. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ ζ̇ = [ω; ζ] ïîëó÷àåì ýâîëþ-
öèþ âåêòîðà ζ:

ζx = B cos Θ

ζy = B sin Θ

ζz = const

Θ̇ = ω
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Äëÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìî-
ìåíòà (â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò), êîòîðîå è îïðåäåëÿåò óïðàâëåíèÿ,
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

d

dt
[k + ω

 −ζx(1 + ζz)
−ζy(1 + ζz)
A2 − ζ2

z

] = −bg
R

[ζ; ez]

Òåïåðü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ζz = ±A, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàõîæ-
äåíèþ öåíòðà ìàññ â âåðõíåì èëè íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (ñ ïðàê-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ðàçóìååòñÿ, âàæíåå âòîðîå), òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
ïîëíîñòüþ ðåäóöèðóåòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà.
Èìåííî òàêîé ñïîñîá ïîâîðîòà íà ìåñòå è ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü â äàëüíåéøåì
çà àëôàâèòíûé. Â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå, öåíòð ìàññ íå ïðèäåò â íèæíåå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ â êîíöå äâèæåíèÿ, à çíà÷èò ðîáîò íå ñìîæåò â ðåçóëü-
òàòå îêàçàòüñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Òåì íå ìåíåå, ïîäîáíîå äâèæåíèå ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå ñîñòàâíîé ÷àñòè áîëåå ñëîæíîãî äâèæåíèÿ, ðå-
àëèçóþùåãî êàêóþ-ëèáî êîíêðåòíóþ ñîñòàâíóþ òðàåêòîðèþ. Ïîýòîìó íèæå
ðàçáåðåì è ñëó÷àé ζz 6= ±A.

Îáîçíà÷èì

ϕ =

 −ζx(1 + ζz)
−ζy(1 + ζz)
A2 − ζ2

z


È

ϕ∗ =
bg

R

t∫
0

[ζ; ez]dτ

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè ïðè
ôèêñèðîâàííîì ïðîôèëå óãëîâîé ñêîðîñòè ω(t). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âû-
ïèñàòü ïðîèíòåãðèðîâàííîå óðàâíåíèå íà êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò, îáîçíà÷èâ
Φ(t) = ϕ(t)−ϕ∗(t) +ϕ0(t), ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå�âåêòîð êîíñòàíò.

Cα = −DΦ(t)− ωIe

Çäåñü âåêòîð e, êàê è ðàíåå,�âåêòîð, ez â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ α è, äàëåå, óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé, íåîáõîäèìî åùå íàéòè
ÿâíî çàâèñèìîñòü D(t). Êàê è â ãëàâàõ 1 è 2 äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
óãëû Ýéëåðà. Ïðèâåäåì ïðèìåð óïðàâëåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.1 âçÿâ ñëåäóþùèå
íà÷àëüíûå äàííûå: ζ(0) = (1/

√
3;−1/

√
3; 1/
√

3) è ϕ0 = (12; 0;−12), ω =
π/4 = const:
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Ðèñ. 55: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå äëÿ ïîâîðîòà íà ìåñòå íåñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà

4.1.3 Äâèæåíèå ïî ïðÿìîé

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ öåíòðà øàðà ñîâïàäàåò ñ ÷àñòüþ
îñè Sx. Â ýòîì ñëó÷àå, èç ðàâåíñòâ vO = vOx

ex è vO = [ω; ez] ïîëó÷àåì ñî-
îòíîøåíèå ω = ω(t)ey. Äàëåå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âåêòîðà ζ è ôîðìóëàì
Ïóàññîíà, ïîëó÷àåì, ÷òî ζy = const. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëôàâèòíîãî äâèæåíèÿ
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ζy = 0. Åñëè æå ýòî íå òàê, òî äëÿ íà÷àëà íåîáõîäèìî ïî-
âåðíóòü øàð íà ìåñòå äî äîñòèæåíèÿ äàííîãî óñëîâèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
âñå ñêàçàííîå äëÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïåðåíåñåòñÿ è íà ýòîò ñëó÷àé. Èíû-
ìè ñëîâàìè, ïî îêîí÷àíèè "óïðàâëÿåìîãî"äâèæåíèÿ ïåðåâîä öåíòðà ìàññ â
íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äîñòèãíóò íå áóäåò. Â ÷àñòíîñòè, ïðè òàêèõ
óñëîâèÿõ àëôàâèòíîå äâèæåíèå�äâèæåíèå ïî îòðåçêó íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì. Â òî æå âðåìÿ, òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêîå äâèæåíèå êàê
÷àñòü ñîñòàâíîãî. Ñòîèò, íàêîíåö, îòìåòèòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè èç ñîñòîÿíèÿ
ïîêîÿ (êîòîðîå ñîîòâåòñâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ) óñëîâèå ζy = 0 âûïîëíÿ-
åòñÿ, à çíà÷èò èñïîëüçîâàíèå òàêîãî äâèæåíèÿ êàê àëôàâèòíîãî îïðàâäàííî.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïóíêòàì, ìîæíî âûâåñòè, ÷òî:

ζx = A sin Θ

ζz = A cos Θ

Θ̇ = ω(t)

A = ||ζ||
Ãäå Θ �óãîë ìåæäó âåêòîðîì ζ è âåðòèêàëüþ. Óðàâíåíèå íà êèíåòè÷åñêèé
ìîìåíò â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

d

dt
[k + ((A2 + 1)ω + 2ωζz)ey] = −b(ω2 +

g

R
)ζxey
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Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå â ïðîåêöèè íà
îñü Sy. Åñëè ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, òî åãî ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â òàêîì âèäå:

dky
dt

= −b[(A2 + 1)ω̇ + 2ω̇ζz − ζx(ω2 +
g

R
)]

Ñíîâà çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè�èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè
µ(t) ïðè çàäàííîì ω(t) èëè Θ(t). Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ

ϕ(t) =

t∫
0

µ(τ)dτ

ßâíûé âèä äëÿ ýòîé ôóíêöèè:

ϕ(Θ, Θ̇, Θ̈) = ϕ0 − b

Θ̇(A2 + 1) + AΘ̇ cos Θ + A

t∫
0

Θ̈ cos Θ− g

R
sin Θdτ


Òåïåðü, ââîäÿ âåêòîð e�âåêòîð ey â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ìîæíî
íàïèñàòü âåêòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ α:

Cα = (ϕE − ωI)e

Ñòîèò ñäåëàòü çäåñü îäíó âàæíóþ ðåìàðêó: èç óñëîâèÿ (ζ; ey) = 0 è îðòî-
ãîíàëüíîñòè îïåðàòîðà D ñëåäóåò òî, ÷òî (e; ζ̂) = 0 (ò.å. âðàùåíèå íåñáàëàí-
ñèðîâàííîãî øàðà âñåãäà ïðîèñõîäèò âîêðóã îñè, îðòîãîíàëüíîé ñìåùåíèþ
öåíòðà ìàññ)

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðåóãîëüíûé ïðîôèëü
óãëîâîé ñêîðîñòè ñ óãëîâûì óñêîðåíèåì, ðàâíûì ïî ìîäóëþ E , ò.å. ω(t) =
E(T − |t − T |). Âðåìÿ äâèæåíèÿ áóäåò 2T , ïåðâàÿ ïîëîâèíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðàçãîí, âòîðàÿ�òîðìîæåíèå. Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
θ(0) = −π/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàõîæäåíèþ öåíòðà ìàññ ðîáîòà â íèæíåì
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Èìåííî òàêîå äâèæåíèå
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæíûì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Èñõîäÿ èç ïðàêòè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ïîòðåáóåì, ÷òîáû öåëåâîé óãîë ïîâîðîòà áûë 2π, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó îáîðîòó öåíòðà ìàññ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, à çíà÷èò
øàð ïðîéäåò ðàññòîÿíèå ðàâíîå äëèíå ýêâàòîðèàëüíîé îêðóæíîñòè. Î÷åâèä-
íî, ÷òî äâèæåíèå ïî áîëüøèì îòðåçêàì ìîæíî ïîëó÷èòü êàê êîìáèíàöèþ
íåñêîëüêèõ òàêèõ äâèæåíèé. (Êîíå÷íî, òåîðåòè÷åñêè, äîñòàòî÷íî ïåðåâåñòè
öåíòð ìàññ â âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå, î÷åâèäíî, íåóñòîé÷èâî.
Íî ñ ó÷åòîì îøèáîê ïðè óïðàâëåíèè è èçìåðåíèè, ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî â
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ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ òàêîå äâèæåíèå áóäåò íåâîçìîæíî è â äàëüíåéøåì
ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óãëà θ âåðíî:

θ(t) =


Et2

2
− π/2, ïðè t ≤ T

−π/2− ET 2 + 2ETt− Et
2

2
, ïðè t ∈ [t; 2T ]

Ïðèâåäåì ãðàôèêè äëÿ íåîáõîäèìûõ óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé äëÿ êàæ-
äîãî øàðà:
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Ðèñ. 56: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.1 è âåêòîðà e = (1/
√

2;−1/
√

2; 0)

0 1 2 3 4 5 6 7
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

t

U

Ðèñ. 57: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.1 è âåêòîðà e =
(3/
√

14;−2/
√

14;−1/
√

14)
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Ðèñ. 58: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.2 è âåêòîðà e = (1; 0; 0)
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Ðèñ. 59: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.1 è âåêòîðà e = (1/
√

2;−1/
√

2; 0)
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Ðèñ. 60: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.3 è âåêòîðà e = (1; 0; 0)

0 1 2 3 4 5 6 7
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

t

U

Ðèñ. 61: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U äëÿ øàðà 2.1.3 è âåêòîðà e = (1/
√

2;−1/
√

2; 0)
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Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèìåð äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè äâè-
æåíèÿ, êîãäà ω(t) = const, ò.å. íà äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èí óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé. Äëÿ òàêèõ
äâèæåíèé Θ = Θ0 + ωt, ãäå Θ0 íàõîäèòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèé íà÷àëüíîé êîí-
ôèãóðàöèè. Âûïèøåì ÿâíî è ôóíêöèþ ϕ:

ϕ(t) = ϕ0 − b
(

(A2 + 1)ω + A(ω +
g

Rω
) cos(Θ0 + ωt)

)
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, îñòàíîâèìñÿ íà êîíñòðóêöèè øàðà 2.1.1. è ñëó÷àå, êî-

ãäà ζ̂ = (
1√
3

;
1√
3

;
1√
3

). Îãðàíè÷åííûå óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëÿåì

èç óðàâíåíèÿ
Cα̇i = κ1Ui − κ2αi

Îáîçíà÷èì X = ϕE − ωI. Â ñèëó óðàâíåíèÿ Cα̇ = X(t)e è ÿâíîãî âèäà
ìàòðèöû C, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

κ1Ui = (Ẋ +
κ2

c
X)e

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìîòðèì ïåðâûé ìàõîâèê, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
íàïðÿæåíèå íà íåì ìàêñèìàëüíî. Òîãäà èìååì,

X1(t) = X1(0)−b
(

(A2 + 1)ω + A(ω +
g

Rω
) cos Θ(t)− ων11

)
d12+ω(ν12d22+ν13d32)

Çäåñü ν1k�êîìïîíåíòû ïåðâîé ñòðîêè òåíçîðà èíåðöèè I. C ó÷åòîì òîãî, ÷òî

X1(t) = −b
(

(A2 + 1)ω + A(ω +
g

Rω
) cos Θ0 − ων11

)
d12 + ω(ν12d22 + ν13d32)

Ïåðåïèøåì óñëîâèå â âèäå:

X1 = X0 − Ab(ω +
g

Rω
)(cos(Θ0 + ωt)− cos Θ0)d12

Òàêèì îáðàçîì:

κ1U1 = −Abd12

(
(ω +

g

Rω
) cos(Θ0 + ωt)− cos Θ0 −

κ2

c
(ω2 +

g

R
) sin Θ0

)
+
κ2

c
X1(0)

Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì, ÷òî X1(0) > 0, ω ≥ 0. ×òîáû âîçìîæíûì áûëî ñó-
ùåñòâîâàíèå êîíôèãóðàöèè, èç êîòîðîé òàêîå äâèæåíèå áûëî áû âîçìîæíî
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

U∗ ≥
Abdmin12

κ1
min
ω

{
min

Θ0

{
max
t
{|U(ω,Θ0, t)|}

}}
+

κ2

c
X1(0)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ âîçìîæíîñòè òàêîãî äâèæåíèÿ èç ïðîèçâîëüíîé êîíôè-
ãóðàöèè äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå

U∗ ≥
Abdmax12

κ1
min
ω

{
max

Θ0

{
max
t
{|U(ω,Θ0, t)|}

}}
+

κ2

c
X1(0)
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ãäå U∗-ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå (ïî ìîäóëþ) íàïðÿæåíèå íà ýëåêòðîäâèãàòå-
ëå

U(t) =
(
ω +

g

ωR

) [
cos(Θ0 + ωt)−

κ2ω

c
sin(Θ0 + ωt)− cos Θ0

]
Î÷åâèäíî, ÷òî

max
t
|U(t)| =

(
ω +

g

ωR

)
|

[
±
√

1 +
κ2

2ω
2

c2
− cos Θ0

]
|

Äàëåå ïðèìåì, ÷òî cos Θ0 ≥ 0. Òåïåðü ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ýòîé ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ Θ0 è ω. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ïî Θ0 ∈ [−π/2; π/2] äîñòèãàåòñÿ, î÷åâèäíî ïðè Θ0 = ±π/2, ìàêñèìàëüíîå�
ïðè Θ0 = 0.
Ïðè Θ0 = ±π/2, òàêèì îáðàçîì, íóæíî îòûñêàòü

min
ω
H−(ω) =

(
ω +

g

ωR

)√
1 +

κ2
2ω

2

c2

Ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

ω0
− =

√√√√√ 2g

R2 +R

√
R2 + 8g

κ2
2

c2
R

Äëÿ ñëó÷àÿ Θ0 = ±π/2:

min
ω
H+(ω) =

(
ω +

g

ωR

)(√
1 +

κ2
2ω

2

c2
+ 1

)
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè

ω+
0 =

√
g

R

1√
2γ0 − 1

ãäå γ0�åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

2γ3 − γ2 − 2γ + 1− κ2
2g

c2R
= 0

áîëüøèé åäèíèöû.

Íàêîíåö, âåëè÷èíà d12 ∈
[

1√
2

;
2√
6

]
(ïî ïðåäïîëîæåíèþ d12 = max di2). Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè

U∗ ≥
Ab

κ1

√
2
H−(ω−0 ) +

κ2

cκ1
X1(0)
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òî ñóùåñòâóþò ω è íåêîòîðàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ÷òî äâèæåíèå äîïóñòèìî. Åñëè
æå

U∗ ≥
2Ab

κ1

√
6
H+(ω+

0 ) +
κ2

cκ1
X1(0)

òî òàêîå äâèæåíèå âîçìîæíî c íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω èç ëþáîé íà-
÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè.

4.1.4 Êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå

Ñêàçàííîå äëÿ àëôàâèòà äâèæåíèÿ äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîáîòà âåðíî
è äëÿ àïïàðàòà ñî ñìåùåííûì öåíòðîì ìàññ: ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
æåëàòåëüíî èìåòü â êà÷åñòâå áàçîâûõ äâèæåíèé è êðèâîëèíåéíûå òðàåêòî-
ðèè. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ëþáîé êðèâîé ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî x = x(s), y = y(s), s = s(t) (s�
íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü çàêîí
äâèæåíèÿ íóæíî çàäàòü k(s), s(t) è ωz(t), ãäå k(s)�êðèâèçíà êðèâîé

Èòàê, ïóñòü çàäàí çàêîí äâèæåíèÿ öåíòðà øàðà (íàïîìíèì, ïîä òðàåêòî-
ðèåé ïîíèìàåòñÿ èìåííî òðàåêòîðèÿ ýòîé òî÷êè). Ïîëüçóÿñü òåì , ÷òî vo =
[ω; ez] ëåãêî íàéòè ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè.
Íàêîíåö, çàäàâàÿ æåëàåìûé çàêîí âåð÷åíèÿ ωz(t) â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ìîæåì ïîëó÷èòü âñå òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà ω. Ñëåäóþùèé ýòàï�
ðàçðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ζ̇ = [ω; ζ]

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà ζ. Äàëåå, èç êèíåìàòè÷åñêîãî ñîîòíîøå-
íèÿ v = [ω; ζ + ez] íàõîäèì è çàâèñèìîñòü v(t), ïîñëå ÷åãî, ïîäñòàâëÿÿ åå
â óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà è
íàõîäèì èñêîìûå óïðàâëåíèÿ.

Ïîÿñíèì çäåñü ñëåäóþùåå. Ó òàêîãî ïîäõîäà åñòü îäèí ñóùåñòâåííûé íåäî-
ñòàòîê. Çàäàâàÿ ω çàâèñèìîñòü ζ(t) ìîæíî íàéòè, ðàçðåøèâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Îäíàêî, ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå óãëî-
âîé ñêîðîñòè â êîíöå äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè öåíòð ìàññ ñèñòåìû ìîæåò íå
ïðèéòè â îäíî èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (ïðè÷åì, êàê óïîìèíàëîñü â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ æåëàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåâîä öåíòðà ìàññ â íèæíåå, óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì
èíîé ïîäõîä.

Íàçîâåì ýëåìåíòàðíîé òðàåêòîðèåé òàêóþ òðàåêòîðèþ ãåîìåòðè÷åñêîãî
öåíòðà øàðà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïåðåâîäå öåíòðà ìàññ èç íèæíåãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â íèæíåå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â êîíöå äâèæåíèÿ öåíòð
ìàññ áóäåò â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, à åãî ñêîðîñòü áóäåò íóëåâîé, òî
è ñêîðîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà òîæå îêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ.
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Ïóñòü íà âñåì äâèæåíèè ωz ≡ 0, òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé íà êîìïîíåíòû
âåêòîðà ζ ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

ζ̇x = ṡ
∂x

∂s
ζz

ζ̇y = ṡ
∂y

∂s
ζz

ζ̇z = −ṡ(∂y
∂s
ζy +

∂x

∂s
ζx)

Ââåäåì óãîë ψ òàê, ÷òî cosψ =
∂x

∂s
, sinψ =

∂y

∂s
. Òàê êàê ||ζ|| = A, ïåðåéäåì

ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì:

ζx = A cos β cos γ

ζy = A cos β sin γ

ζz = A sin β

Ïåðåïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó â âèäå:

β̇ = ṡ cos(ψ(s)− γ)

γ̇ cos β = ṡ sin β sin(ψ(s)− γ)

Äàëåå, ïðîèçâîäÿ çàìåíó ξ = ψ − γ èìååì:

β̇ = ṡ cos ξ

ṡ(
∂ψ

∂s
cos β − sin ξ sin β)− ξ̇ cos β = 0

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî
∂ψ

∂s
åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êðèâèçíà k(s) çàäàííîé

êðèâîé (âîçìîæíî, ñî çíàêîì ìèíóñ).
Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, çàäàíèå ôóíêöèé s(t) è k(s) íå ãàðàíòèðóåò ïðè-

õîäà öåíòðà ìàññ â êîíöå äâèæåíèÿ â íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Çàäà-
íèå êðèâîé, ïî êîòîðîé ïëàíèðóåòñÿ äâèæåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé k(s).
Äàëüíåéøàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàäàòü ëèáî ôóíêöèþ ξ(t), ëèáî β(t),
÷òîáû òðàåêòîðèÿ ñòàëà ýëåìåíòàðíîé, à ïîñëå ïîñëå ÷åãî óæå íàéòè è s(t).

Ïðèâåäåì ïðèìåð äëÿ îêðóæíîñòè. Êðèâèçíà k(s) = 1/ρ = const, à çíà÷èò,
÷òî

dβ

dξ
= − ρ cos ξ cos β

cos β − ρ sin β sin ξ

Òåïåðü, åñëè ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â âèäå

(cos β − ρ sin β sin ξ)dβ + ρ cos ξ cos βdξ = 0

ìîæíî çàìåòèòü ÷òî îíî äîïóñêàåò ñëåäóþùèé èíòåãðàë:

sin β + ρ sin ξ cos β = const = −1
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíåíî
óñëîâèå íàõîæäåíèÿ öåíòðà ìàññ â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (β(0) =
−π/2). Êðîìå òîãî, èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþò ñðàçó íåñêîëüêî âàæíûõ
ôàêòîâ.

Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî sin ξ(0) = 0. Òàê æå èíòåðåñíî òî, ÷òî
óãîë β ìîæåò îòêëîíèòüñÿ îò çíà÷åíèÿ−π/2 íà âåëè÷èíó íå áîëåå ÷åì 2 arctg ρ,
à çíà÷èò, ïðè òàêîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ïåðåâîä öåíòðà ìàññ øàðà â
âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèz íåâîçìîæåí â ïðèíöèïå. Äàëåå, èç ýòîãî èíòå-
ãðàëà ìîæíî ïîëó÷èòü

ρ sin ξ = − tgχ

χ =
β

2
+
π

4

Îòñþäà ëåãêî ñîñòàâèòü óäîáíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà χ (à çíà÷èò
è β) ïðè çàäàííîì ξ(t):

χ = − arctg(ρ sin ξ).

Ïðè ýòîì íàõîæäåíèå ξ(t) ïðè çàäàííîì χ(t) ãîðàçäî ìåíåå óäîáíî.
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Ðèñ. 62: β(ξ)

Äàëåå æå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèÿ âûøåîïèñàííîå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
óãîë ψ òàêæå âñåöåëî îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ξ. Äåéñòâèòåëüíî,

ψ̇ =
2ξ̇

1 + ρ2 sin2 ξ

À çíà÷èò

ψ(ξ) = ψ(0) +
2

ρ2
arctg(

√
1 + ρ2 tg ξ)

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ôàêòà èìååò ñìûñë èñêàòü òàêîå ξ(t), ÷òî ξ(0) = 0, à
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Ðèñ. 63: ψ(ξ)

ξ(T ) = π (T�ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ), à òàêæå òðåáîâàòü ìîíîòîííîãî âîç-
ðàñòàíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Ýòî îáåñïå÷èò ñ îäíîé ñòîðîíû òî, ÷òî äâèæåíèå
áóäåò ýëåìåíòàðíûì, à ñ äðóãîé øàð áóäåò êàòèòüñÿ ïî äóãå â îäíîì íàïðàâ-
ëåíèè, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ æåëàåìûì ðåçóëüòàòîì. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå,
ïðîéäåííàÿ äóãà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ρ, ò.å.

ψïîëí. =
2π√
1 + ρ2

s =
2πρ√
ρ2 + 1

.
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Òåïåðü ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ãðàôèêîâ. Âûáåðåì

ξ(t) =
π

2
(1− cos ηt), t ∈ [0; π/η]
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Ðèñ. 64: ξ(t)
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Ðèñ. 65: ψ̇(t)
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Ðèñ. 66: ω(t)
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Ðèñ. 67: ζ(t)
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèé, êàê è â 3.4, íåîáõîäèìî èñêàòü çàâèñèìîñòü
D(t). (Âåêòîðà ζïîäâ. ïðèíèìàþòñÿ, êàê â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Ýëåêòîðäâè-
ãàòåëè ïðèíÿòû òàêèìè æå ðàíåå, çíà÷åíèå η = π/7.) Íèæå�ãðàôèêè óãëîâ
Ýéëåðà è óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé.
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Ðèñ. 68: Óãëû Ýéëåðà äëÿ øàðà 2.1.1
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Ðèñ. 69: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.1
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Ðèñ. 70: Óãëû Ýéëåðà äëÿ øàðîâ 2.1.2 è 2.1.3
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Ðèñ. 71: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.2
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Ðèñ. 72: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ øàðà 2.1.2
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4.2 Óïðàâëåíèå äëÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè òðåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òàêàÿ, êàê
îïèñàíà â ãëàâå 2. Òàêèì îáðàçîì, âñå ñèëû è ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
ðåæèìíûõ óãëîâ θk (èëè æå, ÷òî ðàâíîçíà÷íî, óãëîâîé ñêîðîñòè è ñêîðîñòè
ñêîëüæåíèÿ øàðà). Â ïðîåêöèè íà îñè Ôðåíå òåîðåìà îá èçìåíåíèè èìïóëüñà
äàåò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ: (θ = (θ1; θ2; θ3)):

s̈ = n(θ)(f̃I(θ) cosϕ+ f̃II(θ) sinϕ)

k(s)ṡ2 = n(θ)(f̃I(θ) sinϕ+ f̃II(θ) cosϕ)

v̇z = n(θ)(1 + f̃III(θ))− g

R

Çäåñü f̃i =
R

g
fi. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò òî, ÷òî äëÿ

íåñáàëàíèðîâàííîãî øàðà ñèëà ðåàêöèè îïîðû íå òîëüêî íå ðàâíà g/R, íî óæå

íåâåðíî è óòî÷íåíèå ÷òî n =
g

R(1 + f̃III)
. Äëÿ ìîìåíòîâ èìååì ñëåäóþùåå:

µ = µ0 − b[ζ + ez;f ] = n(θ)((µ̃0 − b[ζ + ez; f̃ ]))

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïðèìåò âèä:

Iω̇ + Cα̇+ Ω∗D̂
T (Cα+ Iω) = D̂µ

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñëîæíà äëÿ ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ,
ïîýòîìó äàëåå áóäóò ðàçîáðàíû ëèøü íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

4.2.1 Óäåðæàíèå êîíôèãóðàöèè è ïîâîðîò íà ìåñòå

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ïîâîðîò øàðà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç åãî ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð. Òàêèì îáðàçîì, ω = ωez, à çíà÷èò,
âåðíî, ÷òî âñå ñèëû áóäóò íóëåâûìè. Ó ìîìåíòà æå áóäåò òîëüêî îäíà íåíó-
ëåâàÿ êîìïîíåíòà�âåðòèêàëüíàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò
âèä:

n =
g

R
v̇ = 0

k̇ = µ0
z − b

g

R
[ζ; ez]

vz = 0;

Íî, âìåñòå ñ òåì, v = vO + [ω; ζ], ÷òî ïðèâîäèò ëèáî ê òîìó, ÷òî ñêîðîñòü
ïîñòîÿííà (è íåíóëåâàÿ), ëèáî ê òîìó, ÷òî öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ íà îñè âðà-
ùåíèÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé íåïðèìåíèì ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, âòîðîé
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æå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò óæå ðàññìîòðåííîìó â 3.3 ñëó÷àþ.
×òî êàñàåòñÿ óäåðæàíèÿ ðîáîòà â íåïîäâèæíîì ñîñòîÿíèè, òî, î÷åâèäíî, âñå
ñèëû è ìîìåíòû â òàêîì ñëó÷àå äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü. Â ýòîì ñëó-
÷àå çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåäóöèðóåòñÿ ê ðàññìîòðåííîé â 4.1.1 íåãîëîíîìíîé
çàäà÷å. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ ôåíîìåí òðåíèÿ ïîêîÿ, ýòîò ñëó÷àé äîëæåí áûòü

ðàññìîòðåí äëÿ ìîìåíòà µ0(θf) +
gbζx
R

4.2.2 Äâèæåíèå ïî ïðÿìîé

Ïðåäïîëîæèì, êàê è â 3.2, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ïðÿìîé ëèíèè,
ïðè÷åì îòñóòñòâóþò êàê çàêðó÷èâàíèå òàê è âåð÷åíèå. (ò.å. ωI = ωz = 0). Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïðèìåì vO = vex, òîãäà ω = ωey. Ñïðàâåäëèâî, â
òàêîì ñëó÷àå, ÷òî

f = nf̃ex

Êðîìå òîãî, êàê è äëÿ íåãîëîíîìíîé çàäà÷è ïîëîæèì ζy ≡ 0, à çíà÷èò ñîõðà-
íÿþòñÿ íàéäåííûå â 4.1.2 êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, à èìåííî:

ζx = A sinψ

ζz = A cosψ

ψ̇ = ω

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
v = vex + ω[ey; ζ]

ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

n =
g

R
− (ω̇ζx + ω2ζz)

v̇ + ω̇ζz − ω2ζx = nf̃

Ñóììàðíûé ìîìåíò áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

µ = n(µ̃− b[ζ; f̃ ])

Òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åêñîãî ìîìåíòà â ïðîåêöèè íà îñü Sy áóäåò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä (:

d

dt
(ky + bω(A2 + 1 + 2Aζz)) = nµ̃− bAζx(ω2 − g

R
)

Ýòî óðàâíåíèå ñëóæèò äëÿ íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèé, ïîýòîìó äëÿ íà÷à-
ëà îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà àíàëèçå óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ èç òåîðåìû îá
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èçìåíåíèè èìïóëüñà è âûáîðå æåëàåìîãî ïðîôèëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè. Áóäåì
òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò öåíòð
ìàññ íàõîäèòñÿ â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, è çà ýëåìåíòàðíîå äâèæåíèå
òðåáóåòñÿ ïåðåìåñòèòü åãî â òó æå òî÷êó, ïðîéäÿ ïóòü ðàâíûé äëèíå ýêâàòîðà
ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðîáîòà.

Çàäàâ ÿâíûì îáðàçîì çàâèñèìîñòü ψ(t), ïåðåïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó â
âèäå (äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èâ θ = θ1):

n =
g

R
− A(ψ̈ sinψ + ψ̇2 cosψ)

v̇ + A(ψ̈ cosψ − ψ̇2 sinψ) = nf̃(θ)

ψ̇ = r sin θ

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

u =
ψ̇

δ
ctg θ =⇒ u̇ =

ψ̈

δ
ctg θ − ψ̇θ̇

δ sin2 θ

Òåïåðü, ïðèíÿâ
Hψ(t) = ψ̈(1 + A cosψ)− Aψ̇2 sinψ

Âòîðîå óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

θ̇ = −δ(nψf̃(θ)−Hψ) sin2 θ − ψ̈ cos θ sin θ

ψ̇

×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè íåîáõîäèìî çíàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óãëà
θ. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ
â íîëü, äëÿ θ0 èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ
íóëþ ÷èñëèòåëÿ ýòîé äðîáè:

tg θ0 =
ψ̈(0)

δ(nψ(0)f̃(θ0)−Hψ(0))

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψ(0) = −π/2, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ nψ è Hψ:

nψ(0) =
g

R
+ Aψ̈(0)

Hψ(0) = ψ̈(0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïóíêòîì, ïîëîæèì

ψ = −A
η

(
1

3
cos

3ηt

2
+ cos

ηt

2
)− 3π

2

A =
3πη

2
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Îòêóäà

ψ̈(0) =
3πη2

2
Îêîí÷àòåëüíî, óðàâíåíèå íà θ ïðèíèìàåè âèä:

tg θ0 =
1

δ((
2g

3πη2R
+ A)f̃(θ0)− 1)

Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì

λ =
2g

3πη2R
+ A

Ôóíêöèÿ

F (θ) =
1

λf̃(θ)− 1

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïî θ â ñèëó âîçðàñàòàíèÿ ôóíêöèè f̃ (ñì.

3.2) è ïîëîæèòåëüíîñòè λ. Òàêèì îáðàçîì, íà èíòåðâàëå (π/2; π/2 + f̃−1(
1

λ
)

óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.
Äàëåå, ðåøèâ çàäà÷ó Êîøè, íàéäåì θ(t), ïîñëå ÷åãî è u(t) è v(t). Ãðàôèêè
ôóíêöèé äëÿ ñëó÷àÿ η = π/7:
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Ðèñ. 73: θ(t)− π/2

Äëÿ ïåðâîãî øàðà óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:
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Ðèñ. 74: u(t)
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Ðèñ. 75: U(t)
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5 Çàêëþ÷åíèå

Âî âòîðîé ãëàâå ïîñòðîåíà òåîðåòèêî-ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîáîòîâ-øàðîâ,
ïðèâîäèìûõ â äâèæåíèå ïî ïðèíöèïó ãèðîñòàòà. Ïðåäëîæåíû òðè âàðèàíòà
ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé. Äàëåå ðàçîáðàíû ìîäåëè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, äîïóñêàþùèå ïåðâûå èíòåãðàëû êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà�øàð íà àá-
ñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè è øàð íà ïëîñêîñòè ñ âÿçêèì òðåíèåì. Äëÿ
êàæäîé ìîäåëè ïðåäëîæåí àëôàâèò áàçîâûõ äâèæåíèé, ñîñòîÿùèé èç äâèæå-
íèÿ ïî îòðåçêó, ïîâîðîòà íà ìåñòå è äâèæåíèÿ ïî äóãå îêðóæíîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà èíàÿ ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ øà-
ðà è ïëîñêîñòè�ìîäåëü äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî òðåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèëû è
ìîìåíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè îñîáûõ ïåðåìåííûõ�ðåæèìíûõ
óãëîâ θk. Äëÿ íåêîòîðûõ äâèæåíèé òàêàÿ çàâèñèìîñòü èññëåäîâàíà ÿâíûì îá-
ðàçîì. Âàæíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â äàííîé ìîäåëè òðåíèÿ ïîêîÿ, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî äâèæåíèå ïðè îãðàíè÷åííûõ íàïðÿæåíèÿõ íà ýëåêòðîäâèãà-
òåëÿõ íå âñåãäà âîçìîæíî. Äëÿ ðåàëüíûõ ýëåêòðîäâèãàòåëåé ïîêàçàíû çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðûõ äâèæåíèå äîïó-
ñòèìî. Ïðåäëîæåí òîò æå íàáîð àëôàâèòíûõ äâèæåíèé, ÷òî è â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå. Äîïîëíèòåëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñâîáîäíîé äèíàìèêå øàðà ×àïëû-
ãèíà ïî ïðÿìîé, ñóùåñòâóþò äâà ïðåäåëüíûõ ðåæèìà äâèæåíèÿ�óñòîé÷èâûé
è íåóñòîé÷èâûé.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå àíàëîãè÷íûõ àïïàðàòîâ, íî ñî
ñìåùåííûì öåíòðîì ìàññ. Ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëè�àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé
ïëîñêîñòè è äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî òðåíèÿ. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå â àë-
ôàâèò äâèæåíèé äîáàâëÿåòñÿ óäåðæàíèå ðîáîòà â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, â ñëó÷àå,
åñëè öåíòð ìàññ âûâåäåí èç íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ïîâîðîòà íà
çàäàííûé óãîë çàäà÷à ñâåäåíà ê àíàëîãè÷íîé äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà.
Ïðåäëîæåí àëãîðèòì èñïîëüçîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ òðàåêòîðèé â ðåçóëüòàòå
ïðîõîæäåíèÿ ïî êîòîðûì öåíòð ìàññ ïåðåõîäèò èç íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ îáðàòíî â íèæíåå. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó (â
ðàìêàõ îáåèõ ìîäåëåé) è äâèæåíèÿ ïî äóãå îêðóæíîñòè (â ðàìêàõ íåãîëî-
íîìíîé ìîäåëè).

Íàêîíåö, àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ñì. ïðèìåðû
ãðàôèêîâ óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé) , íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðàê-
òè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òàêèõ àïïàðàòîâ íóæíû äîñòàòî÷íî ìîùíûå ýëåêòðî-
äâèãàòåëè.

Òåïåðü òåçèñíî ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé:

� Ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà-ãèðîñòàòà
äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ øàðà ñ ïëîñêîñòüþ.
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Ïðèìåð ìåòîäèêè ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ìîäåëè øàðà SpheRob2

� Ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè äëÿ íåñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà(öåíòð
ìàññ êîòîðîãî íå ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì). Ïðèìåð ìåòîäè-
êè ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ìîäåëè øàðà SpheRob2

� Äëÿ íåñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà âûäåëåíû êëàññû äâèæåíèé (íàçâàííûõ
ýëåìåíòàðíûìè), âî ìíîæåñòâå êîòîðûõ ïîñòðîåí ðàñøèðÿåìûé àëôà-
âèò áàçîâûõ äâèæåíèé ðîáîòà. Äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà ýòè óñëîâèÿ
íåñóùåñòâåííû.

� Íàéäåíû óñëîâèÿ âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ øàðà ïî ïëîñêîñòè â ìîäå-
ëè äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî òðåíèÿ. Ïîñòðîåíû îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ïðè
êîòîðûõ äâèæåíèå âîçìîæíî äëÿ ìîäåëè ðåàëüíûõ ýëåêòðîäâèãàòåëåé.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè âäîëü ïðÿìîé íà âûêëþ÷åííûõ ïðèâîäàõ
ñóùåñòâóþò äâà ïðåäåëüíûõ ðåæèìà (â ñìûñëå îòíîøåíèÿ óãëîâîé ñêî-
ðîñòè ê ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ)
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7 Ïðèëîæåíèå 1. Äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ ôàêòîâ èç

ãëàâû 2

Óòâåðæäåíèå 7.1

Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êîíòàêòà ε, δ âåðíî, ÷òî f(θ∗) ≥ 0
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë IuI(θ). Çíàê ýòîãî èíòåãðàëà ïðîòèâîïîëæåí çíàêó f .

Îñòàíîâèìñÿ íà ÷èñëèòåëå W (θ) äðîáè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà,
òàê êàê â çíàìåíàòåëå ñòîèò ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

W (θ∗) =
1√
δ2 + 1

(
(1− δ)(1− sin2 β cos2 α)− cos β

)
Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ, êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé z = cos β:

F (z) = z2(1− δ) cos2 α− z + (1− δ) sin2 α

Ôóíêöèÿ F (z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó ñ âåòâÿìè ââåðõ. Òàêèì îáðàçîì,
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà ëþáîì îòðåçêå äîñòèãàåòñÿ íà êàêîé-òî èç ãðàíèö
ýòîãî îòðåçêà. Çàìåòèì, ÷òî

z ∈ [
√

1− ε2δ2; 1]

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü F (1) = −δ ≤ 0. Òåïåðü íàéäåì è F (
√

1− ε2δ2):

F (
√

1− ε2δ2) = (1− ε2δ2) cos2 α(1− δ) + (1− δ) sin2 α−
√

1− ε2δ2 =

= (1− δ)(1− ε2δ2 cos2 α)−
√

1− ε2δ2)

Çàìåòèì, ÷òî

max
α

F (
√

1− ε2δ2) = 1− δ −
√

1− ε2δ2 =
δ(ε2δ − 1)

1− δ +
√

1− ε2δ2
≤ 0

Ïîñëå ÷åãî äåëàåì âûâîä, ÷òî âåëè÷èíà IuI(θ) ≤ 0, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåð-
æäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 7.2

Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êîíòàêòà ε, δ âåðíî, ÷òî µ(0) ≥ 0
Äåéñòâèòåëüíî,

µ(0) =
b
√
δ2 + 1

δ
f(θ∗) ≥ 0

ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ.
Óòâåðæäåíèå 7.3

Ñóùåñòâóþò äâà ïðåäåëüíûõ ðåæèìà äëÿ äâèæåíèé 3.3.3 íà ïðîìåæóòêàõ
(θµ; π/2) è (θ∗; π).
Äëÿ ñèñòåìû

ṙ = ξ(θ) cos θ + η(θ) sin θ

rθ̇ = −ξ(θ) sin θ + η(θ) cos θ
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ïðåäåëüíîå ðåøåíèå θ = θ̂ ñîîòâåòñâóåò íóëþ â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ó ôóíêöèè

G(θ) = −ξ(θ) sin θ + η(θ) cos θ

åñòü ïî îäíîìó êîðíþ íà óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïè-
øåì ýòó ôóíêöèþ â âèäå

G(θ) = −f(θ) sin θ +
µ(θ

i

(
sin θ +

1

δ
cos θ

)
Çàìåòèì, ÷òî ïðè θ ∈ [0; θµ] â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ñâîèõ ñëàãàåìûõ
G(θ) > 0. Äàëåå,

G(π/2) = −f(π/2) +
µ(π/2)

i
=
f(π/2)

i
(b− i) < 0

òàê êàê b > i (â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ M̂R2 >

Ik, ãäå Ik�ðàçìåðíûé ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî òîé ãëàâíîé îñè, âîêðóã
êîòîðîé è ñîâåðøàåòñÿ âðàùåíèå). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå G(θ) = 0 èìååò
õîòÿ áû îäèí êîðåíü θ̂1 ∈ (θµ; π/2). Çàìåòèì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå θ ∈ (θf ; θ∗)
ôóíêöèÿ G(θ) < 0, à G(π) = G(0) > 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí
êîðåíü θ̂2 ∈ (θ∗; π).

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî äîêàçàííî ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû äâóõ ïðåäåëüíûõ
ðåøåíèé. Òî, ÷òî èõ ðîâíî äâà ñëåäóåò èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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8 Ïðèëîæåíèå 2. Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè è ðåøåíèå ïðÿ-

ìîé çàäà÷è äèíàìèêè

Äëÿ îòûñêàíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè â ðàìêàõ
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçîâàëèñü íåêîòîðûå äîïóùåíèÿ. Ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ âåðèôèêàöèÿ ïîëó÷èâøèõñÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ â ðàìêàõ
îáùåé ñèñòåìû.

Èòàê, äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è äèíàìèêè â ðàìêàõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè
èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ID̂( ˙̃ω + ψ̇Sω̃) + Cα̇+ [D̂ω̃; ID̂ω̃ + Cα] = D̂µ

d

dt
(
v2
O

2
) = (f ;vO)

(u+ ωII)ψ̇ − ω̇I = fII

S =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0


Çäåñü ω̃ = (ωI ;ωII ;ωIII)

T�âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âî âñïîìîãàòåëüíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò, D̂�ìàòðèöà ïåðåõîäà ê ÑÊ, ñâÿçàííîé ñ øàðîì, îò âñïîìî-
ãàòåëüíîé ÑÊ. Ýòà ìàòðèöà ðàâíà

D̂ = D

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1


óãîë ψ�óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ex è eI .
Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè SO(3) ââåäåíû ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû�óãëû Ýéäåðà
Q = (Θ; Ψ; Φ)T . Òîãäà D̂ = D̂(Q, ψ). Èç ãëàâû 2 ñëåäóåò, ÷òî f = f(θ), µ =
µ(θ), ãäå θ = (θ1; θ2; θ3)

T . Íàêîíåö u è ω̃ åñòü ôóíêöèè âåêòîðà q = (r;θ)T .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ÄÓ âîñüìîãî ïîðÿäêà íà íåèçâåñòíûå
êîìïîíåíòû âåêòîðà ξ = (Q; q;ψ)T .
Âìåñòå ñ òåì, ïðè ïðåäëîæåííîì ïîäõîäå ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü âåêòîð q̇ èç
óðàâíåíèÿ:

q̇ = J−1(q)

(
˙̃ω
v2
O

)
ãäå J(q) =

∂(ω̃;v2
O)

∂q
�ìàòðèöà ßêîáè ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Êðîìå òîãî, îñòàåòñÿ íåðåøåííîé åùå ïðîáëåìà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè, êîãäà r = 0 è θ, à çíà÷èò è f ,µ íåîïðåäåëåíû. Èìååì ñëåäóþùóþ
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ñèñòåìó óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå íà÷àëüíûå θ0;ψ0:

ṙ(0)

 sin θ0
1 cos θ0

2

sin θ0
1 sin θ0

2 cos θ0
3

sin θ0
1 sin θ0

2 sin θ0
3

 = D̂T (Q0, ψ0)I−1
(
D̂(Q0, ψ0)µ(θ0)− Cα̇0

)
ṙ(0)

(
cos θ0

1

δ
+ sin θ1 sin θ0

2 cos θ0
3

)
= fI

(
θ0
)

ṙ(0) sin θ0
1 cos θ0

2 = fII(θ
0)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòó æå ñèñòåìó â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé âõîäèò åùå è ṙ(0).
Çàìå÷àíèå

Ïðè çíà÷åíèÿõ ÿêîáèàíà, áëèçêèõ ê íóëþ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûì âû-
ðîæäåííûì çíà÷åíèÿì q), óäîáíåå ðàáîòàòü ñ óðàâíåíåèåì íà âåêòîð ξ′ =
(Q, Q̇, u, ψ)
Íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåäåíî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äèíàìèêè äëÿ íàéäåí-
íûõ óïðàâëåíèé, ðåàëèçóþùèõ äâèæåíèå ïî äóãå îêðóæíîñòè äëÿ øàðà 2.1.1.
Êàê ìîæíî âèäåòü, ðåàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äîñòàòî÷íî áëèçêà ê æåëàåìîé.
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Ðèñ. 76: Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè
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