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Введение

Актуальность темы

В настоящее время для решения задач авиационной промышленности все

чаще применяется метод математического моделирования. Это обусловлено,

с одной стороны, развитием вычислительных методов и моделей, позволя-

ющих достаточно точно и правдоподобно предсказывать реальные течения.

Также за последнее десятилетие можно было наблюдать скачок в развитии

вычислительной техники, что сейчас позволяет получить доступ к суперком-

пьютерам довольно большой мощности. Таким образом, новым более деше-

вым, рациональным и эффективным инструментом для исследования турбу-

лентных течений и решения задач авиационной промышленности становится

метод математического моделирования.

Для расчетов турбулентных течений в инженерных приложениях ча-

ще всего используется метод осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье-

Стокса (Reynolds Averaged Navier-Stokes, RANS) с замыканием с помощью

той или иной полуэмпирической модели турбулентности. Это обусловлено

тем, что данный подход позволяет достаточно точно предсказывать осред-

ненные характеристики турбулентного взаимодействия и аэродинамические

параметры исследуемой конфигурации при относительно небольших вычис-

лительных затратах. Но, во-первых, при достаточно сложной геометрии и

условиях течения, например когда присутствуют большие отрывные зоны,

использование подхода RANS не ведет к достоверным результатам модели-

рования. Во-вторых, в рамках данной методики невозможно воспроизвести

нестационарные турбулентные течения, характерные для большинства при-
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ложений, и, тем более, предсказать акустические характеристики для изуча-

емой конфигурации.

Альтернативой к RANS служит использование вихреразрешающих под-

ходов, к которым можно отнести прямое численное моделирование (Direct

Numerical Simulation, DNS) и метод моделирования крупных вихрей (Large

Eddy Simulation, LES). Подход DNS предполагает разрешение турбулентных

структур абсолютно всех масштабов из инерционного интервала, что ведет

к необходимости использования сеток очень больших размеров. Большин-

ство экспертных оценок сводится к тому, что при сохранении текущих тем-

пов роста мощности вычислительной техники для решения задач с числами

Рейнольдса, характерными для интересных авиационной промышленности

конфигураций, прямое численное моделирование возможно будет применять

только во второй половине нынешнего столетия. Методика LES заключает-

ся в разрешении только тех структур, размеры которых не ниже размеров

ячеек расчетной сетки. Мелкомасштабная (подсеточная) турбулентность опи-

сывается с помощью той или иной модели подсеточной вязкости. Подход LES

не требует такой подробности сетки в отрывной зоне вдалеке от стенок, как

DNS, что сокращает ее размеры. Однако необходимые минимально разреши-

мые масштабы турбулентности для достоверного LES моделирования вблизи

стенок существенно уменьшаются, поэтому размеры сеток становятся в этой

зоне очень близкими к аналогичным DNS сеткам. Большинство проблем, ко-

торые стоят перед авиационной промышленностью, предполагают взаимодей-

ствие турбулентного потока со стенками, наличие которых чаще всего оказы-

вает существенное влияние на исследуемое течение. Поэтому для таких задач

LES сетки по количеству узлов и элементов не многим меньше DNS сеток для

аналогичных конфигураций, так как 90% ячеек содержится в пристеночных

областях. Таким образом, по сроку готовности для инженерных приложений

LES не намного опережает DNS.
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Тем не менее до сравнительно недавнего времени не было серьезных аль-

тернатив использованию LES для расчета сложных нестационарных турбу-

лентных течений с необходимостью предсказывать как турбулентные пуль-

сации, так и акустические нагрузки.

В настоящее время активно развиваются гибридные RANS-LES подходы

к моделированию турбулентности, которые сочетают в себе эффективность

методики LES в отрывных свободных зонах и экономичность RANS в при-

стенных областях. Многие из них, как показывают многочисленные исследо-

вания, позволяют на относительно небольших по сравнению с аналогичными

для LES и DNS сетках получать удовлетворительные результаты, в том числе

для задач с высокими числами Рейнольдса, характерными для конфигура-

ций, рассматриваемых авиационной промышленностью.

Вместе с развитием авиационной техники все сложнее становятся элемен-

ты летательных аппарататов. При этом возрастают требования к точности

предсказания характеристик исследуемых моделей и течений. Ввиду слож-

ности геометрии использование структурированных сеток для расчетов по

таким конфигурациям зачастую вызывает серьезные затруднения. При этом

развитие методов автоматического построения неструктурированных сеток

вокруг тел произвольных форм достигло достаточно высокого уровня. Со-

временные не только коммерческие, но и свободнораспространяемые генера-

торы позволяют заполнить расчетную область качественной сеткой с учетом

всех особенностей течения в пограничных, переходных и зонах отрывного

течения.

Таким образом, возникает необходимость в изучении особенностей, реа-

лизации и валидации гибридных RANS-LES методов моделирования прежде

всего нестационарных пристеночных турбулентных течений с использовани-

ем неструктурированных сеток. Это особенно актуально также ввиду того,

что подавляющее большинство расчетов с успешным использованием гибрид-

ных подходов производилось и производится на структурированных сетках.
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Целью диссертационной работы является разработка вычислительных

технологий для моделирования сложных нестационарных пристеночных тур-

булентных течений на неструктурированных сетках на основе гибридных

RANS-LES подходов. Для ее достижения решаются следующие задачи:

1) анализ современных гибридных RANS-LES методов и выбор оптималь-

ных применительно к расчету пристеночных турбулентных течений;

2) адаптация выбранного подхода применительно к неструктурированной

сетке и используемой численной схеме;

3) эффективная параллельная программная реализация гибридной

RANS-LES методики на неструктурированных сетках в рамках про-

граммного комплекса NOISEtte;

4) тестирование и верификация реализованной методики на примере рас-

чета канонических сдвиговых турбулентных течений;

5) проведение крупномасштабных расчетов сложных турбулентных тече-

ний с наличием отрыва и присоединения и существенным влиянием

стенки на суперкомпьютере.

Научная новизна работы состоит в следующем.

1. Предложена эффективная методика для моделирования сложных при-

стеночных турбулентных течений на неструктурированных сетках на

основе гибридных RANS-LES подходов.

2. Выполнена программная реализация гибридных RANS-LES подходов

семейства DES на неструктурированных сетках в рамках параллельного

программного комплекса NOISEtte.

3. В результате решения набора тестовых задач получены численные дан-

ные для верификации алгоритмов моделирования турбулентных тече-

ний на неструктурированных сетках.
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4. Проведенные крупномасштабные расчеты на неструктурированных сет-

ках на основе гибридных RANS-LES подходов позволили выявить слож-

ную картину течения и исследовать механизмы образования шума для

пристеночных течений возле конфигураций, характерных для авиаци-

онной промышленности.

Практическая ценность диссертационной работы заключается в адап-

тации гибридных RANS-LES методов семейства DES применительно к рас-

четам на неструктурированных сетках, что можно эффективно использовать

для решения задач со сложной геометрией.

На защиту выносятся следующие положения.

∙ Вычислительные технологии для моделирования сложных пристеноч-

ных турбулентных течений на неструктурированных сетках на основе

гибридных RANS-LES подходов семейства DES.

∙ Программная реализация гибридных RANS-LES подходов семейства

DES в рамках параллельного программного комплекса NOISEtte, пред-

назначенного для решения сложных задач газовой динамики и аэроаку-

стики с использованием суперкомпьютеров высокой мощности.

∙ Результаты верификационных тестовых расчетов канонических сдвиго-

вых турбулентных течений на неструктурированных сетках.

∙ Результаты крупномасштабных расчетов сложных пристеночных тур-

булентных течений на неструктурированных сетках.

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения, списка ис-

пользованных источников и двух приложений.

Первая глава посвящена обзору современных гибридных RANS-LES ме-

тодов моделирования турбулентных течений. В ней также приводится обос-

нование выбора используемых в работе подходов к моделированию турбу-

лентных течений.
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Вторая глава посвящена реализации гибридных RANS-LES методов се-

мейства DES моделирования турбулентных течений в рамках программного

комплекса NOISEtte на неструктурированных сетках.

Третья глава посвящена верификации реализованных методов и моде-

лей на примере расчета канонических турбулентных течений.

Четвертая глава посвящена применению разработанной в диссертаци-

онной работе методики к численному моделированию сложных нестационар-

ных пристеночных турбулентных течений с наличием отрыва и присоедине-

ния, характерных для задач авиационной промышленности.

В Приложении А приведена формулировка подходов DES97, DDES и

IDDES на основе модели турбулентности Спаларта-Аллмарса.

Приложение Б посвящено описанию используемых в рамках программ-

ного комплекса NOISEtte математических моделей и численных методов.
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Глава 1

Обзор методов моделирования турбулентных те-

чений

В настоящее время для проведения численного моделирования турбулент-

ных течений в задачах аэродинамики и аэроакустики, рассматриваемых авиа-

ционной промышленностью, применяются следующие подходы:

∙ осредненная по Рейнольдсу система уравнений Навье-Стокса, (RANS

— Reynolds Averaged Navier-Stokes system) с замыканием с помощью

какой-либо полуэмпирической модели турбулентности [1];

Вихреразрешающие подходы:

∙ нестационарный RANS подход (URANS — Unsteady RANS);

∙ система уравнений Навье-Стокса в рамках прямого численного модели-

рования (DNS — Direct Numerical Simulation);

∙ подход моделирования крупных вихрей (LES – Large Eddy Simulation)

[2];

∙ гибридные RANS-LES подходы [3], в частности, модель отсоединенных

вихрей (DES – Detached Eddy Simulation) [4] и её модификации.
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1.1.Метод RANS

Метод RANS [1] представляет собой численное решение осредненных по

Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса, которые замыкаются с помощью той

или иной полуэмпирической модели турбулентности. Замыкание происходит

путем установки связи между тензором рейнольдсовых напряжений с тензо-

ром осредненных скоростей деформации, которая чаще всего определяется

гипотезой Буссинеска.

Стоит отметить, что результатом моделирования, полученным с помощью

метода RANS, является стационарное решение, представляющее собой осред-

ненную по достаточно большому промежутку времени картину течения.

Широкое использование и успех RANS солверов обусловлены тем, что

данный подход позволяет достаточно точно предсказывать осредненные ха-

рактеристики турбулентного взаимодействия и аэродинамические парамет-

ры исследуемой конфигурации при небольших вычислительных затратах [5].

При этом разработано и внедрено во многие используемые для расчетов про-

граммные комплексы достаточно большое количество эмпирических моделей

турбулентности, разработанных специально для какого-либо узкого класса

течений.

Основными недостатками использования подхода RANS являются следу-

ющие. Во-первых, при сложной геометрии и условиях течения, например при

наличии обширных отрывных зон, использование подхода RANS не ведет к

достоверным результатам моделирования. Это обусловлено ограниченностью

разрабатываемых моделей замыкания осредненных по Рейнольдсу уравнений

Навье-Стокса. Во-вторых, в рамках данной методики невозможно предска-

зать нестационарные турбулентные и акустические характеристики изучае-

мой конфигурации. Поэтому использование подхода RANS для моделирова-

ния достаточно сложных пристеночных турбулентных течений чаще всего
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не приводит к получению удовлетворительных результатов (см. материалы

семинаров ERCOFTAC [6–9]).

1.2.URANS подход

Под нестационарным RANS (Unsteady RANS, URANS) подходом подра-

зумевается моделирование классическим RANS методом, при котором по той

или иной причине решение не сходится к какому-либо стационарному рас-

пределению, а меняется в течении всего времени расчета. При этом нестаци-

онарность может быть обусловлена различными факторами, например, ме-

няющими в течение времени входными граничными условиями. Также часто

нестационарное поведение решения связано с возникновением естественной

численной неустойчивости, появляющейся в процессе расчета вследствие ис-

пользования подробных сеток и/или высокоточных схем.

Преимуществом данного подхода является возможность разрешать доми-

нантные, в значительной степени невязкие вихри, характеризующиеся мак-

ромасштабами модели. Некоторые течения, особенно возле плохообтекаемых

тел с массивным образованием отрывных зон, приводят к нестационарному

решению, которое существенно отличается от стационарного. В то же время, с

точки зрения вычислительных затрат, трехмерный URANS расчет для слож-

ных конфигураций и с реальными числами Рейнольдса, характерных для

авиационной промышленности, сегодня является вполне выполнимым [10] за

достаточно разумное время. Это привлекло значительный интерес к данному

подходу в конце 1990-х годов. В смысле «полезности» для расчета сложных

отрывных турбулентных течений и прогнозирования возникающего аэроди-

намического шума, URANS модели могут претендовать только на основные

дискретные тона и/или низкочастотные части широкополосного спектра.

Данный подход позволяет более точно по сравнению со стационарным

RANS предсказать осредненные характеристики течения [11] возле плохооб-
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текаемых тел. Но при моделировании таких задач использование URANS ча-

сто не ведет к корректному предсказанию такой характеристики, как число

Струхаля St, которое для большинства отрывных течений является доста-

точно независимым показателем. При этом даже если в результате модели-

рования получено правильное значение числа St, это не гарантирует, что на

данной сетке подход будет корректно предсказывать остальные аэродинами-

ческие и акустические характеристики [12]. Кроме того, подход URANS не

обладает таким свойством, как сеточная сходимость [3].

Однако следует отметить, что недавние исследования, частично выпол-

ненные в рамках европейского проекта DESider [4], в котором в основном

для верификации методик рассматривались задачи течения возле плохооб-

текаемых тел, пролили новый свет на потенциал подхода URANS, в ре-

зультате чего появились так называемые URANS модели второго поколе-

ния (Second Generation URANS Models, 2G-URANS). К ним относится, в

частности, модель частично осредненных уравнений Навье-Стокса (Partially

Averaged Naveir-Stokes, PANS), которая была предложена в работах [13,14]. В

рамках данного подхода количество разрешаемых турбулентных пульсаций

выбирается до проведения самого расчета и ограничивается путем демпфи-

рования части слагаемых в исходной RANS модели. Использование метода

PANS затруднительно для расчета сложных пристеночных турбулентных те-

чений ввиду отсутствия четкого общего принципа выбора констант, опреде-

ляющих поведение течения и соотношение разрешаемого и моделируемого

турбулентного контента. К тому же используемое демпфирующее соотноше-

ние одинаково для всей расчетной области и не зависит от характера течения

в различных ее частях.

Также одним из активно развивающихся 2G-URANS подходов является

модель адаптивного масштаба (Scale-Adaptive Simulation, SAS) [15], получен-

ная посредством введения масштаба длины фон Кармана в качестве измери-

тельного элемента в уравнениях. Это делает модель чувствительной к раз-
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решаемым турбулентным структурам, что отражено в названии получивше-

гося подхода. Этот подход продемонстрировал некоторые перспективные ре-

зультаты для различных аэродинамических течений, включая течения возле

плохообтекаемых тел [16], и безусловно заслуживает дальнейшего изучения

в качестве средства для расчета.

Одним из главных недостатков 2G-URANS подходов является то, что дан-

ные методы изначально были разработаны и протестированы на задачах с

массивным отрывом, и переключение в LES-режим в процессе расчета осу-

ществляется только при возникновении разрешенных турбулентных струк-

тур. Однако в случае отсутствия или слабости какого-либо естественного ме-

ханизма неустойчивости течения численное решение, получаемое с помощью

данных подходов, становилось либо стационарным, либо слишком вязким для

корректного предсказания нужных характерстик, особенно в области при-

соединенного пограничного слоя. Поэтому использование данного подхода

для моделирования сложных пристеночных турбулентных течений является

неразумным.

1.3.Подход DNS

Альтернативой к RANS служит использование вихреразрешающих под-

ходов, к которым можно отнести прямое численное моделирвание (Direct

Numerical Simulation, DNS), метод моделирование крупных вихрей (Large

Eddy Simulation, LES), а также гибридные RANS-LES методы.

Прямое численное моделирование означает решение полных нестационар-

ных трехмерных уравнений Навье-Стокса. При этом предъявляются серьез-

ные требования к вычислительной сетке, на которой должен разрешаться

полный диапазон турбулентных масштабов вплоть до колмогоровских и вос-

производиться полный спектр акустического шума.
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Преимущество такого подхода состоит в непосредственном нестационар-

ном моделировании течений, в том числе и турбулентных, при произвольных

числах Рейнольдса. При этом предполагается, что метод DNS свободен от

численной и других форм ошибок. Это означает, что дискретизация уравне-

ний Навье-Стокса должна производиться с помощью устойчивых высокоточ-

ных схем, и численное решение должно удовлетворять физически адекват-

ным начальным и граничным условиям. Основная сложность проведения рас-

четов методом DNS состоит в требуемом объеме вычислительных ресурсов.

Реализация этой модели для практических индустриальных задач с числами

Рейнольдса, большими 105 , особенно для течений с наличием и существен-

ным влиянием стенки, в настоящее время невозможна даже с учетом скач-

ка в производительности вычислительной техники из-за слишком высокой

стоимости вычислительных затрат [10]. Для проведения расчетов с помощью

метода прямого численного моделирования расчетная сетка должна быть до-

статочно подробной, чтобы разрешить наименьшие вихри, размеры которых

порядка колмогоровского масштаба длины. Из этого следует оценка коли-

чества узлов сетки 𝑁DNS, необходимых для проведения расчетов, пропорцио-

нально (0.15 · Re)9/4. В монографии [1] приводятся оценка зависимости числа

узлов расчетной сетки от числа Рейнольдса для задачи о развитом течении

в канале прямоугольного сечения (см. таблицу 1.1).

Таблица 1.1: Зависимость числа узлов в расчетной сетке от числа
Рейнольдса для течения в канале прямоугольного сечения при

использовании подхода DNS.

Re 𝑁DNS

103 7.87× 104

104 1.4× 107

105 2.49× 109
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Из этой таблицы видно, что возможность применения DNS для расчета

сложных пристеночных турбулентных течений на сегодняшний день ограни-

чивается характерным числом Рейнольдса меньше 104, которое редко встре-

чается в индустриальных приложениях.

1.4.Подход LES и его модификации

Подход моделирования крупных вихрей (Large Eddy Simulation – LES) по-

лучается пространственным осреднением уравнений Навье-Стокса с исполь-

зованием некого фильтра, зависящего от шагов вычислительной сетки [17].

LES предполагает моделирование, при котором крупные вихри, характер-

ный масштаб которых больше некоторого из инерционного интервала, разре-

шаются. Влияние же более мелких вихрей, то есть вихрей так называемого

подсеточного масштаба (SubGrid Scales — SGS), учитывается с помощью той

или иной LES-модели, называемой обычно подсеточной моделью турбулент-

ности. Основным предположением подхода LES является то, что наибольшие

по характерному размеру вихри, определяемому макромасштабами модели,

несут максимум рейнольдсовых напряжений и должны быть сеточно раз-

решены и напрямую рассчитаны. Генерация таких турбулентных структур

определяется воздействием граничных условий или геометрией исследуемой

конфигурации. При этом мелкомасштабная турбулентность является слабой,

то есть содержащей меньшую интенсивность рейнольдсовых напряжений, и

поэтому представляется менее критичной для описания турбулентного тече-

ния. Также она близка к изотропной и имеет характеристики, близкие к уни-

версальным. Поэтому она в большей мере поддается моделированию и может

быть описана порой достаточно простой по записи и реализации подсеточной

моделью турбулентности.

Поскольку метод LES включает моделирование мельчайших вихрей, то

есть описания их влияния на более крупные, разрешенные структуры, мини-
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мальные размеры расчетных сеток могут быть намного больше обязательной

для DNS колмогоровской длины (наименьшего масштаба турбулентности).

При этом временные шаги также могут быть выбраны много большими, чем

это необходимо при прямом численном моделировании. Следовательно, при

заданном числе узлов сетки возможно проводить расчеты с более высокими

числами Рейнольдса на основе LES, чем используя подход DNS (см. Табли-

ца 1.2 из [10]) .

Таблица 1.2: Сравнение размеров сеток, необходимых для расчетов с
помощью методов DNS и LES для чисел Рейнольдса 12300 и 230000.

Re 𝑁DNS 𝑁LES

123000 6.7× 106 6.1× 105

230000 2.1× 109 1.0× 109

Уравнения для моделирования крупных вихрей выводятся из уравнений

Навье-Стокса путем их осреднения по пространству оператором, фильтру-

ющим масштабы, меньшие чем шаг сетки. Процедура осреднения отделяет

способные к разрешению масштабы от подсеточных, причем фильтр вводит

масштаб Δ, который представляет наименьший масштаб турбулентности, до-

пустимый этим фильтром.

Наряду с моделированием крупных вихрей, находят применение подхо-

ды, которые не используют подсеточные модели – монотонное моделирова-

ние крупных вихрей (Monotonic Implicit LES — MILES) или с другим назва-

нием неявный LES (Implicit LES — ILES). Применяемые в них разностные

схемы высокого порядка, обладающие свойством монотонности, уже имеют

достаточную численную диффузию и диссипацию, которая имитирует ста-

билизирующее действие подсеточных моделей и учитывает влияние неразре-

шенных турбулентных структур. Диссипативный механизм (сглаживающий

фильтр) содержится в операторе, дискретизирующем конвективные слагае-

мые (в частности, противопоточные схемы), что обеспечивает устойчивость
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решения и имеет малую диссипацию в области крупных масштабов и боль-

шую в области мелких вихрей. Использование неявных LES-подходов должно

производиться с повышенной аккуратностью, так как возможна ситуация, ко-

гда схемная диссипация будет велика по сравнению с масштабом вихря 𝑙 (от-

ношение Δ𝑥/𝑙 велико), и вихрь будет гаситься схемой. Поэтому при исполь-

зовании данного подхода следует обращать пристальное внимание на выбор

сетки и точность пространственной аппроксимации разностной схемы.

Различные способы введения неявных подсеточных моделей рассмотрены

в сборнике [18]. Подробное описание всевозможных подходов к моделирова-

нию крупных вихрей дано в монографии [2]. Чаще всего метод LES, MILES и

ILES применяют для решения тех индустриальных задач, где влияние стенки

минимально, и может либо пренебрегаться, либо заменяться использованием

каких-либо полуэмпирическим подходом для учета влияния стенки. В случае,

когда в рассматриваемых конфигурациях присутствует твердая поверхность,

которая оказывает сильное влияние на течение, применение моделирования

крупных вихрей сильно ограничено. Это связано с тем, что основные вы-

числительные затраты приходятся на сравнительно тонкий присоединенный

пограничный слой, в котором необходимо разрешать основные турбулентные

структуры, размер которых значительно меньше тех, которые образуются

и рассчитываются вдали от стенки. В итоге на область пограничного слоя

обычно приходится не менее 10 % от всех узлов сетки. Таким образом, при-

менительно к моделированию течений при наличии и существенном влиянии

стенки, вычислительные затраты метода LES становятся сравнимыми с DNS

подходом.

Чаще всего классический метод LES успешно применяется для расчета

струйных течений (см., например, [19,20]) и течений с массированным отры-

вом (см., например, [21, 22]), который возникает вследствие возникновения

естественной неустойчивости, связанной с влиянием геометрии исследуемой

конфигурации. В этом случае турбулентность, возникающая в присоединен-
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ном пограничном слое, мало влияет на основные характеристики течения.

В расчетах такого типа течений с целью снижения вычислительных затрат

применяется модифицированные LES подход, заключающийся в использова-

нии эмпирических пристеночных функций, позволяющих формировать пра-

вильный средний профиль пограничного слоя вблизи стенки, где необходи-

мое сеточное разрешение сохранялось только в перпендикулярном к стенке

направлении.

Основываясь на первоначальных успехах LES в предсказании классиче-

ских течений, были сделаны попытки применить традиционный LES до слож-

ных турбулентных течений возле конфигураций, характерных для промыш-

ленности. Но расчетные сетки для таких задач все равно оказывались до-

статочно грубые, на которых невозможно воспроизвести реальное детализи-

рованное течение. Поэтому появился так называемый метод моделирования

очень больших вихрей (Very Large Eddy Simulation, VLES) [23]. В литературе

под VLES понимается довольно широкий круг подходов [24], от URANS до

LES. Данный подход при своей экономичности в большинстве случаев поз-

воляет лишь воспроизвести общую картину исследуемого течение и не при-

водит к достаточно точному предсказанию аэродинамических характеристик

как модели, так и течения, получающихся путем осреднения нестационарных

полей по времени.

Таким образом, применение подходов DNS и LES для расчета сложных

пристеночных турбулентных течений возле конфигураций, характерных для

авиационной промышленности, с высокими числами Рейнольдса серьезно за-

труднено ограниченностью вычислительных ресурсов.

1.5. Гибридные подходы

Использование метода RANS позволяет при небольших вычислительных

затратах достаточно точно и эффективно предсказывать осредненные харак-
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теристики турбулентных течений с высоким числами Рейнольдса. В то же

время при помощи данного подхода невозможно достичь приемлемой точно-

сти для конфигураций, в которых существенно влияние нестационарности.

Методика LES обеспечивает достаточно хорошую точность нестационарного

моделирования, но с очень большими вычислительными затратами, особенно

при расчетах пристеночных течений, где шаг сетки должен быть изотропен

и порядка малых диссипирующих погранслойных вихрей. Анализ возможно-

стей и ограничений двух традиционных подходов к моделированию турбу-

лентности, таких как RANS и LES, показал, что проблема расчета сложных

пристеночных турбулентных течений может быть успешно решена путем ис-

пользования набирающих в последнее время всё большую популярность ги-

бридных подходов [3].

Построение гибридных подходов возможно на основе структурного сход-

ства уравнений для LES и RANS. Уравнения движения в сиситеме RANS,

записанные относительно осредненных компонент вектора скорости ⟨𝑢𝑖⟩, вы-

глядят следующим образом:

𝜕𝑡⟨𝑢𝑖⟩+ 𝜕𝑥𝑗
(⟨𝑢𝑖⟩⟨𝑢𝑗⟩) + 𝜕𝑥𝑗

⟨𝑝⟩ = 𝜕𝑥𝑗

(︀
𝜈𝜕𝑥𝑗

⟨𝑢𝑖⟩
)︀
− 𝜕𝑥𝑗

𝜏RANS
𝑖𝑗 . (1.1)

Аналогичные уравнения для LES, записанные относительно разрешенной

скорости 𝑢𝑖, записываются как

𝜕𝑡𝑢𝑖 + 𝜕𝑥𝑗
(𝑢𝑖𝑢𝑗) + 𝜕𝑥𝑗

𝑝 = 𝜕𝑥𝑗

(︀
𝜈𝜕𝑥𝑗

𝑢𝑖
)︀
− 𝜕𝑥𝑗

𝜏LES𝑖𝑗 . (1.2)

Очевидное сходство, видимое из уравнений (1.1) и (1.2) еще усиливается

тем фактом, что концепция вихревой (турбулентной) вязкости, на которой

строится большинство подсеточных LES моделей, также является основопо-

лагающей для большинства RANS подходов.

Под RANS моделью турбулентности понимается такая модель, в кото-

рой компоненты тензора рейнольдсовых напряжений зависят от физических
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характеристик и которая полностью определяет (моделирует) турбулентные

пульсации всех масштабов. Например, 𝐾 − 𝜀 модель определяет

𝜏RANS
𝑖𝑗 = 𝑓

(︀
𝜕𝑥𝑗

⟨𝑢𝑖⟩, 𝐾, 𝜀, 𝐶
)︀
, (1.3)

где 𝐶 – модельная константа, 𝐾 – кинетическая энергия турбулентности, а

𝜀 – скорость ее диссипации.

Широко распространенная для подхода LES подсеточная модель Смаго-

ринского [25] позволяет замкнуть отфильтрованную по пространству систему

уравнений Навье-Стокса следующим образом:

𝜏LES𝑖𝑗 = 𝑓
(︀
𝜕𝑥𝑗

𝑢𝑖,Δ, 𝐶
)︀
, (1.4)

где Δ – подсеточный масштаб вычислительной сетки.

Учитывая то, что многие подсеточные LES модели были разработаны на

основе RANS моделей и в общем имеют схожую формулировку, под послед-

ней будем понимать такую методику замыкания осредненных по Рейнольдсу

уравнений Навье-Стокса, в которой компоненты тензора рейнольдсовых на-

пряжений определяются только физическими параметрами, не зависящими

от вычислительной сетки. В отличие от этого в LES модели в том или ином

виде участвует значение подсеточного масштаба, задаваемого в каждом узле.

Современные гибридные методы могут быть разделены на так называе-

мые глобальные, или методы сквозного счета, и сегрегированные (segregated),

или зональные, подходы. Суть первых заключается в том, что во всей рас-

четной области для моделирования используется одно и то же уравнение,

численное решение которого в зависимости от каких-либо критериев опери-

рует как LES в одних областях (например, в отрывных зонах) и как RANS

в других (например, в пристеночные области). Также в рамках глобальных

подходов значение незамкнутых слагаемых в исходных системах уравнений

(компонентов тензора рейнольдсовых/подсеточных напряжений) в каждой
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точке расчетной области может определяться взвешенной суммой RANS и

LES решения. Основным достаточно тонким и принципиальным вопросом

для данного типа подходов является процедура сопряжения областей двух ис-

ходных методов. А проблема работы гибридного подхода в зоне, где решение

не оперирует ни как чистый RANS, ни как чистый LES, обычно называется

проблемой «серой» зоны.

Процедура переключения RANS в LES в рамках гибридного RANS-LES

подхода может осуществляться различными способами. По типу общего прин-

ципа данного перехода глобальные гибридные подходы можно разделить на

два класса.

Одним из возможных вариантов может быть сопряжение моделей, то есть

определение незамкнутых членов в системе уравнений RANS или LES в виде

взвешенной суммы, используя соотношение

𝜏model
𝑖𝑗 = 𝑓RANS𝜏RANS

𝑖𝑗 + 𝑓LES𝜏LES𝑖𝑗 . (1.5)

В определении (1.5) 𝑓RANS и 𝑓LES – локальные коэффициенты, вычисля-

емые на основе локального значения заданного критерия перехода от обла-

сти работы одного подхода к другому. Подходы, которые построены на та-

ких принципах, называются сопряженные модели турбулентности (blending

turbulence model).

К данному классу относится подход глушения RANS модели, в лите-

ратуре называемый Flow Simulation Methodology (FSM) [26, 27]. В рамках

данного метода, основанного на RANS, модельный член уравнения 𝜏model
𝑖𝑗 =

𝑓Δ

(︁
Δ
𝑙𝐾

)︁
𝜏RANS
𝑖𝑗 с 0 ≤ 𝑓Δ ≤ 1, где 𝑙𝐾 – колмогоровский масштаб турбулентно-

сти. Функция 𝑓Δ глушит модельные напряжения при возникновении разре-

шенных турбулентных структур, что приводит к переходу расчета в нестаци-

онарных режим. Данный метод достаточно успешно показал себя для течений

с сильной неустойчивостью, например, для конфигураций с наличием острых
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углов, а также отрывных течений [28–30]. Однако недостатки этого метода

связаны с довольно сильной зависимостью течения от вычислительной сет-

ки и неуниверсальностью используемых в модели параметров и критериев

глушения, описываемого функцией 𝑓Δ, которые необходимо задавать до про-

ведения расчета.

Еще одним сопряженным гибридным RANS-LES методом является метод

взвешенной суммы LES и RANS, описанный и реализованный в [31–33], кото-

рый базируется на SST модели Ментера [34]. В данном подходе взвешивание

RANS и LES реализуется в выражении для турбулентной вязкости. Как и

для предыдущего рассмотренного метода, данных подход не является уни-

версальным и результат моделирования зависит от сетки, используемой для

расчета, и выбора функции взвешивания. К тому же сопряжение в виде взве-

шенной суммы, как показали некоторые исследования [35], могут приводить

к генерации нефизичных структур в моделируемом течении.

Другим принципом гибридизации подходов RANS и LES может быть сле-

дующий: в одной зоне расчет ведется в рамках чистого LES подхода, в осталь-

ной работает RANS. Также в процессе расчета явно или неявно существует

граница областей работы исходных методов. Такие подходы называются под-

ходы взаимодействующих RANS и LES моделей. При этом граница может

быть мягкой и жесткой в зависимости от того, меняется она в течении всего

расчета или остается постоянной, заданной в начальный момент времени.

К взаимодействующим RANS-LES методам относится двухслойные подхо-

ды. При использовании данных методов вблизи стенки выделяется подслой,

внутри которого решается уравнение Рейнольдса на сетке, измельченной по

направлению нормали к твердой поверхности. В процессе расчета полученное

в пограничном слое RANS решение используется для постановки граничных

условий на стенке для LES подхода, с помощью которого ведется моделиро-

вание течения. В этом плане двухслойный подход напоминает чистый LES

с пристеночными функциями, только в данном подходе поведение вихрераз-
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решающего подхода вблизи границы описывается используемой RANS моде-

лью. Двухслойные подходы были предложены в работах [36,37]. Использова-

ние данного подхода позволяет получить результаты, лучшие относительно

аналогичных результатов из расчета с использованием LES с пристеночными

функциями [37]. Однако основным недостатком двухслойного подхода явля-

ется то, что его удачное применение известно лишь для достаточно простого

типа течений, например, для развитого течения в плоском канале и течения

за обратным уступом в канале.

Одним из главных толчков к созданию методов, позволяющих коррект-

но моделировать нестационарное течение в присоединенном пограничном

слое является недостаток гибридных RANS-LES подходов, заключающийся в

неправильном моделировании профиля скорости в логарифмическом участ-

ке. В иностранной литературе данное явление называется Log-Layer Mismatch

(LLM) (см., например, [38]. Такая проблема появляется из-за того, что на гра-

нице между RANS и LES областью модельные напряжения уменьшаются, и

ввиду отсутствия мелкомасштабной турбулентности не происходит компен-

сации полных напряжений за счет разрешенных. Это приводит к тому, что

профиль средней скорости имеет два логарифмических участка, смещенных

друг относительно друга. Это может приводить к существенной ошибке в

оценке коэффициента трения на стенке. Данный эффект не сильно влияет

на оцениваемые характеристики в случае моделирования течений с массив-

ным ярко выраженным отрывом в отличие от присоединенных турбулентных

течений.

В последнее время предложен целый класс гибридных взаимодействую-

щих RANS-LES методов крупных вихрей с пристеночным RANS моделиро-

ванием (Wall Modelled LES, WMLES). В рамках данных подходов с помощью

специальных методик в той или иной мере решается проблема LLM. В общем

можно выделить три типа таких методик. Первый заключается в добавлении

объемного источника турбулентных пульсаций в исходные уравнения (см.,
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например [39]). При этом пульсации либо задавались с помощью стохасти-

ческого метода, либо моделировались при проведении дополнительного DNS

расчета.

Второй методикой борьбы с LLM является использовании дополнительной

фильтрации в пределах RANS-LES интерфейса [40]. Эффективность данно-

го метода была показана на примере расчета достаточно простых течений.

Главным недостатком WMLES методов, использующих источник пульсаций

и вводящих дополнительную фильтрацию является обязательность задания

границ RANS-LES интерфейса до начала расчета. Это существенно ослож-

няет использование данных подходов для расчета сложных пристеночных

течений.

Третья WMLES предполагает модификацию турбулентной вязкости в

окрестности RANS-LES интерфейса. В работе [41] для этого использовал-

ся гибридный подсеточный масштаб длины, который был введен для моде-

ли Смагоринского-Лилли [42], и позволил существенно улучшить результаты

для моделирования развитого течения в бесконечном плоском канале. В отли-

чие от вышеописанных WMLES подходов, данные обладает большей универ-

сальностью, что делает его более пригодным для расчета сложных течений

возле конфигураций с произвольной геометрией.

WMLES подходы часто применяют в рамках зонных методов. Но несмот-

ря на многообещающие результаты, полученные с использованием Embedded

LES, его возможности для моделирования течения возле тел со сложной гео-

метрией и наличием отрывных зон недостаточно изучены, и необходимо даль-

нейшее подтверждение этого подхода.

Наибольшую популярность среди унифицированных моделей имеет метод

моделирования отсоединенных вихрей (DES), который представляет собой

гибридную модель RANS/LES, что является разумным компромиссом RANS

и LES методиками. Моделирование крупных вихрей (LES) включается только

в областях течения, где размер (шаг) сетки Δ достаточен для разрешения
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турбулентности с масштабом 𝐿turb(Δ ≈ 𝐿turb). RANS работает в остальной

области течения (Δ > 𝐿turb). Например, для течений возле плохообтекаемых

тел с обширной отрывной зоной это означает следующее:

∙ область присоединенного пограничного слоя считается по RANS подхо-

ду, который обеспечивает хорошую точность в подобной ситуации;

∙ отрывная область, с относительно крупными вихрями, рассчитывается

в LES моде.

Основная идея DES состоит в использовании одной и тоже RANS моде-

ли в RANS и LES модах. LES мода представляет собой подсеточную версию

модели Спаларта-Аллмараса [43] и получается заменой линейного масштаба

турбулентности 𝑑𝑤 из RANS на масштаб турбулентности 𝐶DESΔ из модели

LES. В результате получаем подсеточную модель из одного уравнения — вер-

сия модели SA с моделированием вихрей подсеточного масштаба.

Благодаря впечатляющим результатам, полученным при первом исполь-

зовании DES его авторами в сложных аэродинамических приложениях ( [44],

[45], [46]), DES стал достаточно популярным подходом как в области вычис-

лительй газовой динамики (CFD) так и аэроакустики (CAA). Далее использо-

вание данного подхода привело к успешным результатам для моделирования

широкого класса течений (см. например в [47–54]).

Одной из проблем, возникающих при применении метода DES в ориги-

нальной формулировке, является неправомерное переключение расчета в LES

режим внутри пограничного слоя в тех местах, где сеточного разрешения для

моделирования с помощью данного подхода не достаточно. При этом модель-

ная часть напряжений мала ввиду того, что расчет в этой области ведется

не в RANS режиме. Это приводит к существенным ошибкам в описании те-

чения, вплоть до преждевременного отрыва пограничного слоя при измель-

чении сетки. Такое явление при использовании оригинальной DES97 модели

характерно, например, при моделировании течения возле обратного уступа,
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при котором неправомерное переключение в LES режим происходит в рай-

оне острой кромки. Для преодоления данной проблемы был разработан метод

Delayed DES, DDES [55].

Следующей ветвью развития методики DES стало ее расширение для рас-

чета методом LES с пристеночным RANS моделированием, в итоге был раз-

работан гибридный DDES-WMLES подход IDDES [56]. В рамках данного под-

хода моделировае течения может происходить в трех различных режимах:

∙ режим RANS, оперирующий в области невозмущенного (стационарно-

го) пограничного слоя;

∙ режим LES, в который переключается расчет в областях отрывного те-

чения, находящихся на удалении от стенок;

∙ режим WMLES, работающий в области присоединенного пограничного

слоя при наличии разрешенных турбулентных пульсаций в окрестности

твердой стенки.

Также, в отличие от оригинальных WMLES подходов, которые разработа-

ны для расчета течений с однородным направлением потока, подход IDDES

может использоваться во всей области возле объекта, имеющего сложную

геометрическую конфигурацию.

Применение подходов семейства DES (DDES, IDDES) для моделирования

сложных пристеночных турбулентных течений показало очень хорошие воз-

можности в плане предсказания аэродинамических и аэроакустических ста-

ционарных и нестационарных характеристик данных методов по сравнению

со многими другими [57–59].

Сегрегированные модели чаще всего используются в рамках солверов, ра-

ботающих на перекрывающихся структурированных сетках, и отличаются

тем, что в определенных областях вычислительного домена проводится LES

моделирование, а в остальных зонах ведется RANS расчет. При этом вза-
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имодействие между расчетными доменами возникает только в области пе-

рекрытия. При использовании данного подхода особое внимание уделяется

разработке эффективных методов стыковки RANS и LES областей.

К числу сегрегированных моделей относится так называемый Встроенный

(Embedded) LES подход (см., например [60]). Этот метод мог бы предоставить

очень полезные возможности для проведения LES/WMLES расчета локально,

то есть в определенном поддомене всей расчетной области. Основная пробле-

ма с реализацией этого подхода заключается в том, что когда течение из об-

ласти RANS пересекает RANS-LES интерфейс, необходимо описать/добавить

турбулентные флуктуации, чтобы перевести течение в возмущенный режим

LES. Данная процедура делается для задания нестационарных (содержащих

«турбулентный контент») входных граничных условий [61–63].

Применительно к расчету на неструктурированных сетках использование

сегрегированных подходов осложняется дополнительной проблемой аккурат-

ной стыковки RANS и LES решения, что для структурированных сеток с

технической точки зрения существенно проще.

Среди множества рассмотренных в методов для адаптации к «неструкту-

рированной» идеологии было выбрано семейство DES (DES97, DDES и IDDES

методы) с базовой моделью замыкания Спаларта-Аллмараса, что обусловле-

но следующими причинами.

∙ Все модели семейства DES относятся к классу методов сквозного счета,

что, в отличие от так называемых «сегрегированных» подходов, при

расчетах на неструктурированных сетках, не требует дополнительной

разработки методик стыковки RANS и LES границ, а также с точки

зрения распараллеливания алгоритма не усложняет решение задачи.

∙ При наличии реализованного солвера RANS с той или иной моделью

замыкания подходы семейства DES достаточно легко внедрить в рас-

четный код.
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∙ Методы DES97, DDES и IDDES верифицированы на широком классе

как тестовых задач, так и сложных нестационарных турублентных, в

том числе пристеночных, течений.

∙ Формулировка гибридных RANS-LES подходов семейства DES являет-

ся универсальной и не предполагает какого-либо выбора и настройки

параметров модели в зависимости от типа течения и вычислительной

сетки.

Выбор в пользу семейства DES подтверждается еще тем фактом, что дан-

ные подходы в настоящее время активно развиваются и применяются боль-

шим количеством исследователей.

Выбор модели замыкания Спаларта-Аллмараса для модифицированной

турбулентной вязкости в качестве базовой для гибридных RANS-LES подхо-

дов семейства DES был сделан

∙ по причине ее простоты по сравнению с другими моделями (одно урав-

нение, нетрудоемкие формулы);

∙ удобства использования в гибридных RANS-LES подходах.

∙ Кроме того, данная модель позволяет проводить физически корректное

моделирование широкого класса течений (пограничные слои, струи, от-

рывные течения и т.д.). Последнее подтверждается множеством резуль-

татов, описанных в научной литературе.
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Глава 2

Реализация гибридных RANS-LES методов мо-

делирования турбулентных течений в рамках

программного комплекса NOISEtte на неструк-

турированных сетках

2.1.Дискретизация уравнения переноса турбулент-

ной вязкости в модели турбулентности Спаларта-

Аллмараса

Первой задачей, которая должна была быть выполнена для реализации

гибридных RANS-LES методов в рамках программного комплекса NOISEtte,

была дискретизация уравнения переноса (см. А.2) для базовой модели турбу-

лентности Спаларта-Аллмараса применительно к используемым численным

методам. Их описание приведено в Приложении Б.

Аппроксимации высокого порядка точности конвективного члена урав-

нения Спаларта-Аллмараса для переменной 𝜌𝜈 ( 𝜌 – плотность, 𝜈 моди-

фициорованная турбулентная вязкость) производилась в рамках конечно-

разностной EBR (Edge-Based Reconstruction) схемы [64] на основе реберно-

ориентированной квазиодномерной реконструкции переменных. В программ-

ном комплексе NOISEtte для вычисления численного потока на грани ячейки

контрольного объема используется метод Роу в случае реконструкции физи-
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ческих переменных или противопоточная схема на основе одномерного солве-

ра Хуанг [65] в случае реконструкции потоковых переменных. Было предло-

жено и реализовано два следующих способа для аппроксимации численного

потока 𝐹 𝜌𝜈
𝑖𝑗 на грани 𝑆𝑖𝑗 контрольного объема, разделяющей узлы 𝑖 и 𝑗:

связанный подход, который подразумевает приближенное решение задачи

Римана о распаде разрыва (по схеме Роу или Хуанг) для расширенного

вектора переменных, включающего 𝜌𝜈, характеризующую турбулент-

ную вязкость;

сегрегированный подход, в котором при помощи Римановского солвера

(Роу или Хуанг) решается система уравнений для вектора газодинами-

ческих переменных, а уравнение Спаларта-Аллмараса для турбулент-

ной вязкости решается отдельно.

В первом случае на вход одномерного солвера Роу или Хуанг по-

даются реконструированные по EBR схеме высокого порядка точно-

сти вектор физических U = (𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝, 𝜈)𝑇 или потоковых F (U) =(︀
𝐹 𝜌, 𝐹 𝜌𝑢, 𝐹 𝜌𝑣, 𝐹 𝜌𝑤, 𝐹𝐸, 𝐹 𝜌𝜈

)︀𝑇
переменных (включая 𝜈 или 𝐹 𝜌𝜈) в точках 𝑖 и

𝑗.

Поток вычисляется в соответствии с общей схемой

𝐹𝑖𝑗 =
𝐹𝐿 + 𝐹𝑅

2
− 𝛿

2
𝑆−1|Λ|𝑆(𝑄𝑅 −𝑄𝐿) (2.1)

которая выписывается для системы из 6 уравнений. В случае, когда на вход

подаются реконструированные значения потоковых переменных, |Λ| заменя-

ется на sign(Λ).

Упорядочим собственные значения как (𝑢, 𝑢, 𝑢, 𝑢+ 𝑐, 𝑢− 𝑐, 𝑢), причём по-

следним поставим значение, отвечающее за турбулентную вязкость. Пусть n,

s, t - правая тройка единичных векторов. Тогда матрицы могут быть запи-

саны в следующем виде (примем 𝛾1 = 𝛾 − 1 и опустим для краткости индекс
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0 во всех входящих переменных):

𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1− 𝛾1
u2

𝑐2 𝛾1
𝑢
𝑐2 𝛾1

𝑣
𝑐2 𝛾1

𝑤
𝑐2

−𝛾1
𝑐2 0

−𝑢𝑠 𝑠𝑥 𝑠𝑦 𝑠𝑧 0 0

−𝑢𝑡 𝑡𝑥 𝑡𝑦 𝑡𝑧 0 0

1
2

(︁
𝛾1

u2

𝑐2 − 𝑢𝑛

𝑐

)︁
1
2

(︀
𝛾1

−𝑢
𝑐2 − −𝑛𝑥

𝑐

)︀
1
2

(︀
𝛾1

−𝑣
𝑐2 − −𝑛𝑦

𝑐

)︀
1
2

(︀
𝛾1

−𝑤
𝑐2 − −𝑛𝑧

𝑐

)︀
1
2
𝛾−1
𝑐2 0

1
2

(︁
𝛾1

u2

𝑐2 + 𝑢𝑛

𝑐

)︁
1
2

(︀
𝛾1

−𝑢
𝑐2 + −𝑛𝑥

𝑐

)︀
1
2

(︀
𝛾1

−𝑣
𝑐2 +

−𝑛𝑦

𝑐

)︀
1
2

(︀
𝛾1

−𝑤
𝑐2 + −𝑛𝑧

𝑐

)︀
1
2
𝛾−1
𝑐2 0

−𝜈
2𝛾1

u2

𝑐2 𝜈𝛾1
𝑢
𝑐2 𝜈𝛾1

𝑣
𝑐2 𝜈𝛾1

𝑤
𝑐2 −𝜈𝛾1

1
𝑐2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.2)

𝑆−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 1 1 0

𝑢 𝑠𝑥 𝑡𝑥 𝑐𝑛𝑥 + 𝑢 −𝑐𝑛𝑥 + 𝑢 0

𝑣 𝑠𝑦 𝑡𝑦 𝑐𝑛𝑦 + 𝑣 −𝑐𝑛𝑦 + 𝑣 0

𝑤 𝑠𝑧 𝑡𝑧 𝑐𝑛𝑧 + 𝑤 −𝑐𝑛𝑧 + 𝑤 0

u2/2 𝑢𝑠 𝑢𝑡 𝑢𝑛𝑐+ ℎ −𝑢𝑛𝑐+ ℎ 0

0 0 0 𝜈 𝜈 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.3)

Обозначим компоненту 𝜌 диссипативной часть потока 𝑆−1|Λ|𝑆(𝑄𝑅 −𝑄𝐿)

за 𝐷𝜌. Также введём обозначение 𝑉1 = |𝑢𝑛,0| для случая реконструкции кон-

сервативных переменных и 𝑉1 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑢𝑛,0) для случая реконструкции пото-

ковых переменных. Тогда поток (𝜌𝜈) можно выразить как

𝐹 𝜌𝜈
𝑖𝑗 =

𝐹𝜌𝜈(𝑄𝐿) + 𝐹𝜌𝜈(𝑄𝑅)

2
− 𝛿

2
(𝜈0(𝐷𝜌−𝑉1(𝜌𝑅−𝜌𝐿))+|𝑢𝑛,0|(𝜌𝑅𝜈𝑅−𝜌𝐿𝜈𝐿)) (2.4)

Если 𝜈0 определяется как (𝜈𝐿 + 𝜈𝑅)/2, то якобиан для неявной схемы

выглядит следующим образом:

𝜕𝐹 𝜌𝜈
𝑖𝑗

𝜕(𝜌𝜈)𝐿
=

𝑢𝑛,𝐿
2

− 𝛿

2

(︂
1

2𝜌𝐿
(𝐷𝜌 − 𝑉1(𝜌𝑅 − 𝜌𝐿)) + |𝑢𝑛,𝐿|

)︂
(2.5)

𝜕𝐹 𝜌𝜈
𝑖𝑗

𝜕(𝜌𝜈)𝑅
=

𝑢𝑛,𝑅
2

− 𝛿

2

(︂
1

2𝜌𝑅
(𝐷𝜌 − 𝑉1(𝜌𝑅 − 𝜌𝐿))− |𝑢𝑛,𝑅|

)︂
(2.6)
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Согласно второму методу, для вычисления потока 𝐹 𝜌𝜈
𝑖𝑗 на грани 𝑆𝑖𝑗 исполь-

зуется посчитанное по методу Роу (или Хуанг) значение потока плотности 𝐹 𝜌
𝑖𝑗.

При этом, в случае реконструкции физических переменных, а именно моди-

фицированной турбулентной вязкости 𝜈𝑖 и 𝜈𝑗, численный поток в уравнении

Спаларта-Аллмараса определяется следующим образом:

𝐹 𝜌𝜈
𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝐹 𝜌
𝑖𝑗 · 𝜈𝑖, 𝐹 𝜌

𝑖𝑗 ≥ 0

𝐹 𝜌
𝑖𝑗 · 𝜈𝑗, 𝐹 𝜌

𝑖𝑗 < 0
. (2.7)

Если же реконструкции подвергается потоковая переменная 𝐹 𝜌𝜈, то чис-

ленный поток 𝐹 𝜌𝜈
𝑖𝑗 предлагается вычислять как

𝐹 𝜌𝜈
𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝐹 𝜌𝜈
𝑖 , 𝐹 𝜌

𝑖𝑗 ≥ 0

𝐹 𝜌𝜈
𝑗 , 𝐹 𝜌

𝑖𝑗 < 0
. (2.8)

Якобиан для неявной схемы в случае реконструкции консервативных пе-

ременных выглядит следующим образом

𝜕𝐹 𝜌
𝑖𝑗

𝜕(𝜌𝜈)𝐿
= sign

(︀
F𝜌
ij

)︀
·
F𝜌
ij

𝜌L
(2.9)

𝜕𝐹 𝜌
𝑖𝑗

𝜕(𝜌𝜈)𝑅
=
(︀
1− sign

(︀
F𝜌
ij

)︀)︀
·
𝐹 𝜌
𝑖𝑗

𝜌𝑅
(2.10)

В случае реконструкции потоковых переменных якобиан выражается следу-

ющим образом:
𝜕𝐹 𝜌

𝑖𝑗

𝜕(𝜌𝜈)𝐿
= sign

(︀
F𝜌
ij

)︀
· un,L, (2.11)

𝜕𝐹 𝜌
𝑖𝑗

𝜕(𝜌𝜈)𝑅
= (1− sign (Fij)) · 𝑢𝑛,𝑅. (2.12)

Второй из предложенных способов является более экономичным с вычис-

лительной точки зрения, что обусловлено отсутствием необходимости решать

систему уравнений для большего числа переменных. В то же время первый

33



метод, как будет показано в третьей главе, позволяет добиться более устой-

чивого и более точного решения по сравнению с первым.

2.2. Определение пространственных масштабов турбу-

лентности в подходах RANS, LES и WMLES

В гибридных подходах семейства DES с моделью замыкания Спаларта-

Аллмараса переход от зон, где работает RANS, к LES зонам осуществляется

за счет замены масштаба турбулентности (что есть расстояние до стенки в

узле сетки), присутствующего в диссипативном члене уравнения Спаларта-

Аллмараса

𝑌𝜈 = 𝐶𝑤1𝜌𝑓𝑤

(︁
𝜈/𝑑𝑤

)︁2
(2.13)

на LES масштаб 𝐶DESΔ, определяемый сеточным разрешением Δ в данной

точке (𝐶DES — эмпирическая константа). В формуле (2.13) 𝐶𝑤1 есть констан-

та, а 𝑓𝑤 -– некая демпфирующая функция. Такая замена возможна, исходя

из соображений локального равновесия, при котором конвекция равна диф-

фузии, то есть
𝜕𝜌𝜈

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝜈𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 𝐷𝜈, и, как следствие, согласно уравнению

Спаларта-Аллмараса, производство турбулентной энергии равно её диссипа-

ции: 𝐺𝜈 = 𝑌𝜈. Из последнего соотношения можно получить выражение для

турбулентной вязкости, которая будет совпадать с эффективной вязкостью

модели Смагоринского при замене 𝑑𝑤 наΔ, и определение 𝐶DES через эмпири-

ческую константу данной модели. В оригинальном методе DES соотношение

для гибридного масштаба турбулентности выглядит как

𝑙DES = min (𝑑𝑤, 𝐶DESΔ) (2.14)
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В результате данной подстановки смоделированная турбулентная вяз-

кость RANS вблизи стенки перерождается в вязкость модели Смагоринского

на отдалении от нее.

Для представления наименьших разрешимых масштабов в области LES

необходимо, чтобы ширина фильтра в определении масштаба турбулентности

(2.14) не превосходила величины Δ, зависящей от выбора шага разностной

сетки.

Рисунок 2.1: Расчетная ячейка и окружающий ее параллелепипед (слева) и
тетраэдры, имеющие общую вершину I и часть расчетной ячейки (справа)

Как уже было отмечено выше, величинаΔ, используемая непосредственно

при построении модели, определяется сеточными характеристиками. В этом

смысле, техника нахождения Δ, в зависимости от конфигурации и от шага

сетки, входит в описание самой модели. В случае неструктурированных сеток,

определение Δ не так очевидно, как при использовании структурированных

сеток.

В данной работе предлагается ввести определение ширины фильтра для

неструктурированной сетки, как максимальной величины из всех высот тет-

раэдров, имеющих общую вершину (см. Рис. 2.1 справа)

Δ = max
𝑗=1,...,𝑁 𝑖

𝑇

max
𝑘=1,...,4

ℎ𝑗
𝑘 (2.15)
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где 𝑁 𝑖
𝑇 – число тетраэдров с общей вершиной 𝑖, вокруг которой построена

расчетная ячейка, ℎ𝑗
𝑘 – k-я высота j-го тетраэдра.

Следует отметить, что в случае, когда сетка становится декартовой, вы-

ражение (2.15) эквивалентно широко распространенному для структуриро-

ванных сеток определению Δ = max (Δ𝑥,Δ𝑦,Δ 𝑧).

Относительно оригинального метода DES, применение его DDES модифи-

кации, доработанной, в частности, в целях преодоления проблем, связанных

с неправомерным переключением расчета в LES режим внутри пограничного

слоя, где должен работать RANS, не требует дополнительных методик для

его адаптации к использованию на неструктурированных сетках.

Однако в методе IDDES, расширяющем DDES для LES расчета с присте-

ночным моделированием (WMLES), при более сложном определении подсе-

точного масштаба турбулентности как

Δ = min [max (𝐶𝑤𝑑𝑤, 𝐶𝑤ℎmax, ℎ𝑤𝑛) , ℎmax] (2.16)

используется еще локальный размер ячейки ℎ𝑤𝑛 сетки в направлении, пер-

пендикулярном стенке. Определение этого размера также неочевидно приме-

нительно к неструктурированным сеткам. В формуле (2.16) ℎmax – ширина

фильтра, определяемая соотношением (2.15), 𝐶𝑤 — некая эмпирическая кон-

станта.

Значение величины ℎ𝑤𝑛 для неструктурированной сетки предлагается

определять как проекцию контрольного объема, построенного возле узла сет-

ке, на вектор нормали к стенке. Формально для произвольной неструктуриро-

ванной сетки это можно записать следующим образом. Пусть n𝑖 — единичный

вектор нормали к стенке. Для каждого 𝑗 из 𝑁 𝑖
𝑇 тетраэдров, имеющих общую

вершину 𝑖, определим 𝑀+
𝑗 , 𝑀

−
𝑗 , 𝐺

+
𝑗 , 𝐺

−
𝑗 , 𝑂

+
𝑗 , 𝑂

−
𝑗 как максимальные по моду-

лю положительные и отрицательные проекции на n𝑖 векторов, соединяющих
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вершину 𝑖 и центры масс ребер, граней и самого тетраэдра. Тогда ℎ𝑤𝑛 будет

вычисляться следующим образом:

ℎ𝑤𝑛 = max
𝑗=1,...,𝑁 𝑖

𝑇

(︀
𝑀+

𝑗 , 𝐺
+
𝑗 , 𝑂

+
𝑗

)︀
+ max

𝑗=1,...,𝑁 𝑖
𝑇

(︀
𝑀−

𝑗 , 𝐺
−
𝑗 , 𝑂

−
𝑗

)︀
(2.17)

В программном комплексе NOISEtte вычисление подсеточных масштабов

Δ и ℎ𝑤𝑛, определяемых по формулам (2.15) и (2.17) соответственно, реали-

зовано в рамках основного расчетного модуля и происходит на этапе иници-

ализации. Для вычисления таких параметров, как расстояние до стенки 𝑑𝑤

и компоненты вектора нормали к стенке n𝑖 в узле неструктурированной сет-

ки, разработана отдельная сервисная программа, адаптированная к работе

на параллельной вычислительной системе.

2.3. Реализация гибридной разностной схемы для невяз-

ких потоков, соответствующей RANS-LES методам

Раздел 2.3 посвящен особенностям адаптации гибридной схемы [46] для

невязких потоков к используемой численной схеме повышенного порядка точ-

ности и неструктурированным сеткам.

В рамках RANS-LES подходов для LES областей противопоточные схе-

мы становятся слишком диссипативными, а центрально-разностные схемы

оказываются слабоустойчивыми в RANS зоне. Поэтому для корректного, без

излишней диссипации в отрывных зонах и при этом устойчивого в присте-

ночных областях, моделирования методами семейства DES необходимо ис-

пользовать гибридные численные схемы для невязких потоков. Исходя из

этого, численный поток через грань 𝑆𝑖𝑗, разделяющую точки 𝑖 и 𝑗, опреде-

ляется как взвешенная сумма его центрально-разностной и противопоточной

аппроксимации:
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𝐹𝑖𝑗 = (1− 𝜎) · 𝐹𝐶
𝑖𝑗 + 𝜎 · 𝐹𝑈𝑃𝑊

𝑖𝑗 . (2.18)

В работе этот подход применен в рамках используемой EBR схемы повы-

шенной точности для неструктурированных сеток. В выражении (2.18) 𝐹𝐶
𝑖𝑗

и 𝐹𝑈𝑃𝑊
𝑖𝑗 = 𝐹𝐶

𝑖𝑗 − 𝜎𝑎
𝑓𝑅
𝑖𝑗 − 𝑓𝐿

𝑖𝑗

2
– соответственно центрально-разностная и про-

тивопоточная аппроксимация конвективного потока, вычисляемые по схеме

Роу или Хуанг в зависимости от типа переменных на входе. Величины 𝑓𝐿
𝑖𝑗

и 𝑓𝑅
𝑖𝑗 представляют собой значения, полученные на основе квазиодномерной

реберно-ориентированной реконструкции физических (схема Роу) или пото-

ковых (схема Хуанг) переменных слева и справа от грани 𝑆𝑖𝑗 вычислительной

ячейки. 𝑎 = |𝐴𝑖𝑗| в случае использования схемы Роу, 𝑎 = sgn𝐴𝑖𝑗 для схемы

Хуанг, где 𝐴𝑖𝑗 – матрица Якоби на грани ячейки. Легко видеть, что числен-

ный поток 𝐹𝑖𝑗 в (2.18) может быть записан так же в форме параметрической

противопоточной схемы как

𝐹𝑖𝑗 = 𝐹𝐶
𝑖𝑗 − 𝜎𝑎

𝑓𝑅
𝑖𝑗 − 𝑓𝐿

𝑖𝑗

2
(2.19)

Параметр 𝜎 в выражениях (2.18) и (2.19) обозначает количество числен-

ной вязкости и меняется от 0 в LES зонах до 1 в пристеночных областях, где

расчет ведется в RANS режиме. Для его определения можно использовать

различные критерии. Он может быть представлен в виде функции, завися-

щей от моделируемого течения. Также его распределение может быть задано

статически. В рамках программного комплекса NOISEtte реализованы раз-

личные способы задания функции распределения количества численной вяз-

кости.
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2.4.Калибровка константы 𝐶DES в гибридных RANS-LES

подходах

Основная эмпирическая константа 𝐶DES гибридных подходов семейства

DES в общем случае зависит от используемого численного метода для дис-

кретизации основных уравнений. Ее калибровка была осуществлена путем

решения классической задачи о затухании однородной изотропной турбулент-

ности, которая представляет собой простейшую математическую реализацию

турбулентного течения, и поэтому является одним из фундаментальных те-

стов для проверки LES методик к моделированию турбулентности. В рамках

подхода DES при моделировании затухания однородной изотропной турбу-

лентности исходно RANS модель Спаларта-Аллмараса выступала в качестве

дифференциальной подсеточной модели. Задача хороша тем, что позволяет

при минимальной вычислительной стоимости проверить используемые под-

ход и солвер на способность корректно моделировать турбулентные структу-

ры и энергетический каскад.

Рисунок 2.2: Начальное распределение кинетической энергии
турбулентности для задачи о затухании однородной изотропной

турбулентности

39



Физический эксперимент [66], данные из которого использовались для

калибровки константы 𝐶DES, представлял собой течение, возбуждаемое тур-

булентной решеткой при прохождении через нее однородного потока. По мере

удаления от решетки возникшая турбулентность постепенно затухала вви-

ду отсутствия причин, способствующих ее дальнейшей генерации. Выход-

ные данные эксперимента представляют собой спектры кинетической энергии

турбулентности, построенные по полям течения на различных расстояниях от

решетки, где влияние ее геометрии минимально.

Расчетной областью задачи, изображенной на Рис.2.2, для проведения

численного моделирования является куб размерами 2𝜋 × 2𝜋 × 2𝜋. Для то-

го чтобы течение было изотропным, по всем трем направлениям ставились

периодические граничные условия. Расчет и сравнение с результатами мо-

делирования проводились следующим образом. В качестве начальных усло-

вий задавалось случайное распределение скоростей, полученное с помощью

обратного преобразования Фурье от экспериментального спектра, получен-

ного по полю на определенном расстоянии от решетки. Далее проводилось

численное моделирование течения, представляющего собой постепенное есте-

ственное затухание турбулентности. Характерное число Рейнольдса задачи

Re = 1600.

Результаты расчета представляли собой поля трех компонент скорости в

безразмерные моменты времени T=0.87 и T=2, по которым потом строил-

ся энергетический спектр и происходило сравнение с экспериментальными

данными. При этом каждый из указанных моментов времени соответствует

определенному расстоянию по мере удаления от решетки в эксперименте. Для

построения трехмерных пространственных спектров и генерации начального

распределения использовалась утилита, разработанная в лаборатории «Вы-

числительная гидроаэроакустика и турбулентность» НИИММИСУ, г. Санкт-

Петербург.
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Рисунок 2.3: Энергетический спектр турбулентности на моменты времени

T=0.87 и T=2 на сетках 323 (сверху) и 643 (снизу)

Расчеты проводились на двух равномерных сетках с разрешением в 32 и

64 ячейки на ширину области. Для дискретизации по пространству исполь-

зовалась чистая центрально-разностная схема повышенного порядка точно-

сти. Интегрирование по времени происходило с помощью явной схемы Рунге-
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Кутты, при этом максимальное значение числа Куранта в области модели-

рования достигало 0.5.

На Рис. 2.3 представлены результаты моделирования в виде энергетиче-

ских спектров для сеток 323 и 643 на моменты времени T=0.87 и T=2 для зна-

чений константы 𝐶DES = 0.5, 0.65 и 0.8. Близость результатов расчетов с экс-

периментальными данными говорит об адекватности работы LES режима в

рамках гибридного подхода DES с моделью замыкания Спаларта-Аллмараса.

С одной стороны, правильно моделируется каскадный перенос энергии и по-

степенное затухание общей турбулентной энергии. С другой стороны, на оба

момента времени уклон кривой энергетического спектра в инерционном ин-

тервале соответствует как теоретическим оценкам (закону «-5/3» Колмого-

рова), так и экспериментальным данным. Как видно из графиков, значение

𝐶DES = 0.65 является наиболее оптимальным для используемой численной

схемы. Также можно заметить, что для всех рассмотренных значений эм-

пирической константы наблюдается незначительное отклонение графиков от

экспериментальных значений начиная примерно с 𝑘 = 11, что вполне соответ-

ствует лучшим известным результатам, полученным на структурированных

сетках.
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Глава 3

Верификация реализованных моделей на при-

мере канонических турбулентных течений

3.1. Турбулентный пограничный слой на плоской пла-

стине

Первая задача представляет собой стационарное течение возле беско-

нечной пластины. Расчеты были проведены с целью подтверждения кор-

ректности реализованного подхода RANS с моделью замыкания Спаларта-

Аллмараса (SA RANS).

Y

Z

Рисунок 3.1: Вид расчетной области и сетки в поперечном сечении для
задачи о стационарном обтекании бесконечной пластины
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Рассматриваемая конфигурация представляет собой поток, набегающий

на бесконечную пластину (см. Рис. 3.1). Характерное число Рейнольдса за-

дачи Re = 2.3 · 106, посчитанное по скорости 𝑈0 = 34 м/с и длине 𝐿 = 1 м. В

поперечном направлении (ось Z) ставились условия периодичности.
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Рисунок 3.2: Осредненный профиль скорости (слева) и осредненное
значение коэффициента трения (справа) для задачи о стационарном

обтекании бесконечной пластины

Из сравнения результатов моделирования (см. Рис. 3.2 в центре и справа)

с аналитическими оценками и результатами, полученными с помощью ком-

мерческого пакета Fluent, можно судить о правильной работе внедренной в

комплекс NOISEtte и адаптированной к расчетам на неструктурированных

сетках модели турбулентности Спаларта-Аллмараса.

3.2. Турбулентное течение в плоском канале

Рассматривается задача для верификации реализованной методики, пред-

ставляющая собой установившееся течение в плоском канале. Такая поста-

новка является хорошим тестом для проверки возможностей LES-модели для

корректного расчета нестационарного пристеночного турбулентного течения.

В задаче воспроизводится развитое турбулентное течение в бесконечном

по продольному и поперечному направлениям канале. Расчетная область

представляет собой параллелепипед размерами 4𝐻×1𝐻×1.5𝐻 (𝐿𝑥×𝐿𝑦×𝐿𝑧),
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Рисунок 3.3: Мгновенные поля течения для задачи о развитом
турбулентном течении в плоском канале

45



100 101 102
0

5

10

15

20

25

  

 

 

y+

 DNS
 

u+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0 u'+/u   v'+/u   w'+/u
      DNS
      

 

 

 

 

y/0.5H

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8 -u'v'+/u 2

   DNS
   

 

 

 

y/0.5H

Рисунок 3.4: Профили средней скорости (сверху) и разрешенных
напряжений Рейнольдса (в центре и снизу) в сравнении с

экспериментальными данными для задачи о развитом турбулентном
течении в плоском канале
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где 𝐻 – безразмерная ширина канала. Для поддержания расхода вдоль ко-

ординаты 𝑋 и возможности использовать условие периодичности в данном

направлении, в уравнение для продольной компоненты скорости вводился ис-

точниковый член, обеспечивающий фиксированный градиент давления. На

твердых стенках строились условия прилипания. Вычислительная сетка бы-

ла построена с учетом требований для LES расчета с хорошим разрешений

турбулентных структур (Δ𝑥+ = 40,Δ𝑧+ = 20,Δ𝑦+1 < 1).

Моделирование проводились для Re𝜏 = 400 с использованием подхода

IDDES, что соответствовало Re = 1.4 · 104, рассчитанному по соответствую-

щей среднерасходной скорости. Для сравнения были взяты данные из расчета

методом прямого численного моделирования (DNS) [67].

Ввиду того, что возмущение для данной задачи обусловлено только на-

чальными условиями, которые задавались в виде некоего нефизичного рас-

пределения скоростей, любое вовлечение дополнительной (численной) вязко-

сти может сказаться на корректном воспроизведении течения и на конечных

результатах. Поэтому для дискретизации по пространству использовалась

чистая центрально-разностная схема повышенного порядка точности. Инте-

грирование по времени проводилось с помощью явной схемы Рунге-Кутты,

шаг выбирался таким образом, чтобы значение числа Куранта во всей обла-

сти не превышало 0.5.

На Рис. 3.3 изображены мгновенные поля компонент скорости и отноше-

ния турбулентной вязкости к молекулярной в центральном сечении (плоско-

сти XY). На нем можно увидеть принципиально нестационарный характер

течения. При этом развитие турбулентных пульсаций и образование турбу-

лентных структур наблюдается во всех областях, относящихся к различным

подслоям пограничного слоя.

Корректность моделирования нестационарного пристеночного турбулент-

ного течения подтверждается сравнением выходных данных расчета с DNS

данными по моментам первого и второго порядка. Из графиков, представ-
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ленных на Рис. 3.4, на которых изображены профили средней скорости и

разрешенных напряжений Рейнольдса, можно судить о том, что исследуемое

течение воспроизводится достаточно правильно. Постановка задачи позво-

ляет проводить осреднение не только по времени, но и по пространству по

продольной (X) и поперечной (Z) координате, что способствует более быстрой

сходимости результатов.

Хорошее согласование данных из расчета с данными DNS позволяет сде-

лать вывод о возможности эффективного использования реализованной мето-

дики для расчетов по конфигурациям, которые предполагают пристеночное

LES-моделирование для получения корректных аэродинамических и акусти-

ческих характеристик.

3.3.Нестационарное турбулентное течение в канале с об-

ратным уступом

Третьей задачей, выбранной для верификации реализованных RANS-LES

методов, является моделирование пристеночного турбулентного течения воз-

ле бесконечного обратного уступа в канале, для которого характерно наличие

отрыва потока и дальнейшее его присоединение. Для данной задачи исполь-

зование вихреразрешающих подходов приводит к существенным улучшениям

в предсказании осредненных характеристик течения по сравнению с резуль-

татами моделирования методом стационарного RANS [56].

Для анализа и верификации были взяты соответствующие эксперимен-

тальные данные [68]. Задача хороша тем, что она позволяет проверить ра-

боту всех трех режимов, которые предусмотрены в рамках подхода IDDES:

нестационарный RANS в области перед уступом, LES и WMLES в областях за

уступом в далеке от стенки и в ее окрестности соответственно, переключение

в которые обусловлено срывом потока и переходом течения в нестационарный

режим.
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Рисунок 3.5: Схема расчетной области для задачи обтекания бесконечного
обратного уступа в канале

На Рис. 3.5 изображена схема расчетной области исследуемой конфигу-

рации в двумерном сечении. Пунктирной линией обозначены неотражаю-

щие входные и выходные граничные условия. Сплошная линия соответствует

твердым стенкам и условиям прилипания. В поперечном направлении (вдоль

оси Z) использовались периодические граничные условия, при этом ширина

расчетной области составляла 𝐿𝑍 = 2𝐻.

Характерное число Рейнольдса задачи, основанное на высоте уступа

H=3.8 см. и скорости входного потока 𝑈0 = 1.3м/с, что соответствует числу

Маха 𝑀 ∼= 0.033, равно Re = 28000.

Расчетная неструктурированная сетка для задачи содержит 1311690 уз-

лов и 7597800 тетраэдров. Характерный размер ячейки в поперечном направ-

лении составляет Δ𝑧 = 0.05𝐻. При построении вычислительной сетки было

уделено особое внимание области за обратным уступом, в которой происходит

образование слоя смешения и его присоединение к нижней стенке, что приво-

дит к возникновению нестационарного пристеночного турбулентного течения.

На входной границе расчетной области задавались соответствующие усло-

виям эксперимента профили скорости и турбулентной вязкости, полученные

в результате дополнительного расчета на плоской пластине. Было проведе-

но четыре расчета: методами RANS, DDES и два расчета методом IDDES.

Последние отличались между собой способом дискретизации конвективного

49



Рисунок 3.6: Мгновенные поля завихренности для задачи обтекания
бесконечного обратного уступа в канале из расчетов DDES (сверху),

IDDES1 (в центре) и IDDES2 (снизу)
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Рисунок 3.7: Мгновенные поля отношения турбулентной вязкости к
молекулярной для задачи обтекания бесконечного обратного уступа в

канале из расчетов DDES (сверху), IDDES1 (в центре) и IDDES2 (снизу)
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члена в уравнении Спаларта-Аллмараса: расчеты IDDES1 (сегрегированный

подход) и IDDES2 (связанный подход).

На Рис 3.6 и Рис 3.7 представлены картины распределения модуля за-

вихренности и отношения турбулентной вязкости к молекулярной соответ-

ственно, характерные для расчетов вихреразрешающими гибридными мето-

дами DDES и IDDES. При общей схожести течений можно заметить, что

при использовании IDDES подхода в окрестности нижней стенки за уступом

наблюдается большее количество разрешенных турбулентных структур. Это

может объясняться работой WMLES ветви данного подхода, в отличие от

DDES метода, где присоединенный пограничный слой рассчитывается в ре-

жиме URANS. Кроме того, из мгновенных картин течения можно увидеть

наличие осцилляций решения при использовании сегрегированного подхода

для дискретизации конвективного члена в модели Спаларта-Аллмараса (рас-

четы DDES и IDDES1). Это может объясняться тем, что исследуемое течение

достаточно низкомаховое, и это, в свою очередь, может приводить к возник-

новению неустойчивости при численном решении уравнения неразрывности,

связанной с малыми изменениями плотности.

Графики осредненного по времени коэффициента трения в сечении z=0

на поверхности за обратным уступом (Рис. 3.8) показывают, что несмотря

на то, что методом RANS более точно предсказана координата точки при-

соединения, соответствующая нулевому значению коэффициента трения, ис-

пользование гибридных подходов DDES и особенно IDDES ведет к более кор-

ректному моделированию рассматриваемого течения. При этом использова-

ние связанного подхода для дискретизации конвективного члена в уравнении

Спаларта-Аллмараса (расчет IDDES2) обеспечивает существенно более точ-

ное предсказание распределения осредненных характеристик.
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Рисунок 3.8: Графики осредненного по времени коэффициента трения на
поверхности для задачи обтекания бесконечного обратного уступа в канале

На Рис. 3.9 изображены профили осредненной продольной скорости.

Использование вихреразрешающих подходов привело к более корректному

предсказанию течения в окрестности нижней стенки за уступом, особенно

это видно из графиков из расчетов методом IDDES. При этом также можно

заметить, что более или менее заметные расхождения относительно экспери-

ментальных данных наблюдаются лишь в области слоя смешения на рассто-

янии порядка 2 и 3 высот уступа от его кромки. Они могут быть связаны с

проблемами в «серой зоне», области переключения от RANS к LES режиму,

где численный переход слоя смешения в трехмерный нестационарный режим

может происходить с некоторой задержкой. Тем не менее, результаты расче-

тов явно указывают на то, что использование вихреразрешающих подходов,

особенно дающих возможность вести моделирование в режиме WMLES, яв-
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Рисунок 3.9: Профили продольной скорости в сравнении с
экспериментальными данными в сечении z=0 за обратным уступом для

задачи обтекания бесконечного обратного уступа в канале
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ляется целесообразным и позволяет достичь наилучшего предсказания аэро-

динамических характеристик течения.

Таким образом, результаты расчетов, представленные в данной главе по-

казывают, что реализованные и адаптированные применительно к неструкту-

рированным сеткам в рамках программного комплекса NOISEtte гибридные

методы семейства DES позволяют достаточно хорошо моделировать нестаци-

онарные пристеночные турбулентные течения.
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Глава 4

Использование гибридных подходов семейства

DES для моделирования сложных нестационар-

ных турбулентных течений

4.1. Задача о взаимодействии турбулентного потока с за-

зором

4.1.1 Постановка задачи

Первая задача представляет собой турбулентное взаимодействие набега-

ющего потока с зазором в тонкой пластине. Для данной конфигурации, рас-

сматриваемой в рамках европейского проекта FP7 VALIANT, в ЦАГИ были

проведены экспериментальные исследования и получены данные для осред-

ненных по времени характеристик течения, а также данные по акустике в

дальнем поле. Проект VALIANT был нацелен на валидацию и улучшение

современных численных методов для обнаружения механизмов образования

шума от элементов планера самолета. При этом стоит отметить, что пред-

сказание акустических характеристик невозможно без корректного модели-

рования нестационарного турбулентного течения.

На Рис. 4.1 изображена схема расчетной области исследуемой конфигура-

ции в двумерном сечении. Пунктирной линией обозначены ее границы, на ко-

торых ставились условия неотражения. Сплошная линия соответствует твер-
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дым стенкам, на которых использовались условия прилипания. Характерным

размером задачи является толщина обтекаемой пластины H=5 мм. При про-

ведении численного моделировании длина зазора в поперечном направлении

предполагалась бесконечной, что позволило использовать периодические гра-

ничные условия. В эксперименте же она была конечной, равной 8H. Такое

упрощение существенно снизило вычислительную нагрузку для данной зада-

чи. В расчетах ширина области в поперечном (ось Z) направлении бралась

равной 2H.
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Рисунок 4.1: Схема расчетной области для задачи турбулентного
взаимодействия потока с зазором

Характерное число Рейнольдса для исследуемой конфигурации, основан-

ное на толщине пластины H и скорости входного потока 𝑈0 = 60 м/с, что

соответствует числу Маха 𝑀 ∼= 0.175, равно 19680.

Для того, чтобы воспроизвести полученный в условиях эксперимента по-

граничный слой заданной толщины, набегающий на переднюю кромку зазо-
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ра, на входной границе области держался профиль скорости, полученный при

дополнительном расчете на бесконечной пластине.

Для проведения численного моделирования была построена неструктури-

рованная сетка, состоящая из 8 млн. узлов и 48 млн. тетраэдров. Основное

внимание уделялось области внутри зазора, течение в котором формирует

основной механизм образования шума для данной конфигурации.

На первом этапе исследования расчет проводился методом DDES. Для

дискретизации по пространству использовалась гибридная схема [46], пере-

ключающаяся между противопоточной в области RANS и невозмущенной

части потока и центрально-разностной в районе зазора. Шаг по времени для

неявной схемы выбирался таким образом, чтобы внутри зазора локальное

число Куранта было меньше единицы.

Рисунок 4.2: Схема расположения виртуальных препятствий для
турбулизации входящего течения для задачи турбулентного взаимодействия

потока с зазором из расчета методом IDDES

На втором этапе моделирования расчет проводился с использованием под-

хода IDDES. При этом для того чтобы набегающее на зазор течение было

нестационарным с наличием разрешенных турбулентных структур в области

пограничного слоя, на определенном расстоянии до кромки ставились вирту-

альные зигзагообразные препятствия, реализованные методом погруженных

граничных условий. Форма и расположение турбулизаторов потока схемати-

чески изображены на Рис. 4.2.
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Вместе с добавлением виртуальных препятствий была перестроена рас-

четная сетка: во всей области вблизи пограничного слоя она была измельче-

на. Это было сделано для того, чтобы расчет пристеночного течения вверх по

потоку от передней кромки зазора велся в режиме WMLES с наличием раз-

решенных турбулентных структур. Это привело к увеличению размера сетки

до 16 млн. узлов.

4.1.2 Результы моделирования методом DDES

По мгновенным полям из расчета методом DDES на Рис. 4.3 можно уви-

деть, что нестационарное турбулентное течение образуется в результате сры-

ва потока с передней кромки зазора и имеет симметричный относительно

оси X характер течения.

Рисунок 4.3: Мгновенные поля течения для задачи турбулентного
взаимодействия потока с зазором из расчета методом DDES

Из картин осредненных по времени полей течения (Рис. 4.4) можно уви-

деть, что повышенные уровни как турбулентных (компоненты интенсивно-

сти турбулентности Рис. 4.4 слева), так и акустических (осредненные уровни

пульсаций давления Рис. 4.4 справа) пульсаций локализованы возле задней

кромки зазора.
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Рисунок 4.4: Осредненные поля компонент интенсивности турбулентности
(слева) и уровня пульсаций давления (справа) для задачи турбулентного

взаимодействия потока с зазором из расчета методом DDES

Результаты расчета пограничного слоя методом DDES довольно хорошо

согласовались с экспериментальными данными (см. Рис. 4.5 слева) в точках

на пластине вверх по потоку от кромки зазора, что говорит об адекватной

работе RANS режима гибридного подхода в пограничном слое стационарного

входящего течения. Некоторое отклонение вниз по потоку за задней кромкой

может быть связано с тем, что присоединенный пограничный слой при на-

личии входящих возмущений в рамках DDES подхода считается в URANS

режиме, что не совсем корректно.
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Рисунок 4.5: Осредненные профили продольной компоненты скорости
(слева) и спектральная плотность мощности пульсации давления в точке
дальнего поля (справа) для задачи турбулентного взаимодействия потока с

зазором из расчета методом DDES
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Графики спектральной плотности мощности пульсаций давления в точке

дальнего поля (Рис. 4.5 справа) показывают достаточно хорошее согласо-

вание с экспериментом. Осцилляции на высоких частотах связаны, по всей

видимости, с недостаточно удачным выбором контрольной поверхности. Вы-

сокие уровни шума на низких частотах в эксперименте, в том числе первый

пик, связаны с инсталляционными эффектами.

Из сравнения графиков на Рис. 4.5 справа можно увидеть различие на ве-

личину порядка 800 Гц в значениях основной дискретной частоты (2.1 кГц —

экспериментальная, 2.89 кГц -– расчетная). Оно может быть обусловлено

недостаточно корректным моделированием основного механизма образова-

ния шума для данной задачи с помощью метода DDES. Это связано с про-

блемой серой зоны, когда моделирование из режима RANS переходит в LES

режим в окрестности слоя смешения за передней кромкой зазора. Для ис-

следования этой проблемы был проведен расчет в рамках подхода IDDES, в

котором пограничный слой, набегающий на переднюю кромку зазора, счи-

тался в нестационарном WMLES режиме. Возбуждение входящего течения

достигалось путем установки специальных турбулизаторов на стенке вверх

по потоку.

4.1.3 Результы моделирования методом IDDES

Изменение структуры набегающего на зазор турбулентного течения при-

вело к увеличению разрешенных турбулентных структур, что можно увидеть

из Рис. 4.6, на котором изображено распределение осредненной кинетической

энергии турбулентности.
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Рисунок 4.6: Распределение осредненной кинетической энергии
турбулентности для задачи турбулентного взаимодействия потока с зазором

из расчета методом IDDES

Также турбулизация пограничного слоя привела к изменению структу-

ры течения внутри зазора, проявляющееся смещении осредненных вихрей от

задней к передней кромке. Это можно увидеть из Рис. 4.7, где изображены

поля компонент скорости.

Рисунок 4.7: Сравнение осредненных распределений продольной и
поперечной компонент скорости из расчетов методами DDES (сверху слева)

и IDDES (сверху справа)

В расчете методом IDDES наблюдался неустойчивый характер поведения

исследуемого течения с переключением между двумя режимами. Из спектров

в точках ближнего поля (Рис. 4.9 справа) можно увидеть, что при перестро-

ении течения наблюдается и скачок по значению дискретной частоты, свя-

занной с основным механизмом образования шума для конфигурации «вза-
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имодействие турбулентного потока с зазором». При первом режиме течения

(режим 1 Рис. 4.8 слева) основной акустический источник подобен тому, что

наблюдается в каверне с существенным влиянием расположения задней стен-

ки. Второй режим (режим 2 Рис. 4.8 справа) аналогичен течению в следе за

плохообтекаемым телом, в данном случае пластины с острыми кромками. Ха-

рактерными размерами в этих случаях являются ширина зазора и толщина

пластины соответственно. Это приводит к существенной разнице в пиковых

частотах (𝑓0 = 2130 Гц и 𝑓0 = 1700 Гц соответственно). Смену режимов

течения можно наблюдать по графику зависимости пульсаций давления от

времени в точке ближнего поля на Рис. 4.9 слева.

Рисунок 4.8: Мгновенные поля завихренности для двух режимов течения
для задачи турбулентного взаимодействия потока с зазором из расчета

методом IDDES

Таким образом, анализ представленных в работе результатов моделиро-

вания для задачи турбулентного взаимодействия потока с зазором при ис-

пользовании различных подходов показал, что исследуемое течение имеет

неустойчивый характер, и механизм образования шума сильно зависит от

входных условий течения и точности их воспроизведения при численном мо-

делировании.
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Рисунок 4.9: График зависимости давления от времени в момент перехода
течения из режима 1 в режим 2 и спектральная плотность мощности
пульсаций давления в точке ближнего поля (в центре) для задачи

турбулентного взаимодействия потока с зазором из расчета методом IDDES

4.2. Задача о трансзвуковом обтекании клиновидного те-

ла с обратным уступом

4.2.1 Постановка задачи

Вторая задача представляет собой обтекание клиновидного тела с обрат-

ным уступом, трехмерная модель которого изображена на Рис. 4.10.

Для исследуемой конфигурации характерно наличие обширной отрывной

зоны, которая образуется за обратным уступом, и возникшим в результате

этого сложным трехмерным нестационарным турбулентным пристеночным

течением, а также вторичной отрывной зоны за задней вертикальной стенкой

клиновидного тела.

Задача характеризуется следующими параметрами: трансзвуковое число

Маха 𝑀 = 0.913, число Рейнольдса, рассчитанное по длине 𝐿 поверхности

перед уступом, Re = 7.24 · 106. Расчетная область для задачи обтекания

клиновидного тела с обратным уступом представляет собой параллелепипед,

границы которого существенно отдалены от обтекаемого тела.
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Рисунок 4.10: Модель клиновидного тела с обратным уступом

Для проведения численного моделирования использовались две неструк-

турированные тетраэдральные сетки, грубая и подробная. Первая сетка со-

держала 16 млн. узлов и 96 млн. тетраэдров. При ее построении акцент был

сделан на области за уступом для возможности проведения пристеночно-

го LES моделирования с достаточным разрешением турбулентных структур.

После того, как расчеты на изначальной сетке не позволили получить удо-

влетворительные результаты, была построена подробная сетка, состоящая из

25 млн. узлов и 148 млн. тетраэдров, которая от грубой отличалась улучшен-

ным сеточным разрешением в поперечном (Z) направлении в центральной

области за уступом.

Для описания течения использовались подходы RANS и IDDES. Для дис-

кретизации по пространству использовалась гибридная схема [46], переклю-

чающаяся между противопоточной в области RANS и невозмущенной части

потока и центрально-разностной в области за уступом. Шаг по времени для

неявной схемы выбирался таким образом, чтобы локальное число Куранта

было меньше единицы в регионе, где присутствуют разрешенные турбулент-

ные пульсации.

Также ввиду возникновения несогласованности результатов моделирова-

ния на грубой сетке с экспериментальными данными был проведен тестовый

расчет для конфигурации, представляющей собой вырезанную центральную

часть сетки клиновидного тела (см. Рис. 4.11). В поперечном направлении

были поставлены условия периодичности.
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Рисунок 4.11: Конфигурация модели для тестовой конфигурации в виде
бесконечного клиновидного тела с обратным уступом в поперечном

направлении

Расчеты проводились на суперкомпьютере «Ломоносов» и МВС при од-

новременном задействовании 1500 процессорных ядер.

4.2.2 Результаты численного моделирования

Как видно из мгновенного поля течения на Рис. 4.14 сверху из IDDES

расчета на грубой сеткне, численный переход в трёхмерный нестационарный

режим слоя смешения, отрывающегося от кромки обратного уступа, проис-

ходит достаточно далеко. Вследствие этого координата точки присоедине-

ния в осреднённой картине течения к нижней стенке за уступом существенно

отодвинута вверх по потоку относительно её экспериментального значения

на величину порядка высоты уступа при в общем близких значениях (см.

Рис. 4.15 справа, красная пунктирная линия). Это возникает, по всей види-

мости, из-за следующих причин. Во-первых, из-за недостаточного сеточно-

го разрешения по поперечному (Z) направлению, которое составляет поряд-

ка 𝛿/3, где 𝛿 – толщина пограничного слоя на стенке перед уступом. Такое

достаточно грубое разрешение обусловлено требованиями к вычислительной
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стоимости задачи и необходимости за разумное время получить достаточную

для построения спектральных характеристик выборку. Во-вторых, это может

быть объяснено используемой гибридной численной схемы для невязких по-

токов, где вследствие малой устойчивости центрально-разностной схемы на

неструктурированной сетке приходилось вводить небольшую диссипацию, а

также учитывать наличие вблизи слоя смешения сверхзвуковых зон и скач-

ков уплотнения.

Для решения возникшей проблемы были проведены исследования для

упрощённой конфигурации, представляющей собой вырезанную часть усту-

па шириной 0.25L с периодическими граничными условиями в поперечном

направлении (см. область красного цвета на Рис. 4.11). При этом сеточное

разрешение во всех направлениях осталось неизменным.

Рисунок 4.12: Распределение осредненной продольной компоненты скорости
для трех режимов течения из расчета для тестовой конфигурации в виде

бесконечного клиновидного тела с обратным уступом в поперечном
направлении

Расчеты проводились в рамках подхода IDDES в трёх режимах: при ис-

пользовании полностью противопоточной схемы во всей области (режим 1);

при использовании гибридной численной схемы для невязких потоков (ре-

жим 2); при использовании гибридной численной схемы для невязких потоков
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и модифицированного характерного масштаба сетки Δ = max (Δx,Δy,Δz)

в области за уступом шириной порядка полторы высоты уступа, где искус-

ственно занижалось значение Δ𝑧 (режим 3). В результате модификаций чис-

ленный переход в слое смешения произошёл раньше, что привело к измене-

нию осредненной картины течения и характеристик, что можно увидеть из

рисунков 4.12 и 4.13.
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Рисунок 4.13: Распределение коэффициента давления на горизонтальной
стенке за уступом для трех режимов течения из расчета для тестовой

конфигурации в виде бесконечного клиновидного тела с обратным уступом
в поперечном направлении

Далее для исходной задачи была построена более подробная сетка, в ко-

торой шаг сетки в центральной области за уступом был Δ𝑧 = 0.002𝐿 вместо

Δ𝑧 = 0.005𝐿, что был в расчете на грубой сетке. Кроме того, при численном

моделировании, как и в тестовом расчете, искусственно занижалось значение

поперечной компоненты характерного масштаба вычислительной сетки, то

есть Δ = max (Δx,Δy, 0.1Δz).
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Рисунок 4.14: Сравнение мгновенных полей течения из расчетов на грубой
(сверху) и подробной (снизу) сетке методом IDDES для задачи об обтекании

клиновидного тела с трехмерным обратным уступом
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Рисунок 4.15: Распределение коэффициента давления на вертикальной
стенке обратного уступа (слева) и на поверхности за уступом (справа) в
центральном сечении клиновидного тела из расчетов методами RANS и
IDDES на грубой и подробной сетках в сравнении с экспериментальными

данными
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Изменение сетки привело к существенному улучшению результатов моде-

лирования по осредненному значению коэффициента давления на стенке за

уступом, что можно увидеть из Рис. 4.15. Изменение структуры течения по

сравнению с расчетом на грубой сетке заметно на Рис. 4.14, где изображены

мгновенные картины модуля завихренности. На нижней картине заметно, что

численный переход слоя смешения происходит существенно раньше. Кроме

того, моделирование на подробной сетке позволило получить более мелкомас-

штабную турбулентность, в том числе в пристенной области.

Также при моделировании на подробной сетке удалось получить неплохое

согласование с экспериментам по осредненным уровням пульсаций давления

(см. Рис. 4.16). Высокие уровни включают пульсации, связанные с турбулент-

ной, а также акустической составляющей. Отклонение от экспериментальных

данных может быть обусловлено тем, что расчет ведется в режиме WMLES,

и турбулентные структуры самых мелких масштабов не разрешаются, а мо-

делируются. Поэтому их вклад в общие уровни не учитывается.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
140

150

160

170

O
A

SP
L 

[
]

x/H

   
  IDDES (  )

Рисунок 4.16: Распределение осредненных уровней пульсаций давления на
поверхности за уступом в центральном сечении клиновидного тела из

расчета методом IDDES на подробной сетке в сравнении с
экспериментальными данными

Исходя из результатов, описанных выше, можно сделать вывод о том, что

разработанные и реализованные в рамках диссертации методики моделиро-

70



вания сложных пристеночных турбулентных течений позволяют эффективно

и с достаточной точностью предсказывать как аэродинамические характе-

ристики, так и акустические нагрузки для конфигураций, характерных для

авиационной промышленности.
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы заключаются в следую-

щем.

1. Современные RANS-LES методы семейства DES (DES97, DDES и

IDDES) адаптированы применительно к расчетам сложных нестацио-

нарных турбулентных течений на неструктурированных сетках.

2. Гибридные подходы для моделирования турбулентных течений реали-

зованы в рамках программного комплекса NOISEtte, предназначенного

для расчета задач аэродинамики и аэроакустики на неструктурирован-

ных сетках, в том числе с возможностью эффективного использования

суперкомпьютеров высокой мощности.

3. Произведена верификация реализованных гибридных RANS-LES мето-

дов путем решения задач по моделированию канонических турбулент-

ных течений:

∙ моделирование турбулентного пограничного слоя на пластине;

∙ моделирование установившегося турбулентного течения в плоском

канале;

∙ моделирование течения возле бесконечного обратного уступа в ка-

нале.

4. Решены две задачи по моделированию сложных нестационарных тур-

булентных течений с наличием отрыва и присоединения потока, харак-

терных для приложений авиационной промышленности.
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∙ В задаче о взаимодействии турбулентного течения с зазором в ме-

ханизации крыла, выявлена возможность неустойчивого поведения

течения с переключением в различные режимы.

∙ В результате моделирования трансзвукового обтекания клиновид-

ного тела с обратным уступом показаны особенности сложного,

существенно трехмерного турбулентного течения.
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Приложение А: Формулировка методов DES,

DDES и IDDES

Модель турбулентности Спаларта-Аллмараса

В модели турбулентности Спаларта-Аллмараса вихревая вязкость, участ-

вующая в определении эффективной вязкости, через которую замыкаются

уравнения RANS, определяется выражением

𝜇𝑡 = 𝑓𝜈1𝜌𝜈, 𝑓𝜈1 =
𝜒3

𝜒3 + 𝐶3
𝜈1

, 𝜒 =
𝜌𝜈

�̃�
(А.1)

Величина 𝜌𝜈 находится из решения дифференциального уравнения

𝜕𝜌𝜈

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝜈𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 𝐷𝜈 +𝐺𝜈 − 𝑌𝜈 (А.2)

где 𝐷𝜈 – член, описывающий диффузию турбулентности

𝐷𝜈 =
1

𝜎𝜈

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑗

{︂
(�̃�+ 𝜌𝜈)

𝜕𝜈

𝜕𝑥𝑗

}︂
+ 𝐶𝑏2𝜌

(︂
𝜕𝜈

𝜕𝑥𝑗

)︂2
]︃
, (А.3)

𝐺𝜈 – производство турбулентности

𝐺𝜈 = 𝐶𝑏1𝑆𝜌𝜈, 𝑆 = 𝑆 + 𝑓𝜈2
𝜈

𝜅2𝑑2𝑤
, 𝑓𝜈2 = 1− 𝜒

1+𝜒𝑓𝜈1
,

𝑆 = |Ω𝑖𝑗|+ 2min (0, |𝑆𝑖𝑗| − |Ω𝑖𝑗|) , |𝑆𝑖𝑗| =
√︀

2𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗, |Ω𝑖𝑗| =
√︀

2Ω𝑖𝑗Ω𝑖𝑗,

𝑆𝑖𝑗 =
1
2

(︁
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

)︁
, Ω𝑖𝑗 =

1
2

(︁
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

)︁
.

(А.4)
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𝑌𝜈 – диссипация турбулентности

𝑌𝜈 = 𝐶𝑤1𝜌𝑓𝑤

(︁
𝜈
𝑑𝑤

)︁2
,

𝑓𝑤 = 𝑔
(︁

1+𝐶6
𝑤3

𝑔6+𝐶6
𝑤3

)︁1/6
, 𝑔 = 𝑟 + 𝐶𝑤2

(︀
𝑟6 − 𝑟

)︀
, 𝑟 = 𝜈

𝑆𝜅2𝑑2𝑤

(А.5)

Величина 𝑑𝑤 в вышеприведенных формулах есть расстояние от твердой стен-

ки, что в данной модели характеризует линейный масштаб турбулентности.

Величины 𝜎𝜈, 𝐶𝑏1, 𝐶𝑏2, 𝐶𝜈1, 𝐶𝑤1, 𝐶𝑤2, 𝐶𝑤3 – константы модели Спаларта-

Аллмараса.

𝐶𝜈1 𝜎𝜈 𝐶𝑏1 𝐶𝑏2 𝐶𝑤1 𝐶𝑤2 𝐶𝑤3 𝜅

7.1
2

3
0.1335 0.622 𝐶𝑤1 =

𝐶𝑏1

𝜅2
+

1 + 𝐶𝑏2

𝜎𝜈
0.3 2.0 0.41

Подход DES

В рамках подхода DES97 в модели Спаларта-Аллмараса величина 𝑑𝑤 в

уравнениях (А.2-А.5) заменяется на

𝑙𝐷𝐸𝑆 = min (𝑑𝑤, 𝐶𝐷𝐸𝑆Δ) , 𝐶𝐷𝐸𝑆 = O(1), (А.6)

где Δ = max (Δx,Δy,Δz) – характерный размер ячейки сетки. Подход

DDES

Подход DDES отличается от DES97 модификацией линейного масштаба

𝑙𝐷𝐸𝑆 = 𝑑𝑤 − 𝑓𝑑max (𝑑𝑤 − 𝐶𝐷𝐸𝑆 ΨΔ, 0)

𝑓𝑑 = 1− th
(︁
(8 𝑟𝑑)

3
)︁
,

(А.7)

где

𝑟𝑑 =
𝜈 + 𝜈𝑇

𝜅2𝑑2𝑤 max
(︁√︁

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
, 10−10

)︁ , (А.8)

Ψ = min

[︃
10,

√︃
1

𝑓𝜈1
− 𝑓𝜈2𝐶𝑏1

𝑓𝑤𝑓𝜈1𝜅2𝐶𝑤1

]︃
. (А.9)
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Подход IDDES В рамках подхода IDDES определение линейного мас-

штаба выглядит следующим образом:

𝑙𝐼𝐷𝐷𝐸𝑆 = 𝑓𝑑 (1 + 𝑓𝑒) 𝑙𝑅𝐴𝑁𝑆 +
(︁
1− 𝑓𝑑

)︁
𝑙𝐿𝐸𝑆, (А.10)

где

𝑓𝑑 = max (1− 𝑓𝑑𝑡, 𝑓𝐵)

𝑓𝑑𝑡 = 1− th
(︁
(8 𝑟𝑑𝑡)

3
)︁

𝑟𝑑𝑡 =
𝜈𝑇

𝜅2𝑑2𝑤 max

(︂√︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕 𝑥𝑗

𝜕𝑢𝑗
𝜕 𝑥𝑖

,10−10

)︂
𝑓𝐵 = min

[︀
2 exp

(︀
−2𝛼2

)︀
, 1.0

]︀
𝛼 = 0.25− 𝑑𝑤

ℎmax

(А.11)

𝑓𝑒 = max (𝑓𝑒1 − 1, 0) Ψ 𝑓𝑒2

𝑓𝑒1 =

⎧⎨⎩ 2 exp
(︀
−11.09𝛼2

)︀
, 𝛼 ≥ 0

2 exp
(︀
−9.0𝛼2

)︀
, 𝛼 < 0

𝑓𝑒2 = 1−max (𝑓𝑡, 𝑓𝑙)

𝑓𝑡 = tanh
[︁(︀
𝑐2𝑡𝑟𝑑𝑡

)︀3]︁
𝑓𝑙 = tanh

[︁(︀
𝑐2𝑙 𝑟𝑑𝑡

)︀3]︁
𝑟𝑑𝑙 =

𝑟𝑑𝜈
𝜈+𝜈𝑡

𝑐𝑡 = 3.55 𝑐𝑙 = 1.63 (𝑆𝐴)

(А.12)

При этом в рамках подхода IDDES модифицируется определение подсе-

точного масштаба следующим образом:

Δ = min [max (𝐶𝑤𝑑𝑤, 𝐶𝑤ℎmax, ℎ𝑤𝑛) , ℎmax] , (А.13)

где ℎ𝑤𝑛 – масштаб сетки в направлении, перпендикулярном стенке, а 𝐶𝑤 =

0.15 – эмпирическая константа.
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Приложение Б: Используемые математические

модели и численные методы

Уравнения Навье-Стокса

Для описания течения используется система безразмерных уравнений

Навье–Стокса, записанная в дивергентной форме (в виде законов сохране-

ния) относительно вектора искомых консервативных переменных Q =

(𝜌, 𝜌𝑢, 𝜌𝑣, 𝜌𝑤, 𝐸)𝑇— плотности, трех компонент импульса и полной энер-

гии

𝜕Q

𝜕𝑡
+
𝜕F1(Q)

𝜕𝑥
+
𝜕F2(Q)

𝜕𝑦
+
𝜕F3(Q)

𝜕𝑧
=

𝜕F𝑁𝑆
1 (Q)

𝜕𝑥
+
𝜕F𝑁𝑆

2 (Q)

𝜕𝑦
+
𝜕F𝑁𝑆

3 (Q)

𝜕𝑧
(Б.14)

Параметры обезразмеривания:

∙ 𝐷 — характерный линейный размер задачи;

∙ 𝜌∞ — плотность невозмущенного потока;

∙ 𝑈∞ — скорость набегающего потока, 𝑐∞ = 𝑈∞/𝑀∞ — скорость звука в

невозмущенном потоке и 𝑀∞ — число Маха;

∙ 𝜇∞ — коэффициент динамической вязкости невозмущенного потока.

Безразмерные переменные:

∙
𝑥* = 𝑥

𝐷 , 𝑦* = 𝑦
𝐷 , 𝑧* = 𝑧

𝐷 , 𝑡* = 𝐷
𝑈∞

,

𝜌* = 𝜌
𝜌∞

, 𝑢* = 𝑢
𝑈∞

, 𝑣* = 𝑣
𝑈∞

, 𝑤* = 𝑤
𝑈∞

,

𝑝* = 𝑝
𝜌∞𝑈2

∞
, 𝑇 * = 𝑅

𝑈2
∞
𝑇, 𝜇* = 𝜇

𝜇∞
, 𝐸* = 𝐸

𝜌∞𝑈2
∞
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∙ Re∞ = 𝜌∞𝑈∞𝐷
𝜇∞

— число Рейнольдса;

∙ Pr =
𝜇∞𝑐𝑝
𝜆 — число Прандтля.

Здесь 𝜆 и 𝑐𝑝 есть коэффициенты теплопроводности и теплоемкости газа.

В дальнейшем для простоты записи символ «звездочку» в обозначениях без-

размерных переменных будем опускать. Конвективные потоки F1, F2, F3:

F1(Q) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝

𝜌𝑢𝑣

𝜌𝑢𝑤

𝑢(𝐸 + 𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,F2(Q) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌𝑣

𝜌𝑣𝑢

𝜌𝑣2 + 𝑝

𝜌𝑣𝑤

𝑣(𝐸 + 𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,F3(Q) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌𝑤

𝜌𝑤𝑢

𝜌𝑤𝑣

𝜌𝑤2 + 𝑝

𝑤(𝐸 + 𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(Б.15)

Здесь введены следующие обозначения:

∙ u = (𝑢, 𝑣, 𝑤) — декартовы компоненты скорости;

∙ 𝜌, 𝑝 — плотность и давление;

∙ 𝐸 = 𝜌
(︀
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2

)︀⧸︀
2+𝜌𝜀 — полная энергия, 𝜀 — внутренняя энергия.

Система уравнений (Б.14)-(Б.15) замыкается уравнением состояния со-

вершенного газа — 𝑝 = 𝜌𝜀 (𝛾 − 1), где 𝛾 есть показатель адиабаты. Вязкие
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потоки F𝑁𝑆
1 , F𝑁𝑆

2 , F𝑁𝑆
3 :

F𝑁𝑆
1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

𝜏𝑥𝑥

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑧

𝑢𝜏𝑥𝑥 + 𝑣𝜏𝑥𝑦 + 𝑤𝜏𝑥𝑧 + 𝑞𝑥

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,F𝑁𝑆

2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

𝜏𝑦𝑥

𝜏𝑦𝑦

𝜏𝑦𝑧

𝑢𝜏𝑦𝑥 + 𝑣𝜏𝑦𝑦 + 𝑤𝜏𝑦𝑧 + 𝑞𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

F𝑁𝑆
3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

𝜏𝑧𝑥

𝜏𝑧𝑦

𝜏𝑧𝑧

𝑢𝜏𝑧𝑥 + 𝑣𝜏𝑧𝑦 + 𝑤𝜏𝑧𝑧 + 𝑞𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(Б.16)

Компоненты вязкого тензора напряжений 𝜏𝑖𝑗 и вектора теплового потока

𝑞𝑗 могут быть записаны в виде следующих выражений

𝜏𝑥𝑥 =
𝜇
Re

(︀
2𝜕𝑢
𝜕𝑥 −

2
3𝑑𝑖𝑣u

)︀
, 𝜏𝑦𝑦 =

𝜇
Re

(︁
2𝜕𝑣
𝜕𝑦 −

2
3𝑑𝑖𝑣u

)︁
,

𝜏𝑧𝑧 =
𝜇
Re

(︀
2𝜕𝑤
𝜕𝑧 − 2

3𝑑𝑖𝑣u
)︀
, 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 =

𝜇
Re

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑦 +

𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁
,

𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑧𝑥 =
𝜇
Re

(︀
𝜕𝑢
𝜕𝑧 +

𝜕𝑤
𝜕𝑥

)︀
, 𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦 =

𝜇
Re

(︁
𝜕𝑣
𝜕𝑧 +

𝜕𝑤
𝜕𝑦

)︁ (Б.17)

𝑞𝑥 =
𝛾

Pr(𝛾 − 1)

𝜕𝑇

𝜕𝑥
, 𝑞𝑦 =

𝛾

Pr(𝛾 − 1)

𝜕𝑇

𝜕𝑦
, 𝑞𝑧 =

𝛾

Pr(𝛾 − 1)

𝜕𝑇

𝜕𝑧
(Б.18)

Граничные условия

На твердой поверхности ставятся граничные условия прилипания u = 0 и

условия адиабатической
(︁

𝜕𝑇
𝜕n𝐵

= 0
)︁
или изотермической (𝑇 = 𝑇𝑤) стенки. На

плоскостях симметрии — граничные условия отражения (u · n𝐵 = 0). Значе-

ние 𝑇𝑤 — заданная температура стенки и n𝐵 — внешний вектор нормали к

границе.
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Численные алгоритмы

Пространственная дискретизация системы уравнений Навье–Стокса про-

водится на тетраэдрической сетке; используется смешанный метод ап-

проксимации, а именно, члены конвективного переноса аппроксимируются

с использованием метода конечных объёмов, а диффузная часть уравнений

Навье–Стокса — методом конечных элементов. Интегрирование по времени

осуществляется явными методами типа Рунге-Кутта и неявными методами с

линеаризацией по Ньютону разностной системы уравнений.

Пространственная аппроксимация

Разобьём расчетную область Ω с границей Γ на тетраэдры: Ω =
𝑁𝑇⋃︀
𝑗=1

𝑇𝑗, где

𝑁𝑇 — число тетраэдров, покрывающих расчетную область. Формулировка

метода конечных объёмов требует определения расчетной ячейки 𝐶𝑖 около

каждого узла 𝑖, причем Ω =
𝑁𝑃⋃︀
𝑗=1

𝐶𝑖, где 𝑁𝑃 — число узлов расчетной сетки.

Определим расчетную ячейку или барицентрический контрольный объ-

ем 𝐶𝑖 следующим образом. Рассмотрим один из тетраэдров с вершиной в

узле 𝑖. Разделим его поверхностью, которая образуется пересечением плоско-

стей проходящих через следующие точки:

∙ 𝑀1,𝑀2,𝑀3 — середины ребер тетраэдра, содержащих узел 𝑖;

∙ 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3 — центры тяжестей граней, содержащих узел 𝑖;

∙ 𝐺 — центр тяжести тетраэдра.

Разбиение такой поверхностью определяет гексаэдр с вершиной в узле 𝑖.

Тогда расчетная ячейка вокруг узла 𝑖 представляет собой объединение гек-

саэдров, имеющих общий узел 𝑖.

Пусть 𝐼𝑖 есть множество узлов, соседних с узлом 𝑖. Определим поверх-

ность, разделяющую узлы 𝑖 и 𝑗 — 𝜕𝐶𝑖𝑗, как объединение частей поверхности
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контрольного объема 𝜕𝐶𝑖𝑗 по всем узлам соседних с узлом 𝑖:

𝜕𝐶𝑖𝑗 =
⋃︁
𝑗∈𝐼𝑖

𝜕𝐶𝑖

Запишем вариационную формулировку уравнений Навье–Стокса. Для

этого умножим правую и левую части равенства (Б.14) на пробную функ-

цию Ψ, где 𝑖 есть номер узловой точки и проинтегрируем по объему 𝐶𝑖:

˝
𝐶𝑖

(︁
𝜕Q
𝜕𝑡 + 𝜕F1

𝜕𝑥 + 𝜕F2

𝜕𝑦 + 𝜕F3

𝜕𝑧

)︁
Ψ𝑖𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

=
˝
𝐶𝑖

(︁
𝜕F𝑁𝑆

1 (Q)
𝜕𝑥 + 𝜕F𝑁𝑆

2 (Q)
𝜕𝑦 + 𝜕F𝑁𝑆

3 (Q)
𝜕𝑧

)︁
Ψ𝑖𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

(Б.19)

Выбор пробной функции Ψ𝑖 определяет метод аппроксимации:

∙ для гиперболической части (члены конвективного переноса) зададим

пробную функцию константой на ячейке, что и определяет аппрокси-

мацию методом конечных объёмов

Ψ𝑖 = 𝜒 (𝐶𝑖) ,

где Ψ𝑖 = 𝜒 (𝐶𝑖) есть характеристическая функция ячейки 𝐶𝑖;

∙ для диффузной части потоков пробная функция — кусочно линейна

на каждом тетраэдре, что определяет метод конечных элементов (P1

метод Галеркина)

Ψ𝑖 = 𝜙𝑖, 𝜙𝑖 (𝑎𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑆𝑖 =
⋃︁

𝑇 |𝑎𝑖∈𝑇

𝑇, (Б.20)

где 𝑆𝑖 — множество тетраэдров соседних к узлу 𝑖, а 𝑎𝑗 есть вершины

тетраэдров из этого множества. Тогда функция 𝑓 представима на тет-

раэдре 𝑇 в виде
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𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑇 =
⋃︁
𝑎𝑘∈𝑇

𝑓(𝑎𝑘)𝜙𝑘(𝑥, 𝑦)|𝑇 , (Б.21)

а ее градиент вычисляется следующим образом

∇𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑇 =
⋃︁
𝑎𝑘∈𝑇

𝑓(𝑎𝑘)∇𝜙𝑘(𝑥, 𝑦)|𝑇 (Б.22)

Предполагая, что значение временной производной постоянно на ячейке

и, используя теорему Гаусса и соответствующие значения пробных функций,

выражение (Б.19) запишется в виде:

|𝐶𝑖|
(︂
𝑑Q

𝑑𝑡

)︂
𝑖

+
‚
𝜕𝐶𝑖

(F1(Q)𝑛𝑥 + F2(Q)𝑛𝑦 + F3(Q)𝑛𝑧) 𝑑𝜎

= −
˝
𝑆𝑖

(︁
F𝑁𝑆

1
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥 + F𝑁𝑆
2

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑦 + F𝑁𝑆
3

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑧

)︁
𝑑𝑇 +OΓ

𝑖 +DΓ
𝑖

(Б.23)

В (Б.23) введены следующие обозначения:

∙ |𝐶𝑖| — объем ячейки;

∙ n = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧) есть вектор внешней нормали к элементу поверхности

контрольного объема 𝑑𝜎;

∙ OΓ
𝑖 =

´
𝜕𝐶𝑖𝑗

⋂︀
Γ

(︀
F1 · 𝑛Γ

𝑥 + F2 · 𝑛Γ
𝑦 + F3 · 𝑛Γ

𝑧

)︀
𝑑𝜎 — граничный конвективный

поток;

∙ DΓ
𝑖 =

´
Γ

(︀
F𝑁𝑆

1 · 𝑛Γ
𝑥 + F𝑁𝑆

2 · 𝑛Γ
𝑦 + F𝑁𝑆

3 · 𝑛Γ
𝑧

)︀
𝜙𝑖𝑑𝜎 — граничный диффузи-

онный поток;

∙ Γ — граница расчетной области и nΓ =
(︀
𝑛Γ
𝑥, 𝑛

Γ
𝑦 , 𝑛

Γ
𝑧

)︀
есть внешняя еди-

ничная нормаль к Γ.
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Пусть Q𝑖𝑗 — среднее значение на поверхности 𝜕𝐶𝑖𝑗. Тогда интеграл по

поверхности ячейки 𝐶𝑖 в левой части выражение (Б.23) запишется в виде:

‚
𝜕𝐶𝑖𝑗

(F1(Q)𝑛𝑥 + F2(Q)𝑛𝑦 + F3(Q)𝑛𝑧) 𝑑𝜎 =
𝐼𝑖∑︀
𝑗=1

(F1(Q𝑖𝑗) + F2(Q𝑖𝑗) + F3(Q𝑖𝑗))n𝑖𝑗

=
𝐼𝑖∑︀
𝑗=1

O(Q𝑖,Q𝑗,n𝑖𝑗)

(Б.24)

В (Б.24) n𝑖𝑗 есть вектор нормали к поверхности (сегменту) 𝜕𝐶𝑖𝑗 или его

среднее по сегменту значение: n𝑖𝑗 =
˜
𝜕𝐶𝑖𝑗

n𝑑𝜎, а O(Q𝑖,Q𝑗,n𝑖𝑗) — численный

поток, ассоциированный с сегментом 𝜕𝐶𝑖𝑗.

Определение конвективного численного потока

Конвективную часть численного потока можно представить в следующем

в виде:

O (Q𝑖,Q𝑗,n𝑖𝑗) = ‖n𝑖𝑗‖R−1Flux
(︁
Q̂i, Q̂j

)︁
(Б.25)

где функция Flux
(︁
Q̂i, Q̂j

)︁
есть локально одномерный поток в направле-

нии n𝑖𝑗, a ‖n𝑖𝑗‖ определяет площадь сегмента 𝜕𝐶𝑖𝑗. Далее приведем конкрет-

ный вид локально-одномерного численного потока, реализованного в про-

граммном комплексе NOISEtte.

Поток в схеме Роу определяется из линеаризованного решения задачи

Римана в схеме Годунова:

Flux
(︁
Q̂i, Q̂j

)︁
=

1

2

(︁
F1

(︁
Q̂j

)︁
+ F1

(︁
Q̂i

)︁)︁
− 1

2

⃒⃒
ARoe

1

⃒⃒ (︁
Q̂j − Q̂i

)︁
(Б.26)

где матрица A𝑅𝑜𝑒
1

(︁
Q̂𝑖, Q̂𝑗

)︁
вычисляется через осредненные по Роу

газодина-мические параметры

𝑓 =

√
𝜌𝑖𝑓𝑖 +

√
𝜌𝑗𝑓𝑗

√
𝜌𝑖 +

√
𝜌𝑗

, 𝑓 = 𝑢𝑛, 𝑢𝑠, 𝑢𝑡,
𝐸 + 𝑝

𝜌
(Б.27)
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Поток противопоточной «upwind» схемы определяется по анало-

гии с линейным уравнением переноса:

𝐹𝑙𝑢𝑥
(︁
Q̂𝑖, Q̂𝑗

)︁
=

1

2

(︁
F1

(︁
Q̂𝑗

)︁
+ F1

(︁
Q̂𝑖

)︁)︁
−1

2
sgn

(︁
Ã1

)︁(︁
F1

(︁
Q̂𝑗

)︁
− F1

(︁
Q̂𝑖

)︁)︁
,

(Б.28)

где матрица sgn
(︁
Ã1

(︁
Q̂𝑖, Q̂𝑗

)︁)︁
вычисляется через разложение

sgn
(︁
Ã1

(︁
Q̂𝑖, Q̂𝑗

)︁)︁
= T

(︃
Q̂𝑖 + Q̂𝑗

2

)︃[︃
sgnΛ

(︃
Q̂𝑖 + Q̂𝑗

2

)︃]︃
T−1

(︃
Q̂𝑖 + Q̂𝑗

2

)︃
(Б.29)

При дальнейшем рассмотрении для сокращения записи индекс «1» и сим-

вол «шапочка» в определении потока будет опускаться.

Численный конвективный поток повышенного порядка точно-

сти на основе MUSCL аппроксимации

Функция численного потока, определенная формулами (Б.28)-(Б.29) за-

висит от переменных Q𝑖 и Q𝑗, которые являются константами на ячейках

𝐶𝑖 и 𝐶𝑗, поэтому схема имеет только первый порядок точности. Для повы-

шения порядка аппроксимации воспользуемся методом MUSCL, в котором

кусочно-постоянное распределения искомой функции на ячейке заменяется

на кусочно-линейные значения Q𝑖𝑗 и Q𝑗𝑖.Эти значения определяются путем

параметрической экстраполяции (параметр 𝛽 ∈ [0, 1]) переменных Q𝑖 и Q𝑗

на грань 𝜕𝐶𝑖𝑗

Q𝑖𝑗 = Q𝑖 +
1
2

[︁
(1− 𝛽)(Q𝑗 −Q𝑖) + 𝛽 (∇Q)𝑈𝑖𝑗 · ij

]︁
= [Q]𝐼−𝑖𝑗

Q𝑗𝑖 = Q𝑗 − 1
2

[︁
(1− 𝛽)(Q𝑗 −Q𝑖) + 𝛽 (∇Q)𝐷𝑗𝑖 · ij

]︁
= [Q]𝐼+𝑖𝑗

(Б.30)
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Градиенты (∇Q)𝑈𝑖𝑗 и (∇Q)𝐷𝑗𝑖 вычисляется как градиенты по «противопо-

токовым» тетраэдрам 𝑇𝑈 и 𝑇𝐷

(∇Q)𝑈𝑖𝑗 =
4∑︀

𝛼=1
Q𝛼∇𝜙𝛼

(︀
𝑇𝑈
)︀
, 𝛼 = 𝑖, 𝑛, 𝑙,𝑚

(∇Q)𝐷𝑖𝑗 =
4∑︀

𝛼=1
Q𝛼∇𝜙𝛼

(︀
𝑇𝐷
)︀
, 𝛼 = 𝑗, 𝑞, 𝑟, 𝑠

, (Б.31)

где функция 𝜑 и ее градиент определены в (Б.20)–(Б.22). Параметр 𝛽 харак-

теризует степень диссипативности разностной производной (𝛽 = 1 — макси-

мально диссипативная схема с разностью против потока, 𝛽 = 0 — минималь-

но диссипативная центрально-разностная схема). Выбор параметра 𝛽 = 1/3

обеспечивает третий порядок аппроксимации для декартово сетки в случае

линейного уравнения переноса.

Определенный таким образом численный поток может приводить к появ-

лению нефизических осцилляций разностного решения в окрестности разрыв-

ных течений (ударных волн). Для этого необходимо в окрестностях разрывов

и больших градиентов делать локальное переключение на схему первого по-

рядка в зависимости от знака соседних разностных градиентов. С учетом

этого требования определим модифицированные значения функций на грани

𝜕𝐶𝑖𝑗: ⎧⎨⎩ Q𝑖𝑗 = Q𝑖 +
1
2𝐿𝑖𝑚

(︁
2[Q]𝐼−𝑖𝑗 · ij− (Q𝑗 −Q𝑖) ,Q𝑗 −Q𝑖

)︁
Q𝑗𝑖 = Q𝑗 − 1

2𝐿𝑖𝑚
(︁
2[Q]𝐼+𝑖𝑗 · ij− (Q𝑗 −Q𝑖) ,Q𝑗 −Q𝑖

)︁
где 𝐿𝑖𝑚 (𝑎, 𝑏) есть функция-ограничитель, определяющая поведение локаль-

ных градиентов. Рассматриваются два вида такого типа функций:

∙ ограничитель Альбада-Лир

𝐿𝑖𝑚 (𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩
((𝑎2+𝜀)𝑏+(𝑏2+𝜀)𝑎)

𝑎2+𝑏2+2𝜀 , 𝑎𝑏 > 0

0, 𝑎𝑏 ≤ 0
;

102



∙ «MinMod»-ограничитель

𝐿𝑖𝑚 (𝑎, 𝑏) =
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎) + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑏)

2
min (|𝑎| , |𝑏|) .

Численный конвективный поток повышенного порядка точно-

сти

Для повышения порядка точности численного потока, определенного фор-

мулами (Б.20)–(Б.22) произведем замену кусочно-постоянных потоковых пе-

ременных F𝑖 и F𝑗 на кусочно-полиномиальное распределение, аналогично

предыдущему параграфу. Но в случае полиномиального представления по-

токовых переменных порядок точности численной аппроксимации можно по-

высить до пятого порядка. Для этого введем определение нодального гради-

ента (∇F)𝑖, вычисляемого как среднее по ячейке 𝐶𝑖 от градиентов по тетра-

эдрам, примыкающим к узлу 𝑖

(∇F)𝑖𝑗 =

˜
𝐶𝑖

∇F𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

˜
𝐶𝑖

∇𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
=

1

|𝐶𝑖|
∑︁
𝑇,𝑖∈𝑇

|𝑇 |
4

4∑︁
𝛼=1

F𝑖𝛼∇𝜙𝑖𝛼 (𝑇 ) (Б.32)

где функция 𝜑 определена в (Б.20)–(Б.22). Тогда новые значения потоковых

переменных на грани 𝜕𝐶𝑖𝑗 определяются путем параметрической экстраполя-

ции (подобно выражению (Б.30)) с использованием градиентов типа (Б.31)–

(Б.32)

F𝑖𝑗 = F𝑖 +
1
2

[︁
(1− 𝛽)(F𝑗 − F𝑖) + 𝛽 (∇F)𝑈𝑖𝑗 · ij

+ 𝜉𝑐
(︁
(∇F)𝐷𝑖𝑗 · ij− 2(F𝑗 − F𝑖) + (∇F)𝑈𝑖𝑗 · ij

)︁
+ 𝜉𝑑

(︁
(∇F)𝐷

*

𝑖𝑗 · ij− 2(∇F)𝑖 · ij+ (∇F)𝑗 · ij
)︁]︁

F𝑗𝑖 = F𝑗 − 1
2

[︁
(1− 𝛽)(F𝑗 − F𝑖) + 𝛽 (∇F)𝐷𝑗𝑖 · ij

+ 𝜉𝑐
(︁
(∇F)𝐷𝑖𝑗 · ij− 2(F𝑗 − F𝑖) + (∇F)𝑈𝑖𝑗 · ij

)︁
+ 𝜉𝑑

(︁
(∇F)𝐸

*

𝑖𝑗 · ij− 2(∇F)𝑗 · ij+ (∇F)𝑖 · ij
)︁]︁

(Б.33)
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Номер схемы 𝛿 𝛽 𝜉𝑐 𝜉𝑑 Порядок
MPS-1 1 1/3 0 0 3
MPS-2 1 1/3 -1/6 0 4
MPS-3 1 1/3 0 -1/6 4
MPS-4 0 1/3 0 0 4
MPS-5 1 1/3 -1/30 -2/15 5
MPS-6 0 1/3 -1/30 -2/15 6

Таблица Б.1: Порядок точности схемы в зависимости от параметров

где градиент (∇F)𝐷
*

𝑖𝑗 определен с помощью линейной интерполяции нодаль-

ных градиентов (∇F)𝑛, (∇F)𝑚 и (∇F)𝑙 на грани «противопотокового» тет-

раэдра 𝑇𝑈 . Градиент (∇F)𝐸
*

𝑖𝑗 определяется аналогично на тетраэдре 𝑇𝐷.

В таблице ?? приведен порядок аппроксимации схемы на «декартовом

подмножестве» неструктурированных тетраэдральных сеток для линейного

уравнения переноса

Определение вязкого численного потока

Диффузионный численный поток определяется методом конечных эле-

ментов с базисной линейной функцией (Б.20)–(Б.22) на тетраэдральном эле-

менте. Полагая постоянными значения газодинамических переменных F на

тетраэдре, запишем интеграл по множеству тетраэдров соседних к узлу 𝑖 (𝑆𝑖)

в правой части выражение (Б.23) следующим образом

˝
𝑆𝑖

(︁
F𝑁𝑆

1
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥 + F𝑁𝑆
2

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑦 + F𝑁𝑆
3

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑧

)︁
𝑑𝑇 =∑︀

𝑘,𝑖∈𝑇𝑘

|𝑇𝑘|
(︁
F𝑁𝑆

1 (Q)
⃒⃒
𝑇𝑘

𝜕𝜙
𝑇𝑘
𝑖

𝜕𝑥 + F𝑁𝑆
2 (Q)

⃒⃒
𝑇𝑘

𝜕𝜙
𝑇𝑘
𝑖

𝜕𝑦 + F𝑁𝑆
3 (Q)

⃒⃒
𝑇𝑘

𝜕𝜙
𝑇𝑘
𝑖

𝜕𝑧

)︁ (Б.34)

В (Б.34) суммирование ведется по тетраэдрам 𝑇𝑘, имеющих общую вер-

шину 𝑖 и объем |𝑇𝑘|. Величины F𝑁𝑆
𝑙 (Q)

⃒⃒
𝑇𝑘

(𝑙 = 1, 2, 3) есть значение диффу-

зионных потоков на тетраэдре 𝑇𝑘. Например, рассмотрим определение ком-
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поненты диссипативной функции (𝑢𝜏𝑥𝑦)|𝑇𝑘
:

(𝑢𝜏𝑥𝑦)|𝑇𝑘
= (𝑢)|𝑇𝑘

(𝜇)|𝑇𝑘

4∑︁
𝑗=1

(︃
𝑢𝑗

𝜕𝜙𝑇𝑘

𝑗

𝜕𝑦
+ 𝑣𝑗

𝜕𝜙𝑇𝑘

𝑗

𝜕𝑥

)︃
(Б.35)

В (Б.35) суммирование ведется по вершинам тетраэдра 𝑇𝑘, а величина

скаляров (𝑢)|𝑇𝑘
и (𝜇)|𝑇𝑘

есть среднее по тетраэдру значение 𝑓 |𝑇𝑘
= 1

4

4∑︀
𝑗=1

𝑓𝑗.

Остальные компоненты F𝑁𝑆
𝑙 (Q)

⃒⃒
𝑇𝑘

(𝑙 = 1, 2, 3) вычисляются аналогично.

Определение потоков на границе расчетной области

Далее предполагается, что 𝑖 — граничная точка, лежащая на границе рас-

четной области Γ, а nΓ есть внешняя нормаль к Γ.

1. Граничные условия прилипания u = 0 и заданная температура стен-

ки 𝑇 = 𝑇𝑤 (случай адиабатической твердой поверхности 𝜕𝑇/𝜕𝜈 = 0

сводится к заданию температуры стенки равной 𝑇𝑤 = 1+(𝛾 − 1)𝑀 2
⧸︀
2,

где M — число Маха). При такой постановке граничных условий пото-

ки OΓ
𝑖 и DΓ

𝑖 равны нулю. Значение газодинамических параметров на

границе определяется начальными условиями и потоками через грани

ячейки, не лежащими на границе.

O)Γ𝑖 = DΓ
𝑖 = 0.

.

2. Условия симметрии, задаваемые условием равенства нулю нормальной

к поверхности скорости 𝑢𝑛Γ
𝑥 + 𝑣𝑛Γ

𝑦 + 𝑤𝑛Γ
𝑧 = 0, приводят к следующему

виду граничного потоков:

OΓ
𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

𝑝𝑖n
Γ
𝑖

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , DΓ
𝑖 = 0.
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.

3. Условия Дирихле Q𝑖 = Q𝐵, где Q𝐵— заданные значения газодинами-

ческих параметров на границе. Задание такого типа граничных ус-

ловий ограничено сверхзвуковыми входными условиями. При задании

этих условий потоки на границе определяется следующим образом:

OΓ
𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(𝜌u)𝐵 · nΓ

𝑢𝐵(𝜌u+ 𝑝)𝐵 · nΓ

𝑣𝐵(𝜌u+ 𝑝)𝐵 · nΓ

𝑤𝐵(𝜌u+ 𝑝)𝐵 · nΓ

(𝐸 + 𝑝)u𝐵 · nΓ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, DΓ

𝑖 = 0.

4. Граничные условия на дозвуковых входных и выходных границах

определяются расщепленным по знаку характеристических скоростей

нормальным к границе потоком (граничные условия типа Стегера-

Уорминга). При этом предполагается, что внешняя граница расчетной

области ? достаточно далеко удалена от обтекаемого тела и течение в

окрестности этой границы однородноQ = Q∞. Делая расщепление мат-

рицы H по знаку ее собственных значений, получаем выражение для

граничного потока:

OΓ
𝑖 = H+

(︀
Q𝑖,n

Γ
𝑖

)︀
Q𝑖 +H+

(︀
Q𝑖,n

Γ
𝑖

)︀
Q∞,

H± = T𝑑𝑖𝑎𝑔
[︀
1
2 (|𝜆𝑘| ± 𝜆𝑘)

]︀
T−1, 𝑘 = 1 . . . 5

DΓ
𝑖 = 0.

5. Неотражающие граничные условия Тама, основанные на точном асимп-

тотическом решении линейных уравнений Эйлера.

Аппроксимация по времени
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Для рассмотрения временной аппроксимации воспользуемся методом ли-

ний. Запишем полудискретную аппроксимацию уравнений Навье-Стокса (или

используемых нами моделей) в виде(︂
𝑑Q

𝑑𝑡

)︂
𝑖

= −Ψ𝑖 (QΩ𝑖
) (Б.36)

где правая часть Ψ𝑖 (QΩ𝑖
) представляет собой пространственную аппроксима-

цию уравнений Навье-Стокса в точке 𝑖 и зависит от переменных QΩ𝑖
, опре-

деленных на шаблоне Ω𝑖.

Явные алгоритмы интегрирования по времени

Систему (Б.36) можно интерпретировать как систему обыкновенных диф-

ференциальных по времени уравнений для каждой точки пространственной

сетки.

Запишем для системы (Б.36) явную N шаговую линейную схему Рунге-

Кутты ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Q

(0)
𝑖 = Q𝑛

𝑖

Q
(𝑘)
𝑖 = Q

(0)
𝑖 − 𝛼𝑘Δ𝑡

Q𝑛+1
𝑖 = Q

(𝑁)
𝑖

Ψ
(︁
Q

(𝑘−1)
Ω𝑖

)︁
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁. (Б.37)

При выборе коэффициентов

𝛼𝑘 =
1

𝑁 − 𝑘 + 1
(Б.38)

получаем схему N-го порядка, если функция Ψ𝑖 является линейной относи-

тельно всех переменных на шаблоне Ω𝑖 (система линейных уравнения Эйлера)

или схему 2-го порядка, если функция Ψ𝑖 нелинейна.

Проводя анализ устойчивости этого метода при 𝑁 = 4, примененного

к линейному уравнению переноса, получаем следующий набор коэффициен-
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тов 𝛼𝑘, при которых схема устойчива при числе Куранта 𝐶𝐹𝐿 ≈ 2

𝛼1 = 0.11, 𝛼2 = 0.2766, 𝛼3 = 0.5, 𝛼4 = 1 (Б.39)

и имеет второй порядок точности.

Для получения 4-го порядка точности использовалась «классическая» 4-х

шаговая схема Рунге-Кутты⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
k1 = Ψ

(︀
Q𝑛

Ω𝑖

)︀
, k2 = Ψ

[︁(︀
Q𝑛

𝑖 +
1
2k1

)︀
Ω𝑖

]︁
k3 = Ψ

[︁(︀
Q𝑛

𝑖 +
1
2k2

)︀
Ω𝑖

]︁
, k4 = Ψ

[︀
(Q𝑛

𝑖 + k3)Ω𝑖

]︀
Q𝑛+1

𝑖 = Q𝑛
𝑖 +

1
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

(Б.40)

Неявные алгоритмы интегрирования по времени

𝑉𝑖

(︂
𝑑Q

𝑑𝑡

)︂
𝑖

= −Ψ𝑖 (QΩ𝑖
) (Б.41)

где 𝑉𝑖 — объем расчетной ячейки, Ψ𝑖 (QΩ𝑖
) — аппроксимация уравнений по-

верхностного интеграла в методе конечного объема. Функция Ψ𝑖 (QΩ𝑖
) зави-

сит от переменных, определенных в точках пространственного шаблона Ω𝑖 и

представима в виде суммы конвективных потоков Ψ𝑐𝑜𝑛𝑣
2 , вязких потоков Ψ𝑣𝑖𝑠

2

и источника 𝑆

Ψ𝑖 (QΩ𝑖
) = Ψ𝑐𝑜𝑛𝑣

2 +Ψ𝑣𝑖𝑠
2 + 𝑆.

Обозначим черезQ𝑛+1
𝑖 ≡ Q𝑖 (𝑡+Δ𝑡𝑛),Q𝑛

𝑖 ≡ Q𝑖 (𝑡),Q𝑛−1
𝑖 ≡ Q𝑖

(︀
𝑡−Δ𝑡𝑛−1

)︀
Запишем для (Б.41) полностью неявную схему с первым порядком аппрокси-

мации по времени на момент времени 𝑡+Δ𝑡𝑛

𝑉𝑖

Δ𝑡𝑛
(︀
Q𝑛+1

𝑖 −Q𝑛
𝑖

)︀
= −Ψ𝑖

(︀
Q𝑛+1

Ω𝑖

)︀
(Б.42)
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и со вторым порядком аппроксимации 𝑡+Δ𝑡𝑛

𝑉𝑖

(︀
𝑎Q𝑛+1

𝑖 + 𝑏Q𝑛
𝑖 + 𝑐Q𝑛−1

𝑖

)︀
= −Ψ𝑖

(︀
Q𝑛+1

Ω𝑖

)︀
𝑎 = 1

Δ𝑡𝑛
2𝜏+1
𝜏+1 , 𝑏 = − 1

Δ𝑡𝑛 (𝜏 + 1) , 𝑐 = 1
Δ𝑡𝑛

𝜏2

𝜏+1

𝜏 = Δ𝑡𝑛

Δ𝑡𝑛−1

(Б.43)

Если шаг по времени постоянный (𝜏 = 1), то левая часть (Б.43) есть

стандартная направленная разность 2-го порядка

𝜕Q

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑛+1

=
3Q𝑛+1 − 4Q𝑛 +Q𝑛−1

2Δ𝑡
+𝑂

(︀
Δ𝑡2
)︀
.

Рассмотрим отдельно реализацию схемы (Б.42) или (Б.43) для стационар-

ных и нестационарных расчетов.

Стационарный случай

Для стационарного случая достаточно ограничится схемой первого поряд-

ка (Б.42) и рассматривать ее как квазинестационарную схему метода установ-

ления. Построим итерационный процесс, сходящийся к стационарному реше-

нию. Для этого введем приращение вектора переменных

ΔQ𝑛 = Q𝑛+1 −Q𝑛

и линеаризуем правую часть (Б.42) в каждой точке (далее простран-ственные

индексы опускаем)

Ψ
(︀
Q𝑛+1

)︀
= Ψ(Q𝑛) + 𝜕Ψ(Q𝑛)

𝜕𝑡 Δ𝑡+𝑂
(︀
Δ𝑡2
)︀

= Ψ(Q𝑛) + 𝜕Ψ
𝜕Q

(︁
𝜕Q
𝜕𝑡

)︁𝑛
Δ𝑡+𝑂

(︀
Δ𝑡2
)︀

= Ψ(Q𝑛) + 𝜕Ψ
𝜕QΔQ𝑛 +𝑂

(︀
Δ𝑡2
)︀
.

(Б.44)

Подставляя (Б.42) в (Б.45), имеем(︂
𝑉

Δ𝑡
+

𝜕Ψ

𝜕Q

)︂
ΔQ𝑛 = −Ψ(Q𝑛) . (Б.45)
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Здесь под матрицей Якоби правой части понимается дифференцирование

по переменным, определенным на шаблоне Ω𝑖

𝜕Ψ

𝜕Q
≡ 𝜕Ψ𝑖 (Ω𝑖)

𝜕Q𝑗
, 𝑖, 𝑗 ∈ Ω𝑖.

Вводя обозначение оператора неявной части

M =

(︂
𝑉

Δ𝑡
+

𝜕Ψ

𝜕Q

)︂
.

и обращая его, получаем ΔQ𝑛 = −M−1Ψ(Q𝑛). Откуда следует, что при 𝑛 →

∞ приращение ΔQ𝑛 стремится к нулю, следовательно, Ψ(Q𝑛) → 0. Это

означает сходимость к стационарному решению Ψ(Q) = 0.

Нестационарный случай

Для нестационарного случая рассмотрим схему 2-го порядка аппроксима-

ции (Б.43) и построим ньютоновский итерационный процесс для нелинейного

уравнения 𝐹
(︀
Q𝑛+1

𝑖

)︀
= 0, где функция 𝐹 определяется следующим образом

𝐹
(︀
Q𝑛+1

𝑖

)︀
= 𝑉𝑖𝑎Q

𝑛+1
𝑖 +Ψ

(︀
Q𝑛+1

𝑖

)︀
− 𝑉𝑖𝑏Q

𝑛
𝑖 − 𝑉𝑖𝑐Q

𝑛−1
𝑖 (Б.46)

Далее пространственный индекс 𝑖 опускаем. Тогда для определения вели-

чины Q𝑛+1 ньютоновский итерационный процесс запишется в виде (𝑤 — но-

мер итерации)

(1)

Q𝑛+1 = Q𝑛

(𝑠+1)

Q𝑛+1 =
(𝑠)

Q𝑛+1−

[︃
𝐹 ′

(︃
(𝑠)

Q𝑛+1

)︃]︃−1

𝐹

(︃
(𝑠)

Q𝑛+1

)︃ (Б.47)

где матрица Якоби 𝐹 ′ в точке 𝑖 имеет вид

𝐹 ′ =
𝜕𝐹𝑖

𝜕
(𝑠)

Q𝑛+1
𝑗

= 𝑎𝑉𝑖 +
𝜕Ψ(Ω𝑖)

𝜕
(𝑠)

Q𝑛+1
𝑗

, 𝑖, 𝑗 ∈ Ω𝑖, (Б.48)
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Подставляя (Б.46) и (Б.48) в (Б.47) и обозначая приращение на s-ой че-

рез
(𝑠)

ΔQ𝑛+1 =
(𝑠+1)

Q𝑛+1−
(𝑠)

Q𝑛+1, получаем линеаризованную версию схемы (Б.43)[︃
𝑎𝑉 +

𝜕Ψ

𝜕Q

(︃
(𝑠)

Q𝑛+1

)︃]︃
(𝑠)

ΔQ𝑛+1 = −Ψ

(︃
(𝑠)

Q𝑛+1

)︃
− 𝑉

(︃
𝑎

(𝑠)

Q𝑛+1+𝑏Q𝑛 + 𝑐Q𝑛−1

)︃
.

(Б.49)

Обращая оператор в левой части, получаем

(𝑠)

ΔQ𝑛+1 = −1

[︃
−Ψ

(︃
(𝑠)

Q𝑛+1

)︃
− 𝑉

(︃
𝑎

(𝑠)

Q𝑛+1+𝑏Q𝑛 + 𝑐Q𝑛−1

)︃]︃

Если 𝑠 → ∞ и присутствует сходимость ньютоновских итераций,

то
(𝑠)

ΔQ𝑛+1 → 0, а это означает, что предельное значение ньютоновского про-

цесса Q𝑛+1 удовлетворяет полностью неявной консервативной схеме (Б.43).

Замечание 1. Для ускорения сходимости ньютоновского процесса в каче-

стве начального приближения можно выбрать значение
(0)

Q𝑛+1 = (1 + 𝜏)Q𝑛 +

Q𝑛−1, полученное экстраполяцией значений с временных слоев 𝑛 и 𝑛− 1.

Замечание 2. Вместо ньютоновского процесса (Б.49) можно использовать

упрощенный ньютоновский процесс, заменив вычисления матрицы Якоби по-

токов на каждой итерации, вычислением только на нулевой[︃
𝑎𝑉 +

𝜕Ψ

𝜕Q

(︃
(0)

Q𝑛+1

)︃]︃
(𝑠)

ΔQ𝑛+1 = −Ψ

(︃
(𝑠)

Q𝑛+1

)︃
− 𝑉

(︃
𝑎

(𝑠)

Q𝑛+1+𝑏Q𝑛 + 𝑐Q𝑛−1

)︃
.

Замечание 3. Для упрощения вычисления матрицы Якоби потока в ка-

честве потока можно брать поток, конвективная часть которого подсчитана

на более узком шаблоне, чем шаблон Ω𝑖, например, по схеме первого поряд-

ка 𝜕Ψ
𝜕Q = 𝜕

𝜕Q

(︀
Ψ𝑐𝑜𝑛𝑣

2 +Ψ𝑣𝑖𝑠
2 + 𝑆

)︀
заменяется на 𝜕Ψ

𝜕Q = 𝜕
𝜕Q

(︀
Ψ𝑐𝑜𝑛𝑣

1 +Ψ𝑣𝑖𝑠
2 + 𝑆

)︀
. При

этом улучшаются свойства матрицы оператораM, но ухудшается сходимость

ньютоновских итераций (сходимость уже не квадратична).
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Замечание 4. Все выкладки, приведенные выше для нестационарного слу-

чая и второго порядка аппроксимации по времени, верны и для аппрокси-

мации первого порядка, если положить 𝑎 = −𝑏 = − 1
Δ𝑡 и 𝑐 = 0. Линейная

система уравнений (Б.49) решалается стабилизированным методом бисопря-

женных градиентов (BiGStab).
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