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Ââåäåíèå

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàñøèðåíèþ âîçìîæíîñòåé êâà-

çèãàçîäèíàìè÷åñêîãî (ÊÃÄ) àëãîðèòìà â îáëàñòÿõ ãèäðîäèíàìèêè è àñòðîôè-

çèêè, à òàêæå íîâîìó øàãó ïî âíåäðåíèþ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîãî àëãîðèòìà â

îòêðûòûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OpenFOAM.

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçâèòèè è ïðèìå-

íåíèè ÊÃÄ àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ àêòóàëüíûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè è àñò-

ðîôèçèêè, à òàêæå äëÿ îáîáùåíèÿ àëãîðèòìà íà øèðîêèé êðóã ïðèêëàäíûõ

çàäà÷ ñ ïîìîùüþ âíåäðåíèÿ ÊÃÄ àëãîðèòìà â îòêðûòûé ïðîãðàììíûé êîì-

ïëåêñ OpenFOAM. Ìíîãèå ìîäåëè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ íàó÷íûõ è

ïðèêëàäíûõ çàäà÷, îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè.

Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ïðè äî� è ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ ïîëåòà, çàäà÷è

ýêîëîãèè, âêëþ÷àÿ çàäà÷è îïèñàíèÿ òå÷åíèé â àêâàòîðèÿõ ìîðåé è îêåàíîâ, çà-

äà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèÿìè àñòðîôèçè÷åñêèõ ãàçîâûõ îáúåêòîâ è ìíîãèå

äðóãèå, ïåðå÷åíü êîòîðûõ îãðîìåí.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû êëàññû ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ôîðìå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà êàê äëÿ ñæèìà-

åìûõ, òàê è äëÿ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé. Ðÿä èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ îôîðìëåí

â âèäå êîììåð÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ è ïàêåòîâ îòêðûòîãî òèïà, äî-

ñòóïíûõ øèðîêîìó êðóãó êâàëèôèöèðîâàííûõ ïîëüçîâàòåëåé. Ïðè ýòîì â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ïîâûøåííîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòÿì ïàðàëëåëüíîé
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ðåàëèçàöèè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ íà ñîâðåìåííûõ âûñîêîïðîèçâîäè-

òåëüíûõ êîìïëåêñàõ. Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñâèäåòåëüñòâóåò îá àêòóàëüíîñòè è ïîñòîÿííîé

íåîáõîäèìîñòè èõ äàëüíåéøåãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ.

Áîëåå 30 ëåò íàçàä áûëè ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé ãàçîâîé äèíàìèêè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ïðåäâàðèòåëüíîãî îñðåä-

íåíèÿ, èëè ñãëàæèâàíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïî ìàëîìó ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîìó èíòåðâàëó. Óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òàêèõ

ñãëàæåííûõ âåëè÷èí, áûëè íàçâàíû êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèìè (ÊÃÄ) èëè ðå-

ãóëÿðèçîâàííûìè óðàâíåíèÿìè ãàçîâîé äèíàìèêè. Îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ ÊÃÄ

óðàâíåíèé â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, èõ èññëåäîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ â ðàñ-

÷åòàõ ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèè Á.Í. ×åòâåðóøêèíà, à òàêæå â ìîíîãðàôèÿõ

Ò.Ã. Åëèçàðîâîé è Þ.Â. Øåðåòîâà. Âàæíûìè ñâîéñòâàìè ÷èñëåííûõ àëãîðèò-

ìîâ, îñíîâàííûõ íà ÊÃÄ óðàâíåíèÿõ, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòîòà è ýôôåêòèâíîñòü èõ

ðåàëèçàöèè íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Óñïåøíîå ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ åãî

ðàçðàáîòêîé, íî è ñ ðåàëèçàöèåé â âèäå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Îäíèì èç

ïóòåé ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà òàêîé ðåàëèçàöèè, ñíèæåíèÿ çàòðàò âðåìåíè íà åå

âûïîëíåíèå, óïðîùåíèÿ ïðîöåññà îáíàðóæåíèÿ è óñòðàíåíèÿ îøèáîê, à òàêæå

ïîääåðæêè ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îòêðûòîãî ïðî-

ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ïðèìåðàìè òàêèõ îòêðûòûõ áèáëèîòåê ïðîãðàìì äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçî� è ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ OpenFOAM, SU2, Nektar++

è äð. Â ÷àñòíîñòè, OpenFOAM � ýòî ñîâðåìåííàÿ ðàçâèâàþùàÿñÿ òåõíîëîãèÿ,

èñïîëüçóåìàÿ ìíîãèìè òûñÿ÷àìè ïîëüçîâàòåëåé ïî âñåìó ìèðó. Îíà ïîääåðæè-

âàåòñÿ áîëüøèìè êîðïîðàöèÿìè, åé ïîñâÿùåíû ñïåöèàëüíûå êîíôåðåíöèè, â

òîì ÷èñëå ðåãóëÿðíûå âñòðå÷è ðàáî÷èõ ãðóïï è òðåíèíãè.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ðàñøèðåíèè âîçìîæ-
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íîñòåé ÊÃÄ ïîäõîäà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ãàçà â ñëîæíûõ

ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ. Ñðåäè âàæíûõ íàó÷íûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷

îòìåòèì ïðîáëåìó ôîðìèðîâàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ âîëí�óáèéö. Òàêèìè âîëíà-

ìè íàçûâàþò ñïîíòàííî îáðàçóþùèåñÿ è èñ÷åçàþùèå âîëíû â áîëüøèõ ìîð-

ñêèõ àêâàòîðèÿõ, âûñîòà êîòîðûõ â íåñêîëüêî ðàç ïðåâûøàåò ñðåäíþþ âûñîòó

îêðóæàþùèõ èõ âîëí. Ïðèðîäà òàêèõ âîëí íå ÿñíà, ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷å-

íèå èõ î÷åíü îãðàíè÷åíî, â òî æå âðåìÿ êàê ïîÿâëåíèå òàêèõ âîëí ðåãóëÿðíî

ôèêñèðóåòñÿ äàò÷èêàìè, è ïðèíîñèìûå èìè ðàçðóøåíèÿ íåôòÿíûõ ïëàòôîðì

õîðîøî èçâåñòíû. Äðóãîé öåëüþ è çàäà÷åé ðàáîòû áûëî ïîäòâåðæäåíèå ãèïî-

òåçû î âîçìîæíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ðóêàâîâ ïëîòíîñòè â äèñêàõ è ãàëàêòèêàõ

íà îñíîâå ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìåõàíèçìà, áåç ó÷àñòèÿ ýôôåêòîâ íàãðåâà

è ñàìîãðàâèòàöèè â ãàçå. Â öåëè è çàäà÷è ðàáîòû âõîäèëî òàêæå âêëþ÷åíèå

ðàçðàáîòàííîãî ðàíåå â ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ îðèãèíàëüíîãî ÷èñëåí-

íîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè â îòêðûòûé ïðîãðàììíûé

êîìïëåêñ OpenFOAM, ÷òî ïîçâîëèò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü îáëàñòü åãî ïðè-

ìåíåíèÿ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ïîëüçîâàòåëåé êàê â ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà

ÐÀÍ, òàê è âî âñåì ìèðå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â äàííîé ðàáîòå ìåòîäû, îñíîâàíû

íà èñïîëüçîâàíèè ÊÃÄ ïîäõîäà. Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ îäèí èç ñïîñîáîâ

ïîñòðîåíèÿ ÊÃÄ ïîäõîäà, êîòîðûé îñíîâàí íà îñðåäíåíèè ïî ìàëîìó èíòåð-

âàëó âðåìåíè ñ íåîòðèöàòåëüíûì ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè. Êâàçèãàçîäèíà-

ìè÷åñêèé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

øèðîêîãî êðóãà òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà è æèäêîñòè. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îáîáùàþùåé ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è îòëè÷àþ-

ùåéñÿ îò íåå äîïîëíèòåëüíûìè äèññèïàòèâíûìè ñëàãàåìûìè ñ ìàëûì ïàðàìåò-

ðîì â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà. Íà îñíîâå ÊÃÄ óðàâíåíèé âîçìîæíî ïîñòðîèòü

êîíå÷íî�ðàçíîñòíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà âÿçêèõ íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ãàçà
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è æèäêîñòè.

Óíèâåðñàëüíîñòü, ýôôåêòèâíîñòü è òî÷íîñòü ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ îáåñ-

ïå÷èâàåòñÿ çàëîæåííûìè â íèõ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è âûïîëíåíèåì

äëÿ íèõ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è òåîðåìû î áàëàíñå ýíòðîïèè.

Ïðîñòîòà è óäîáñòâî ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ÊÃÄ àëãî-

ðèòìû äëÿ ðàñ÷åòà ñëîæíûõ òå÷åíèé è èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå òåõíîëîãèè

ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ñ÷åòà. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíûõ òåõíî-

ëîãèé îñîáåííî âàæíî ïðè ðàñ÷åòàõ íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé.

ÊÃÄ ïîäõîä. Îïèñàíèå òå÷åíèé ãàçà è æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé

Íàâüå�Ñòîêñà èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîçäàíû è óñïåø-

íî ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå êîììåð÷åñêèå ïàêåòû ïðîãðàìì, ðåàëèçóþ-

ùèå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî èñïîëüçóåìûå â

íèõ ïîäõîäû íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñîâåðøåííûìè. Â ðàçíîå âðåìÿ ïðåäïðèíèìàëèñü

ïîïûòêè ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ òå÷åíèé, çàëîæåííûå â ñèñòåìå

óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûå ìîäåëè îêàçàëèñü ñóùåñòâåííî

ñëîæíåå êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû è íå íàøëè ïðèìåíåíèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷å-

òàõ.

Ñèñòåìà êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàñøèðÿþùàÿ âîçìîæíîñòè ìî-

äåëè Íàâüå�Ñòîêñà, âïåðâûå ïîÿâèëàñü â õîäå èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ â

âîñüìèäåñÿòûõ ãîäàõ íåáîëüøîé ãðóïïîé ñîòðóäíèêîâ Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà, à íûíå

÷ëåíà�êîððåñïîíäåíòà Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê, Á.Í. ×åòâåðóøêèíà. Ïðî-

áëåìàì ÊÃÄ ïîäõîäà ïîñâÿùåíû òðóäû Á.Í. ×åòâåðóøêèíà [51] , Ò.Ã. Åëèçàðî-

âîé [12], Þ.Â. Øåðåòîâà [55] è äð. [3], [16], [23].

Â ñàìîì íà÷àëå ýòèõ èññëåäîâàíèé â 1982 ã. ê ýòèì èññëåäîâàíèÿì ïðèñîåäè-

íèëàñü Ò.Ã. Åëèçàðîâà, è ïåðâûé âàðèàíò êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé

áûë âûïèñàí ñ åå íåïîñðåäñòâåííûì ó÷àñòèåì. Ýòè óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò
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êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãàå-

ìûìè, èìåþùèìè âèä âòîðûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äàëåå ê ãðóïïå èññëåäîâàòåëåé ïðèñîåäèíèëñÿ Þ.Â. Øåðåòîâ, ñóùåñòâåííûì

âêëàäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â

âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûå áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû è òåîðåòè÷åñêè

îáîñíîâàíû. Òàêæå áûëà ïîñòðîåíà ðîäñòâåííàÿ êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé.

Ïðèíöèïèàëüíûì è ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ÊÃÄ ïîäõîäà îò òåîðèè Íàâüå �

Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî îñðåäíåíèÿ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ îñíîâíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí � ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè è òåìïåðà-

òóðû. Äîïîëíèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå ïî âðåìåíè îòëè÷àåò ÊÃÄ ñèñòåìó óðàâíå-

íèé îò ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ

äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äî-

ïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå ïðîÿâëÿþò ñåáÿ êàê ýôôåêòèâíûå ðåãóëÿðèçàòîðû.

Âëèÿíèå äîáàâî÷íûõ ÷ëåíîâ íåçíà÷èòåëüíî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ è êâàçèñòàöèî-

íàðíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà. Îäíàêî äëÿ

ñèëüíî íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé, à òàêæå ïðè ÷èñëàõ Kn, áëèçêèõ ê åäèíèöå,

èõ âêëàä ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì. Èìåííî â ýòîì êëàññå çàäà÷ ñëåäóåò èñêàòü

ïðåèìóùåñòâà êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ

ãëàâ, ââåäåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû.

Ââåäåíèå îïèñûâàåò äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó ïî ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì:

àêòóàëüíîñòü òåìû, öåëè è çàäà÷è, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ñòåïåíü ðàçðàáîòàí-

íîñòè òåìû äèññåðòàöèè, ñòðóêòóðà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, íàó÷íàÿ íîâèçíà,

òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü, îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà

çàùèòó, äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïóáëèêàöèè è áëà-

ãîäàðíîñòè.
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Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â âåêòîð-

íîì âèäå ñ îáùèìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ è ÊÃÄ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé

äèíàìèêè äëÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà. Ïðèâåäåí âûâîä ÊÃÄ ñèñòåìû

óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû (ÌÂ) â âåêòîðíîì âèäå è â êîîðäèíàòàõ x, y. Ïðèâå-

äåí ðàñ÷åò òåñòîâîé çàäà÷è î âàðèàíòå ãèäðàâëè÷åñêîãî ñêà÷êà, ïîêàçûâàþùåé

ýôôåêòèâíîñòü ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ. Ïðèâåäåí âûâîä ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé

ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîëó÷åííàÿ ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ â

ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áûëà ïðîòåñòèðîâàíà íà 1D�òåñòàõ.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè î ôîðìèðîâàíèè óåäèíåííîé âîëíû â êîëüöåâîì àýðî-

ãèäðîêàíàëå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îðèåíòèðîâàíà íà ýêñïåðèìåíò è â êà÷åñòâå

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âûáðàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â 1D�ñëó÷àå.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ÊÃÄ (èëè ðåãóëÿðèçîâàííàÿ)

ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

íåçàòóõàþùåé óåäèíåííîé âîëíû ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàåò ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó ïðîöåññîì ôîðìèðîâàíèÿ òàêîé âîëíû â ýêñïåðèìåíòå è ÷èñëåííîì

ðàñ÷åòå. Ïîñòðîåí àíàëèòè÷åñêèé âàðèàíò ðåøåíèÿ â âèäå óåäèíåííîé âîëíû,

êîòîðûé õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôîðìèðîâà-

íèÿ ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóêòóð âî âðàùàþùèõñÿ ãàçîâûõ äèñêàõ â ðàìêàõ

áàðîòðîïíîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ïîñòðîåíà êâàçèãàçîäèíàìè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ÷èñòî

ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ïðèðîäû ôîðìèðîâàíèÿ è ýâîëþöèè ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ

ñòðóêòóð. Äëÿ ýòîãî áûëè âûâåäåíû íîâûå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàð-

íûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé, ìîäèôèöèðóþùèå èçâåñòíûå ðàíåå ïðèáëèæåí-
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íûå ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùèåñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðè âíåñåíèè

ìàëûõ âîçìóùåíèé â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å ôîðìèðóþò-

ñÿ ðóêàâà ïëîòíîñòè ñ ðàçäâîåíèåì è ïåðåðàñïðåäåëåíèåì óãëîâîãî ìîìåíòà.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âêëþ÷åíèþ ÊÃÄ àëãîðèòìà â îòêðûòûé ïðî-

ãðàììíûé êîìïëåêñ OpenFOAM íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî ðåøàòåëÿ QGDFoam.

OpenFOAM � îòêðûòàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïëàòôîðìà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íîãî

îáúåìà. Ïàêåò OpenFOAM ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàöèé ñî ñêàëÿð-

íûìè, âåêòîðíûìè è òåíçîðíûìè ïîëÿìè. Ïðåèìóùåñòâàìè OpenFOAM ÿâëÿ-

þòñÿ îðèåíòèðîâàííîñòü íà ïîëüçîâàòåëÿ, ðàçäåëåíèå ïîíÿòèé ãåîìåòðèè, ðàñ-

÷åòíîé îáëàñòè, âûáîð äåñêðåòèçàöèè îñíîâíûõ óðàâíåíèé è âèçóàëèçàöèè îñ-

íîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíîìåðíûé ðåøàòåëü QGDFoam ïðîòåñòèðîâàí íà õàðàê-

òåðíûõ òåñòàõ î ðàñïàäàõ ðàçðûâîâ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åí-

íûé ñ ïîìîùüþ ðåøàòåëÿ QGDFoam è âñòðîåííîãî ðåøàòåëÿ rhoCentralFoam.

Èñõîäíûå è äàëüíåéøèå 3d�âåðñèè ðåøàòåëÿ QGDFoam íàõîäÿòñÿ â îòêðûòîì

äîñòóïå íà http://github.com/unicfdlab/QGDsolver/.

Ïðèëîæåíèå ñîäåðæèò ðàñøèðåíèå ÊÃÄ àëãîðèòìà äëÿ óðàâíåíèé ÌÂ ñ

ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïðèâåäåíî ïîñòðîåíèå ÊÃÄ àëãîðèòìà â 1D�ñëó÷àå. ÊÃÄ

àëãîðèòì ïðîòåñòèðîâàí íà îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ î ðàñïàäå ñèëüíîãî è ñëàáîãî

ðàçðûâîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòå è ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàáîòû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè. Íîâûìè ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñàíèÿ ïðîöåññà ôîðìè-

ðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû â àýðîãèäðîêàíàëå è ðåçóëüòàòû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ òàêîé âîëíû ïîä âîçäåéñòâèåì âåòðî-

âîé íàãðóçêè. Íîâîé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè àêêðåöèîííîãî

http://github.com/unicfdlab/QGDsolver/
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äèñêà, çàïèñàííàÿ â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì îðèãèíàëü-

íûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Íîâûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïîñòðîåííûé äëÿ

ýòîé çàäà÷è, âïåðâûå ïîçâîëèë ïîëó÷èòü åå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâà-

íèåì âîçìîæíîñòåé ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà çà âåñüìà ìàëîå âðåìÿ. Êðîìå

òîãî, âïåðâûå â ðàìêàõ ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà óäàëîñü ïîëó÷èòü

ýôôåêò ðàçäâîåíèÿ ðóêàâîâ ïëîòíîñòè ãàçà âî âðàùàþùåìñÿ äèñêå.

Íîâûì ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà QGDFoam â îòêðûòîì ïðî-

ãðàììíîì êîìïëåêñå OpenFOAM, à òàêæå ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà

QGDFoam è âñòðîåííîãî ðåøàòåëÿ rhoCentralFoam íà ïðèìåðå õàðàêòåðíûõ

îäíîìåðíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðÿä âàæíûõ àñïåêòîâ, ñðå-

äè êîòîðûõ óêàæåì ñëåäóþùèå: ïîñòðîåíèå íîâîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ

îïèñàíèÿ ýôôåêòà ôîðìèðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû â ãèäðîêàíàëå è ïîñòðîå-

íèå ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ; ïîñòðîåíèå êâàçèãàçîäèíàìè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì èõ ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå âûâîä íîâîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, îïèñûâàþ-

ùåãî ñòàöèîíàðíûå ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ãàçà â áàðîòðîïíîì ñëó÷àå.

Ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ îáëàäàþò âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèîííîé ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû â

êîëüöåâîì àýðîãèäðîêàíàëå âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ îáðàçîâàíèÿ

âîëí�óáèéö. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñïèðàëüíî�

âèõðåâûõ ñòðóêòóð â àêêðåöèîííûõ ãàçîâûõ äèñêàõ äàþò âêëàä â ïîíèìàíèå

âîçìîæíîñòè îáðàçîâàíèÿ ðóêàâîâ ïëîòíîñòè â ðàìêàõ ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñîçäàíèå íîâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà QGDFoam â îò-

êðûòîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå OpenFOAM ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ïðèìåíå-

íèÿ ÊÃÄ àëãîðèòìà è ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëÿì, çíàêîìûì c ÊÃÄ àëãîðèòìîì,

ðåøàòü ñâîè çàäà÷è â ðàìêàõ ýòîãî ïàêåòà. Â ÷àñòíîñòè, ÊÃÄ àëãîðèòì òåïåðü
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ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ñ ïîìîùüþ

ïðîèçâîëüíûõ ñåòîê è ìîùíûõ ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ íåëèíåéíûé ïðîöåññ

ôîðìèðîâàíèÿ íåçàòóõàþùåé óåäèíåííîé âîëíû â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ìåë-

êîé âîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÊÃÄ àëãîðèòìà. Âïåðâûå íà îñíîâå ÊÃÄ àëãîðèòìà

â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïîëó÷åíà óåäèíåííàÿ áåãóùàÿ âîëíà. Àíàëèç çàäà÷è

ïîêàçàë ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äàííû-

ìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé çàäà-

÷è îá óåäèíåííîé âîëíå.

2. Âïåðâûå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñïèðàëüíî-âèõðåâûõ ñòðóêòóð

âî âðàùàþùåìñÿ ãàçîâîì àêêðåöèîííîì äèñêå â ðàìêàõ áàðîòðîïíûõ óðàâíå-

íèé Ýéëåðà ñ ïðèìåíåíèåì ÊÃÄ ïîäõîäà è èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííûõ íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé. Âïåðâûå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îòñòàþùèõ ðóêàâîâ

ïîâûøåííîé ïëîòíîñòè â ðàìêàõ ïðîãðàììû, èñïîëüçóþùåé êâàãèãàçîäèíàìè-

÷åñêèé àëãîðèòì â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåí ïðîöåññ

ðàçäâîåíèÿ ðóêàâîâ ïëîòíîñòè è ïåðåíîñ óãëîâîãî ìîìåíòà.

3. Â ðàìêàõ îòêðûòîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà OpenFoam ñîçäàíî íîâîå

âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî íà îñíîâå ÊÃÄ àëãîðèòìà (QGDFoam), äîñòóïíîå âíåø-

íèì ïîëüçîâàòåëÿì. Äëÿ ýòîãî ÊÃÄ àëãîðèòì ïåðåïèñàí â òåðìèíàõ, ïðèíÿòûõ

â óêàçàííîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå è àäàïòèðîâàí ê çàëîæåííûì â íåì òðå-

áîâàíèÿì. Â ðàìêàõ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøàòåëåé

QGDFoam è rhoCentralFoam íà ïðèìåðå ñèñòåìû îäíîìåðíûõ òåñòîâ è ïîêà-

çàíî, ÷òî QGDFoam ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå øèðîêîãî

êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ èõ ñîïîñòàâëåíèåì ñ àíàëè-

òè÷åñêèì èññëåäîâàíèåì è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Â ÷àñòíîñòè, äîñòî-
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âåðíîñòü ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàíà ïðè ñîïîñòàâëåíèè ðàñ÷åòîâ, âûïîë-

íåííûõ â ðàìêàõ ÊÃÄ àëãîðèòìà ïðè åãî âêëþ÷åíèè â îòêðûòûé ïðîãðàììíûé

êîìïëåêñ ïóòåì ïðÿìîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ çàäà÷ î ðàñïàäå

ðàçðûâîâ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì ýòèõ çàäà÷ è ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ýòèõ

æå çàäà÷ íà îñíîâå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷åííûõ ðàíåå â ýòîò êîìïëåêñ

ïðîãðàìì. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû íåâÿçêè ðåøåíèÿ.

Â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ÊÃÄ àëãîðèòì ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷, èñïîëüçóþùèõ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ èäåàëüíîãî ïî-

ëèòðîïíîãî ãàçà, ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû, ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåëêîé

âîäû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â áàðî-

òðîïíîì ïðèáëèæåíèè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ:

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà:

1. Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2013¿ Å.Â. Þøêîâ, Ì.À. Èñ-

òîìèíà Óåäèíåííûå âîëíû â êîëüöåâûõ øòîðìîâûõ áàññåéíàõ, ôèç. ôàê. ÌÃÓ,

Ðîññèÿ, Ìîñêâà, 2013 ã.

2. XXV IUPAP Conference on Computational Physics T.G. Elizarova and M.A.

Istomina Regularized shallow-water equations as a model for a solitary wave

generation, Moscow, Russia, August 20�24, 2013.

3. 2nd ECCOMAS Young Investigators Conference T.G. Elizarova and M.A.

Istomina Quasi-gasdynamic algorithm for the magnetohydrodynamic shallow water

equations, France, Bordeaux, September 02�06, 2013.

4. 4-àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Âîëíû è âèõðè â

ñëîæíûõ ñðåäàõ"Ì.À. Èñòîìèíà, Å.Â. Þøêîâ Ïåðèîäè÷åñêîå ðàçðûâíîå ðå-

øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû äëÿ îäèíî÷íîãî âåòðîâîãî ñîëèòîíà â

êîëüöåâîì êàíàëå, Ðîññèÿ, Ìîñêâà, ÈÏÌåõ ÐÀÍ, 26�29 íîÿáðÿ 2013 ã.

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
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ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè" Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ì.À. Èñòîìèíà Êâà-

çèãàçîäèíàìè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â ïîëÿðíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò Ðîññèÿ, Äóáíà, 25�29 àâãóñòà, 2014 ã.

6. XVI Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ�øêîëà ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé "Ñîâðå-

ìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ" Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ì.À. Èñ-

òîìèíà Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé â ïîëÿðíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò Àáðàó�Äþðñî, Ðîññèÿ, 14�19 ñåíòÿáðÿ, 2015 ã.

7. Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ � 2017 Ñåêöèÿ ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìà-

òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ì.À. Èñòîìèíà, Â.Ñ. Ïîëÿêîâà, À.Â.

Èâàíîâ Ðåãóëÿðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè êàê îñíîâà äëÿ ÷èñëåí-

íûõ àëãîðèòìîâ Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 26

àïðåëÿ, 2017 ã.

8. OpenFOAM Workshop T. Elizarova, M. Istomina, E. Smirnova, M. Kraposhin

Development of Solver for Modeling Compressible Flows Using Regularised Gas

Dynamic Equations UK, Exeter, 24�27 July, 2017.

9. Îòêðûòàÿ êîíôåðåíöèÿ ÈÑÏ ÐÀÍ èì. Â.Ï. Èâàííèêîâà Ì.Â. Êðàïîøèí,

Ä.Â. Ðÿçàíîâ, Å.Â. Ñìèðíîâà, Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ì.À. Èñòîìèíà Development

of OpenFOAM solver for compressible viscous �ows simulation using quasi-gas

dynamic equations Ìîñêâà, 30 íîÿáðÿ � 1 äåêàáðÿ 2017 ã., Ïðåçèäèóì ÐÀÍ.

10. Ñåìèíàð ÈÏÌ èì. Ì.Â Êåëäûøà ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Ô. Òèøêèíà è

À.À. Êóëåøîâà ¾×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ ïî-

ìîùüþ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîãî àëãîðèòìà è ñîçäàíèå íîâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî

ÿäðà â îòêðûòîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå OpenFOAM¿, 9 íîÿáðÿ 2017 ã.

Ïóáëèêàöèè:

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, îïóáëèêîâàíû â ñëå-

äóþùèõ ðàáîòàõ:

1. Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ì.À. Èñòîìèíà, Í.Ê. Øåëêîâíèêîâ Ôîðìèðîâàíèå óåäè-
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íåííîé âîëíû â êîëüöåâîì àýðîãèäðîêàíàëå // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå,

2012 ã., ò. 24, � 4, ñ. 107�116,

2. Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ñ.Ä. Óñòþãîâ, Ì.À. Èñòîìèíà Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèé àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû äëÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè // Ïðå-

ïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2012 ã., � 64, 24 c.

3. Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ì.À. Èñòîìèíà Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò // Ïðåïðèíòû ÈÏÌ

èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2014 ã., � 65, 24 c.

4. Å.Â. Þøêîâ, Ì.À. Èñòîìèíà Êàòÿùèåñÿ âîëíû â êîëüöåâîì êàíàëå //

ÆÂÌèÌÔ, 2014 ã., ò. 54, � 1, ñ. 123�134,

5. Ò.Ã. Åëèçàðîâà, À.À. Çëîòíèê, Ì.À. Èñòîìèíà Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå àñïåê-

òû ôîðìèðîâàíèÿ ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóêòóð âî âðàùàþùèõñÿ ãàçîâûõ äèñ-

êàõ // Àñòðîíîìè÷åñêèé æóðíàë, 2018 ã., ò. 95, � 1, ñ. 1�11,

6. Ì.À. Èñòîìèíà, Ò.Ã. Åëèçàðîâà Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ïî-

ëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâî-

ñòåé â àêêðåöèîííîì äèñêå // Ïðåïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â.Êåëäûøà, 2016 ã.,

� 92,

7. Ò.Ã. Åëèçàðîâà, À.À. Çëîòíèê, Ì.À. Èñòîìèíà Î äâóìåðíîì ÷èñëåííîì

ÊÃÄ ìîäåëèðîâàíèè ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóêòóð â àêêðåöèîííûõ ãàçîâûõ

äèñêàõ // Ïðåïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2017 ã., � 1,

8.Ì.Â. Êðàïîøèí, Ä.Â. Ðÿçàíîâ, Å.Â. Ñìèðíîâà, Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ì.À. Èñòî-

ìèíà Development of OpenFOAM solver for compressible viscous �ows simulation

using quasi-gas dynamic equaions // Æóðíàë IEEE eXplore, äåêàáðü 2017 ã.,

9. Ññûëêà íà ðàçðàáîòàííûé ðåøàòåëü QGDFoam â ðàìêàõ îòêðûòîãî ïðî-

ãðàììíîãî êîìïëåêñà OpenFOAM:

https://github.com/unicfdlab/QGDsolver/blob/dev-4.1/QGDFoam/QGDFoam.C.

10. Ì.À. Èñòîìèíà Î ðåàëèçàöèè îäíîìåðíîãî êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîãî àë-

https://github.com/unicfdlab/QGDsolver/blob/dev-4.1/QGDFoam/QGDFoam.C
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ãîðèòìà â îòêðûòîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå OpenFOAM // Ïðåïðèíòû ÈÏÌ

èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2018 ã., � 1.

Èç íèõ 6 îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïå-

ðå÷åíü ÂÀÊ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Áëàãîäàðíîñòè

Äèññåðòàöèÿ ïîäãîòîâëåíà áëàãîäàðÿ ìîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ò.Ã. Åëè-

çàðîâîé, êîòîðîé ÿ âûðàæàþ áîëüøóþ áëàãîäàðíîñòü. Òàêæå ÿ áëàãîäàðíà À.À.

Çëîòíèêó çà âêëàä â ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ â òðåòüåé ãëàâå, Å.Â.Øèëüíè-

êîâó çà ïîñòîÿííûå öåííûå çàìå÷àíèÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû, Â.Ì. ×å÷åò-

êèíó è À.Þ. Ëóãîâñêîìó çà ïðèâëå÷åíèå ìîåãî âíèìàíèÿ ê òåìàòèêå àêêðåöèîí-

íûõ äèñêîâ, çà îáñóæäåíèå çàäà÷è è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, Ì.Â. Êðàïîøèíó

çà ïîìîùü â íàïèñàíèè ïðîãðàììíîãî êîäà ê ÷åòâåðòîé ãëàâå, Í.Ê. Øåëêîâíè-

êîâó çà ïîìîùü â ïîíèìàíèè ôèçèêè ýêñïåðèìåíòà â ïåðâîé ãëàâå, Å.Â. Þø-

êîâó çà âêëàä â ïîíèìàíèå ïåðèîäè÷åñêîé ïðèðîäû óåäèíåííîé âîëíû, íûíå

ïîêîéíîìó Ñ.Ä. Óñòþãîâó çà ïîñòàíîâêó îäíîìåðíûõ òåñòîâ, ïîìåùåííûõ â

ïðèëîæåíèè, À.Ã. Ñâåøíèêîâó çà ñîâåò â âûáîðå íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ äëÿ

îáó÷åíèÿ â àñïèðàíòóðå.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîëó÷åíû â õîäå âû-

ïîëíåíèÿ ðàáîò ïî ïðîåêòàì ÐÔÔÈ, â êîòîðûõ àâòîð ïðèíèìàë ó÷àñòèå â êà-

÷åñòâå èñïîëíèòåëÿ (ãðàíòû � 13-01-00703, � 15-01-03654, � 16-01-00048, �

18-01-00587 è ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � I33 è � 26).



Ãëàâà 1

Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå (ÊÃÄ) ñèñòåìû

óðàâíåíèé

1.1 ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè

Cèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ôîðìå Íàâüå�Ñòîêñà ñîäåðæèò óðàâ-

íåíèÿ áàëàíñà ìàññû, èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåðãèè è â òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷å-

íèÿõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 × T èìååò ñëåäóþùèé âèä

∂tρ+ div(ρu) = 0, (1.1)

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) +∇p = divΠ̂ + ρF, (1.2)

∂tE + div((E + p)u) + divq = div(Π̂ · u) + ρu · F+Q, (1.3)

ãäå t � âðåìÿ, ρ(x, t) � ïëîòíîñòü, u(x, t) � ñêîðîñòü, p(x, t) � äàâëåíèå, Π̂(x, t) �

òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé, E(x, t) � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà, q(x, t) �

òåïëîâîé ïîòîê, F(x, t) � âíåøíÿÿ ìàññîâàÿ ñèëà, Q(x, t) � ìîùíîñòü òåïëîâûõ

èñòî÷íèêîâ. Çíàê ⊗ îáîçíà÷àåò ïðÿìîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðè âû÷èñëå-

íèè äèâåðãåíöèè äèôôåðåíöèðóåòñÿ ïåðâûé ìíîæèòåëü.

Òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Π̂ èìååò âèä

Π̂ = Π̂NS = µ((∇⊗ u) + (∇⊗ u)T − 2

3
Îdivu), (1.4)
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ãäå âåðõíèé èíäåêñ T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, µ = µ(ρ, T ) > 0 � êîýô-

ôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè, T (x, t) � òåìïåðàòóðà, Î � åäèíè÷íûé òåíçîð.

Âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà q çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

q = qNS = −κ∇T, (1.5)

ãäå κ = κ(ρ, T ) > 0 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èíû âíóòðåííåé ýíåð-

ãèè uε(x, t)

E =
1

2
ρu2 + ρuε. (1.6)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1) � (1.3) çàìûêàåòñÿ îáùèìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ

p = p(ρ, T ), uε = uε(ρ, T ), (1.7)

êîòîðûå ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì Ìàêñâåëëà

p = T
∂p

∂T
+ ρ2

∂uε
∂ρ

(1.8)

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (ñîãëàñíî, íàïðè-

ìåð, [31], [24], [25]).

Äëÿ ñîâåðøåííîãî (èëè, äëÿ ïðîñòîòû, èäåàëüíîãî) ïîëèòðîïíîãî ãàçà óðàâ-

íåíèå ñîñòîÿíèÿ è óðàâíåíèÿ ñâÿçè óïðîùàþòñÿ è ïðèíèìàþò âèä

p = ρRT, uε =
p

ρ(γ − 1)
, (1.9)

uε = cV T, cV =
R

(γ − 1)
, cp =

γR

(γ − 1)
, (1.10)

ãäå ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = cp/cV > 1, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ,

cp, cV � òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííûõ äàâëåíèè è îáúåìå, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòàõ [54], [17], [12] ïîñòðîåí ðåãóëÿðèçîâàííûé âèä óðàâíåíèé Íàâüå�

Ñòîêñà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé áûëà íàçâàíà êâàçèãàçîäèíàìè÷å-
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ñêîé (ÊÃÄ) ñèñòåìîé óðàâíåíèé. ÊÃÄ àëãîðèòì è ðîäñòâåííûå åìó êèíåòè÷åñêè

ñîãëàñîâàííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû [51] óñïåøíî èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêîãî êðóãà òå÷åíèé âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà.

ÊÃÄ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà,

îñðåäíåííàÿ íå òîëüêî ïî ïðîñòðàíñòâó, íî è ïî ìàëîìó èíòåðâàëó âðåìåíè. Òà-

êîå îñðåäíåíèå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ,

ïðîïîðöèîíàëüíûõ ìàëîìó ïàðàìåòðó τ , èìåþùåìó ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Ýòè

ñëàãàåìûå èìåþò âèä ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì âòîðîãî

ïîðÿäêà è ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ òå÷å-

íèÿ.

ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì âíåøíèõ ìàññîâîé ñèëû è èñòî÷íèêà òåïëà äëÿ

ñîâåðøåííîãî (èäåàëüíîãî) ïîëèòðîïíîãî ãàçà áûëè ïîëó÷åíû â âèäå óðàâíåíèé

Íàâüå�Ñòîêñà (1.1) � (1.3), äîïîëíåííûõ äèññèïàòèâíûìè ñëàãàåìûìè ñ ìàëûì

êîýôôèöèåíòîì τ , èìåþùåìó ðàçìåðíîñòü âðåìåíè, è èìåþò ñëåäóþùèé âèä

∂tρ+ divjm = 0, (1.11)

∂t(ρu) + div(jm ⊗ u) +∇p = divΠ̂ + (ρ− τdiv(ρu))F, (1.12)

∂tE + div((E + p)jm/ρ) + divq = div(Π̂ · u) + jm · F+Q. (1.13)

Ïðè ýòîì ïîòîê ìàññû â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè èìååò âèä

jm = ρ(u−w), (1.14)

òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Π̂ c ÊÃÄ äîáàâêàìè çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Π̂ = Π̂NS + ρu⊗ ŵ + τ(u · ∇p+ γp divu− (γ − 1)Q)Î , (1.15)

à âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà q � âûðàæåíèåì

q = −κ∇T − τρ(u · ∇uε −
p

ρ2
u · ∇ρ−Q)u. (1.16)
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Ìàëûå äîáàâêè w è ŵ â ôîðìóëàõ (1.14) è (1.15) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

w =
τ

ρ
(div(ρu⊗ u) +∇p− ρF), ŵ =

τ

ρ
(ρ(u · ∇)u+∇p− ρF) (1.17)

è èìåþò ðàçìåðíîñòè ñêîðîñòåé, ïðè÷åì ýòè ñêîðîñòè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé

ñîîòíîøåíèåì

w = ŵ +
τ

ρ
u∇ · (ρu). (1.18)

Äëÿ âûïèñàííîé âûøå ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå

áàëàíñà ýíòðîïèè S â âèäå

∂(ρS)

∂t
+ div(jmS) = −div

(q
T

)
+X, (1.19)

ãäå ñëàãàåìîå X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè è ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-

öàòåëüíûì

X = κ

(
∇T
T

)2

+
Π̂NS : Π̂NS

2µT
+

pτ

ρ2T
(div(ρu))2 +

ρ

τ T
ŵ2 + (1.20)

+
τ

ρuε T

(
ρ(u · ∇)uε + p divu− Q

2ρ

)2

+
Q

T

(
1− τ(γ − 1)Q

4ρ

)
. (1.21)

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ òå÷åíèé ñ

îáùèìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ (1.7) ñèñòåìà (1.11) � (1.13) áûëà îáîáùåíà

â ðàáîòàõ [24], [25], [9]. Ôîðìàëüíî òàêîå îáîáùåíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

ìîäèôèêàöèåé â óðàâíåíèè (1.12) òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Π̂ ïóòåì çàìåíû

â âûðàæåíèè (1.15) ñëàãàåìîãî γp divu íà ρC2
s divu, à ñëàãàåìîãî (γ − 1)Q íà

(γQ − 1)Q, ãäå

C2
s =

∂p

∂ρ
+
T

ρ2
(∂p/∂T )2

∂uε/∂T
≥ 0

� ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå, à

γQ(ρ, T ) =
1

ρ

∂p/∂T

∂uε/∂T
+ 1.
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Â ðåçóëüòàòå òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé ïðèìåò âèä

Π̂ = Π̂NS + ρu⊗ ŵ + τ(u∇p+ ρC2
sdivu− (γQ − 1)Q)Î . (1.22)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå ñîâåðøåííîãî (èäåàëüíîãî) ïîëèòðîïíîãî ãàçà

T∂p/∂T = p, T∂uε/∂T = uε, C
2
s = γ(γ − 1)uε, ρC

2
s = γp,

γQ = γ

è âûðàæåíèå (1.22) ïåðåõîäèò â (1.15).

Äëÿ îáîáùåííîé ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.11) � (1.13) â [24], [25] ïîêàçà-

íà ñïðàâåäëèâîñòü óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíòðîïèè è ïîñòðîåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ

äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ îáîáùåííûõ òàêèì

îáðàçîì ÊÃÄ óðàâíåíèé è òåñòîâûå ðàñ÷åòû äëÿ íèõ áûëè âûïîëíåíû â [9].

1.2 ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû (ÌÂ)

Óðàâíåíèÿ ÌÂ ÿâëÿþòñÿ óïðîùåíèåì ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, îïè-

ñûâàþùèõ íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà. Â ïðèáëèæåíèè

ÌÂ ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå â

ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ïðèáëèæåíèå ÌÂ èñïîëüçóþò â ñëó÷àå, êîãäà æèäêîñòü

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîé, ãëóáèíà êîòîðîãî ìíîãî ìåíüøå ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿ-

þùåé, ïîýòîìó âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè â ñëîå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ïðè ýòîì ïîëàãàþò ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîñòîÿííûìè âäîëü âåð-

òèêàëüíîé îñè. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÌÂ òàêæå âûâîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè äëÿ âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà. Ïîýòîìó

ÊÃÄ ìåòîäû, ðàçâèòûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà, ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé â ïðèáëèæåíèè ÌÂ [12], [55].

ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ çàðåêîìåíäîâàëà ñåáÿ êàê ýôôåêòèâíàÿ ìîäåëü
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äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà òå÷åíèé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. ÊÃÄ àëãîðèòì äëÿ

óðàâíåíèé ÌÂ äåòàëüíî ðàññìîòðåí â [63], [15]. Ïðèìåðàìè óñïåøíîãî ÷èñëåí-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â ðàìêàõ ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ ìîãóò ñëóæèòü çà-

äà÷è ñ îáðàçîâàíèåì çîí ñóõîãî äíà [15], çàäà÷è î ðàñ÷åòå íàãðóçîê íà ñòåíêè

áàêà ïðè êîëåáàíèÿõ íàõîäÿùåãîñÿ â íåì ñëîÿ æèäêîñòè [16] è ðàáîòû â îá-

ëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïàäîâ ðàçðûâîâ íàä óñòóïàìè è ñòóïåíüêàìè äíà [3].

Âîïðîñû ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ìîäåëè, îäíîçíà÷íîñòè è ðàçðåøèìîñòè ìîæíî

íàéòè, íàïðèìåð, â [8], [66], [74], [43].

Êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ äëÿ ïëîñêîãî äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ â

ïîòîêîâîì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [34])

∂th+ div(hu) = 0, (1.23)

∂t(hu) + div(hu⊗ u) +∇p = hf − gh∇b. (1.24)

ãäå h(x, y, t) � óðîâåíü æèäêîñòè, u = (u1, u2)
T � âåêòîð ñêîðîñòè, ux(x, y, t),

uy(x, y, t) � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âäîëü îñåé x è y, b(x, y) � ïðîôèëü äíà,

p =
gh2

2
� äàâëåíèå æèäêîñòè, f(x, y, t) � âíåøíÿÿ ñèëà ñ êîìïîíåíòàìè fx

è fy âäîëü îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàæåíèå (u ⊗ u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òåíçîð�èíâàðèàíò âòîðîãî ðàíãà, âû÷èñëÿåìûé êàê ïðÿìîå òåíçîðíîå ïðîèçâå-

äåíèå âåêòîðîâ u è u.

1.2.1 ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ÌÂ â âåêòîðíîì âèäå

Ïðè íàëè÷èè âÿçêîñòè Íàâüå�Ñòîêñà ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ çàïèñûâàåòñÿ

êàê

∂h

∂t
+ div (hu) = 0, (1.25)

∂(hu)

∂t
+ div(hu⊗ u) +∇

(
gh2

2

)
= div Π̂NS + hf − gh∇b, (1.26)
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ãäå Π̂NS � òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, èëè, â íåäèâåðãåíòíîì

âèäå,

∂h

∂t
+ h divu+ u∇h = 0, (1.27)

∂u

∂t
+ (u∇)u+ g∇h =

1

h
div Π̂NS + f − g∇b, (1.28)

÷òî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé

div (hu) = h divu+ u∇h,

div (hu⊗ u) = hu divu+ (hu∇)u+ u (u∇h) .

Äëÿ âûâîäà ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ âûðàçèì èç óðàâíåíèé â (1.26) è (1.28) áåç

âÿçêèõ ÷ëåíîâ Íàâüå�Ñòîêñà ñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè

∂(hu)

∂t
= − div (hu⊗ u) + hf − gh∇(h+ b) = −w, (1.29)

∂u

∂t
= −(u∇)u− g∇(h+ b) + f = −ŵ, (1.30)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

w = div(hu⊗ u) + gh∇(h+ b)− hf , (1.31)

ŵ = (u∇)u+ g∇(h+ b)− f . (1.32)

Ââåäåì òàêæå âåëè÷èíû

w =
τ

h
w =

τ

h
(div(hu⊗ u) + gh∇(h+ b)− hf) , (1.33)

ŵ = τŵ = τ ((u∇)u+ g∇(h+ b)− f) , (1.34)

êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

hw = hŵ + τ div(hu)u. (1.35)
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Äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ ïðèìåíèì ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó

îñðåäíåíèÿ ïî ìàëîìó èíòåðâàëó âðåìåíè ∆t è âû÷èñëèì ñðåäíåå íà îòðåçêå

(t, t+∆t) [13]. Êðîìå òîãî, áóäåì ðàçëàãàòü âñå ïåðåìåííûå â ðÿä Òåéëîðà ïî t

è ïðåíåáðåãàòü âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè è ÷ëåíàìè ñ τ âòîðîãî è

âûøå ïîðÿäêîâ.

Ýòîò àëãîðèòì ìîæåò áûòü çàïèñàí â îáùåì âèäå äëÿ ëþáîé îñðåäíÿåìîé

âåëè÷èíû f(x, t) êàê

(f(x, t))∗ =
1

∆t

t+∆t∫
t

f(x, t′)dt′ = f(x, t∗) = f(x, t) + τ
∂f(x, t)

∂t
, (1.36)

ãäå t ≤ t∗ ≤ t + ∆t, 0 ≤ τ ≤ ∆t. Çäåñü è äàëåå âåëè÷èíû ñî çâåçäî÷êàìè �

ýòî îñðåäíåííûå (èëè ñãëàæåííûå) âåëè÷èíû, τ � ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ ïî

âðåìåíè.

Â ðåçóëüòàòå îñðåäíåíèÿ ñèñòåìà (1.25) ïðèíèìàåò âèä

∂h∗

∂t
+ div (hu)∗ = 0, (1.37)

∂ (hu)∗

∂t
+ div(hu⊗ u)∗ +∇

(
gh2

2

)∗

= div Π̂NS + h∗(f − g∇b), (1.38)

ãäå (ñ ó÷åòîì (1.36))

h∗ = h+ τ
∂h

∂t
= h− τ div(hu),

u∗ = u+ τ
∂u

∂t
= u− ŵ,

(hu)∗ = hu+ τ
∂hu

∂t
= h (u−w) = jm.

(1.39)

Ïðè âûâîäå ÊÃÄ óðàâíåíèé âñå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îñòàþòñÿ áåç èçìå-

íåíèé.

div(hu)∗ = div jm = div(hu)− div(hw), (1.40)
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div(hu⊗ u)∗ = div((hu)∗ ⊗ u∗) =

= div(h(u−w)⊗ (u− ŵ)) =

= div (jm ⊗ (u− ŵ)) = div(jm ⊗ u)− div(hu⊗ ŵ).

(1.41)

∇
(
gh2

2

)∗

=
1

2
g∇(h− τ div hu)2 =

=
1

2
g∇(h2)− g∇ (τh div hu) .

(1.42)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå jm äëÿ ïîòîêà.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíè (1.37) ïðèíèìàåò âèä

∂h

∂t
+ div jm = 0, jm = h(u−w). (1.43)

à óðàâíåíèå (1.38) ìîæíî çàïèñàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè

∂(hu)

∂t
+ div(jm ⊗ u) +

1

2
g∇(h2) = div Π̂NS+

+div(hu⊗ ŵ) + g∇(τh div(hu)) + (h− τ div(hu))(f − g∇b)
(1.44)

èëè
∂(hu)

∂t
+ div(hu⊗ u) +

1

2
g∇(h2) = div Π̂NS+

+div(hu⊗ ŵ) + div(hw ⊗ u) + g∇(τh div(hu))+

+(h− τ div(hu))(f − g∇b).

(1.45)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (1.43), (1.44) èëè (1.45) è åñòü ÊÃÄ(èëè ðåãóëÿðèçîâàí-

íàÿ) ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ.
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1.2.2 ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ÌÂ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Çàïèøåì ñèñòåìó (1.23)�(1.24) áåç âÿçêîñòè Íàâüå�Ñòîêñà â ðàçâåðíóòîì âè-

äå
∂h

∂t
+
∂(hux)

∂x
+
∂(huy)

∂y
= 0,

∂(hux)

∂t
+

∂

∂x

(
hu2x +

gh2

2

)
+
∂ (huxuy)

∂y
= −gh∂b

∂x
+ hfx,

∂(huy)

∂t
+
∂ (huxuy)

∂x
+

∂

∂y

(
hu2y +

gh2

2

)
= −gh∂b

∂y
+ hfy.

(1.46)

Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà îñðåäíåíèÿ (1.36) ïðèâîäèò ñèñòåìó (1.46) ê ñëåäó-

þùåìó âèäó
∂h∗

∂t
+
∂(hux)

∗

∂x
+
∂(huy)

∗

∂y
= 0, (1.47)

∂(hux)
∗

∂t
+

∂

∂x

(
hu2x +

gh2

2

)∗

+
∂ (huxuy)

∗

∂y
= −gh∗∂b

∗

∂x
+ h∗fx, (1.48)

∂(huy)
∗

∂t
+
∂ (huxuy)

∗

∂x
+

∂

∂y

(
hu2y +

gh2

2

)∗

= −gh∗∂b
∗

∂x
+ h∗fy, (1.49)

ãäå

h∗ = h+ τ
∂h

∂t
,

u∗x = ux + τ
∂ux
∂t

,

u∗y = uy + τ
∂uy
∂t

,

(1.50)

∂(hux)
∗

∂x
=
∂(hux)

∂x
+

∂

∂x

(
τ
∂(hux)

∂t

)
= jmx, (1.51)

jmx = h(ux − wx), (1.52)

wx =
τ

h

(
∂(hu2x)

∂x
+
∂(huxuy)

∂y
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
+ gh

∂b

∂x
− hfx

)
, (1.53)

∂(huy)
∗

∂y
=
∂(huy)

∂y
+

∂

∂y

(
τ
∂(huy)

∂t

)
= jmy, (1.54)

jmy = h(uy − wy), (1.55)
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wy =
τ

h

(
∂(hu2y)

∂y
+
∂(huxuy)

∂x
+

∂

∂y

(
gh2

2

)
+ gh

∂b

∂y
− hfy

)
, (1.56)

∂

∂x

(
hu2x +

gh2

2

)∗

= h∗(u∗x)
2 +

g(h∗)2

2
=

= uxjmx +
gh2

2
− Πxx,

(1.57)

∂ (huxuy)
∗

∂y
= h∗u∗yu

∗
x = uyjmx − Πxy, (1.58)

∂ (huxuy)
∗

∂x
= h∗u∗xu

∗
y = uxjmy − Πyx, (1.59)

∂

∂y

(
hu2y +

gh2

2

)∗

= h∗(u∗y)
2 +

g(h∗)2

2
=

= uyjmy +
gh2

2
− Πyy.

(1.60)

ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ ïðèíèìàåò âèä

∂h

∂t
+
∂jmx

∂x
+
∂jmy

∂y
= 0,

∂(hux)

∂t
+
∂(jmxux)

∂x
+
∂(jmyux)

∂y
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
=

=

(
h− τ

(
∂(hux)

∂x
+
∂(huy)

∂y

))(
f − g

∂b

∂x

)
+
∂Πxx

∂x
+
∂Πyx

∂y
,

∂(huy)

∂t
+
∂(jmxuy)

∂x
+
∂(jmyuy)

∂y
+

∂

∂y

(
gh2

2

)
=

=

(
h− τ

(
∂(hux)

∂x
+
∂(huy)

∂y

))(
f − g

∂b

∂y

)
+
∂Πxy

∂x
+
∂Πyy

∂y
,

(1.61)

ãäå

jmx = h(ux − wx), (1.62)

wx =
τ

h

(
∂(hu2x)

∂x
+
∂(huxuy)

∂y
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
+ gh

∂b

∂x
− hfx

)
, (1.63)

jmy = h(uy − wy), (1.64)

wy =
τ

h

(
∂(hu2y)

∂y
+
∂(huxuy)

∂x
+

∂

∂y

(
gh2

2

)
+ gh

∂b

∂y
− hfy

)
, (1.65)
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Πxx = τhux

(
ux
∂ux
∂x

+ uy
∂ux
∂y

+ g
∂h

∂x
+ g

∂b

∂x
− fx

)
+

+τgh

(
ux
∂h

∂x
+ uy

∂h

∂y
+ h

∂ux
∂x

+ h
∂uy
∂y

)
,

(1.66)

Πyx = τhuy

(
ux
∂ux
∂x

+ uy
∂ux
∂y

+ g
∂h

∂x
+ g

∂b

∂x
− fx

)
, (1.67)

Πxy = τhux

(
ux
∂uy
∂x

+ uy
∂uy
∂y

+ g
∂h

∂y
+ g

∂b

∂y
− fy

)
, (1.68)

Πyy = τhuy

(
uy
∂uy
∂y

+ ux
∂uy
∂x

+ g
∂h

∂y
+ g

∂b

∂y
− fy

)
+

+τgh

(
uy
∂h

∂y
+ ux

∂h

∂x
+ h

∂ux
∂x

+ h
∂uy
∂y

)
.

(1.69)

1.2.3 Çàäà÷à î ãèäðàâëè÷åñêîì ñêà÷êå

Êàê ïðèìåð ýôôåêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé

ÌÂ ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïàäå ðàçðûâà íà ïðèìåðå íåïîäâèæíîãî ãèäðàâëè-

÷åñêîãî ñêà÷êà.

Äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î ðàñïàäå ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ ñ ïëîñêèì

äíîì â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë è òåíçîðà Íàâüå�Ñòîêñà âûãëÿäèò êàê

∂h

∂t
+
∂jm
∂x

= 0, (1.70)

∂(hu)

∂t
+
∂(jmu)

∂x
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
=
∂Πxx

∂x
, (1.71)

ãäå

jm = h (u− w),

w =
τ

h

(
∂(hu2)

∂x
+ gh

∂h

∂x

)
,

Πxx = τuh

(
u
∂u

∂x
+ g

∂h

∂x

)
+ τgh

(
u
∂h

∂x
+ h

∂u

∂x

)
.

Çäåñü h(x, t) � âûñîòà æèäêîñòè, u(x, t) � ñêîðîñòü æèäêîñòè, Πxx(x, t) � òåí-

çîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé, b(x) � ïðîôèëü äíà, τ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, èëè
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ñãëàæèâàíèÿ. Òàê êàê ñëó÷àé îäíîìåðíûé, áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ x äëÿ u, jm

è w.

Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî êîîðäèíàòå x ñ øàãîì hx, êîîðäèíàòàìè óçëîâ

xi, à òàêæå ñåòêó ïî âðåìåíè ñ øàãîì △t. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(1.70)�(1.71) èñïîëüçóåì ÿâíóþ ïî âðåìåíè ñõåìó ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè.

Çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îïðåäåëÿþòñÿ â óçëàõ ñåòêè. Çíà÷åíèÿ ïî-

òîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ â ïîëóöåëûõ óçëàõ. Ñèìâîë (∧) óêàçûâàåò çíà÷åíèå ôóíê-

öèè íà âåðõíåì âðåìåííîì ñëîå.

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.70)�(1.71) èìååò âèä

ĥi = hi −∆t
ji+1/2 − ji−1/2

hx
, (1.72)

ûi =
1

ĥi

(
hi ui −∆t

jmi+1/2 ui+1/2 − jmi−1/2 ui−1/2

hx
−∆t

g

2

h2i+1/2 − h2i−1/2

hx
+

+ ∆t
Πxx i+1/2 − Πxx i−1/2

hx

)
,

(1.73)

ãäå ïîòîê â ïîëóöåëûõ òî÷êàõ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

jmi+1/2 = hi+1/2

(
ui+1/2 − wi+1/2

)
, (1.74)

wi+1/2 =
τi+1/2

hi+1/2

(
hi+1u

2
i+1 − hiu

2
i

hx
+ ghi+1/2

hi+1 − hi
hx

)
. (1.75)

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âåëè÷èíû Πi+1/2 ñòðîèòñÿ êàê

Πxx i+1/2 = τi+1/2 ui+1/2 hi+1/2

(
ui+1/2

ui+1 − ui
hx

+ g
hi+1 − hi

hx

)
+

+τi+1/2 g hi+1/2

(
ui+1/2

hi+1 − hi
hx

+ hi+1/2
ui+1 − ui

hx

)
.

(1.76)

Çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ïîëóöåëûõ óçëàõ (íà ãðà-

íÿõ ÿ÷ååê) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíèå îò çíà÷åíèé â äâóõ ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ.

Çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìûõ âûðàæåíèé â òî÷êàõ i− 1/2 îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
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òî÷êàì i+ 1/2.

Ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

τ = α
hx(

|u|+
√
g h
) , (1.77)

ãäå ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò 0 < α < 1.

Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ Êóðàíòà

∆t = β
hx

max
(
|u|+

√
gh
) , (1.78)

ãäå 0 < β < 1 � ÷èñëî Êóðàíòà, ïîäáèðàåòñÿ âî âðåìÿ âû÷èñëåíèé äëÿ îáåñïå-

÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñ÷åòà.

Ãèäðàâëè÷åñêèé ñêà÷îê [72] ðàññ÷èòûâàåòñÿ â îáëàñòè (−50, 50). Ðàçðûâ ðàñ-

ïîëîæåí â òî÷êå x = 0. Íà÷àëüíûå äàííûå ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.1. Çíà÷åíèÿ

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåâà îò ðàçðûâà îáîçíà÷åíû èíäåêëîì L, ñïðàâà

� èíäåêñîì R.

hL uL hR uR
1 15.66 6.589 2.377

Òàáëèöà 1.1. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ h(x) è u(x)

Âûñîòà èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ (ì), ñêîðîñòü � â ìåòðàõ/ñåêóíäó (ì/ñåê). Íà-

÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âûáðàíû èç ðàñ÷åòà, ÷òî ÷èñëî Ôðóäà Fr = 5. Øàã ñåòêè

hx = 0.2.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â ðàçíîñòíîì âèäå êàê

h(1) = hL, h(N) = hR, u(1) = uL, u(N) = uR. (1.79)

×èñëî òî÷åê N ðàçíîñòíîé ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó ðàâíî 500. Øàã ïî âðåìåíè

ïîñòîÿííûé � 0.001 ñåê. Ïàðàìåòð α = 0.5, êîýôôèöèåíò ñãëàæèâàíèÿ τ =

0.0319. Â äàííîé çàäà÷å ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ âûáðàí ïîñòîÿííûì â òå÷åíèå

âñåãî ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñðàâíèòü ÷èñëåííîå
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Ðèñ. 1.1. Âûñîòà h(x): ÷èñëåííûé ðàñ÷åò è ïðîôèëü óäàðíîé âîëíû, øàã ñåòêè hx = 0.2; óïðîùåííàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ ìîäåëü, øàã ñåòêè hx = 0.01

ðåøåíèå è ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ïðîôèëü óäàðíîé âîëíû

h(x, t) = hL +
hR − hL

1 + e
−xhR − hL

2τ

.
(1.80)

Ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 1.1.

1.3 ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå (ÊÃÄ) óðàâíåíèÿ è îñíîâàííûå íà íèõ ÷èñëåííûå

àëãîðèòìû ïîêàçàëè ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðàñ÷åòàõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷

ãàçîâîé äèíàìèêè [51], [12], [55]. Ïðè ýòîì áîëüøèíñòâî çàäà÷ ðåøàëîñü â äå-

êàðòîâîé è öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò [12], [55].

Äëÿ îïèñàíèÿ öåëîãî ðÿäà òå÷åíèé åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ ãèä-

ðîäèíàìèêè, çàïèñàííûå â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñþäà ìîæíî îòíåñòè,

ê ïðèìåðó, çàäà÷è ñ èíæåíåðíûìè ïðèëîæåíèÿìè, èëè çàäà÷è, îïèñûâàþùèå

ãåîôèçè÷åñêèå è àñòðîôèçè÷åñêèå ïðîöåññû (ñì., íàïðèìåð, [5], [4], [53] ). Â êà-

÷åñòâå èíæåíåðíûõ çàäà÷ îòìåòèì ðàñ÷åòû òå÷åíèé â òðóáàõ è çàçîðàõ, òå÷åíèÿ

Êóýòòà�Òåéëîðà ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè, òå÷åíèÿ âî âðàùàþùèõ-

ñÿ ñîñóäàõ, òå÷åíèÿ â ñåïàðàòîðàõ. Âàæíûì êðóãîì çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå è

ìîäåëèðîâàíèå îõëàæäàþùèõ ñèñòåì äëÿ ãàçîâûõ òóðáèí, âêëþ÷àÿ ìèêðîòóð-

áèíû ( [78], [56], [70]). Óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

àíàëèçà íåêîòîðûõ âèõðåâûõ àòìîñôåðíûõ òå÷åíèé òèïà öèêëîíîâ è ñìåð÷åé,
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à òàêæå ðÿäà àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ( [6], [2], [1], [38], [42], [50], [46]).

Îäíàêî áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ðàçíîñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäè-

íàò, à èõ àäàïòàöèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ è ïîëÿðíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò îêàçûâàåòñÿ

ãðîìîçäêîé, ÷òî îáúÿñíÿåò îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ðàáîò â ýòîé îáëàñòè.

1.3.1 Óðàâíåíèÿ ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Cèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ) (ñì., íàïðèìåð

[32])(Ðèñ. 1.2) ñ ó÷åòîì êîìïîíåíò òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂h

∂t
+

1

r

∂ (rhur)

∂r
+

1

r

∂(huφ)

∂φ
= 0, (1.81)

∂(hur)

∂t
+

1

r

∂(rhu2r)

∂r
+

1

r

∂(huruφ)

∂φ
+

∂

∂r

(
gh2

2

)
−
hu2φ
r

=

= h

(
fr − g

∂b

∂r

)
+
∂Πrr

∂r
+

1

r

∂Πrφ

∂φ
+

Πrr − Πφφ

r
,

(1.82)

∂(huφ)

∂t
+

1

r2
∂
(
r2huruφ

)
∂r

+
1

r

∂(hu2φ)

∂φ
+

1

r

∂

∂φ

(
gh2

2

)
=

= h

(
fφ −

1

r
g
∂b

∂φ

)
+
∂Πφr

∂r
+

1

r

∂Πφφ

∂φ
+

2

r
Πrφ,

(1.83)

ãäå h(r, φ, t) � âûñîòà æèäêîñòè, u = (ur(r, φ, t), uφ(r, φ, t)) � ñêîðîñòü æèäêî-

ñòè, b(r, φ) � ïðîôèëü äíà, fr è fφ � êîìïîíåíòû âíåøíåé ñèëû. Êîìïîíåíòû

òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâ-

íû

Πrr = 2µ
∂ur
∂r

,

Πφφ = 2µ

(
1

r

∂uφ
∂φ

+
ur
r

)
,

Πrφ = Πφr = µ

(
1

r

∂ur
∂φ

+
∂uφ
∂r

− uφ
r

)
,

(1.84)

ãäå µ � åñòåñòâåííàÿ ôèçè÷åñêàÿ âÿçêîñòü,

Ñèñòåìà (1.81) � (1.83) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé



33

ÌÂ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

∂h

∂t
+ div (hu) = 0,

∂(hu)

∂t
+ div (hu⊗ u) +∇

(
gh2

2

)
= div Π̂NS + hf − gh∇b,

(1.85)

èëè

∂h

∂t
+ div (hu) = 0,

∂(hu)

∂t
+ u div (hu) + (hu∇)u+∇

(
gh2

2

)
= div Π̂NS + hf − gh∇b,

(1.86)

ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

x = r cosφ, y = r sinφ. (1.87)

Åäèíè÷íûå âåêòîðû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò er = er(φ), eφ = eφ(φ)

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åäèíè÷íûå âåêòîðû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò i, j ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

er = i cosφ+ j sinφ,

eφ = −i sinφ+ j cosφ.
(1.88)

Ïðè ýòîì
∂eφ
∂φ

= −er,
∂er
∂φ

= −eφ. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå

u(x, y) = uxi+ uyj = urer(φ) + uφeφ(φ)

çíà÷åíèÿ er è eφ ÷åðåç äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò

âåêòîðà ñêîðîñòè u â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, âûðàæåííûõ ÷åðåç ïîëÿðíûå

ux = ur cosφ− uφ sinφ, uy = ur sinφ+ uφ cosφ.

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

∂

∂r
=

∂

∂x

∂x

∂r
+

∂

∂y

∂y

∂r
=

∂

∂x
cosφ+

∂

∂y
sinφ,

∂

∂φ
=

∂

∂x

∂x

∂φ
+

∂

∂y

∂y

∂φ
= −r sinφ ∂

∂x
+ r cosφ

∂

∂y

(1.89)
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ïðîèçâîäíûå ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì âûãëÿäÿò êàê

∂

∂x
= cosφ

∂

∂r
− sinφ

r

∂

∂φ
,
∂

∂y
=

cosφ

r

∂

∂φ
+ sinφ

∂

∂r
. (1.90)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ Ëàìý Hr = 1, Hφ = r ïîëó÷àåì

div (hu) =
1

r

∂ (rhur)

∂r
+

1

r

∂ (huφ)

∂φ
,

u div (hu) = er

(
ur
r

∂ (rhur)

∂r
+
ur
r

∂ (huφ)

∂φ

)
+

+eφ

(
ur
r

∂ (rhur)

∂r
+
uφ
r

∂ (huφ)

∂φ

)
,

(hu∇)u = er

(
hur

∂ur
∂r

+
huφ
r

∂uφ
∂φ

−
hu2φ
r

)
+

+eφ

(
hur

∂uφ
∂r

+
huruφ
r

+
huφ
r

∂uφ
∂φ

)
.

(1.91)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.91) â (1.86), ïîëó÷èì ñèñòåìó (1.81) � (1.83).

1.3.2 ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Äëÿ âûâîäà ÊÃÄ( èëè ðåãóëÿðèçîâàííûõ) [13], [63]) óðàâíåíèåé ÌÂ â ïîëÿð-

íûõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåíèì óæå èçâåñòíûé àëãîðèòì, ò.å. ãèäðîäèíàìè÷åñêèå

ïåðåìåííûå îñðåäíèì ïî ìàëîìó èíòåðâàëó âðåìåíè ∆t è âû÷èñëèì ñðåäíåå

íà îòðåçêå (t, t+∆t). Ïðè ýòîì áóäåì ðàçëàãàòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

â ðÿä Òåéëîðà è ïðåíåáðåãàòü âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè è ÷ëåíàìè

âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âèäà τ 2 è τµ, ãäå 0 ≤ τ ≤ ∆t � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçà-

öèè, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âðåìåíè, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ îñðåäíåíèå, µ �

åñòåñòâåííàÿ ôèçè÷åñêàÿ âÿçêîñòü èç óðàâíåíèé (1.84). Òàêèì îáðàçîì, â ÊÃÄ

óðàâíåíèÿõ ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå

h, ur, uφ çàìåíÿþòñÿ íà h+ τ
∂h

∂t
, ur + τ

∂ur
∂t

è uφ + τ
∂uφ
∂t

, à ïîòîêè hur è huφ �

íà hur +
∂hur
∂t

è huφ +
∂huφ
∂t

, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ âûâîäà ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàì ïîíàäî-
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áÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ
∂ur
∂t

,
∂uφ
∂t

. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ â íåäèâåðãåíòíîì âèäå áåç âÿçêèõ ÷ëåíîâ Íàâüå�Ñòîêñà

∂ur
∂t

+ ur
∂ur
∂r

+
1

r
uφ
∂ur
∂φ

+
1

h

∂

∂r

(
gh2

2

)
−
u2φ
r

= fr − g
∂b

∂r
, (1.92)

∂uφ
∂t

+
1

r
ur
∂(ruφ)

∂r
+

1

r
uφ
∂uφ
∂φ

+
1

rh

∂

∂φ

(
gh2

2

)
= fφ −

1

r
g
∂b

∂φ
. (1.93)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

τ
∂ur
∂t

+ ŵr = 0,

ŵr = τ

(
ur
∂ur
∂r

+
1

r
uφ
∂ur
∂φ

+ g
∂h

∂r
−
u2φ
r

− fr + g
∂b

∂r

)
,

(1.94)

τ
∂uφ
∂t

+ ŵφ,

ŵφ = τ

(
1

r
ur
∂ (ruφ)

∂r
+

1

r
uφ
∂uφ
∂φ

+
1

r
g
∂h

∂φ
− fφ +

1

r
g
∂b

∂φ

)
.

(1.95)

Äàëåå ðàñêëàäûâàåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ hur è huφ â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè

(1.81) â ðÿä Òåéëîðà, çàìåíÿÿ èõ íà hur + τ
∂hur
∂t

è huφ + τ
∂huφ
∂t

∂h

∂t
+

1

r

∂

∂r

(
r

(
hur + τ

∂ (hur)

∂t

))
+

1

r

∂

∂φ

(
huφ + τ

∂ (huφ)

∂t

)
= 0. (1.96)

Èç óðàâíåíèé (1.92) è (1.93) âûðàçèì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè

∂(hur)

∂t
= −

(
1

r

∂
(
rhu2r

)
∂r

+
1

r

∂ (huruφ)

∂φ
+

∂

∂r

(
gh2

2

)
−
hu2φ
r

− h

(
fr − g

∂b

∂r

))
,

(1.97)

∂(huφ)

∂t
= −

(
1

r2
∂
(
r2huruφ

)
∂r

+
1

r

∂
(
hu2φ

)
∂φ

+
1

r

∂

∂φ

(
gh2

2

)
− h

(
fφ −

1

r
g
∂b

∂φ

))
(1.98)

è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

τ
∂(hur)

∂t
+ wr = 0,

τ
∂(huφ)

∂t
+ wφ = 0,

(1.99)
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wr =
τ

h

(
1

r

∂
(
rhu2r

)
∂r

+
1

r

∂ (huruφ)

∂φ
+ gh

∂h

∂r
−
hu2φ
r

− h

(
fr − g

∂b

∂r

))
,

wφ =
τ

h

(
1

r2
∂
(
r2huruφ

)
∂r

+
1

r

∂
(
hu2φ

)
∂φ

+
1

r
gh
∂h

∂φ
− h

(
fφ −

1

r
g
∂b

∂φ

))
,

jmr = h(ur − wr),

jmφ = h(uφ − wφ).

(1.100)

Òîãäà óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â ðàìêàõ ÊÃÄ ìîäåëè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò çàïèñûâàåòñÿ êàê

∂h

∂t
+

1

r

∂ (rjmr)

∂r
+

1

r

∂ (jmφ)

∂φ
= 0. (1.101)

Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.82) â ðåãóëÿðèçîâàííîì âèäå, ãäå

òàêæå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä Òåéëîðà ñðåäíèå çíà÷åíèÿ hur, h è uφ

∂(hur)

∂t
+

1

r

∂

∂r

(
r

((
hur + τ

∂ (hur)

∂t

)
ur + hurτ

∂ur
∂t

))
+

+
1

r

∂

∂φ

((
huφ + τ

∂ (huφ)

∂t

)
ur+ huφτ

∂ur
∂t

)
+
g

2

∂

∂r

(
h+ τ

∂h

∂t

)2

−

−1

r

(
h+ τ

∂h

∂t

)(
uφ + τ

∂uφ
∂t

)2

=

(
h+ τ

∂h

∂t

)(
fr − g

∂b

∂r

)
.

(1.102)

Ñ ó÷åòîì íîâûõ îáîçíà÷åíèé (1.94) è (1.100) óðàâíåíèå (1.102) ïðèíèìàåò âèä

∂(hur)

∂t
+

1

r

∂ (rjmrur)

∂r
+

1

r

∂ (jmφur)

∂φ
+

∂

∂r

(
gh2

2

)
−
hu2φ
r

=

=

(
h+ τ

∂h

∂t

)(
fr − g

∂b

∂r

)
+

1

r

∂ (rhurŵr)

∂r
+

1

r

∂ (huφŵr)

∂φ
−

− ∂

∂r

(
ghτ

∂h

∂t

)
+ τ

∂h

∂t

u2φ
r

− 2h
uφ
r
ŵφ +

∂Πrr

∂r
+

1

r

∂Πrφ

∂φ
+

+
Πrr − Πφφ

r
,

(1.103)

ãäå

τ
∂h

∂t
= −τ div (hu) = −τ

(
1

r

∂ (rhur)

∂r
+

1

r

∂ (huφ)

∂φ

)
. (1.104)

Àíàëîãè÷íî, èç 2�ãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.83) â ðåãóëÿðèçîâàííîì âèäå

ïîëó÷àåì âòîðîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé
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ñèñòåìå êîîðäèíàò

∂(huφ)

∂t
+
∂
(
r2jmruφ

)
∂r

+
1

r

∂ (jmφuφ)

∂φ
+

1

r

∂

∂φ

(
gh2

2

)
=

=

(
h+ τ

∂h

∂t

)(
fφ −

1

r
g
∂b

∂φ

)
+
∂
(
r2hurŵφ

)
∂r

+

+
1

r

∂ (huφŵφ)

∂φ
− 1

r

∂

∂φ

(
ghτ

∂h

∂t

)
+
∂Πφr

∂r
+

1

r

∂Πφφ

∂φ
+

2

r
Πrφ.

(1.105)

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ÊÃÄ ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò
∂h

∂t
+

1

r

∂(rjmr)

∂r
+

1

r

∂(jmφ)

∂φ
= 0, (1.106)

∂(hur)

∂t
+

1

r

∂ (rjmrur)

∂r
+

1

r

∂ (jmφur)

∂φ
+

∂

∂r

(
gh2

2

)
−
hu2φ
r

=

= (h− τdiv (hu))

(
fr − g

∂b

∂r

)
+

1

r

∂ (rhurŵr)

∂r
+

1

r

∂ (huφŵr)

∂φ
+

+
∂

∂r
(ghτ div (hu))− τ

u2φ
r
div (hu)− 2h

uφ
r
ŵφ+

+
∂Πrr

∂r
+

1

r

∂Πrφ

∂φ
+

Πrr − Πφφ

r
,

(1.107)

∂(huφ)

∂t
+

1

r2
∂
(
r2jmruφ

)
∂r

+
1

r

∂ (jmφuφ)

∂φ
+

1

r

∂

∂φ

(
gh2

2

)
=

= (h− τ div (hu))

(
fφ −

1

r
g
∂b

∂φ

)
+

1

r2
∂
(
r2hurŵφ

)
∂r

+
1

r

∂ (huφŵφ)

∂φ
+

+
1

r
g
∂

∂φ
(hτ div (hu)) +

∂Πφr

∂r
+

1

r

∂Πφφ

∂φ
+

2

r
Πrφ,

(1.108)

ãäå

div (hu) =
1

r

∂ (hrur)

∂r
+

1

r

∂ (huφ)

∂φ
,

jmr = h(ur − wr),

jmφ = h(uφ − wφ),

wr =
τ

h

(
1

r

∂
(
rhu2r

)
∂r

+
1

r

∂ (huruφ)

∂φ
+ gh

∂h

∂r
−
hu2φ
r

− h

(
fr − g

∂b

∂r

))
,

wφ =
τ

h

(
1

r2
∂
(
r2huruφ

)
∂r

+
1

r

∂
(
hu2φ

)
∂φ

+
1

r
gh
∂h

∂φ
− h

(
fφ −

1

r
g
∂b

∂φ

))
,



38

ŵr = τ

(
ur
∂ur
∂r

+
1

r
uφ
∂ur
∂φ

+ g
∂h

∂r
−
u2φ
r

− fr + g
∂b

∂r

)
,

ŵφ = τ

(
1

r
ur
∂ (ruφ)

∂r
+

1

r
uφ
∂uφ
∂φ

+
1

r
g
∂h

∂φ
− fφ +

1

r
g
∂b

∂φ

)
,

Πrr = 2µ
∂ur
∂r

,

Πφφ = 2µ

(
1

r

∂uφ
∂φ

+
ur
r

)
,

Πrφ = Πφr = µ

(
1

r

∂ur
∂φ

+
∂uφ
∂r

− uφ
r

)
.

Ïðè τ = 0 ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (1.106) �

(1.108) ïðåâðàùàåòñÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-

òàõ (1.81) � (1.83).

Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ëåã-

êî ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àé òå÷åíèÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ðàññìàò-

ðèâàåìîãî â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ñäåëàòü ôîðìàëü-

íóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ h è p =
gh2

2
ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÂ íà ρ è p = kργ.

Â 1D�ñëó÷àå h = h(r), ur = ur(r), uφ = uφ(r), b = b(r),
∂

∂φ
= 0 ñèñòåìà

óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (1.81) � (1.83) èìååò âèä

∂h

∂t
+

1

r

∂ (rhur)

∂r
= 0,

∂(hur)

∂t
+

1

r

∂ (rhur)

∂r
+

∂

∂r

(
gh2

2

)
−
hu2φ
r

=

= h

(
fr − g

∂b

∂r

)
+
∂Πrr

∂r
+

Πrr − Πφφ

r
,

∂(huφ)

∂t
+

1

r2
∂
(
r2huruφ

)
∂r

= hfφ +
∂Πφr

∂r
+

2

r
Πrφ,

(1.109)

ãäå

Πrr = 2µ
∂ur
∂r

,

Πφφ = 2µ
ur
r
,

Πrφ = Πφr = µ

(
∂uφ
∂r

− uφ
r

)
.

Ïðè ýòîì ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (1.106)
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� (1.108) âûãëÿäèò êàê

∂h

∂t
+

1

r

∂ (rjmr)

∂r
= 0,

∂(hur)

∂t
+

1

r

∂ (rjmrur)

∂r
+

∂

∂r

(
gh2

2

)
−
hu2φ
r

=

=

(
h− τ

1

r

∂ (hrur)

∂r

)(
fr − g

∂b

∂r

)
+

1

r

∂ (rurhŵr)

∂r
+

+
∂

∂r

(
ghτ

1

r

∂ (hrur)

∂r

)
− τ

u2φ
r

1

r

∂ (hrur)

∂r
− 2h

uφ
r
ŵφ+

+
∂Πrr

∂r
+

Πrr − Πφφ

r
,

∂(huφ)

∂t
+

1

r2
∂
(
r2jmruφ

)
∂r

=

(
h− τ

1

r

∂ (rhur)

∂r

)
fφ+

+
1

r2
∂
(
r2hurŵφ

)
∂r

+
∂Πφr

∂r
+

2

r
Πrφ,

(1.110)

ãäå

jmr = h (ur − wr) ,

wr =
τ

h

(
1

r

∂
(
rhu2r

)
∂r

+ gh
∂h

∂r
−
hu2φ
r

− h

(
fr − g

∂b

∂r

))
,

ŵr = τ

(
ur
∂ur
∂r

+ g
∂h

∂r
−
u2φ
r

− fr + g
∂b

∂r

)
,

ŵφ = τ

(
1

r
ur
∂ (ruφ)

∂r
− fφ

)
.

1.3.3 1D�÷èñëåííûé àëãîðèòì

Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî êîîðäèíàòå r ñ øàãîì ∆r, êîîðäèíàòàìè óçëîâ

ri, à òàêæå ñåòêó ïî âðåìåíè ñ øàãîì ∆t. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÊÃÄ óðàâíåíèé

ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èñïîëüçóåì ÿâíóþ ïî âðåìåíè ñõåìó ñ öåí-

òðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè. Çíà÷åíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îïðåäåëÿþòñÿ â

óçëàõ ñåòêè, çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ â ïîëóöåëûõ óçëàõ.

1D ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìû (1.110) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

ĥi − hi
∆t

+
1

ri

(rjmr)i+1
2
− (rjmr)i−1

2

∆r
= 0, (1.111)
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ˆhur

)
i
− (hur)i

∆t
+

1

ri

(rjmrur)i+1
2
− (rjmrur)i− 1

2

∆r
+

1

∆r

(g
2

(
h2i+ 1

2
− h2i−1

2

))
−

−
hiu

2
φ i

ri
=

(
hi − τi

1

ri

1

∆r

(
(rhur)i+ 1

2
− (rhur)i− 1

2

))(
fr i − g

1

∆r

(
bi+1

2
− bi− 1

2

))
+

+
1

∆r

((
ghτ

r

)
i+ 1

2

(hrur)i+1 − (hrur)i
∆r

−
(
ghτ

r

)
i− 1

2

(hrur)i − (hrur)i−1

∆r

)
+

+
1

ri

(rurhŵr)i+1
2
− (rurhŵr)i− 1

2

∆r
− τω2

0

(hrur)i+ 1
2
− (hrur)i− 1

2

∆r
− 2hiω0ŵφ+

+
Πrr i+ 1

2
− Πrr i− 1

2

∆r
+

Πrr i − Πφφ i

ri
,

(1.112)

ãäå

wr i+1
2
=
τi+1

2

hi+1
2

(
1

ri+1
2

(
rhu2r

)
i+1

−
(
rhu2r

)
i

∆r
+

1

∆r
ghi+ 1

2
(hi+1 − hi) −

−hi+1
2

(
fi+ 1

2
− g

1

∆r
(bi+1 − bi)

))
,

(1.113)

ŵr i+ 1
2
= τi+1

2

(
ur i+1

2

ur i+1 − ur i
∆r

+
1

hi+1
2

1

∆r
ghi+ 1

2
(hi+1 − hi) −

−fr i+1
2
+ g

1

∆r
(bi+1 − bi)

)
,

(1.114)

ŵφ = τi+ 1
2

(
1

ri+1
2

ui+1
2

(ruφ)i+1 − (ruφ)i
∆r

)
, (1.115)

Πrr i+ 1
2
= 2µi+1

2

ur i+1 − ur i
∆r

, (1.116)

Πφφ i = 2µi
ur i
ri
. (1.117)

Äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîòü µ áåðåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé äàâëåíèþ â ÿ÷åéêå è

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåãóëÿðèçóþùàÿ äîáàâêà

µ = τp = τ
gh2

2
, (1.118)
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ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè ïðîïîðöèîíàëåí øàãó ñåòêè ∆r

τ = α
∆r

|ur|+
√
gh
, (1.119)

ãäå 0 < α < 1 � ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò. Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

Êóðàíòà â âèäå

∆t = β
∆r

|ur|+
√
gh
, (1.120)

ãäå β � ÷èñëî Êóðàíòà.

1.3.4 1D�òåñòû è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

Òåñò 1. ×èñëåííàÿ ïðîâåðêà óñëîâèÿ ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè.

Ïðèâåäåì òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ÌÂ (1.109) äëÿ ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè.

Ïóñòü h = h(r), uφ = 0, ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ðàâíû íóëþ
∂

∂t
= 0,

fr = 0, fφ = 0. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ur = 0. Òðåòüå óðàâ-

íåíèå ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåòñÿ òî÷íî. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂r

(
gh2

2

)
+ gh

∂b

∂r
= 0

ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè

h(r) + b(r) = const. (1.121)

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â ïðèìåðàõ áåðåòñÿ îò r1 = 10 ñì äî r2 = 110 ñì, óñêîðåíèå

ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 980 ñì/ñåê2 (Ðèñ. 1.2).

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ur = 0, h(r) + b(r) = const, ïðîôèëü äíà çàäàåòñÿ êàê

íåáîëüøîé õîëìèê â âèäå ïîëóîêðóæíîñòè b(r) =
√
100− (r − 60)2 ðàäèóñà

10 ñì ñ öåíòðîì â òî÷êå r = 60 ñì. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûñîòû æèäêîñòè h

áåðóòñÿ, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó (jmr = 0)
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ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
∂h

∂r

∣∣∣∣
Γ

= −∂b
∂r

∣∣∣∣
Γ

. (1.122)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîòîê ìàññû íà ãðàíèöå äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ jmr = 0, è

ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè íà ñêîðîñòü ur|Γ = 0 ïîëó÷àåì jmr = −hwr = 0.

Íà Ðèñ. 1.3 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ýòîé çàäà÷è. ×èñëåííûé êîýôôèöè-

åíò α â ïðåäåëàõ 0.1− 1 íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà.

Òåñò 2. Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè.

Ïóñòü h = h(r), uφ = uφ(r), b(r) = const, fr = 0, fφ = 0. Áóäåì èñêàòü

ðåøåíèå ñèñòåìû (1.109) â âèäå
∂

∂t
= 0, ur = 0. Çàäàäèì ïîïåðå÷íóþ ñêîðîñòü

êàê uφ = rω0, ãäå ω0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî. Èç âòî-

ðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.109) ñëåäóåò, ÷òî

∂

∂r

(
gh2

2

)
− hrω2

0 = 0,

è ñòàöèîíàðíîå, èëè ðàâíîâåñíîå, ðåøåíèå ñèñòåìû (1.109) èìååò âèä

u(r) = 0,

h(r) =
ω2
0r

2

2g
+ C1,

(1.123)

ãäå C1 � êîíñòàíòà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòà ïîñòàíîâêà

ýêâèâàëåíòíà çàäàíèþ êîìïîíåíòû öåíòðîñòðåìèòåëüíîé ñèëû fr ïðè uφ = 0

h = h(r), ur = 0, uφ = 0,
∂

∂t
= 0, fr = rω2

0, fφ = 0.

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ C1 â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè âûáèðàåòñÿ èç çàäà-

íèÿ çíà÷åíèÿ âûñîòû æèäêîñòè íà ëåâîé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè h(r1, 0) =

10 ñì è ðàâíà C1 = 9.95. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ω0 = 1.0 ñåê−1 (ñì. Ðèñ. 1.4).

Íà÷àëüíûé óðîâåíü æèäêîñòè h0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îáúåìîâ
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ïðè t = 0 è t = ∞

2π

r2∫
r1

(
ω2
0r

2

2g
+ C1

)
rdr = h0π

(
r22 − r21

)
(1.124)

è ðàâåí h0 = 13 ñì. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â äàííîì ïðèìåðå âûáðàíû òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû â ïðîöåññå ýâîëþöèè óðîâíÿ æèäêîñòè íå îáðàçîâûâàëèñü îáëàñòè

ñ ñóõèì äíîì.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ âûñîòû æèäêîñòè h áåðåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ íåïðîòå-

êàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó (jmr|Γ = 0 ïðè ur|Γ = 0)

∂h

∂r

∣∣∣∣
Γ

= r|Γ
ω2
0

g
. (1.125)

Âðåìÿ ðàñ÷åòà ñîñòàâëÿåò 50 ñåê. Øàãè ñåòêè ðàâíû ∆r = 2.0, 1.0, 0.5 ñì,

ïàðàìåòð α = 0.5, ÷èñëî Êóðàíòà β = 0.1. Îáëàñòü ðàñ÷åòà äëÿ α îò 0.1 äî 1.0,

äëÿ β � äî 0.4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. ??.

Îáà ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòà ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèÿì â óêàçàíîì èíòåðâàëå øàãîâ

ñåòêè è ÷èñåë Êóðàíòà. Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ h(r) è ur = 0 íà

ñåòêå ñ øàãîì ∆r = 1.0 ïðè çàäàíèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â âèäå àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåò ∼ 10−3.

1.3.5 Ñáàëàíñèðîâàííàÿ ñõåìà

Äëÿ ðÿäà çàäà÷ âàæíî, ÷òîáû ðàçíîñòíàÿ ñõåìà îáëàäàëà ñâîéñòâîì "well�

balanced" [75], [73]. Óêàçàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ

(u ≡ 0) ñèëà äàâëåíèÿ äîëæíà áûòü óðàâíîâåøåíà ïðèëîæåííîé ê ñèñòåìå

âíåøíåé ñèëîé. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ýòî ñîîòíîøåíèå çàïèñàâàåòñÿ â âèäå

∇p = hf = h∇φ, (1.126)
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ãäå p � äàâëåíèå, h � âûñîòà æèäêîñòè, f = ∇φ � ìàññîâàÿ ñèëà.

Äëÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñõåì ñîîòíîøåíèå (1.126) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ ñ

âûñîêîé òî÷íîñòüþ íà óðîâíå ðàçíîñòíîãî àëãîðèòìà. Äëÿ "well�balanced" ñõå-

ìû ýòà òî÷íîñòü ìîæåò ñîñòàâëÿòü ïîðÿäêà 10−13−10−15. Ðàçðàáîòêå òàêèõ ñõåì

ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, íî ïîñòðîèòü òàêèå ñõåìû íà áàçå ÷èñëåííûõ àëãîðèò-

ìîâ ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî ñëîæíî [73].

ÊÃÄ àëãîðèòì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ñäåëàòü ñáàëàíñèðîâàííûì, ïî-

ñêîëüêó âêëþ÷åííàÿ â íåãî àäàïòèâíàÿ ÷èñëåííàÿ äèññèïàöèÿ çàíóëÿåòñÿ íà

ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèÿõ. Ïðèâåäåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîé ÊÃÄ

ñõåìû äëÿ äâóõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ.

Òåñò 1. Àíàëîãîì âíåøíåé ñèëû â äàííîì ñëó÷àå âûñòóïàåò âûðàæåíèå

−g∂b/∂r, è ñîîòíîøåíèå (1.126) ïðèíèìàåò âèä

∂

∂r

(
gh2

2

)
+ gh

∂b

∂r
= 0 (1.127)

èëè
∂

∂r
(h+ b) = 0. (1.128)

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ â ñõåìå (1.112) çà-

ïèñûâàåòñÿ â âèäå

g

2

h2
i+ 1

2

− h2
i− 1

2

∆r
+ ghi

bi+1
2
− bi− 1

2

∆r
= 0. (1.129)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñáàëàíñèðîâàííóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó, íåîáõîäèìî çà-

ìåíèòü hi íà
hi+1/2 + hi−1/2

2
. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå

1

∆r

(
hi+ 1

2
− hi−1

2
+ bi+1

2
− bi−1

2

)
= 0, (1.130)

êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî àïïðîêñèìèðóåò (1.128).

Ïðè òàêîé ìîäèôèêàöèè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1.112) òî÷íîå ðåøåíèå
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b(r) + h(r) = 13 ñì âû÷èñëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 10−13 è ñêîðîñòü ur = 0 �

ñ òî÷íîñòüþ äî 10−14. Óêàçàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ðàçíîñòíîãî ÊÃÄ àëãîðèòìà

äëÿ óðàâíåíèé ÌÂ âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà â [63] äëÿ ïëîñêèõ îäíîìåðíûõ

òå÷åíèé è îáîáùåíà â [14] íà äâóìåðíûå çàäà÷è äëÿ ñõåì, ïîñòðîåííûõ íà ïðÿ-

ìîóãîëüíûõ è íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ.

Òåñò 2.Àíàëîãîì âíåøíåé ñèëû â äàííîì ñëó÷àå âûñòóïàåò âûðàæåíèå hrw2
0,

è ñîîòíîøåíèå (1.126) ïðèíèìàåò âèä

∂

∂r

(
gh2

2

)
− hw2

0

∂

∂r

(
r2

2

)
= 0. (1.131)

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

g

2

h2
i+1

2

− h2
i−1

2

∆r
− hiω

2
0

r2
i+ 1

2

− r2
i−1

2

2∆r
= 0. (1.132)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñáàëàíñèðîâàííóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ âûðàæåíèÿ
∂h

∂r
=
ω2
0r

2g
, â ñõåìå (1.112) òàêæå íåîáõîäèìî çàìåíèòü hi íà

hi+1/2 + hi−1/2

2
, ò.å.

g

2

h2
i+ 1

2

− h2
i− 1

2

∆r
−
hi+1

2
+ hi− 1

2

2
ω2
0

r2
i+1

2

− r2
i− 1

2

2∆r
= 0. (1.133)

Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè çàäàíèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â âèäå àíà-

ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (1.123) ñîñòàâëÿåò 10−14 äëÿ h(r) è ur = 0.

1.4 Âûâîäû

Ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â âåêòîðíîì âèäå ñ îáùèìè óðàâíå-

íèÿìè ñîñòîÿíèÿ è ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ èäåàëüíîãî

ïîëèòðîïíîãî ãàçà. Ïðèâåäåí âûâîä ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÂ. Ïðèâåäåí

ðàñ÷åò òåñòîâîé çàäà÷è î âàðèàíòå ãèäðàâëè÷åñêîãî ñêà÷êà, ïîêàçûâàþùèé ýô-

ôåêòèâíîñòü ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ. Ïðèâåäåí âûâîä ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé

ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïðîòåñòèðîâàíà íà îä-

íîìåðíûõ òåñòàõ.
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Ðèñ. 1.2. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü
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h(r) + b(r) = const

Ðèñ. 1.3. Òåñò 1. Âûñîòà h(r) � ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äëÿ ∆r = 1.0 ïðè t = 1 ñåê. α = 0.5, β = 0.1
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Ðèñ. 1.4. Òåñò 2. Âû÷èñëåíèå íà÷àëüíîãî óðîâíÿ æèäêîñòè. Íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé óðîâíè æèäêîñòè â àíà-
ëèòè÷åñêîì ðàñ÷åòå
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Ðèñ. 1.5. Òåñò 2. Âûñîòà h(r) � àíàëèòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé ðàñ÷åòû äëÿ ∆r = 2.0, 1.0, 0.5. α = 0.5, β =
0.1, t = 50 ñåê.



Ãëàâà 2

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óåäèíåííîé

âîëíû

Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëè-

íåéíîãî ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ íåçàòóõàþùåé óåäèíåííîé âîëíû. Çàäà÷åé ñòà-

âèëñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà âîç-

íèêíîâåíèÿ óåäèíåííîãî âåòðî�âîëíîâîãî ñîëèòîíà íà îñíîâå óðàâíåíèé ìåëêîé

âîäû. Â îñíîâå ëåæèò ÊÃÄ àëãîðèòì ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëÿðèçîâàííûõ óðàâ-

íåíèé [63], [3], [15]. Îñíîâíûå ïàðàìåòðû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîëîæåííîé

â îñíîâó îïèñàííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ, ñîîòâåòñòâóþò äàííûì ëàáîðàòîðíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ [10], [52].

Ñðåäè âîëíîâûõ äâèæåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â ìîðÿõ è îêåàíàõ, áîëüøîé èíòå-

ðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîçíèêíîâåíèå è ïîâåäåíèå óåäèíåííûõ âîëí áîëüøîé àìïëè-

òóäû, êîòîðûå â ëèòåðàòóðå ïîëó÷èëè íàçâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ, èëè ãèãàíòñêèõ

âîëí. Â ðÿäå ïóáëèêàöèé òàêèå âîëíû íàçûâàþòñÿ âîëíàìè�óáèéöàìè. Â ìè-

ðîâîé ïðàêòèêå íàêîïëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñâèäåòåëüñòâ î âñòðå÷å ñóäîâ è

áóðîâûõ ïëàòôîðì ñ íåîáû÷íûìè âîëíàìè, îáëàäàþùèìè áîëüøåé âûñîòîé ïî

ñðàâíåíèþ ñ îêðóæàþùèìè âîëíàìè, ñ íåîæèäàííîñòüþ èõ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åç-

íîâåíèÿ [41], [52], [10], [33]. Êàê è â ñëó÷àå âîëí�öóíàìè ñåéñìè÷åñêîãî ïðîèñ-

õîæäåíèÿ, âûñîòà òàêèõ âîëí ïðè ïîäõîäå ê áåðåãó ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî
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ìîæåò ïðè÷èíèòü ñóùåñòâåííûé óùåðá ïîáåðåæüþ.

Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì è îïûòó íàáëþäåíèé, â ðÿäå ñëó÷àåâ

òàêèå âîëíû ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ ïîä âëèÿíèåì âåòðà è âåñòè ñåáÿ êàê óåäè-

íåííûé ñîëèòîí èëè ãðóïïà ñîëèòîíîâ. Â äàííîì ñëó÷àå ïîä ñîëèòîíîì ïîíè-

ìàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ óåäèíåííàÿ âîëíà, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà

÷àñòèöû ïðè âçàèìîäåéñòâèè òàêèõ âîëí äðóã ñ äðóãîì è ïðè èõ îòðàæåíèè îò

ïðåïÿòñòâèé [11], [7].

Ìåõàíèçì ôîðìèðîâàíèÿ âîëíî-âåòðîâûõ ñîëèòîíîâ äî êîíöà íå âûÿñíåí,

ïîñêîëüêó èññëåäîâàíèå òàêèõ ñîëèòîíîâ â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿåò

íåïðåîäîëèìûå òðóäíîñòè. Èçó÷åíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ ïðîâîäèëîñü íà ìíîãèõ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ óñòàíîâêàõ [10], [52], à äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà èñïîëüçîâà-

ëèñü óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå�Ôðèçà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ

Øðåäèíãåðà [33]. Îáå òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè çàðàíåå ïðåäïîëàãàþò ñóùåñòâîâà-

íèå ðåøåíèé â âèäå ñîëèòîíà.

Â 60-õ ãîäàõ 20�ãî âåêà â Ìîñêîâñêîì ãèäðîôèçè÷åñêîì èíñòèòóòå ïîä ðó-

êîâîäñòâîì Â.Â. Øóëåéêèíà áûë ïîñòðîåí îäèí èç ñàìûõ áîëüøèõ êîëüöåâûõ

øòîðìîâûõ áàññåéíîâ, â êîòîðîì âîëíû, ðàçãîíÿÿñü ïîòîêàìè âîçäóõà, äâèãà-

ëèñü, íå âñòðå÷àÿ ïðåïÿòñòâèé íà ñâîåì ïóòè. Îñíîâíîé öåëüþ ñòðîèòåëüñòâà

ýòîãî áàññåéíà ÿâëÿëîñü èçó÷åíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â óñëîâè-

ÿõ îòêðûòîãî ìîðÿ, ñðåäè êîòîðûõ íåìàëûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿëè óåäèíåííûå

âîëíû � ñîëèòîíû [48], [8].

Ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ òàêèõ âîëí äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íå ÿñíûì, õîòÿ ñîâðå-

ìåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëÿþò íå òîëüêî çàôèêñèðîâàòü ñàì ïðîöåññ ôîðìè-

ðîâàíèÿ, íî è ïîëó÷èòü óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ óåäèíåííûõ âîëí � îãðàíè÷åíèå

íà ãëóáèíó êàíàëà, ñèëó âåòðà, ñêîðîñòü è ðàçìåðû ñîëèòîíà [52], [33].
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2.1 Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòà

Ñîãëàñíî [10], [52], ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöå-

âîé ãèäðîêàíàë ñ âíåøíèì è âíóòðåííèì äèàìåòðàìè R1 = 2.02ì è R2 = 1.65ì

ñîîòâåòñòâåííî. Âûñîòà êàíàëà 0.4ì. Áîêîâûå ñòåíêè êàíàëà èçãîòîâëåíû èç

îðãñòåêëà, áëàãîäàðÿ ÷åìó ÷åðåç íèõ ìîæíî âåñòè íàïîñðåäñòâåííîå íàáëþäå-

íèå è âèäåî� èëè ôîòîñúåìêó âîëí. Âîçäóøíûé ïîòîê îò âåíòèëÿòîðà íàãíåòà-

åòñÿ â ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ âîäû è êðûøêîé êàíàëà. Âåíòèëÿòîð

ðàñïîëàãàåòñÿ â öåíòðå êàíàëà, à ïîòîê âîçäóõà, ðåãóëèðóåìûé ñïåöèàëüíûì

óñòðîéñòâîì, ïîñòóïàåò â ðàñòðóáû ÷åðåç ãåðìåòè÷åñêèå ãèáêèå ðóêàâà. Â íèæ-

íåé ÷àñòè ðàñòðóáà èìååòñÿ äíî, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ïîòîê âîçäóõà âûðàâíè-

âàåòñÿ è âõîäèò â êàíàë ïðàêòè÷åñêè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ñêîðîñòü

âåòðà ìîæíî èçìåíÿòü îò 3 äî 15 ì/ñåê. Ôîòîãðàôèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòà-

íîâêè ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 2.1.

Ðèñ. 2.1. Ôîòîãðàôèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè. Êîëüöåâîé êàíàë

Ðåãèñòðàöèÿ âîëí ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ ñòðóííûõ âîëíîãðàôîâ,

ñèãíàë ñ êîòîðûõ ïîäàâàëñÿ íà âõîä ÀÖÏ�ïëàòû êîìïüþòåðà. Êðîìå òîãî, èñ-

ïîëüçîâàëîñü 5 âèäåîêàìåð, ðàñïîëîæåííûõ ïî äëèíå âñåãî êàíàëà.
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Ñîëèòîíû âîçíèêàëè ïðè èçìåíåíèè ãëóáèíû îò 0.05 äî 0.14 ì è ïðè èçìåíå-

íèè ñêîðîñòè âåòðà îò 12 äî 15 ì/ñåê.

Â äàííûõ óñëîâèÿõ ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ âåòðîâûõ óåäèíåííûõ âîëí ïðîõî-

äèë ñëåäóþùèå îñíîâíûå ñòàäèè. Ïîñëå âêëþ÷åíèÿ âåíòèëÿòîðà ïî ïðîøåñòâèè

íåêîòîðîãî ïåðèîäà óñòàíîâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îáðàçóåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èç íåñêîëüêèõ âîëí ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè

ýòîãî ïåðâè÷íîãî ýòàïà ìîãóò íåñêîëüêî ðàçëè÷àòüñÿ îò ýêñïåðèìåíòà ê ýêñïå-

ðèìåíòó è çàâèñÿò îò ñêîðîñòè âåòðà, ãëóáèíû âîäû è ñâîéñòâ åå ïîâåðõíîñòè, à

òàêæå íàëè÷èÿ â íåé ïðèìåñåé. Â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ

îáðàçîâàíèé êðóïíûå âîëíû äîãîíÿþò è ïîãëîùàþò ìåëêèå âîëíû, ïðè÷åì òà-

êîå ïîãëîùåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ñëîæíûì ïðîöåññîì èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Îä-

íîé èç ñòàäèé ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå â êàíàëå äâóõ ñîëèòîíîâ,

ñì. Ðèñ. 2.2 è 2.3. Â èòîãå ôîðìèðóåòñÿ åäèíñòâåííûé èìïóëüñ, ïîäâåòðåííûé

ñêëîí êîòîðîãî áîëåå êðóòîé, à íàâåòðåííûé � ðàñòÿíóò, Ðèñ. 2.4. Ïðè äàëüíåé-

øåì óêðó÷åíèè ïåðåäíåãî ôðîíòà ïðîèñõîäèò åãî ÷àñòè÷íîå îáðóøåíèå, îäíàêî

îáùàÿ ôîðìà ñîëèòîíà ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòîò ðåçóëüòèðóþùèé èìïóëüñ ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâûì è äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è àìïëèòóäîé äî òåõ ïîð, ïîêà

íå èçìåíèòñÿ âåòðîâîå âîçäåéñòâèå. Ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ âåíòèëÿòîðà äâèæåíèå

ñîëèòîíà çàìåäëÿåòñÿ è îí ïîëíîñòüþ çàòóõàåò.

Ðèñ. 2.2. Ôîòîãðàôèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè. Ôðàãìåíò, äåìîíñòðèðóþùèé íàëè÷èå äâóõ ñîëèòîíîâ

Ðèñ. 2.3. Ôîòîãðàôèÿ - äâà ñîëèòîíà â êîëüöåâîì êàíàëå
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Ðèñ. 2.4. Âåòðîâîé ñîëèòîí â êîëüöåâîì êàíàëå. Âèäíî ÷àñòè÷íîå îáðóøåíèå ïåðåäíåãî ôðîíòà. Ðåàëüíûé
ðàçìåð ïîëÿ òå÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò ∼ 1 : 0.2 ì

Øèðèíà àýðîãèäðîêàíàëà ñîñòàâëÿåò îêîëî 0.4 ì, à åãî äëèíà ïðè ñðåäíåì

ðàäèóñå R = (R1 +R2)/2 ðàâíà 5.76 ì, ÷òî ñóùåñòâåííî áîëüøå øèðèíû êà-

íàëà. Ïðåíåáðåãàÿ ïîïåðå÷íûìè âîçìóùåíèÿìè â æèäêîñòè, áóäåì îïèñûâàòü

ïðîèñõîäÿùèå â íåé âîëíîâûå ÿâëåíèÿ â ðàìêàõ îäíîìåðíûõ ïëîñêèõ óðàâíå-

íèé ãèäðîäèíàìèêè. Âûñîòà æèäêîñòè â êàíàëå ñîñòàâëÿåò ∼ 0.1 ì, âûñîòà

ñîëèòîíà òàêæå íå ïðåâûøàåò 0.15 ì.

Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðî-

öåññà ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû äëÿ ïëîñêîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ.

2.2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé ÌÂ ñ ó÷åòîì ñèëû âåòðà è ñèëû òðåíèÿ æèäêîñòè î ñòåíêè êàíàëà ñ

ïëîñêèì ïðîôèëåì äíà (b = 0)

∂h

∂t
+
∂(hu)

∂x
= 0, (2.1)

∂(hu)

∂t
+
∂(hu2)

∂x
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
= hf − µu|u|. (2.2)

Çäåñü âûñîòà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è åå ñêîðîñòü õàðàêòåðèçóþòñÿ íåèç-

âåñòíûìè ôóíêöèÿìè h(x, t) è u(x, t), ïàðàìåòð f çàäàåò âåòðîâóþ ñèëó, äåé-

ñòâóþùóþ íà ïîâåðõíîñòü, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, à ïàðàìåòð µ � òðåíèå

æèäêîñòè î ñòåíêè è äíî êàíàëà � ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ.

Ñèëà f , äåéñòâóþùàÿ íà ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè
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âåòðà U : f = γ U 2, ãäå U = 3 − 15 ì/c. Êîýôôèöèåíò âåòðîâîãî òðåíèÿ γ

èçìåðÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Åãî çíà÷åíèå çàâèñèò îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ, â

òîì ÷èñëå îò ñîñòîÿíèÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè è îò ñêîðîñòè âåòðà. Íàïðèìåð,

ýêñïåðèìåíòû, âûïîëíåííûå äëÿ ×åðíîãî ìîðÿ, äàþò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà

âåòðîâîãî òðåíèÿ γ ∼ 10−2, äëÿ Àçîâñêîãî ìîðÿ γ ∼ 10−5 (ñì. [39]). Îöåíêè

êîýôôèöèåíòà âåòðîâîãî òðåíèÿ äëÿ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà äàþò çíà÷åíèÿ â

èíòåðâàëå 0.01�0.2, ïîýòîìó çíà÷åíèå f áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð çà-

äà÷è. Äðóãèì ïàðàìåòðîì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò òðåíèÿ î ñòåíêè è äíî

êàíàëà µ, êîòîðûé äëÿ äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íåèçâåñòåí.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ

[63] äëÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé ñ ó÷åòîì ñèëû âåòðà è ñèëû òðåíèÿ æèäêîñòè î

ñòåíêè êàíàëà â îòñóòñòâèè íåðîâíîñòåé äíà (b = 0) èìååò âèä [3]

∂h

∂t
+
∂jm
∂x

= 0, (2.3)

∂(hu)

∂t
+
∂(jmu)

∂x
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
=

(
h− τ

∂hu

∂x

)
f − µu|u|+ ∂Πxx

∂x
, (2.4)

ãäå

jm = h (u− w),

w =
τ

h

(
∂(hu2)

∂x
+ gh

∂h

∂x
− hf

)
,

Πxx = τuh

(
u
∂u

∂x
+ g

∂h

∂x
− f

)
+ τgh

(
u
∂h

∂x
+ h

∂u

∂x

)
,

τ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, èëè ñãëàæèâàíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî êîîðäè-

íàòå x ñ øàãîì hx, êîîðäèíàòàìè óçëîâ xi, à òàêæå ñåòêà ïî âðåìåíè ñ øàãîì

△t. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3)�(2.4) èñïîëüçóåì ÿâíóþ ïî âðåìåíè

ñõåìó ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè ( [30]). Çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí

îïðåäåëÿþòñÿ â óçëàõ ñåòêè. Çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ â ïîëóöåëûõ óç-
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ëàõ. Ñèìâîë (∧) óêàçûâàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè íà âåðõíåì âðåìåííîì ñëîå.

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3)�(2.4) èìååò âèä

ĥi = hi −∆t
ji+1/2 − ji−1/2

hx
, (2.5)

ûi =
1

ĥi

(
hi ui −∆t

jmi+1/2 ui+1/2 − jmi−1/2 ui−1/2

hx
−∆t

g

2

h2i+1/2 − h2i−1/2

hx
−

−∆tµiui|ui|+∆tfi

(
hi+1/2 + hi−1/2

2
− τi

hi+1/2ui+1/2 − hi−1/2ui−1/2

hx

)
+

+ ∆t
Πxx,i+1/2 − Πxx,i−1/2

hx

)
,

(2.6)

ãäå ïîòîê â ïîëóöåëûõ òî÷êàõ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

jmi+1/2 = hi+1/2

(
ui+1/2 − wi+1/2

)
, (2.7)

wi+1/2 =
τi+1/2

hi+1/2

(
hi+1u

2
i+1 − hiu

2
i

hx
+ ghi+1/2

hi+1 − hi
hx

− hi+1/2 fi+1/2

)
. (2.8)

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âåëè÷èíû Πxx i+1/2 ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ôîðìó-

ëàì äëÿ ïîòîêà wi+1/2. Çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â

ïîëóöåëûõ óçëàõ (íà ãðàíÿõ ÿ÷ååê) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíèå îò çíà÷åíèé â

äâóõ ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ. Çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìûõ âûðàæåíèé â òî÷êàõ i − 1/2

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî òî÷êàì i+ 1/2.

Óñòîé÷èâîñòü è òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñãëà-

æèâàíèÿ τ , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

τ = α
hx

max
(
|u|+

√
g h
) , (2.9)

ãäå ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò 0 < α < 1.

Øàã ïî âðåìåíè çàäàåòñÿ êàê

∆t = β
hx

max
(
|u|+

√
gh
) , (2.10)
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ãäå ÷èñëî Êóðàíòà 0 < β < 1 ïîäáèðàåòñÿ âî âðåìÿ âû÷èñëåíèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

óñòîé÷èâîñòè ñ÷åòà. Çíà÷åíèÿ f è µ ïðåäïîëàãàþòñÿ àïðèîðíî èçâåñòíûìè è

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïàðàìåòðû çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â îáëàñòè 0 ≤ x ≤ L, L = 6 ì. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

äëÿ âûñîòû âûáèðàþòñÿ â âèäå èìïóëüñà øèðèíîé â øàã ñåòêè hx, h(x, 0) = 0.2.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè æèäêîñòü íåïîäâèæíà u(x, 0) = 0. Íà ãðàíèöå

ñòàâÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ u(x) = u(x + L), h(x) = h(x + L), êîòîðûå â

ðàçíîñòíîì âèäå çàäàþòñÿ êàê

h(1) = h(N − 1), h(N) = h(2), u(1) = u(N − 1), u(N) = u(2). (2.11)

Çäåñü N � ÷èñëî òî÷åê ðàçíîñòíîé ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó, i = 1, ..., N .

2.3 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è áûëà âûïîëíåíà áîëüøàÿ ñåðèÿ

ðàñ÷åòîâ. Ïðåäåëû âàðüèðîâàíèÿ âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ çàäà÷è f , µ, ñåòî÷íûõ

ïàðàìåòðîâ α, β ïðåâåäåíû â Òàáëèöå 2.1.

f µ α β hx
0 � 100 0.01 � 100 0.1 � 0.3 0.05 � 0.1 0.025, 0.01, 0.005

Òàáëèöà 2.1. Äèàïàçîíû âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è f , µ, ñåòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ α, β è øàãà ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñåòêè hx

Òàêæå ïðè ïîèñêå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èçíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàëîñü íåñêîëü-

êî âàðèàíòîâ ôîðìóë äëÿ ñèëû òðåíèÿ î äíî è ñòåíêè ãèäðîêàíàëà.

Áîëüøèíñòâî ðàñ÷åòîâ âûïîëíåíû íà ñåòêå ñ øàãîì hx = 0.01. ×èñëåííûå

ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è ðàçíîñòíûé àëãîðèòì óñòîé÷èâ

ïðè âûáîðå ðåãóëÿðèçàòîðà ñ êîýôôèöèåíòîì α ∼ 0.1− 0.3 è ÷èñëîì Êóðàíòà

β ∼ 0.05−0.1. Ïðè óâåëè÷åíèè α ðåøåíèå ñèëüíî ñãëàæèâàåòñÿ, ïðè åãî óìåíü-

øåíèè ðåøåíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàñ÷åòà â

ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ óìåíüøåíèå øàãà ïî âðåìåíè. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ
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óñëîâíî óñòîé÷èâîé, ïîýòîìó ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà Êóðàíòà íèæå óêàçàííûõ

çíà÷åíèé ÷èñëåííîå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò øàãà ïî âðåìåíè.

Ñðåäè 70 âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ 11 âàðèàíòîâ áûëè îáíàðóæåíû ñîëè-

òîííûå ðåøåíèÿ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå óðîâíÿ æèäêîñòè

çàòóõàëî, ëèáî ôîðìèðîâàëîñü íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå áåç îáðàçîâàíèÿ ñîëè-

òîíîâ. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ôîðìèðîâàíèå îäèíî÷íîãî ñîëèòîíà ïðîèñõîäèò

ïðè ñîîòíîøåíèè ñèëû âåòðà è êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ f/µ ∼ 50− 100 [ì/ñåê2].

Äàëåå â àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ôîðìèðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû áóäåò

ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå, àíàëèòè÷åñêè ïîäòâåðæäàþùåå äàííûå ÷èñ-

ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Âðåìÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñîëèòîíà çàíèìàåò îò 10 äî 60 ñåê,

âåñü ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äî âðåìåíè t = 600 ñåê. Ïîëó÷åííûå â ðàçëè÷íûõ ðàñ-

÷åòàõ ñîëèòîíû íåñêîëüêî îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóãà ïî ñâîåé ôîðìå, ñêîðîñòè

è ñïîñîáó èõ óñòàíîâëåíèÿ.

Íà Ðèñ. (2.5) � (2.8) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýâîëþöèè îäèíî÷íîãî

ñîëèòîíà ïðè çíà÷åíèÿõ µ = 0.1, f = 10 è ïàðàìåòðàõ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà

hx = 0.01, α = 0.1, β = 0.05. Ïîêàçàíî âîçíèêíîâåíèå âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè

æèäêîñòè (Ðèñ. 2.5), åãî ðàçâèòèå (Ðèñ. 2.6), îáðàçîâàíèå äâóõ ñîëèòîíîâ ðàçíî-

ãî ðàçìåðà (Ðèñ. 2.7). Èòîã âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ñîëèòîíîâ � ñîëèòîí ñ áîëüøåé

àìïëèòóäîé äîãîíÿåò è ïîãëîùàåò ñîëèòîí ìåíüøåãî ðàçìåðà (Ðèñ. 2.8). Â ðå-

çóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà ôîðìèðóåòñÿ îäíà íåçàòóõàþùàÿ âîëíà. Òàêîé ïðîöåññ

ôîðìèðîâàíèÿ ñîëèòîíà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì íàáëþ-

äåíèÿì (Ðèñ. 2.2, 2.3 è 2.4). Íàâåòðåííûé ôðîíò ðåçóëüòèðóþùåãî ñîëèòîíà

áîëåå ïîëîãèé, ïîäâåòðåííûé � áîëåå êðóòîé (Ðèñ. 2.8), âûñîòà ñîëèòîíà ñî-

ñòàâëÿåò ïîðÿäêà 0.15 ì, ÷òî òàêæå ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìîé â ýêñïåðèìåíòå

êàðòèíå (Ðèñ. 2.4).

Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìîæíî áûëî íàáëþäàòü, ÷òî ñîëèòîí äâèæåòñÿ áûñò-

ðåå ÷åì æèäêîñòü, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîé îí ñôîðìèðîâàëñÿ. Ñîãëàñíî òåî-
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ðåòè÷åñêèì îöåíêàì, ñäåëàííûì â ðàìêàõ ìîäåëè óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå�

Ôðèçà, äëÿ ñëó÷àÿ íåïîäâèæíîé æèäêîñòè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñîëèòîíà Cs

ïðèáëèæåííî âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [41], [10], [52]

Cs = c
(
1 +

hc
2H

)
, (2.12)

ãäå c =
√
gH � ëàãðàíæåâà ñêîðîñòü âîëí, hc � âûñîòà ñîëèòîíà, H � ãëóáèíà

æèäêîñòè. Îòíîñèòåëüíî äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè ñêîðîñòü ñîëèòîíà äëÿ ñëó÷àÿ

èç Ðèñ. 2.8 ñîñòàâëÿåò Cs ≈ 1.6. Cîãëàñíî (2.12) hc ∼ 0.15, H ∼ 0.1, òî åñòü

1 + hc/2H = 1.75, c ≈ 1, è îöåíêà (2.12) äàåò Cs ∼ 1.75, ÷òî êà÷åñòâåííî

ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ðàñ÷åòà.

Êàê è â ýêñïåðèìåíòå, ïðè âûêëþ÷åíèè âíåøíåé ñèëû èìïóëüñ áûñòðî çàòó-

õàåò. Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ çàäàíî íå âîçâûøåíèå, à ïîíèæåíèå

óðîâíÿ æèäêîñòè, òî êàê â íàòóðíîì, òàê è â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ñîëèòîí

íå ôîðìèðóåòñÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå ñîëèòîíà îáóñëîâëåíî àêêóðàòíûì âûïîëíåíèåì áàëàíñà ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿùèõ ê óâåëè÷åíèþ êðóòèçíû

ïåðåäíåãî ôðîíòà âîëíû, è äèñïåðñèîííûõ è âÿçêèõ ïðîöåññîâ, íàïðàâëåííûõ

íà ðàñïëûâàíèå óåäèíåííîé âîëíû (ñì., íàïðèìåð, [11], [7]). Î÷åâèäíî, âÿçêèå

ýôôåêòû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ.

Â ðàçíîñòíîé ñõåìå ïðèñóòñòâóåò èñêóññòâåííàÿ äèññèïàöèÿ, âåëè÷èíà êî-

òîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà øàãó ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Íà Ðèñ. 2.9 ïðèâåäåíû

ïðîôèëè ñîëèòîíà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ íà ñåòêàõ

ñ øàãàìè hx = 0.005, 0.01 è 0.025. Äëÿ âñåõ òðåõ ñåòîê ñóùåñòâóåò ñîëèòîííîå

ðåøåíèå, ïðè ýòîì ïåðåäíèé ôðîíò ñîëèòîíà íà áîëåå ïîäðîáíîé ñåòêå hx =

0.005 îêàçûâàåòñÿ íåìíîãî êðó÷å, à åãî ìàêñèìóì íåìíîãî âûøå, ÷åì â ðàñ÷å-

òàõ íà áîëåå ãðóáûõ ñåòêàõ. Â öåëîì ôîðìà ñîëèòîíà ñëàáî çàâèñèò îò øàãà

ñåòêè, ÷òî ãîâîðèò î ìàëîé ÷èñëåííîé äèññèïàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû.
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Âïîñëåäñòâèè áûëî ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Â ðåçóëü-

òàòå çàäà÷à áûëà îáîáùåíà íà äëèíû êàíàëà îò 2 äî 8 ì, èñõîäÿ èç ôàêòà

îáðàçîâàíèÿ îäíîé óåäèíåíîé âîëíû.

Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ âîëíû ïðè äëèíå êàíàëà 2 ì íàèáîëåå ÷åòêî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü ñåáå ïî Ðèñ. 2.10 � 2.11, èç êîòîðûõ äàæå áåç ñïåöèàëüíîãî ñðàâ-

íåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðîôèëü óñòîÿâøåéñÿ âîëíû (Ðèñ. 2.11, ñïðàâà) òàêæå, êàê è

äëÿ äëèíû êàíàëà 6 ì, ñîîòâåòñòâóåò, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, òåîðåòè÷åñêè

ïîëó÷åííîìó ïðîôèëþ ðàçðûâíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (Ðèñ. 2.12). Àíà-

ëèòè÷åñêèå ïðîôèëè äëÿ ñêîðîñòè æèäêèõ ÷àñòèö u(x, t) òàêæå ñîîòâåòñòâóþò

äàííûì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïîëó÷àåìûé â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ðåçóëüòèðóþùèé îäèíî÷íûé

èìïóëüñ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì è äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è

àìïëèòóäîé äî òåõ ïîð, ïîêà íå ìåíÿåòñÿ âåòðîâîå âîçäåéñòâèå.

2.4 Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

Óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íàáëþäàåìûå â êîëüöåâûõ êàíàëàõ "ñîëèòîíû" ÿâëÿ-

þòñÿ íå óåäèíåííûìè, à ïåðèîäè÷åñêèìè âîëíàìè, ñ äëèíîé λ ðàâíîé äëèíå

êàíàëà.

Äëÿ óäîáñòâà ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ñèñòåìó (2.1)�(2.2) â êâàçèãèïåðáîëè÷å-

ñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

ht + (hu)x = 0, ut + (uu)x + ghx = f − µ
u|u|
h
. (2.13)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (2.13) â âèäå áåãóùèõ âîëí

u(x, t) = U(x− Ct) = U(ξ), h(x, t) = H(x− Ct) = H(ξ). (2.14)

Ðàçóìíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî åñëè èçìåíèòñÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè îòíî-

ñèòåëüíî ñòåíîê êàíàëà, òî äîëæíà èçìåíèòüñÿ è ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ. Â ÷àñò-
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íîñòè, ïðè ðàâåíñòâå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè íóëþ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñòåíîê

îòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû íå ìîæåì ïåðåéòè â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèæó-

ùóþñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, è ðàññìàòðèâàòü áåãóùèå âîëíû êàê óñòàíîâèâ-

øèéñÿ ïîòîê, êàê áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [82]. Âìåñòî ýòîãî ïîäñòàâèì (2.14) â

óðàâíåíèÿ (2.13) è ïîëó÷èì

HU ′ + (U − C)H ′ = 0, (U − C)U ′ + gH ′ = f − µ
U |U |
H

. (2.15)

Ðàçðåøàÿ ñèñòåìó (2.15) îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðèõîäèì ê óðàâ-

íåíèÿì

U ′ =
(U − C)(f − µU |U |/H)

(U − C)2 − gH
, (2.16)

H ′ = −H(f − µU |U |/H)

(U − C)2 − gH
. (2.17)

Äåëÿ (2.17) íà (2.16), ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå

dH

dU
=

H

C − U
,

êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, è åãî ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(C − U)H = K = const. (2.18)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (2.18) â (2.17), ìû ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ïðîôèëü áåãóùåé âîëíû

dH

dξ
= −fH

3 − µ(CH −K)|CH −K|
K2 − gH3

. (2.19)

Ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èâøåå â ëèòåðàòóðå èìÿ ×åéçè, õîðîøî èçó÷åíî. Îíî áû-

ëî òî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàíî äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ [57], [82]. Èçâåñòíî

60 òèïîâ åãî ðåøåíèé, îäíàêî ñðåäè íèõ íåò íè îäíîãî âñþäó íåïðåðûâíîãî

ïåðèîäè÷åñêîãî, êðîìå, åñòåñòâåííî, ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ.

Íèæå ïîëó÷åíû ðàçðûâíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.19) â âèäå



60

êàòÿùèõñÿ âîëí â êîëüöåâîì êàíàëå, íå ïðîòèâîðå÷àùèå óäàðíûì óñëîâèÿì íà

ðàçðûâå àíàëîãè÷íî êàòÿùèìñÿ âîëíàì ïî íàêëîííûì ïëîñêîñòÿì [48], [57], [58],

[74].

Ëþáûå ðàçðûâû, âîçíèêàþùèå â æèäêîñòè, ïðèíÿòî íàçûâàòü "óäàðíûìè"

âîëíàìè, õîòÿ ñàì òåðìèí ècõîäíî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ðàçðûâîâ ñæèìàåìûõ

ãàçîâûõ ïîòîêîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé ìîæíî âñòðåòèòü íàçâà-

íèå "áîðà" èëè "ãèäðàâëè÷åñêèé ïðûæîê". Â ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíûõ êàíàëîâ

ïðè îòñóòñòâèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü

æèäêîñòü íà ãðàíèöå "ãèäðàâëè÷åñêîãî ïðûæêà" , ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ êíè-

ãàõ ïî ãèäðîäèíàìèêå (ñì., íàïðèìåð, [36], [45]).

Ðàññìîòðèì â òî÷êå x = ξ(t) ðàçðûâ, äâèæóùèéñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Áó-

äåì îáîçíà÷àòü íèæíèì èíäåêñîì "−" è "+" çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, âçÿòûõ ñëåâà

è ñïðàâà îò ðàçðûâà ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì çàêîíû èçìåíåíèÿ ìàññû è èì-

ïóëüñà äëÿ æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè a−(t) è a+(t), ïðîâåäåííûìè ñ

äâóõ ñòîðîí îò òî÷êè x = ξ(t)

d

dt

a+∫
a−

ρh dx = 0, (2.20)

d

dt

a+∫
a−

ρhu dx =

h(a−,t)∫
0

p− dy −
h(a+,t)∫
0

p+ dy − µρ

h∫
0

a+∫
a−

u2

h
dxdy, (2.21)

ãäå ÷åðåç p− è p+ îáîçíà÷åíî äàâëåíèå ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò ðàçðû-

âà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñêîðîñòü u(x, t) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ìû
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ìîæåì çàïèñàòü åùå îäíî óñëîâèå, âûòåêàþùåå èç çàêîíà èçìåíåíèÿ ýíåðãèè

dE

dt
=

1

2

d

dt

a+∫
a−

(
ρhu2 + gρh2

)
dx+

h(a+,t)∫
0

p+u+ dy −

−
h(a−,t)∫
0

p−u− dy + µρ

h∫
0

a+∫
a−

u3

h
dxdy. (2.22)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé âåëè÷èíû âèäà (ñì., íàïðèìåð, [29])

I =

a+(t)∫
a−(t)

Ψ(x, t) dx,

ãäå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ψ(x, t) òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êå x = ξ(t), åå ïðî-

èçâîäíóþ ïî âðåìåíè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

dI

dt
=

a+∫
a−

∂Ψ

∂t
dx+ (Ψ(ξ−, t)ξ

′ −Ψ(a−, t)u−) + (Ψ(a+, t)u+ −Ψ(ξ+, t)ξ
′), (2.23)

çäåñü øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, a′− = u−, a
′
+ = u+. Òîãäà,

ââîäÿ çàìåíó v+ = u+ − ξ′, v− = u− − ξ′ è óñòðåìëÿÿ a− → a+, ìû ïîëó÷àåì

ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
a−→a+

dI

dt
= Ψ−v− −Ψ+v+, (2.24)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàì ëåãêî ïåðåéòè ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ (2.20), (2.21) è

(2.22)

ρ̄+v+ = ρ̄−v− =M, äëÿ ρ̄ = ρh, (2.25)

M(v+ − v−) = p̄− − p̄+, äëÿ p̄ =
1

2
gρh2, (2.26)

lim
dE

dt
=

1

2
ρ̄+u

2
+v+ − 1

2
ρ̄−u

2
−v− + p̄+v+ − p̄−v− + p̄+u+ − p−u− < 0. (2.27)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ (2.24)�(2.27) ñ óñëîâèÿìè ïðè îòñóòñòâèè ñèë

ñîïðîòèâëåíèÿ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå íå âíîñèò íèêàêèõ èçìåíå-
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íèé, à ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (2.27) äëÿ áàëàíñà ýíåðãèè â ñëó÷àå ãîðèçîí-

òàëüíûõ êàíàëîâ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä ( [47])

lim
dE

dt
=
Mg

ρ

(ρ̄− − ρ̄+)
3

4ρ̄−ρ̄+
< 0. (2.28)

Èç íåðàâåíñòâà Ðýëåÿ (2.28) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÷àñòèöû, ïðåîäîëåâàÿ

ðàçðûâ (ρ̄− ̸= ρ̄+), òåðÿþò ñâîþ ýíåðãèþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿò èç îáëà-

ñòè ñ ìåíüøåé ãëóáèíîé â îáëàñòü ñ áîëüøåé ãëóáèíîé. Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì

äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî âåòåð äóåò íàïðàâî. Áóäåì èñêàòü áåãóùèå íàïðàâî

âîëíû, ñêîðîñòü êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòü æèäêèõ ÷àñòèö, äðóãèìè ñëî-

âàìè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ áåãóùåé âîëíîé, âñå

æèäêèå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ íàëåâî, ïðè ýòîì â îáëàñòè ñ áîëüøåé ãëóáèíîé îíè

äâèæóòñÿ ñ "äîêðèòè÷åñêîé" ñîêðîñòüþ v <
√
gh, à â îáëàñòè ñ ìåíüøåé ãëó-

áèíîé � ñ "ñóïåðêðèòè÷åêîé" ñîêðîñòüþ v >
√
gh. Ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå

ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì, è åãî îáîñíîâàííîñòü ïîäðîáíî îïèñàíà, íàïðèìåð, â

ðàáîòàõ [82], [57], [58].

Ïîñòðîèì ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå ñ ðàçðûâîì, äâèæóùååñÿ ñî ñêîðîñòüþ

C = const, íåïðåðûâíîå â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Åñëè ìû îáîçíà÷èì âûñîòó âîëíû

â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ÷åðåç H0, òî îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå v0 = C − U0 =
√
gH0. Òîãäà èç ôîðìóëû (2.19) ñëåäóåò, ÷òî ïðîôèëü

âîëíû
dH

dξ
= −fH

3 − µ(CH −K)2

H2((U − C)2 − gH)
(2.29)

ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíûì â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, åñëè ÷èñëèòåëü äðîáè â ïðàâîé

÷àñòè (2.29) íå çàíóëÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî â êàæäîé êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êå, â êîòîðîé

(U0 − C)2 − gH0 =
K2

H2
0

− gH0 = 0, (2.30)
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÷èñëèòåëü (2.29) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ò.å.

f − µ
(CH0 −K)2

H3
0

̸= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðîèçâîäíàÿ dH/dξ. Òîãäà ìîæ-

íî ñäåëàòü åäèíñòâåííûé ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûé âûâîä, ÷òî â êðèòè÷åñêîé

òî÷êå íàõîäèòñÿ ïåðåãèá: d2ξ/dH2 = 0. Äèôôåðåíöèðóÿ dξ/dH ïî H, ïîëó÷àåì

d2ξ

dH2
=

H(2K2/H3 + g)

H2(f − µ(CH −K)2/H3)
+

+
(K2/H2 − gH)(f − 2µK(CH −K)/H3)

H2(f − µ(CH −K)2/H3)2
. (2.31)

Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå (2.30) òîëüêî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (2.31) îáðà-

ùàåòñÿ â íóëü.

Òàêèì îáðàçîì, d2ξ/dH2 ̸= 0. Cëåäîâàòåëüíî, ïðîôèëü â êðèòè÷åñêîé òî÷-

êå íå ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíûì, à çíà÷èò è çíàìåíàòåëü, è ÷èñëèòåëü (2.29)

îáÿçàíû çàíóëÿòüñÿ îäíîâðåìåííî

f − µ
(CH0 −K)2

H3
0

= f − µ
U 2
0

H0
= 0. (2.32)

Ðàçðåøàÿ (2.32) îòíîñèòåëüíî U0 è H0, ïîëó÷àåì

U0 =
C

1 +
√
gµ/f

< C, H0 =
1

g

C2

(1 +
√
f/gµ)2

, K =
1

g

C3

(1 +
√
f/gµ)3

. (2.33)

Âûðàæåíèå 2.29) (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà (H −H0))

ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

dH

dξ
=

1

g

fH2 + (fH0 − C2µ)H + gµH2
0

H2 +HH0 +H2
0

. (2.34)

×òîáû ïîëó÷èòü êàòÿùèåñÿ íàïðàâî âîëíû, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû â
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êðèòè÷åñêîé òî÷êå âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

dH

dξ

∣∣∣∣
H0

> 0. (2.35)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

4gµ < f. (2.36)

Èç óñëîâèÿ (2.36) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîé ñèëå ñîïðîòèâëåíèÿ èëè ïðè

ìàëîì âåòðå âîçìóùåíèÿ â âèäå ïåðèîäè÷åñêèõ óäàðíûõ âîëí îáðàçîâûâàòüñÿ

íå äîëæíû.

Óðàâíåíèå (2.34) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, ðàçëîæèâ íà ìíîæèòåëè ÷èñëè-

òåëü. Ìîæíî óáåäèòüñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè êîðíåé H1, H2 [57] ýòîãî óðàâíåíèÿ

H1,2 = H0
1 + 2q ±

√
1 + 4q

2q2
, ãäå q =

√
f

gµ
> 2. (2.37)

Ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.34) ñ òî÷íîñòüþ

äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû èìååò âèä

ξ(H) =
g

f
(H −H0) +

g

f

H2
1 +H1H0 +H2

0

H1 −H2
ln
H −H1

H0 −H1
−

−g
f

H2
2 +H2H0 +H2

0

H1 −H2
ln
H −H2

H0 −H2
. (2.38)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.38), ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîôèëü âîëíû, êîòîðûé, îä-

íàêî, íå áóäåò îïðåäåëåí îäíàçíà÷íî, ïîêà íå áóäåò çàäàíà äëèíà âîëíû λ.

Ïðèìåð ïðîôèëÿ äëÿ ñëó÷àÿ f = 10, µ = 0, 1 ïðèâåäåí íà Ðèñ. 2.12 (ïóíê-

òèðíàÿ ëèíÿÿ), èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ïðîôèëü âîëíû ìîíîòîííûé, òî åñòü

âîçðàñòàåò îò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Hmin â òî÷êå ãèäðàâëè÷åñêîãî ïðûæêà

ξn äî ìàêñèìàëüíîãî Hmax â òî÷êå ξn+1 = ξn + λ.

Çàïèøåì óäàðíûå óñëîâèÿ (2.25), (2.26) â òî÷êå ïðûæêà äëÿ ìàññû è èìïóëü-
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ñà

− ρHmax(C − Umax) = ρ̄+v+ =M = ρ̄−v− = −ρHmin(C − Umin), (2.39)

M((C − Umin)− (C − Umax)) = p̄− − p̄+ =
1

2
gρ(H2

min −H2
max). (2.40)

Ïåðâîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâîì (C−Umax)Hmax = (C−Umin)Hmin =

K, âòîðîå çàäàåò ñâÿçü ìåæäó Hmax è Hmin

2K2

gHminHmax
= Hmin +Hmax. (2.41)

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (2.41) â ïðåäïîëîæåíèè Hmax > 0, ìû ïîëó÷àåì

Hmin =
1

2

(√
H2

max +
8K2

gHmax
−Hmax

)
. (2.42)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2.42) è ìîíîòîííûé õàðàêòåð ïðîôèëÿ, ìîæíî

ñâÿçàòü äëèíó âîëíû ñ åå ìàêñèìàëüíîé âûñîòîé ÷åðåç ñîîòíîøåíèå |ξ(Hmin)−

ξ(Hmax)| = λ

λ̄ = ĥ− ȟ+
h21 + h1 + 1

h1 − h2
ln
ĥ− h1

ȟ− h1
− h22 + h2 + 1

h1 − h2
ln
ĥ− h2

ȟ− h2
. (2.43)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

λ̄ =
fλ

gH0
=
fλ

C2
(1+q)2, ĥ =

Hmax

H0
=
gHmax

C2
(1+q)2, ȟ =

Hmin

H0
=
gHmin

C2
(1+q)2,

q =

√
f

gµ
, h1,2 =

H1,2

H0
=

1 + 2q ±
√
1 + 4q

2q2
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäàíû ïàðàìåòðû f, µ, C, λ, òî ìîæíî ñ ïîìîùüþ (2.43)

è (2.42) íàéòè Hmax, çàòåì ïîñ÷èòàòü Hmin, è, íàêîíåö, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé

(2.38), ïîñòðîèòü ïåðèîäè÷åñêóþ áåãóùóþ âîëíó (ïðèìåð, íåïðåðûâíàÿ ëèíÿÿ

íà Ðèñ. 2.12).

Â àïðèîðíîì çàäàíèè ñêîðîñòè áåãóùåé âîëíû C âîçíèêàþò ñëîæíîñòè [58],
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ïîýòîìó âìåñòî ñêîðîñòè áåãóùåé âîëíû C â êà÷åñòâå âõîäíîãî ïàðàìåòðà ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü âûñîòó íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè èëè èñõîäíûé

îáúåì æèäêîñòè â êîëüöåâîì êàíàëå.

2.5 Âûâîäû

Ïðèâåäåíî êðàòêîå îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòîâ â àýðîãèäðîêàíàëå è âïåðâûå

ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âåòðî�âîëíîâîãî ñîëèòîíà â ðàìêàõ ïðèáëè-

æåíèÿ ìåëêîé âîäû. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû äëÿ

ïëîñêîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ñèëû òðåíèÿ î äíî è ñòåíêè ãèäðîêàíà-

ëà è âëèÿíèÿ âåòðà. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçî-

âàííûé âèä óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïðàâèëüíî îòðàæà-

þò îñîáåííîñòè ôîðìèðîâàíèÿ è ïîâåäåíèÿ óåäèíåííûõ âîëí, îáíàðóæåííûå â

ýêñïåðèìåíòå. Èçó÷åíèå ìåõàíèçìà ôîðìèðîâàíèÿ âåòðî�âîëíîâûõ ñîëèòîíîâ

â ëàáîðàòîðíîì ýêñïåðèìåíòå äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî, à â ïðèðîäíûõ óñëîâè-

ÿõ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó îïèñàíèå óêàçàííîãî ÿâëåíèÿ â ïðèáëè-

æåíèè óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû è åãî èññëåäîâàíèå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå

ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ.

Ïîëó÷åííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå èññëåäîâàíî àíàëèòè÷åñêè. Äîêàçàíî îòñóò-

ñòâèå íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé è ïîñòðîåíà ðàçðûâíàÿ îäèíî÷íàÿ âîëíà â êàíà-

ëå, óäîâëåòâîðÿþùàÿ êëàññè÷åñêèì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ íà ðàçðûâå. Ïðîâåäåíî

ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì, ïîêàçàâøåå ïðà-

âèëüíîñòü âûâåäåííîãî òåîðåòè÷åñêè îãðàíè÷åíèÿ íà îáðàçóþùèå ñèëû.
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Ðèñ. 2.5. Âûñîòà h(x) ïðè t = 0.9 è 3.8 c.
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Ðèñ. 2.6. Âûñîòà h(x) ïðè t = 5.7 è 6.7 c.
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Ðèñ. 2.7. Âûñîòà h(x) ïðè t = 8.1 è 9.5 c.
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Ðèñ. 2.8. Âûñîòà h(x) ïðè t = 11.5 è 12.0 c.
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Ðèñ. 2.9. Âëèÿíèå ñåòêè. Ôîðìà ñîëèòîíà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå h(x) ïðè f = 10.0, µ = 0.1, α = 0.1,
β = 0.1 äëÿ hx = 0.025, 0.010 è 0.005
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Ðèñ. 2.10. Ðàçâèòèå ñîëèòîíà h(x) ïðè t = 0.55 c è t = 2.2 c.
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Ðèñ. 2.11. Ðàçâèòèå ñîëèòîíà h(x) ïðè t = 4.0 c è t = 5.8 c.

Ðèñ. 2.12. Àíàëèòè÷åñêèé ïðîôèëü âîëíû ïðè f = 10, µ = 0, 1. ïóíêòèðíàÿ ëèíÿÿ � ìîíîòîííûé ïðîôèëü,
íåïðåðûâíàÿ � ðàçðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ âîëíà



Ãëàâà 3

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóêòóð

âî âðàùàþùèõñÿ ãàçîâûõ äèñêàõ

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè àêêðåöèîííîãî

äèñêà íà îñíîâå óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè â

ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Öåëüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëî èçó÷åíèå

âîçìîæíîñòåé ôîðìèðîâàíèÿ ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóêòóð â ãàçîâûõ äèñêàõ

â äàííîì ïðèáëèæåíèè.

Èçó÷åíèå ýâîëþöèîííûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â àêêðåöèîííûõ äèñêàõ

ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòèâíî èññëåäóåìûõ çàäà÷ àñòðîôè-

çèêè.

Ñîãëàñíî [49], [50] ñïèðàëüíàÿ ñòðóêòóðà òóìàííîñòåé âïåðâûå áûëà çàìå÷åíà

â íàáëþäåíèÿõ ëîðäà Ðîññà â 1845 ã. Ïîçäíåå ñïèðàëüíûå ðóêàâà è ãèãàíòñêèå

âèõðè � öèêëîíû è àíòèöèêëîíû � áûëè îáíàðóæåíû â äâóìåðíîì ïîëå ñêî-

ðîñòåé ãàçîâûõ äèñêîâ ðÿäà ãàëàêòèê. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ îòñòàþùèå

ñïèðàëè, êîòîðûå âðàùàþòñÿ êîíöàìè íàçàä è èìåþò åñòåñòâåííóþ àýðîäèíà-

ìè÷åñêóþ ôîðìó. Ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåòâëåíèå ñïèðàëåé,

ïðè êîòîðîì ðóêàâà ðàçäâàèâàþòñÿ â íàïðàâëåíèè èõ êîíöîâ. Íàáëþäàþòñÿ

ãàëàêòè÷åñêèå äèñêè â âèäå êîíöåíòðè÷åñêèõ êîëåö.
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Â [49], [40] îáñóæäàëèñü ìåõàíèçìû âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ

ñòðóêòóð â àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòàõ � ãàëàêòèêàõ è àêêðåöèîíûõ äèñêàõ.

Â ÷àñòíîñòè, ãåíåðàöèÿ ñïèðàëüíûõ âîëí ïëîòíîñòè ñâÿçûâàëàñü ñ íåëèíåéíûì

âçàèìîäåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííîé è ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, êîòî-

ðàÿ â ðåàëüíûõ ãàëàêòèêàõ ìîæåò áûòü âûçâàíà áûñòðûìè ëîêàëüíûìè ïàäåíè-

ÿìè ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãàçà. Ïîñëåäíèå õîðîøî çàìåòíû íà êðèâûõ âðàùåíèÿ

ãàëàêòèê, ïîëó÷åííûõ ðàíåå â íàáëþäåíèÿõ íà òåëåñêîïàõ.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåíåðàöèè ñïèðàëüíîé ñòðóêòó-

ðû â ãàçîâîì ãàëàêòè÷åñêîì äèñêå, âûçâàííîé ðàçâèòèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé

íåóñòîé÷èâîñòè èç�çà íàëè÷èÿ ãðàäèåíòà ñêîðîñòè âðàùåíèÿ, èñïîëüçîâàëàñü

âðàùàþùàÿñÿ ìåëêàÿ âîäà. Â ÷àñòíîñòè, íà óñòàíîâêå "Ñïèðàëü" áûëà ïîäòâåð-

æäåíà ïðàâèëüíîñòü ãðàâè�ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè ãåíåðàöèè ñïèðàëüíîé

ñòðóêòóðû. Íàáëþäàëîñü âåòâëåíèå ðóêàâîâ è áûëè îáíàðóæåíû àíòèöèêëîíè-

÷åñêèå âèõðè [40].

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà ïðÿìîãî ÷èñëåííî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç î ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ïðèðîäå

ôîðìèðîâàíèÿ ðóêàâîâ â àñòðîôèçè÷åñêèõ äèñêàõ è àíàëîãèè ìåæäó ãðàâèòà-

öèîííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ â ãàçîâûõ äèñêàõ è â òå÷åíèÿõ ìåëêîé âîäû.

Àêêðåöèîííûå äèñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âðàùàþùèåñÿ ãàçîâûå îáðàçîâà-

íèÿ â îêðåñòíîñòè êîìïàêòíûõ ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ. Òàêèå ñðåäû ìîæíî

îïèñûâàòü íà îñíîâå óðàâíåíèé Ýéëåðà ãàçîâîé äèíàìèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ, â êîòîðîì øàã ñåòêè ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò

õàðàêòåðíûå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë â ãàçîâîì äèñêå.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãðàâèòàöèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â àêêðåöèîííûõ

äèñêàõ ïðîâîäèëîñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [6], [1]. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî [49], ïðè

ãåíåðàöèè ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ â ðåàëüíûõ ãàëàêòèêàõ ðîëü âÿçêîñòè ïðåíåáðå-

æèìî ìàëà, òî ðàñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû èìåííî íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
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Ýéëåðà (áåç ó÷åòà âÿçêèõ ñëàãàåìûõ).

Â âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòàõ èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîò-

íîñòè è ñêîðîñòè, âûâåäåííîå äëÿ ñòàöèîíàðíîé òðåõìåðíîé êîíôèãóðàöèè â

áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè â [1]. Â îòëè÷èå îò [6], [1] äëÿ ðåäóöèðîâàíèÿ òðåõ-

ìåðíîé çàäà÷è ê äâóìåðíîé ïðèìåíÿåòñÿ íå ïðèáëèæåííîå, à òî÷íîå óñðåäíå-

íèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå. Ïðè ýòîì ñòàöèîíàðíûå

ðåøåíèÿ ïîñòðîåíû íå òîëüêî äëÿ èçýíòðîïè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (äëÿ ïîêàçàòåëÿ

àäèàáàòû γ > 1), íî è äëÿ ïîïóëÿðíîãî â ëèòåðàòóðå èçîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ

(γ = 1).

Ýòè íîâûå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ

â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñ âíåñåíèåì ìàëîãî âîçìóùåíèÿ) äëÿ

íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé. Óñòîé÷èâîñòü íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê ìàëûì

âîçìóùåíèÿì àíàëèòè÷åñêè â äàííîé ðàáîòå íå èññëåäîâàëàñü, îäíàêî èç ôè-

çè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé èçâåñòíî, ÷òî áàðîòðîïíûå òå÷åíèÿ ãàçà â ïîëå ãðàâèòà-

öèîííûõ ñèë ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè [5], [49].

Â íàñòîÿùåé ãëàâå â îòëè÷èå îò [6], [1] çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ óðàâíå-

íèé Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ïî-

ñêîëüêó íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòðîåíû èìåííî äëÿ íåãî. Ïðèìåíÿåìûé

â ðàñ÷åòàõ ÷èñëåííûé àëãîðèòì îñíîâàí íà ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðåä-

âàðèòåëüíî ðåãóëÿðèçîâàííûõ ÊÃÄ óðàâíåíèé, àäàïòèðîâàííûõ äëÿ îïèñàíèÿ

äàííîé çàäà÷è. Óðàâíåíèÿ è èõ ðàçíîñòíûé àíàëîã çàïèñûâàþòñÿ â åñòåñòâåí-

íîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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3.1 Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè â

ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è èõ òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøå-

íèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò (r, φ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû è

èìïóëüñà

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, (3.1)

∂(ρur)

∂t
+ div(ρuru) +

∂p

∂r
−
ρu2φ
r

= ρfr, (3.2)

∂(ρuφ)

∂t
+

1

r
div(rρuφu) +

1

r

∂p

∂φ
= ρfφ, (3.3)

ãäå ρ(r, φ, t) � ïëîòíîñòü, u = (ur, uφ) � âåêòîð ñêîðîñòè, ur(r, φ, t) è uφ(r, φ, t)

� eãî ðàäèàëüíàÿ è àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòû è

div v =
1

r

∂ (rvr)

∂r
+

1

r

∂vφ
∂φ

äëÿ ëþáîé âåêòîð�ôóíêöèè v = (vr, vφ). Äàâëåíèå ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

p = kργ, ãäå γ = const ≥ 1 � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, à êîýôôèöèåíò k = p0/ρ
γ
0

îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé óäåëüíîé ýíòðîïèåé òå÷åíèÿ ïðè γ > 1 (èçýíòðîïè÷å-

ñêèé ñëó÷àé) ëèáî ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé ïðè γ = 1 (èçîòåðìè÷åñêèé ñëó-

÷àé). Ïðè ýòîì ñêîðîñòü çâóêà cs =
√
γp/ρ. Òàêæå fr è fφ � ðàäèàëüíàÿ è

àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòû âíåøíåé ìàññîâîé ñèëû.

Â ðàáîòå [1] èçó÷åíû ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ó÷åòîì

ñèëû ãðàâèòàöèè â (r, φ, z)�ãåîìåòðèè

∂p

∂r
−
ρu2φ
r

= − ρr

(r2 + z2)3/2
,
∂p

∂z
= − ρz

(r2 + z2)3/2
, (3.4)

çàïèñàííûå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ρ = ρ(r, z), uφ = uφ(r) è ur = uz = 0.
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Ïóñòü p = kργ ñ k > 0, γ ≥ 1 è çàäàíà ôóíêöèÿ

ζ ∈ C1(Ω̄r), ζ(r) > 0, r + ζ(r)ζ ′(r) > 0 íà Ω̄r,

ãäå Ωr = (r1, r2) ñ r1 > 0.

1. Ïðè γ > 1 äëÿ óðàâíåíèé (3.4) â îáëàñòè ((r, z); r ∈ Ω̄r, |z| ≤ ζ(r)) íàéäåíî

ðåøåíèå

ρ(r, z) =

(
1

kγ′

(
1√

r2 + z2
− 1√

r2 + ζ2(r)

))1/(γ−1)

, (3.5)

uφ(r) =

(
r
r + ζ(r)ζ ′(r)

(r2 + ζ2(r))3/2

)1/2

, (3.6)

ãäå γ′ = γ/(γ − 1). Íàéäåííîå ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ρ(r,±ζ(r)) = 0 íà Ω̄r. (3.7)

Ñïðàâåäëèâîñòü âûðàæåíèé (3.5)�(3.7) ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîäñòàâèâ èõ â óðàâ-

íåíèÿ (3.4), çàïèñàííûå â âèäå

kγ′
∂

∂r

(
ργ−1

)
−
u2φ
r

= − r

(r2 + z2)3/2
, kγ′

∂

∂z

(
ργ−1

)
= − z

(r2 + z2)3/2
. (3.8)

Â [6], [1] èñïîëüçîâàëèñü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èíòåãðèðîâà-

íèåì (3.5) ïî z.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî òî÷íî âûïîëíèòü óñðåäíåíèå ðåøåíèé ïî z òàê, ÷òî-

áû íîâûå ðåøåíèÿ ρ̄(r) > 0, uφ(r) ïîä÷èíÿëèñü ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ

dp

dr
−
ρu2φ
r

= ρF (r) íà Ω̄r. (3.9)

Äëÿ ýòîãî ïðè ôèêñèðîâàííîì r ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå (3.8) ïî z ∈

[−ζ(r), ζ(r)] è ðàçäåëèì ðåçóëüòàò íà 2ζ(r). Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî
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(3.7), òî

kγ′
1

2ζ(r)

d

dr

∫ ζ(r)

−ζ(r)

ργ−1 dz −
u2φ
r

= − 1

r
√
r2 + ζ2(r)

. (3.10)

Ââåäåì ôóíêöèþ

ρ̄(r) =

(
1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

ργ−1(r, z) dz

)1/(γ−1)

=

(
1

ζ(r)

∫ ζ(r)

0

ργ−1(r, z) dz

)1/(γ−1)

.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè (3.5) â ñòåïåíü γ − 1 è èíòåãðèðóÿ ðåçóëüòàò ïî z, èìååì

ρ̄(r) =

(
λ(r)

kγ′

)1/(γ−1)

, (3.11)

ãäå

λ(r) =
1

ζ(r)
ln

(
ζ(r)

r
+

√
ζ2(r)

r2
+ 1

)
− 1√

r2 + ζ2(r)
. (3.12)

Òåïåðü ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (3.10) â âèäå

kγ′
d

dr

(
ρ̄ γ−1

)
− kγ′

(
d

dr

1

ζ(r)

)
ζ(r)ρ̄ γ−1 −

u2φ
r

= − 1

r
√
r2 + ζ2(r)

,

îòêóäà

kγ′
d

dr

(
ρ̄ γ−1

)
−
u2φ
r

= F (r) = − 1

r
√
r2 + ζ2(r)

− ζ ′(r)

ζ(r)
λ(r).

Íàéäåííûå ôóíêöèè ρ̄ è uφ, ñì. ôîðìóëû (3.11), (3.12) è (3.6), óäîâëåòâîðÿþò

è ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ (3.9) ñ ââåäåííîé F .

2. Ïðè γ = 1 ôèêñèðóåì ρ0 > 0 è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (3.4) â âèäå

k
∂

∂r
ln
ρ

ρ0
−
u2φ(r)

r
= − r

(r2 + z2)3/2
, (3.13)

k
∂

∂z
ln
ρ

ρ0
= − z

(r2 + z2)3/2
. (3.14)
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Èç óðàâíåíèÿ (3.13) èìååì

ln
ρ

ρ0
=

1

k

(∫
u2φ(r)

r
dr +

1√
r2 + z2

+ ψ(z)

)
, (3.15)

à èç (3.14) ìîæíî âçÿòü ψ(z) = 0 (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà èìååòñÿ â [1]).

Îòìåòèì, ÷òî òîãäà, ñîãëàñíî (3.15), ôóíêöèÿ ρ(r, z) óáûâàåò ñ ðîñòîì |z|.

Íàéäåì ðåøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì

ρ(r,±ζ(r)) = ρ0 íà Ω̄r. (3.16)

Ïîäñòàâèì z = ζ(r) â (3.15) è, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî

ðàâåíñòâà ïî r ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà, ïîëó÷èì

u2φ(r)

r
= − d

dr

1√
r2 + ζ2(r)

.

Ïîýòîìó uφ ïî-ïðåæíåìó çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.6). Òåïåðü èç (3.15) è (3.16)

ñëåäóåò ôîðìóëà

ρ(r, z)

ρ0
= exp

(
1

k

(
1√

r2 + z2
− 1√

r2 + ζ2(r)

))
. (3.17)

Ñ òîé æå öåëüþ, ÷òî è â ï. 1, âûïîëíèì óñðåäíåíèå íàéäåííîãî ðåøåíèÿ

ïî z. Ââåäåì ôóíêöèþ ρ̄ òàêóþ, ÷òî

ρ̄(r)

ρ0
= exp

(
1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

ln
ρ(r, z)

ρ0
dz

)
= exp

(
1

ζ(r)

∫ ζ(r)

0

ln
ρ(r, z)

ρ0
dz

)
.

Â ñèëó (3.17) ïîäîáíî (3.11) èìååì

ρ̄(r) = ρ0 exp

(
λ(r)

k

)
. (3.18)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3.13) ïðè ôèêñèðîâàííîì r ïî z ∈ [−ζ(r), ζ(r)]
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è äåëåíèå ðåçóëüòàòà íà 2ζ(r) äàåò

k
1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

∂

∂r
ln
ρ(r, z)

ρ0
dz −

u2φ
r

= − 1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

r

(r2 + z2)3/2
dz.

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ï. 1, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà (3.16) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

k
d

dr
ln
ρ̄

ρ0
−
u2φ
r

= F íà Ω̄r

ñ ïðåæíåé ôóíêöèåé F . Òåì ñàìûì íàéäåííûå ôóíêöèè ρ̄ è uφ (ñì. ôîðìóëû

(3.18), (3.12) è (3.6)) óäîâëåòâîðÿþò è ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ (3.9) ïðè γ = 1

ñ ââåäåííîé F .

3.2 ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè

â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè â

ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

∂ρ

∂t
+ divjm = 0, (3.19)

∂(ρur)

∂t
+ div(urjm) +

∂p

∂r
−
ρu2φ
r

= (ρ− τdiv(ρu)) fr +

+div(ρw∗
ru) +

∂

∂r

(
τc2sdiv(ρu)

)
− τ

u2φ
r
div (ρu)− 2ρ

uφ
r
w∗

φ, (3.20)

∂(ρuφ)

∂t
+

1

r
div(ruφjm) +

1

r

∂p

∂φ
= (ρ− τdiv(ρu)) fφ +

+
1

r
div(rρw∗

φu) +
1

r

∂

∂φ

(
τc2sdiv(ρu)

)
. (3.21)
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Â íèõ ðåãóëÿðèçîâàííûé ïîòîê ìàññû jm è äðóãèå ñëàãàåìûå èìåþò âèä

jm = (jmr, jmφ), jmr = ρ(ur − wr), jmφ = ρ(uφ − wφ),

wr =
τ

ρ

(
div(ρuru) +

∂p

∂r
−
ρu2φ
r

− ρfr

)
,

wφ =
τ

ρ

(
1

r
div(rρuφu) +

1

r

∂p

∂φ
− ρfφ

)
,

w∗
r = τ

(
ur
∂ur
∂r

+
1

r
uφ
∂ur
∂φ

+
1

ρ

∂p

∂r
−
u2φ
r

− fr

)
,

w∗
φ = τ

(
ur
r

∂ (ruφ)

∂r
+
uφ
r

∂uφ
∂φ

+
1

rρ

∂p

∂φ
− fφ

)
.

ÊÃÄ ñèñòåìà òåñíî ñâÿçàíà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ýéëå-

ðà è îòëè÷àåòñÿ îò íåå òåì, ÷òî âêëþ÷àåò â ñåáÿ äèññèïàòèâíûå ðåãóëÿðèçè-

ðóþùèå ñëàãàåìûå ñ ìàëûì êîýôôèöèåíòîì � ïàðàìåòðîì τ > 0, èìåþùèì

ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Òî÷íûå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ýéëåðà ÿâëÿþò-

ñÿ îäíîâðåìåííî è òî÷íûìè ðåøåíèÿìè ñòàöèîíàðíîé ÊÃÄ ñèñòåìû ñîãëàñíî

ñòðóêòóðå åå τ -äèññèïàöèè.

Áàðîòðîïíàÿ ÊÃÄ ñèñòåìà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ áûëà ïðåäëîæåíà è

ìàòåìàòè÷åñêè èçó÷åíà â [28], äàëåå îíà ìîäèôèöèðîâàëàñü è èññëåäîâàëàñü

â [26], [27].

Íàéäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå

ðåøåíèÿ ρ = ρ(r), ur = 0, uφ = uφ(r) ïðè fr = fr(r) è fφ = 0 ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè

ðåøåíèÿìè íå òîëüêî ñèñòåìû Ýéëåðà, íî è åå ÊÃÄ ðàñøèðåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ òàêèõ ðåøåíèé wφ = w∗
φ = 0, à óðàâíåíèå (3.20) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (3.9)

ñ F = fr. Êðîìå òîãî, wr = w∗
r = jmr = 0, è ïîýòîìó âûïîëíÿþòñÿ òàêæå

óðàâíåíèÿ (3.19) è (3.21).
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3.3 Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

ÊÃÄ ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íîãî

îáúåìà ñ àïïðîêñèìàöèåé âñåõ ïîòîêîâûõ ñëàãàåìûõ ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ

ðàçíîñòåé ïî ïðîñòðàíñòâó â ñî÷åòàíèè ñ ÿâíîé àïïðîêñèìàöèåé ïî âðåìåíè.

Âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû îòíîñÿòñÿ ê ðàñ÷åòíûì óçëàì ñåòêè, à ïîòî-

êè âû÷èñëÿþòñÿ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê â ïîëóöåëûõ óçëàõ. Ïðè ýòîì τ -ñëàãàåìûå

îáåñïå÷èâàþò óñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü ïîñòðîåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè çàäàåòñÿ â âèäå

τ = α

√
∆S

cs +
√
u2r + u2φ

, (3.22)

ãäå 0 < α < 0.5 � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ïîäáèðàåìûé èç ñîîáðàæåíèé óñòîé÷èâî-

ñòè è òî÷íîñòè ðàñ÷åòà, à ∆S = r∆r∆φ îöåíèâàåò ïëîùàäü ÿ÷åéêè ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ñåòêè.

Çàïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó â êîìïàêòíîì îïåðàòîðíîì âèäå. Ââåäåì íà Ω̄r

ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ω̄r ïî ïåðåìåííîé r ñ óçëàìè r(i) = r1 + i∆r, 0 ≤ i ≤ Nr ñ

øàãîì ∆r = (r2 − r1)/Nr. Ââåäåì âòîðóþ ñåòêó ω̄∗
r ñ óçëàìè ri−1/2 = (i− 0.5)h,

0 ≤ i ≤ Nr + 1. Óçëû r−1/2, rNr+1/2 âûõîäÿò çà ïðåäåëû Ω̄r è íàçûâàþòñÿ

ôèêòèâíûìè. Ïóñòü ω∗
r ñîñòîèò èç åå âíóòðåííèõ óçëîâ ri−1/2, 1 ≤ i ≤ Nr.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(ω) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå ω. Äëÿ

v ∈ H(ω̄r) è z ∈ H(ω̄∗
r) ââåäåì ñåòî÷íûå óñðåäíåíèÿ è ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ

(srv)i−1/2 =
vi−1 + vi

2
, δrvi−1/2 =

vi − vi−1

∆r
,

(s∗rz)i =
zi−1/2 + zi+1/2

2
, δ∗rzi =

zi+1/2 − zi−1/2

∆r
.

ßñíî, ÷òî sr, δr äåéñòâóþò èç H(ω̄r) â H(ω∗
r), à s

∗
r, δ

∗
r � èç H(ω̄∗

r) â H(ω̄r).

Ââåäåì òàêæå íà [0, 2π] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ω̄φ ñ óçëàìè φ(j) = j∆φ,

0 ≤ j ≤ Nφ ñ øàãîì ∆φ = 2π/Nφ. Ââåäåì ôèêòèâíûé óçåë φ(−1) = −∆φ è äëÿ
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v ∈ H(ω̄φ) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî v0 = vNφ
, v−1 = vNφ−1. Ïóñòü ωφ =

= ω̄φ \ {φ(Nφ)}. Ââåäåì òàêæå âòîðóþ ñåòêó ω∗
φ ñ óçëàìè φ

(j+1/2) = (j +1/2)∆φ,

0 ≤ j ≤ Nφ − 1. Ââåäåì ôèêòèâíûé óçåë φ(−1/2) = −∆φ/2 è äëÿ z ∈ H(ω∗
φ)

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî z−1/2 = zNφ−1/2.

Îïåðàòîðû sφ, δφ,
◦
δφ, s∗φ, δ

∗
φ ïî ïåðåìåííîé φ ââîäÿòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî

ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðàì ïî r. Ïóñòü òàêæå s = s∗rsφ.

Ââåäåì ñåòêó ïî t ñ óçëàìè tm = m∆t, m ≥ 0 è øàãîì ∆t > 0 è ïîëîæèì

δtv
m = (vm+1 − vm)/∆t.

ßâíàÿ ïî âðåìåíè ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé ñ âû÷èñëåíèåì

âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ öåíòðàëüíûõ ðàç-

íîñòíûõ îòíîøåíèé íà ñåòêå ω∗
r × ωφ èìååò îïåðàòîðíûé âèä

δtρ+
1

r
δr(rjmr) +

1

r
δ∗φjmφ = 0, (3.23)

δt(ρur) +
1

r
δr(rjmrs

∗
rur) +

1

r
δ∗φ(jmφsφur) + δrp(s

∗
rρ)− ρ

u2φ
r

=

=
(
ρ− τdivω(ρu)

)
fr +

1

r
δr
(
r(s∗rρ)(s

∗
rur)w

∗
r

)
+

1

r
δ∗φ
(
(sφρ)(sφuφ)w̃

∗
r

)
+

+δr

(
(s∗rτ)γ

p(s∗rρ)

s∗rρ
divωr

(ρu)

)
− τ

u2φ
r
divω(ρu)− 2ρ

uφ
r
ŵ∗

φ,

δt(ρuφ) +
1

r2
δr(r̂

2jmrs
∗
ruφ) +

1

r
δ∗φ(jmφsφuφ) +

1

r
δ∗φp(sφρ) =

=
(
ρ− τdivω(ρu)

)
fφ +

1

r2
δr
(
r̂2(s∗rρ)(s

∗
rur)w̃

∗
φ

)
+

1

r
δ∗φ
(
(sφρ)(sφuφ)w

∗
φ

)
+

+
1

r
δ∗φ

(
(sφτ)γ

p(sφρ)

sφρ
divω∗

φ
(ρu)

)
. (3.24)

Çäåñü îñíîâíûå èñêîìûå ôóíêöèè ρ, ur, uφ è ôóíêöèè τ , fr, fφ îïðåäåëåíû íà

ñåòêå ω̄∗
r × ω̄φ.
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Àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà ìàññû è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ èìåþò âèä

jmr = (s∗rρ)(s
∗
rur − wr), jmφ = (sφρ)(sφuφ − wφ),

wr =
s∗rτ

s∗rρ

(
1

r
δ∗r(rρu

2
r) +

1

r
δ∗φ
(
(sρ)(sur)suφ

)
+

+δ∗rp(ρ)−
(s∗rρ)(s

∗
ruφ)

2

r
− (s∗rρ)s

∗
rfr

)
,

wφ =
sφτ

sφρ

(
1

r2
δr
(
r̂2(sρ)(sur)suφ

)
+

1

r
δφ(ρu

2
φ) +

1

r
δφp(ρ)− (sφρ)sφfφ

)
,

w∗
r = (s∗rτ)

(
(s∗rur)δ

∗
rur +

1

r
(s∗ruφ)δ

∗
φsur +

1

s∗rρ
δ∗rp(ρ)−

(s∗ruφ)
2

r
− s∗rfr

)
,

w̃∗
r = (sφτ)

(
(sφur)δrsur +

1

r
(sφuφ)δφur +

1

sφρ
δφp(ρ)−

(sφuφ)
2

r
− sφfr

)
,

w∗
φ = (sφτ)

(
1

r
(sφur)δr(rsuφ) +

1

r
(sφuφ)δφuφ +

1

rsφρ
δφp(ρ)− sφfφ

)
,

w̃∗
φ = (s∗rτ)

(
1

r
(s∗rur)δ

∗
r(ruφ) +

1

r
(sruφ)δ

∗
φsuφ +

1

rs∗rρ
δ∗φp(sρ)− s∗rfφ

)
,

ŵ∗
φ = τ

(
1

r
urδr(rs

∗
ruφ) +

1

r
uφδ

∗
φsφuφ +

1

rρ
δ∗φp(sφρ)− fφ

)
,

ãäå r̂ = s∗rr. Ôóíêöèè jmr, wr, w̃∗
φ îïðåäåëåíû íà ñåòêå ω̄r × ω̄φ, à jmφ, wφ, w̃∗

r �

íà ñåòêå ω∗
r × ω∗

φ, ŵ
∗
φ � íà ñåòêå ω∗

r × ω̄φ.

Âõîäÿùèå â ïðåäûäóùèå âûðàæåíèÿ ñåòî÷íûå äèâåðãåíöèè èìåþò âèä

divω(ρu) =
1

r
δr
(
r(s∗rρ)s

∗
rur
)
+

1

r
δ∗φ
(
(sφρ)sφuφ

)
,

divωr
(ρu) =

1

r
δ∗r(rρur) +

1

r
δ∗φ
(
(sρ)suφ

)
,

divω∗
φ
(ρu) =

1

r
δr
(
r(sρ)sur

)
+

1

r
δφ(ρuφ)

íà ñåòêàõ ω∗
r × ωφ, ωr × ωφ, ω∗

r × ω∗
φ ñîîòâåòñòâåííî.
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3.4 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.19)�(3.21) ñòàâèòñÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à â

êîëüöå Ωr × Ωφ = (r1, r2)× [0, 2π), ãäå 0 < r1 < r2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [6], [2] çàäà÷à ðåøàåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ

ïåðåõîäà ê íèì â êà÷åñòâå ìàñøòàáíûõ ìíîæèòåëåé âûáðàíû õàðàêòåðíûé ïðî-

ñòðàíñòâåííûé ðàçìåð R, õàðàêòåðíàÿ ìàññà M è ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ

G. Áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ââåäåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

r = Rr′, t = t0t
′, ρ = ρ0ρ

′, ur = u0u
′
r, uφ = u0u

′
φ, p = p0p

′.

Ìíîæèòåëè t0, ρ0, u0, p0 âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

t20 =
R3

GM
, ρ0 =

M

R3
, u20 =

GM

R
, p0 =

GM 2

R4
.

Õàðàêòåðíûå äèàïàçîíû ìàñøòàáíûõ ìíîæèòåëåé äëÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ âåëè-

÷èí èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

G = 6.67× 10−8 ñì3ã−1c−2, M = 2× 1033 − 6× 1033 ã, R = 1011 − 1014 ñì.

Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì íå ìåíÿåò âèäà ÊÃÄ ñèñòåìû.

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü � ýòî Ω = Ωr × Ωφ ñ ãðàíèöàìè ïî ðàäèóñó r1 = 0.2 è

r2 = 1.4.

Ôîðìà èñõîäíîãî ãàçîâîãî îáëàêà çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

ζ(r) = ±ar exp(−b(r − r0)
2)

ñ ïàðàìåòðàìè a = 0.2, b = 9.0, r0 = 0.8 â ñîîòâåòñòâèè ñ [2].

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè áåðåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.11), (3.12)

ïðè γ > 1 è (3.18), (3.12) ïðè γ = 1. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè � ýòî
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u0r = 0 è

u0φ(r, φ) = uφ(r)
(
1 + Ae−b(r−r0)

2

sin(N0φ)
)
, (3.25)

ÿâëÿþùååñÿ âîçìóùåííîé ôóíêöèåé uφ, ñì. (3.6). Ïî ñðàâíåíèþ ñ [2] âîçìó-

ùåíèå ñãëàæåíî ïî r. Ïàðàìåòð A > 0 � àìïëèòóäà, à N0 � ÷èñëî ïåðèîäîâ

âîçìóùåíèÿ íà [0, 2π]. Ìàññîâàÿ ñèëà çàäàåòñÿ â âèäå fr = F , ñì. (3.1), è fφ = 0.

Ñòàâÿòñÿ "ìÿãêèå" ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñíîñà äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé

δ∗rρ|i=0,Nr
= 0, δ∗rur|i=0,Nr

= 0, δ∗ruφ|i=0,Nr
= 0.

Äëÿ èõ çàäàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ôèêòèâíûå óçëû ïî ðàäèóñó.

Ïî óãëó ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ 2π-ïåðèîäè÷íîñòè òåõ æå ôóíêöèé.

Êîýôôèöèåíò α â (3.22) äëÿ áàçîâûõ âàðèàíòîâ ñîñòàâëÿë 0.2 è 0.3. Øàã ïî

âðåìåíè âûáðàí ïîñòîÿííûì ∆t = 0.0005; ýòî çíà÷åíèå íå îïòèìèçèðîâàëîñü.

Èñïîëüçóþòñÿ ðàâíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñåòêè. Äëÿ áàçîâûõ âàðèàíòîâ

ðàñ÷åòîâ ÷èñëî óçëîâ (Nr+2)×(Nφ+1) = 80×260. Áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ðàñ÷åòà

áûëî îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì T = 10. Âñå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû íà ïåðñîíàëüíîì

êîìïüþòåðå.

×èñëåííûé ðàñ÷åò òå÷åíèÿ ñ óêàçàííûìè íåâîçìóùåííûìè íà÷àëüíûìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿìè îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè íà ìîìåíòû

âðåìåíè t=0 è 10 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

3.4.1 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé

Çäåñü ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé äëÿ ïàðàìåòðîâ èç [6], [2],

[1], à èìåííî, â ñëó÷àå γ = 5/3, k = 0.012. Âçÿòû ïàðàìåòðû A=0.1 è N0 = 1,

2, 3, 5, 7, 10 â íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè uφ (3.25).

Ñîãëàñíî [49] òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ cs â ãàçîâîì äèñêå ñîñòàâëÿþò ïîðÿäêà 10

êì/c ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè åãî âðàùåíèÿ ω ïîðÿäêà 200 êì/ñ, ÷òî îïðåäåëÿ-

åò ÷èñëî Ìàõà Ma ∼ 20. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ Ma ñóùåñòâóåò öåíòðîáåæíàÿ
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íåóñòîé÷èâîñòü, îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó íåóñòîé÷èâîñòåé ñäâèãîâûõ òå÷åíèé è

âûçâàííàÿ òåì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ öåíòðàëüíîé ÷àñòè äèñêà áîëü-

øå, ÷åì åãî ïåðèôåðèè. Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè âûáðàííîì k=0.012 â

öåíòðå äèñêà Ma1 ∼ 23, ω1 ∼ 11.5, à âáëèçè âíåøíåé åãî ãðàíèöû Ma2 ∼ 8,

ω2 ∼ 0.6. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé çàäà÷å äîëæíà èìåòü ìåñòî öåíòðîáåæíàÿ

íåóñòîé÷èâîñòü.

Îñíîâíûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ïðè âûáîðå α = 0.3 â ôîðìóëå äëÿ τ (3.22).

Óìåíüøåíèå α äî 0.1 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îñöèëëÿöèé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Óâåëè÷åíèå åãî äî 0.4 íåñêîëüêî ñãëàæèâàåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Äàëüíåéøåå

óâåëè÷åíèå α ïðèâîäèò ê èçëèøíåìó ðàçìàçûâàíèþ ïëîòíîñòè. Ñãóùåíèå ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ñåòêè ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåò êàðòèíó òå÷åíèÿ, ÷òî ãîâîðèò îá

àäåêâàòíîñòè åå âûáîðà. Óìåíüøåíèå àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ A äî 0.01 èëè

óâåëè÷åíèå åå äî 0.2 ïðèâîäèò ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó èçìåíåíèþ ìàêñèìóìîâ

ïëîòíîñòè áåç èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ðåøåíèÿ.

Íà Ðèñ. 3.2 ïîêàçàíî ðàçâèòèå âîçìóùåíèé äëÿ N0 = 1, 2, 3, 5, 7. Äëÿ âñåõ

âàðèàíòîâ ìàëîå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, âíåñåííîå â uφ, ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ

êðóïíîìàñøòàáíûõ îáðàçîâàíèé è ôîðìèðîâàíèþ îòñòàþùèõ ðóêàâîâ ïëîòíî-

ñòè õàðàêòåðíîé àýðîäèíàìè÷åñêîé ôîðìû. Çàìåòíî ðàçäâîåíèå ìàêñèìóìîâ

ïëîòíîñòè â ñïèðàëüíûõ ðóêàâàõ, òî åñòü ôîðìèðîâàíèå â îäíîì ðóêàâå äâóõ

ìàêñèìóìîâ ïëîòíîñòè. Ðàçäâîåíèå ðóêàâîâ ðàçâèâàåòñÿ îò íà÷àëà ðóêàâà ê åãî

êîíöó. Ïîäîáíûé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ â ðåàëüíûõ ãàëàêòèêàõ.

Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ ýâîëþöèè ïëîòíîñòè âèäíî, ÷òî êðóïíûå âèõðå-

âûå ñòðóêòóðû áîëåå ñâîáîäíî ôîðìèðóþòñÿ ïðè ìàëûõ N0. Ïðè áîëüøèõ N0

ôîðìèðóþòñÿ áîëåå ìåëêèå ñòðóêòóðû, êîòîðûå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýâîëþöè-

îíèðóþò â êîëüöåâûå îáðàçîâàíèÿ.

Äåòàëüíàÿ ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (à òàêæå ãðàôèêè ñêîðîñòè)

ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 3.3 ïðè N0=10 äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t=0.6, 1.1, 3, 9.4.
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Íàáëþäàåòñÿ ðàçâèòèå âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè è ôîðìèðîâàíèå êëàññè÷åñêèõ

ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ â âèäå îòñòàþùèõ ñïèðàëåé. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñèñòåìà

ðóêàâîâ ñãëàæèâàåòñÿ, è ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïðèíèìàåò ôîðìó êîíöåí-

òðè÷åñêèõ êîëåö íà âðåìåíàõ t ∼ 8− 9.

Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíàÿ âèõðåâàÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèé õîðîøî âèäíà, õîòÿ èñ-

ïîëüçóþùàÿñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïîäðîáíîé. Ýòî ñâèäåòåëü-

ñòâóåò î äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòè àëãîðèòìà, íåñìîòðÿ íà åãî ïåðâûé ïî-

ðÿäîê òî÷íîñòè. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè íà ìîìåíò âðåìåíè t=1.1 íà Ðèñ. 3.3

ïðèâåäåíî â âèäå, àíàëîãè÷íîì [38]. Ïîä÷åðêíåì åãî áëèçêîå ñîîòâåòñòâèå ðå-

çóëüòàòàì èç [38], ãäå äàííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü â ðàìêàõ ïîëíûõ (íå áàðîòðîï-

íûõ) óðàâíåíèé Ýéëåðà íà îñíîâå ìåòîäîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà

àíàëîãè÷íîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå.

Íà äâóõ ïîñëåäíèõ ãðàôèêàõ èç Ðèñ. 3.3 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëü-

íîé ñêîðîñòè ur íà ìîìåíò t = 1.55 è òèïè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àçèìóòàëüíîé

ñêîðîñòè uφ, êîòîðàÿ ìàëî ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Âèäíî, ÷òî ur ìåíÿåò çíàê,

÷òî â ïðèíöèïå ìîæåò âûçûâàòü ïîÿâëåíèå â òå÷åíèè öèêëîíè÷åñêèõ âèõðåé.

Îäíàêî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ur íå âåëèêà è íå ïðåâîñõîäèò 1% îò uφ (ýòè

âîçìóùåíèÿ îáóñëîâëåíû ïîñòàíîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñíîñà). Ïîýòîìó ëè-

íèè òîêà â ïîëó÷åííîì òå÷åíèè ïî ñâîåé ôîðìå áëèçêè ê êîíöåíòðè÷åñêèì

îêðóæíîñòÿì, è öèêëîíè÷åñêèå âèõðè â äàííûõ ðàñ÷åòàõ íå íàáëþäàþòñÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôîðìèðîâàíèå êðóïíûõ ñòðóêòóð â

ãàçîâûõ äèñêàõ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ìãíîâåííîãî óãëîâîãî ìî-

ìåíòà M(r) = rρuφ è ñìåùåíèåì åãî ìàêñèìóìà ê âíóòðåííåé ãðàíèöå äèñêà.

Äàííûé ïðîöåññ ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü âûïàäåíèþ âåùåñòâà íà öåíòðàëüíîå

ïðèòÿãèâàþùåå òåëî. Ïåðåíîñ óãëîâîãî ìîìåíòà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò äâèæåíèÿ

âèõðåâûõ ñòðóêòóð áåç íàãðåâà ãàçà, êîòîðûé â äàííîé ìîäåëè ñ÷èòàåòñÿ ìà-

ëûì.
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Íà Ðèñ. 3.4 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà äëÿ òðåõ õàðàêòåð-

íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ. Âèäíî, ÷òî íàèáîëåå

èíòåíñèâíûé ïåðåíîñ ìîìåíòà èìïóëüñà íàáëþäàåòñÿ äëÿ òå÷åíèé ñ ìàëûì

÷èñëîì N0, êîãäà íàáëþäàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå íàèáîëåå êðóïíûõ âèõðåâûõ

ñòðóêòóð è ÿðêî âûðàæåííûõ ðóêàâîâ â ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè. Ïðè ÷èñ-

ëå âîçìóùåíèé N0 = 10 ïåðåíîñ ìîìåíòà çàòðóäíåí èç-çà âçàèìíîãî âëèÿíèÿ

âîçíèêàþùèõ âèõðåé.

3.4.2 Ïðèáëèæåíèå ÌÂ

Â [49], [40] íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìåëêîé âîäîé èñïîëüçîâàëèñü äëÿ àíà-

ëèçà âèõðåâûõ òå÷åíèé â àêêðåöèîííûõ äèñêàõ. Ïîýòîìó ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëü-

òàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è äëÿ ýòèõ ïîñòàíîâîê

ïðåäñòàâëÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðàâîìåðíîñòè òàêîé àíàëîãèè.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàïèñàííîé â áàðîòðîïíîì ïðè-

áëèæåíèè, çíà÷åíèå γ = 5/3 ñîîòâåòñòâóåò òå÷åíèþ èäåàëüíîãî ãàçà, à âàðèàíò

γ = 2 ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîå òå÷åíèå â ïðèáëèæåíèè ìåë-

êîé âîäû. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ãàçà ρ ñîîòâåòñòâóåò òîëùèíå ñëîÿ æèäêîñòè h

â ìåòðàõ, äàâëåíèå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ãèäðîñòàòèêè p = gh2/2, òî åñòü

k = g/2, ãäå g = 9.8 ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè.

Íà Ðèñ. 3.5 ïðèâåäåí ðàñ÷åò çàäà÷è â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ìåëêîé âîäû,

êîãäà γ = 2, k = g/2, ãäå g = 9.8 ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Ïðåäñòàâëåí

âàðèàíò ñ N0 =10. Òåì ñàìûì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòó

â êîëüöåâîì êàíàëå ñ ðàäèóñàìè r1=0.2 ì è r2=1.4 ì. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ãàçà ρ

ñîîòâåòñòâóåò òîëùèíå ñëîÿ æèäêîñòè h â ìåòðàõ, âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â ñåêóíäàõ.

Èç ïðèâåäåííîãî ðèñóíêà Ðèñ. 3.5 è åãî ñîïîñòàâëåíèÿ ñ Ðèñ. 3.3 ñëåäóåò, ÷òî

ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû äàåò êàðòèíó òå÷åíèÿ, áëèçêóþ ê ãàçîäèíàìè÷åñêîé,

÷òî ïîäòâåðæäàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ àíàëèçà
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ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ãàëàêòè÷åñêèõ îáëàêàõ.

3.4.3 Ñëó÷àé γ = 1 (èçîòåðìè÷åñêîå òå÷åíèå)

Â ñëó÷àå γ=1 âèä èñõîäíûõ óðàâíåíèé óïðîùàåòñÿ, ñêîðîñòü çâóêà ñòàíîâèò-

ñÿ ïîñòîÿííîé: cs =
√
k. Âèä íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (3.18) òàêæå

ñòàíîâèòñÿ ïðîùå. Îíî ñîäåðæèò äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà: ρ0 è k, îïðåäåëÿþ-

ùèõ ðàñïðåäåëåíèå ρ ïî ðàäèóñó è îáùóþ ìàññó ãàçà â äèñêå. Âèä íà÷àëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ρ0 = 1.0 è k = 0.12, 0.012 ïðèâåäåí íà Ðèñ. 3.6. Èçìåíåíèå

ρ0 ïðîïîðöèîíàëüíî ìåíÿåò ïîëíóþ ìàññó ãàçîâîãî äèñêà, à óâåëè÷åíèå êîýô-

ôèöèåíòà k äåëàåò ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè â äèñêå áîëåå ïëîñêîé è

óìåíüøàåò ïîëíóþ ìàññó.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âûáðàíî N0 = 10. Ýâîëþöèÿ ðå-

øåíèÿ ïðè ρ0 = 1, k = 0.012 íà ìîìåíòû t = 1.0, 2.0, 3.0, 6.0 ïðåäñòàâëåíà íà

Ðèñ. 3.7 . Íà ïîñëåäíåì ðèñóíêå õîðîøî âèäíî ðàçäâîåíèå ìàêñèìóìà ïëîòíî-

ñòè â êàæäîì èç ðóêàâîâ, è âûõîä âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè íà âíåøíþþ ãðàíèöó

îáëàñòè.

Ðèñ. 3.8 äåìîíñòðèðóåò ýâîëþöèþ ãàçîâîãî äèñêà ìàëîé ìàññû è ñ áëèçêèì ê

ïîñòîÿííîìó ðàñïðåäåëåíèåì îñðåäíåííîé ïëîòíîñòè ïî ðàäèóñó äëÿ ρ0 = 0.01,

k = 0.12 íà ìîìåíòû t = 0.5 è 0.6. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 10. Äëÿ ýòîãî

âàðèàíòà íàãëÿäíî âèäíî ðàçäâîåíèå ðóêàâîâ ïëîòíîñòè.

Äàííàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî â äèñêàõ ìàëîé ìàññû ñ "ïëîñêèì"

ðàñïðåäåëåëåíèåì îñðåäíåííîé ïëîòíîñòè ðàçäâîåíèå ðóêàâîâ ïðîÿâëÿåòñÿ íàè-

áîëåå ñèëüíî.

3.5 Âûâîäû

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåóñòîé÷èâîñòåé â àêêðåöèîííîì äèñêå

ñ èñïîëüçîâàíèåì ÊÃÄ ïðèáëèæåíèÿ.
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Ïîëó÷åíû íîâûå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ áàðîòðîï-

íûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ ìàññîâîé ñèëîé. Ïðîàíàëèçèðîâàí èçýíòðîïè÷åñêèé

è èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àè. Ýòè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å (ñ âíåñåíèåì ìàëûõ âîçìóùåíèé â ðàñ-

ïðåäåëåíèå àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè).

×èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåí íà èñïîëüçîâàíèè ÊÃÄ óðàâíåíèé. Ïðîãðàìì-

íàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ïîçâîëèëà â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå íà-

áëþäàòü ðàçâèòèå ìàëûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè è ïî-

ðîæäàåìîå èìè ôîðìèðîâàíèå êðóïíûõ ñòðóêòóð â âèäå îòñòàþùèõ ñïèðàëåé �

ðóêàâîâ ïëîòíîñòè, êîòîðûå èìåþò õàðàêòåðíóþ "àýðîäèíàìè÷åñêóþ"ôîðìó è

â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ðàçäâîåíèå. Ýòîò ýôôåêò íàèáîëåå âûðàæåí äëÿ óïëî-

ùåííûõ äèñêîâûõ îáðàçîâàíèé îòíîñèòåëüíî ìàëîé ìàññû, êîãäà ïðîèñõîäèò

îòðûâ äîïîëíèòåëüíîãî ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè è åãî ïåðåìåùåíèå íàðóæó ÷åðåç

âíåøíþþ ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Íàáëþäàåòñÿ ïåðåíîñ ìîìåíòà èìïóëüñà îò öåíòðàëüíîé îáëàñòè äèñêà ê åãî

ïåðåôåðèè. Ïðè ýòîì ÷åì ìåíüøåå ÷èñëî âîçìóùåíèé ñêîðîñòè ìû âíîñèì, òåì

ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ìîìåíòà èìïóëüñà.

Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïîäòâåðæäåíî, ÷òî ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû

êîððåêòíî îïèñûâàåò ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ êàðòèíó îáðàçîâàíèÿ ðóêàâîâ.

Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå íà ðåøåíèå ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà. Óâåëè÷åíèå

ïàðàìåòðà τ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ðàçìàçûâàíèþ ðåøåíèÿ, óìåíüøåíèå

� ê ïîÿâëåíèþ îñöèëëÿöèé, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàöèîíàëüíîñòè ñäåëàííîãî

åãî âûáîðà. Ñãóùåíèå ñåòêè íå ïðèâîäèò ê çàìåòíûì èçìåíåíèÿì ðåøåíèÿ, ò.å.

äîñòèãíóòà ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîå ðåøåíèÿ ïî ñåòêå.

Ïîñòðîåííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëåí è ïîçâîëÿåò ïðî-

âîäèòü ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ äðóãèìè íà÷àëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè óãëî-

âîé ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è ïðèòÿãèâàþùèìè ñèëàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè èíòåðåñ
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äëÿ àñòðîôèçèêè. Ýòîò àëãîðèòì òàêîâ, ÷òî ðàñ÷åòû áûñòðî âûïîëíÿþòñÿ äàæå

íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.

Ðèñ. 3.1. Ãðàíèöû âåùåñòâà ±ζ(r), ñèëà fr(r) è ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(r) è uφ(r) ïðè γ = 5/3
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Ðèñ. 3.2. Ðàñïðåäåëåíèÿ ρ äëÿ ðàçëè÷íûõ N0 ïðè óêàçàííûõ t
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Ðèñ. 3.3. Ðàñïðåäåëåíèÿ ρ äëÿ t = 1.0, 1.1, 2.0, 9.4 è ðàñïðåäåëåíèÿ ur äëÿ t = 2.0 è uφ äëÿ t = 0.0, ïðè N0 = 10



93

Ðèñ. 3.4. Ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ïðè N0 = 1, 2, 3, 5, 7, 10 ñîîòâåñòâåííî
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Ðèñ. 3.5. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 1.0, 2.0, 3.0, 10.0 ïðè γ = 2 (ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû), k = 9.8/2, N0 = 10.
Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 10.0

Ðèñ. 3.6. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ρ ïî ðàäèóñó ïðè γ = 1, k = 0.12 è k = 0.012
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Ðèñ. 3.7. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 1.0, 2.0, 3.0, 6.0 ïðè γ = 1 (èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àé), k = 0.012, N0 = 10,
ρ0 = 1. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 10.0

Ðèñ. 3.8. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 0.5, 0.6 ïðè γ = 1 (èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àé), k = 0.12, N0 = 10, ρ0 = 0.01.
Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 10.0



Ãëàâà 4

Âêëþ÷åíèå ÊÃÄ àëãîðèòìà â êîìïëåêñ

ïðîãðàìì OpenFOAM

4.1 Îòêðûòàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïëàòôîðìà OpenFOAM

Íà îñíîâàíèè ââåäåííîé â ðàáîòàõ [51], [12], [55] ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçî-

âîé äèíàìèêè áûëî ïðîâåäåíî ìíîæåñòâî ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé âÿçêîãî ñæèìàåìîãî

ãàçà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëüíûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷. ÊÃÄ àëãîðèòì ïîçâîëÿåò

ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íîãî îáúåìà ñ àïïðîêñèìàöèåé

âñåõ ïîòîêîâûõ ñëàãàåìûõ ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé â ñî÷åòàíèè ñ ÿâ-

íîé ïî âðåìåíè ðàçíîñòíîé ñõåìîé. Îäíàêî âñå ýòè ðàñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû ñ

èñïîëüçîâàíèåì èíäèâèäóàëüíûõ ïðîãðàìì è ïðîãðàììûõ êîìïëåêñîâ. Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ðàñøèðèòü ïðèìåíåíèå ÊÃÄ ïîäõîäà íà áîëåå øèðîêèé êðóã çàäà÷ è

ïðåäîñòàâèòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà øèðîêîìó êðóãó ïîëü-

çîâàòåëåé, ÊÃÄ àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíîì ïàêåòå OpenFOAM. Â

ðàçðàáîòêå è ðàçâèòèè îòêðûòîãî ïàêåòà OpenFOAM ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ìíî-

æåñòâî îðãàíèçàöèé è ñîòíè ðàçðàáîò÷èêîâ ïî âñåìó ìèðó.

Ïàêåò OpenFOAM (àíãë. Open Source Field Operation And Manipulation) � îò-

êðûòàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïëàòôîðìà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ìåõà-

íèêè ñïëîøíûõ ñðåä, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàöèé ñî ñêàëÿðíû-

ìè, âåêòîðíûìè è òåíçîðíûìè ïîëÿìè, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íîãî
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îáúåìà. Â îñíîâå êîäà ëåæèò íàáîð áèáëèîòåê, ïðåäîñòàâëÿþùèõ èíñòðóìåí-

òû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ðàáî÷èì ÿçûêîì êîäà ÿâëÿåòñÿ ÎÎÏ C++. Â êîäå ðàçäåëÿþòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ,

êàê ãåîìåòðèÿ, ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, äèñêðåòèçàöèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé è âèçóà-

ëèçàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ (SALOME/OpenFOAM/ParaView).

Ïàêåò OpenFOAM (ñì. [86], [71], [65]) ðàçðàáàòûâàëñÿ â Èìïåðñêîì êîëëå-

äæå Ëîíäîíà â 1991�2003 ãã. (H. Weller and H. Jasak) è íàõîäèòñÿ â îòêðû-

òîì äîñòóïå ñ 2004 ã. íà óñëîâèÿõ GPL ëèöåíçèè. Âõîäèò â ñîñòàâ CAE Linux.

Íàçâàíèå è èäåîëîãèÿ âçÿòû îò ïðåäøåñòâåííèêà FOAM (Field Operation And

Manipulation). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïàðàëëåëüíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ íåñêîëüêî îò-

âåòâëåíèé îò ïàêåòà OpenFOAM, ïîääåðæèâàåìûõ ðàçíûìè êîìïàíèÿìè. Îñ-

íîâíàÿ âåðñèÿ îòêðûòîãî ïàêåòà OpenFOAM ïðèíàäëåæèò êîìïàíèè OpenCFD,

UK, âî ãëàâå ñ îñíîâàòåëåì H. Weller � www.openfoam.org.

Ïðåèìóùåñòâîì OpenFOAM ÿâëÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ íà ïîëüçîâàòåëÿ, âîçìîæ-

íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êàê ãîòîâûõ ðåøàòåëåé è óòèëèò, òàê è ñðåäñòâ ðåøåíèÿ

çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû â âèäå êëàññîâ Ñ++.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû â îòêðûòîì ïàêåòå OpenFOAM

ïðåäñòàâëåí øèðîêèé êðóã ðåøàòåëåé. Èñõîäíûé êîä ðàçëè÷íûõ ðåøàòåëåé

OpenFOAM îáúåäèíåí ïî ñëåäóþùåìó êëàññó çàäà÷: DNS (ïðÿìîå ÷èñëåí-

íîå ìîäåëèðîâàíèå), basic (ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ), combustion (çàäà÷è ãî-

ðåíèÿ), compressible (ñæèìàåìûå òå÷åíèÿ), discreteMethods (äèñêðåòíûå ìå-

òîäû), electromagnetics (ýëåêòðîìàãíåòèçì), �nancial (ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è),

heatTransfer (òåïëî� è ìàññîîáìåí), incompressible (íåñæèìàåìûå òå÷åíèÿ),

lagrangian (òå÷åíèå æèäêîñòè ñ ó÷åòîì äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö), multiphase

(ìíîãîôàçíûå òå÷åíèÿ), stressAnalysis (çàäà÷è ïðî÷íîñòè).

Ýòîò ïàêåò âêëþ÷àåò â ñåáÿ öåëûé ðÿä âîçìîæíîñòåé, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçî-

âàíèå òðåõìåðíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê, ãåíåðàöèþ ñåòîê, âîçìîæíîñòü
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èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè ñåòêè, íåïîñðåäñòâåííóþ ðàáîòó ñ ÿ÷åéêàìè, ãðàíÿìè,

ðåáðàìè è óçëàìè, âûòÿãèâàíèå ñåòêè èç 2D â 3D, óäàëåíèå ãðàíèö, äåôîð-

ìàöèþ ñåòêè, ñîçäàíèå ïîäâèæíûõ ñåòîê è ïîñòàíîâêó ðàçëè÷íûõ âèäîâ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé, èçìåíåíèå ÿâíîñòè è íåÿâíîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû, ïðèìåíåíèå

áîëåå 50 ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ðàñ÷åòíûõ ñõåì. Òàêæå âîçìîæíà êîíâåðòàöèÿ

ðàçëè÷íûõ ôîðìàòîâ ñåòîê (íàïðèìåð, Fluent, TecPlot, EnSight, UNS, GMV).

Òàêæå OpenFOAM ìîæåò ïðîèçâîäèòü ìîíèòîðèíã ïîêàçàòåëåé ñõîäèìîñòè è

îñóùåñòâëÿòü çàïóñê çàäà÷è â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå, ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå ìå-

òîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè.

Âñå ýòî äåëàåò ïàêåò OpenFOAM ïåðñïåêòèâíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â íåì

íîâîãî ÊÃÄ àëãîðèòìà â êà÷åñòâå îäíîãî èç âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð.

Äîñòóï ê âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì ïàêåòà OpenFOAM, à òàêæå SALOME

è ParaView (ïðå� è ïîñòïðîöåññèíã), ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí íà áàçå òåõíî-

ëîãè÷åñêîé ïëàòôîðìû UniHUB Web�ëàáîðàòîðèè ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû

UniCFD (http://www.unicluster.ru/unihub.html), ñîçäàííîé â ðàìêàõ ïðî-

ãðàììû "Óíèâåðñèòåòñêèé êëàñòåð". UniHUB � òåõíîëîãè÷åñêàÿ ïëàòôîðìà,

ñîçäàííàÿ äëÿ îðãàíèçàöèè âèðòóàëüíûõ èíôîðìàöèîííî�âû÷èñëèòåëüíûõ ëà-

áîðàòîðèé. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïîñòðîåííûé èç

êîìïîíåíòîâ íà áàçå ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ

ñ îòêðûòûìè èñõîäíûìè êîäàìè. Ëàáîðàòîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà áàçå UniHUB,

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòóï ê ðàçìåùåííûì ðåñóðñàì, ïóáëèêîâûâàòü èíôîð-

ìàöèþ î ñåáå è ñâîèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîòàõ, îñóùåñòâëÿòü ïîèñê êîëëåã â

ñâîåé îáëàñòè, ïîääåðæèâàòü ñâÿçü ñî ñâîèìè êîëëåãàìè, îðãàíèçîâûâàòü êîë-

ëåêòèâû ïî èíòåðåñàì äëÿ äàëüíåéøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòû, ïîëó÷àòü àêòóàëü-

íóþ èíôîðìàöèþ î íàïðàâëåíèÿõ äåÿòåëüíîñòè ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ êîëëåê-

òèâîâ, èñïîëüçîâàòü ìàòåðèàëû ëàáîðàòîðèè, çàïóñêàòü ïðèëîæåíèÿ â âû÷èñ-

ëèòåëüíîé èíôðàñòðóêòóðå ëàáîðàòîðèè, ïîëó÷àòü ïîìîùü èññëåäîâàòåëåé â

http://www.unicluster.ru/unihub.html
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ðàçðàáîòêå, óñòàíîâêå è äàëüíåéøåé ïîääåðæêå ïðèëîæåíèé.

Äîñòóï ê ñåðâèñàì UniHUB ðåàëèçîâàí êàê äîñòóï ê âèðòóàëüíîìó ðàáî÷å-

ìó ñòîëó. Äëÿ ýòîãî íóæåí Web�áðàóçåð (Chrome, MS IE, FireFox, Opera è äð.),

íàõîæäåíèå â îòêðûòîé ñåòè è ñîçäàíèå ó÷åòíîé çàïèñè (äëÿ ýòîãî ìîæíî îá-

ðàòèòüñÿ â ÈÑÏ ÐÀÍ � unihub@ispras.ru). Àâòîðèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ññûë-

êå http://desktop.weblab.cloud.unihub.ru. Íà ñåãîäíåøíèé äåíü âîçìîæíî

îäíîâðåìåííîå ñîçäàíèå òðåõ ðàáî÷èõ ñòîëîâ. Ìîæíî âûáðàòü áîëåå èëè ìåíåå

ýêîíîìè÷íûå îáîëî÷êè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñåòåâîãî òðàôèêà.

Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåí âàðèàíò âêëþ÷åíèÿ ÊÃÄ àëãîðèòìà â êîìïëåêñ

ïðîãðàìì OpenFOAM.

4.2 Âêëþ÷åíèå ÊÃÄ àëãîðèòìà â êîìïëåêñ ïðîãðàìì OpenFOAM

4.2.1 ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â ïîòîêîâîì âèäå

Ñîçäàíèå âñòðîåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà (èëè ðåøàòåëÿ) QGDFoam, îñ-

íîâàííîãî íà ÊÃÄ àëãîðèòìå, â îòêðûòîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå OpenFOAM

áûëî íà÷àòî ñ âíåäðåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ôîðìå

Íàâüå�Ñòîêñà â âèäå óðàâíåíèé áàëàíñà ìàññû, èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåðãèè áåç

âíåøíåé ìàññîâîé ñèëû è òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ äëÿ

èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ò.å. äëÿ ñëåäóþùåé èñõîäíîé ñèñòåìû

∂tρ+ div(ρu) = 0, (4.1)

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) +∇p = divΠ̂, (4.2)

∂tE + div[(E + p)u] + divq = div(Π̂ · u). (4.3)

Òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Π̂ èìååò âèä

Π̂ = Π̂NS = µ((∇⊗ u) + (∇⊗ u)T − 2

3
Î(∇ · u)), (4.4)

http://desktop.weblab.cloud.unihub.ru
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ãäå êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ = µ(ρ, T ) > 0, Î � åäèíè÷íûé òåí-

çîð.

Òåïëîâîé ïîòîê q çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

q = qNS = −κ∇T, (4.5)

ãäå κ = κ(ρ, T ) > 0 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èíû âíóòðåííåé ýíåð-

ãèè uε

E =
1

2
ρu2 + ρuε. (4.6)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.1) � (4.3) çàìûêàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäå-

àëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà

p = ρRT, uε =
p

ρ(γ − 1)
, (4.7)

uε = cV T, cV =
R

(γ − 1)
, cp =

γR

(γ − 1)
, (4.8)

ãäå ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = cp/cV > 1.

Äëÿ ñîçäàíèÿ íîâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà QGDFoam èñïîëüçóåòñÿ ÊÃÄ

ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ôîðìå Íàâüå�Ñòîêñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

(4.1) � (4.3), ñ äîïîëíèòåëüíûìè äèññèïàòèâíûìè ñëàãàåìûìè ñ ìàëûì êîýô-

ôèöèåíòîì τ ðàçìåðíîñòè âðåìåíè

∂tρ+∇ · jm = 0, (4.9)

∂t(ρu) +∇ · (jm ⊗ u) +∇p = ∇ · Π̂, (4.10)

∂t(ρE) +∇ · ((E + p)jm/ρ) +∇ · q = ∇ · (Π̂ · u), (4.11)

ãäå ρE � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà,
E + p

ρ
èëè H � ïîëíàÿ óäåëüíàÿ
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ýíòàëüïèÿ. Ïðè ýòîì ïîòîê ìàññû â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè ïðèíèìàåò âèä

jm = ρ(u−w), (4.12)

òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Π̂ èìååò âèä

Π̂ = Π̂NS + τu⊗ ρ((u · ∇)u+
1

ρ
∇p) + τ Î(u · ∇p+ γp(∇ · u)). (4.13)

Òåïëîâîé ïîòîê q çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

q = qNS − τρu(u · ∇uε + pu · ∇(
1

ρ
)). (4.14)

Äëÿ ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâåííûå äèñêðåòè-

çàöèè áûëè âûïèñàíû â [12], [55], [21], [22], [23]. Äëÿ îáîáùåííîé òàêèì îáðà-

çîì ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé â [24], [25] áûëî ïîêàçàíî âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ

áàëàíñà ýíòðîïèè è ïîñòðîåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðî-

ñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ýíòðîïèéíûå ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé, ïîñòðîåíà è îïðîáîâàíà â ðàáîòå [9].

Â îñíîâå OpenFOAM ëåæèò ìåòîä êîíå÷íîãî îáúåìà, ò.å. êîíå÷íîîáúåìíàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ äëÿ öåíòðîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Çíà÷åíèå êàæäîé

âåëè÷èíû â öåíòðå ÿ÷åéêè åñòü ñðåäíåå ýòîé âåëè÷èíû ïî ÿ÷åéêå

< a >=
1

V

∫
V

adV,

ãäå V � îáúåì ÿ÷åéêè. Èíòåãðèðîâàíèå ïî îáúåìó ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïî-

òîêîâ ÷åðåç ãðàíè ∫
V

∇ · adV =

∮
∂V

a · dS. (4.15)

Èíäåêñ f óêàçûâàåò íà çíà÷åíèå âåëè÷èíû íà ãðàíè êîíå÷íîãî îáúåìà,

Sf = Sfnf � íîðìàëü ê ãðàíè, óìíîæåííàÿ íà åå ïëîùàäü (Ðèñ. 4.1).



102

Ðèñ. 4.1. Êîíòðîëüíûé îáúåì â OpenFOAM.

Ðèñ. 4.2. Òðåõòî÷å÷íûé îðèãèíàëüíûé øàáëîí ïàêåòà OpenFOAM.

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ âåëè÷èíà â öåíòðå êîíêðåòíîé ÿ÷åéêè, îíà ïîìå÷àåò-

ñÿ èíäåêñîì o (own, çíà÷åíèå â ñâîåé ÿ÷åéêå). Âåëè÷èíû â ñîñåäíèõ ê ñâîåé

ÿ÷åéêàõ ïîìå÷àþòñÿ èíäåêñîì n (neighbour, çíà÷åíèå â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå). Ïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå íîðìàëè ãðàíåé ñâîåé ÿ÷åéêè ñîâïàäàåò

ñ âíåøíèìè íîðìàëÿìè ê ãðàíè (Ðèñ. 4.2).

Äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû óðàâíåíèé (4.27), (4.28) è (4.29) â

OpenFOAM èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëüíûå îïåðàòîðû. Èíòåðïîëÿöèÿ çàäàåòñÿ

îïåðàòîðîì af = fvc :: interpolate(a). Çäåñü a � ïîëå íåêîòîðîé âåëè÷èíû, çà-

äàííîå â öåíòðàõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ, af � ïîëå, çàäàííîå â öåíòðàõ ãðàíåé

êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ïîëó÷åííîå ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé çíà÷åíèé ïîëÿ a (íà-

ïðèìåð, ai+1/2 = (ai + ai+1)/2).

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè âåëè÷èíû
â− a

∆t
èñïîëüçóåòñÿ fvm :: ddt(a).

Çäåñü a � ïîëå, çàäàííîå â öåíòðàõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ.

Äèâåðãåíöèÿ âåëè÷èíû âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà fvc :: div(phi), ïî-
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òîêîì êîòîðîé ÷åðåç ãðàíè ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ ïîëå φ.

fvc :: snGrad(a) � ïîëå, çàäàííîå â öåíòðàõ ãðàíåé êîíå÷íûõ îáúåìîâ, çíà÷å-

íèÿ êîòîðîãî ðàâíû ïðîèçâîäíîé âåëè÷èíû a ïî âíåøíåé íîðìàëè ê êîíòðîëü-

íîìó îáúåìó.

Ðàññìîòðèì ïîëå a è èíòåðïîëÿöèþ ýòîãî ïîëÿ íà ãðàíè êîíå÷íûõ îáúåìîâ

af . Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó äèâåðãåíöèè ïîëÿ a. Ñîãëàñíî ñîãëàøåíèÿì

ìåòîäà êîíå÷íîãî îáúåìà, çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ïîëÿ â öåíòðå êîíå÷íîãî îáúå-

ìà ïðèìåðíî ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ýòîãî ïîëÿ ïî ÿ÷åéêå. Â òàêîì ñëó÷àå,

äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ a â öåíòðå êîíå÷íîãî îáúåìà ïðèáëèæåííî ðàâíà

(∇ · a)o ≈< ∇ · a >= 1

V

∫
V

∇ · adV =
1

V

∫
∂V

a · ndS ≈ (4.16)

≈ 1

V

∑
f

af · nfSf =
1

V

∑
f

af · Sf =
1

V

∑
f

φ. (4.17)

Çäåñü âåëè÷èíà φ � ïîòîê ïîëÿ a ÷åðåç ãðàíè ÿ÷åéêè, è èìåííî ýòà âåëè÷èíà

ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì ôóíêöèè fvc::div.

Äëÿ óðàâíåíèÿ

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)−∇ · (τ∇ · (ρu⊗ u))−∇ · (τ∇p) = 0 (4.18)

ïåðâîå ñëàãàåìîå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

< ∇ · (ρu) >= 1

V

∫
V

∇ · (ρu)dV =
1

V

∫
∂V

ρu · ndS ≈ 1

V

∑
f

ρfuf · Sf ,

ãäå âåëè÷èíû, ñòîÿùèå ïîä ñóììîé, ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëè-

ðîâàíèÿ ïîëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí, çàäàííûõ â öåíòðàõ êîíå÷íûõ îáú-

åìîâ, íà ãðàíè (íàïðèìåð, rhof::fvc::interpolate(rho)). Çíà÷åíèå Sf õðàíèòñÿ â

ïåðåìåííîé mesh.Sf(). Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ÿ÷åéêå ðàñ-
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ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

< ∇ · (τ∇p) >= 1

V

∫
V

∇ · (τ∇p)dV =
1

V

∫
∂V

τ∇p · ndS =

=
1

V

∫
∂V

τ
∂p

∂n
· dS ≈ 1

V

∑
f

τf

(
∂p

∂n

)
f

· Sf , (4.19)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ íà ãðàíè êîíòðîëüíîãî îáúåìà âû÷èñëÿåòñÿ êàê

∂p

∂n
≈ pn − p0

h
,

ãäå pn � çíà÷åíèå ïîëÿ â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå, p0 � çíà÷åíèå ïîëÿ â ñâîåé ÿ÷åé-

êå. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè ê ãðàíè êîíå÷íîãî îáúåìà îò ïîëÿ,

çàäàííîãî â öåíòðàõ êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ïðîèçâîäèòñÿ êîìàíäîé fvc::snGrad().

Çíà÷åíèå ïëîùàäè ãðàíè õðàíèòñÿ â ïåðåìåííîé mesh.magSf(). Äëÿ ïîñëåäíåãî

ñëàãàåìîãî

< ∇ · (τ∇ · (ρu⊗ u) >=
1

V

∫
∂V

τ∇ · (ρu⊗ u) · ndS ≈

≈ 1

V

∑
f

τf(∇ · (ρu⊗ u))f · Sf . (4.20)

Â OpenFOAM äèâåðãåíöèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû ìîæíî âû÷èñëèòü, åñëè ïîëå

äàííîé âåëè÷èíû çàäàíî íà ãðàíÿõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè ðåçóëüòàò áóäåò èçâåñòåí â öåíòðàõ êîíòðîëüíûõ îáú-

åìîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äàííîãî ñëàãàåìîãî íà ãðàíè ñòàí-

äàðòíûìè ñðåäñòâàìè OpenFOAM, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ñëàãàåìîãî

â öåíòðàõ êîíå÷íûõ îáúåìîâ, à çàòåì èíòåðïîëèðîâàòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ

íà ãðàíè êîíå÷íîãî îáúåìà. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ

ñëàãàåìîãî íà ãðàíè ïîòðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñ ÷åòûðåõ ÿ÷ååê (äëÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ñåòêè), ÷òî íå ñîãëàñóåòñÿ ñ îðèãèíàëüíûì øàáëîíîì. Â îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèâåðãåíöèè îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íûì èñïîëüçîâàíèå
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Ðèñ. 4.3. Ñåòêà äëÿ ðàñ÷åòà ãðàäèåíòà íà ãðàíè ìåæäó ÿ÷åéêàìè 3 è 4

ñòàíäàðòíîãî òðåõòî÷å÷íîãî øàáëîíà (Ðèñ. 4.2).

Â 2D�ñëó÷àå ðàñ÷åò ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ãðàíÿõ ÿ÷ååê â ñëó÷àå

ðàâíîìåðíîé ñåòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ãðàäèåíò ïîëÿ f(x), çàäàííîãî â öåíòðàõ ÿ÷ååê ðàâ-

íîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè, â òî÷êå p, ÿâëÿþùåéñÿ öåíòðîì ãðàíè ìåæäó

ÿ÷åéêàìè 3 è 4 (Ðèñ. 4.3). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíè áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x) â òî÷êå ñ êîîðäèíà-

òàìè xp, çíàÿ êîîðäèíàòû òî÷åê xi, i = 1, N , à òàêæå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

fp, fi, i = 1, N . Ãðàäèåíò ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

âû÷èñëÿåòñÿ êàê

(∇f)|p =
N∑
i=1

w2
iG

−1di(fi − fp),

ãäå èíäåêñ i îòíîñèòñÿ ê íîìåðàì òî÷åê, ïî êîòîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñ÷åò, N

� êîëè÷åñòâî òî÷åê, di = xi − xp, wi =
1

|di|
, G =

N∑
i=1

w2
idi ⊗ di.

Ò.å. ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå p

∂f

∂x

∣∣∣∣
p

=
1

7h
(f2 − f1 + 5(f4 − f3) + f6 − f5) ,

∂f

∂y

∣∣∣∣
p

=
1

2h

(
f1 + f2

2
− f5 + f6

2

)
.
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Â ñòàíäàðòíîì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ñõåì ïîëó÷àåì

∂f

∂x

∣∣∣∣
p

=
1

h
(f4 − f3) ,

∂f

∂y

∣∣∣∣
p

=
1

2h

(
f1 + f2

2
− f5 + f6

2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì âñòðîåííîì 1D�ðåøàòåëå QGDFoam âû÷èñ-

ëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî x ñ ïîìîùüþ äâóõ ìåòîäîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïî îäíîé è òîé

æå ñõåìå.

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ â îòêðûòûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OpenFOAM èñõîäíàÿ

ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè áûëà ïåðåïèàíà â ñëåäóþùåì ïîòî-

êîâîì âèäå

ρt = ρ0 − ∆t

V

∑
f

F 0
f (ρ

0), (4.21)

F 0
f (ρ

0) = ρfuf · Sf − τf((∇ · (ρu⊗ u))f + (∇p)f) · Sf ,

(ρu)t = (ρu)0 − ∆t

V

∑
f

F 0
f ((ρu)

0), (4.22)

F 0
f ((ρu)

0) = F 0
f (ρ

0)uf + pfSf − Sf · Π̂QGD
f ,

Π̂QGD
f = τfuf ⊗ (ρfuf · (∇⊗ u)f + (∇p)f) +

+τf Î(uf · (∇p)f + γfpf(∇ · u)f) + µf((∇⊗ u)f + (∇⊗ u)Tf − 2

3
Î(∇ · u)f),

(ρE)t = (ρE)0 − ∆t

V

∑
f

F 0
f ((ρE)

0), (4.23)

F 0
f ((ρE)

0) = F 0
f (ρ

0)Hf − Π̂QGD
f · uf · Sf − (τfufρf(uf · (∇uε)f +

+pfuf · (∇
1

ρ
)f)) · Sf .
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4.2.2 1D�ðàçíîñòíûé àëãîðèòì

Ïðè ðåàëèçàöèè 1D�÷èñëåííîé ñõåìû íåêîòîðûå ñëàãàåìûå èìåþò ñîáñòâåí-

íûå íàçâàíèÿ.

∂ρ

∂t
= 0, (4.24)

∂(ρu)

∂t
+
∂(jmu)

∂x
+
∂p

∂x
=
∂Πxx

∂x
, (4.25)

∂E

∂t
+
∂(jmH)

∂x
+
∂q

∂x
=
∂(Πxxu)

∂x
, (4.26)

ãäå jm = ρu− ρw, ρw = τ
∂

∂x
(ρu2 + p), Πxx = uw∗ +R∗,

w∗ = τ(ρu
∂u

∂x
+
∂p

∂x
), R∗ = τ(u

∂p

∂x
+ γp

∂u

∂x
),

E = ρ

(
u2

2
+

p

γ − 1

)
, H =

E + p

ρ
=
u2

2
+

p

ρ(γ − 1)
+
p

ρ
,

q = −uRq, Rq = τρ

(
u

γ − 1

∂

∂x

(
p

ρ

)
+ pu

∂

∂x

(
1

ρ

))
.

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.24) � (4.26) òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíîé ñõåìîé ïî

âðåìåíè è öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.24)

ρ̂i = ρi −
∆t

h
(jmi+1/2 − jmi−1/2), (4.27)

jmi+1/2 = (ρu)i+1/2 − (ρw)i+1/2 = ρi+1/2ui+1/2 − (ρw)i+1/2,

jm,i−1/2 = (ρu)i−1/2 − (ρw)i−1/2 = ρi−1/2ui−1/2 − (ρw)i−1/2,

(ρw)i+1/2 = τi+1/2
1

h
(ρi+1u

2
i+1 + pi+1 − ρiu

2
i − pi),

(ρw)i−1/2 = τi−1/2
1

h
(ρiu

2
i + pi − ρi−1u

2
i−1 − pi−1),
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.25)

ρ̂ui = (ρu)i −
∆t

h
(jmi+1/2ui+1/2 − jmi−1/2ui−1/2)−

∆t

h
(pi+1/2 − pi−1/2) +

+
∆t

h
(Πxx i+1/2 − Πxx i−1/2), (4.28)

Πxx i+1/2 = ui+1/2w
∗
i+1/2 +R∗

i+1/2,

Πxx i−1/2 = ui−1/2w
∗
i−1/2 +R∗

i−1/2,

w∗
i+1/2 = τi+1/2

(
ρi+1/2ui+1/2

ui+1 − ui
h

+
pi+1 − pi

h

)
,

w∗
i−1/2 = τi−1/2

(
ρi−1/2ui−1/2

ui − ui−1

h
+
pi − pi−1

h

)
,

R∗
i+1/2 = τi+1/2

(
ui+1/2

pi+1 − pi
h

+ γi+1/2pi+1/2
ui+1 − ui

h

)
,

R∗
i−1/2 = τi−1/2

(
ui−1/2

pi − pi−1

h
+ γi−1/2pi−1/2

ui − ui−1

h

)
,

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.26)

Êi = Ei −
∆t

h
(jmi+1/2Hi+1/2 − jmi−1/2Hi−1/2)−

∆t

h
(qi+1/2 − qi−1/2) +

+
∆t

h
(Πxx i+1/2ui+1/2 − Πxx i−1/2ui−1/2), (4.29)
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Ei =
ρiu

2
i

2
+

pi
γi − 1

,

Hi+1/2 =
Ei+1/2 + pi+1/2

ρi+1/2
=
u2i+1/2

2
+

pi+1/2

ρi+1/2(γi+1/2 − 1)
+
pi+1/2

ρi+1/2
,

Hi−1/2 =
Ei−1/2 + pi−1/2

ρi−1/2
=
u2i−1/2

2
+

pi−1/2

ρi−1/2(γi−1/2 − 1)
+
pi−1/2

ρi−1/2
,

qi+1/2 = −ui+1/2R
q
i+1/2,

qi−1/2 = −ui−1/2R
q
i−1/2,

Rq
i+1/2 = τi+1/2ρi+1/2

(
ui+1/2

γi+1/2 − 1

pi+1/ρi+1 − pi/ρi
h

+ pi+1/2ui+1/2
1/ρi+1 − 1/ρi

h

)
,

Rq
i−1/2 = τi−1/2ρi−1/2

(
ui−1/2

γi−1/2 − 1

pi/ρi − pi−1/ρi−1

h
+ pi−1/2ui−1/2

1/ρi − 1/ρi−1

h

)
.

ÊÃÄ óðàâíåíèå (4.24) ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ è ââåäåííûõ íàçâàíèé ðåàëèçóåòñÿ

â OpenFOAM ñëåäóþùèì îáðàçîì

fvm :: ddt(rho) + fvc :: div(phi)− fvc :: div(phiRhoW) = 0.

Çäåñü

φ = ρfuf · Sf ,

φρw = τf

(
∂(ρu⊗ u)

∂nf
· nf

)
· Sf + τf

∂p

∂nf
Sf . (4.30)

Òîãäà

fvc :: div(phi) =
1

V

∑
f

φ =

=
1

V
(ρi+1/2ui+1/2S + ρi−1/2ui−1/2(−S)) =

1

h
(ρi+1/2ui+1/2 + ρi−1/2ui−1/2).

fvc :: div(phiRhoW) =
1

V

∑
f

φρw =
1

V

(τi+1/2

h
(u2i+1ρi+1 − u2iρi + pi+1 − pi)S+

+
τi−1/2

h
(u2i−1ρi−1 − u2iρi − pi + pi−1)S

)
=

=
1

h

(τi+1/2

h
(u2i+1ρi+1 − u2iρi + pi+1 − pi)−

τi−1/2

h
(u2i−1ρi−1 − u2iρi − pi + pi−1)

)
.
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.24) â OpenFOAM â 1D�ñëó÷àå ñîâïàäàåò

ñ îðèãèíàëüíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé

ρ̂ = ρ− ∆t

h
(ρi+1/2ui+1/2 − ρi−1/2ui−1/2) +

+
∆t

h

(τi+1/2

h
(u2i+1ρi+1 − u2iρi + pi+1 − pi)−

τi−1/2

h
(u2iρi − u2i−1ρi−1 + pi − pi−1)

)
.

ÊÃÄ óðàâíåíèå (4.25) ðåàëèçóåòñÿ â OpenFOAM ñëåäóþùèì îáðàçîì

fvm :: ddt(rhoU) + fvc :: div(phiUp)− fvc :: div(phiW)−

−fvc :: div(phiUW)− fvc :: div(phiR) = 0.

Çäåñü

φup = ρfuf(uf · Sf) + pfSf ,

φω = τuf

(
Sf ·

(
nf ·

∂(ρu⊗ u)

∂nf

))
+ τfuf

∂p

∂nf
(Sf · nf),

φuω = τf(uf · Sf)

(
ρ(uf · nf)

∂u

∂nf
+ nf

∂p

∂nf

)
,

φR = τfSf

(
(uf · nf)

∂p

∂nf
+ γfpf(nf ·

∂u

∂nf
)

)
.

fvc :: div(phiUp) =
1

V

∑
f

φup =

=
1

V
(u2i+1Sρi+1/2 − u2i−1/2Sρi−1/2 + (pi+1/2 − pi−1/2)S) =

=
1

h
(u2i+1/2ρi+1/2 − u2i−1/2ρi−1/2 + pi+1/2 − pi−1/2).

fvc :: div(phiW) =
1

V

∑
f

φw =

=
1

V

(
ui+1/2Sτi+1/2

(
u2i+1ρi+1 − u2iρi

h
+
pi+1 − pi

h

)
−

− ui−1/2Sτi−1/2

(
−(u2iρi − u2i−1ρi−1)

h

))
=

=
1

h

(ui+1/2τi+1/2

h
(u2i+1ρi+1 − u2iρi + pi+1 − pi)−

−
ui−1/2τi−1/2

h
(u2iρi − u2i−1ρi−1 + pi − pi−1).

)
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fvc :: div(phiUW) =
1

V

∑
f

φuw =

=
1

V

(
τi+1/2ui+1/2

(
ρi+1/2

ui+1 − ui
h

ui+1/2S +
pi+1 − pi−1

h
S

))
+

+τi−1/2ui−1/2

(
ρi−1/2

−(ui−1 − ui)

h
ui−1/2(−S) +

pi − pi−1

h
(−S)

)
=

=
1

h

(
τi+1/2ui+1/2

(
ρi+1/2ui+1/2

ui+1 − ui
h

+
pi+1 − pi

h

)
−

− τi−1/2ui−1/2

(
ρi−1/2ui−1/2

ui − ui−1

h
+
pi − pi−1

h

))
.

fvc :: div(phiR) =
1

V
ΣfφR =

1

V

(
τi+1/2ui+1/2

pi+1 − pi
h

S+

τi+1/2S

(
pi+1/2

ui+1 − ui
h

γi+1/2

)
+ τi−1/2ui−1/2

pi − pi−1

h
(−S)+

τi−1/2(−S)
(
pi−1/2

ui−1 − ui
h

(−1)γi−1/2

))
=

1

h

(
τi+1/2ui+1/2

pi+1 − pi
h

+

+τi+1/2pi+1/2γi+1/2
ui+1 − ui

h
− τi−1/2ui−1/2

pi − pi−1

h
− τi−1/2pi−1/2γi−1/2

ui − ui−1

h

)
.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.25) â OpenFOAM â 1D�ñëó÷àå ñîâïàäàåò

ñ îðèãèíàëüíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé
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ρ̂ui = ρiui −
∆t

h
(u2i+1/2ρi+1/2 − u2i−1/2ρi−1/2) +

+
∆t

h

(ui+1/2τi+1/2

h
(u2i+1ρi+1 − u2iρi + pi+1 − pi)−

−
ui−1/2τi−1/2

h
(u2iρi − u2i−1ρi−1 + pi − pi−1)

)
+

+
∆t

h

(
τi+1/2u

2
i+1/2ρi+1/2

ui+1 − ui
h

+ τi+1/2ui+1/2
pi+1 − pi

h
−

−τi−1/2u
2
i−1/2ρi−1/2

ui − ui−1

h
− τi−1/2ui−1/2

pi − pi−1

h

)
+

+
∆t

h

(
τi+1/2ui+1/2

pi+1 − pi
h

+ τi+1/2pi+1/2γi+1/2
ui+1 − ui

h
−

−τi−1/2ui−1/2
pi − pi−1

h
+ τi−1/2pi−1/2γi−1/2

ui − ui−1

h

)
− ∆t

h
(pi+1/2 − pi−1/2).

ÊÃÄ óðàâíåíèå (4.26) ðåàëèçóåòñÿ â OpenFOAM ñëåäóþùèì îáðàçîì

fvm :: ddt(rhoE) + fvc :: div(phiEp)− fvc :: div(phiWE) +

+fvc :: div(phiQ)− fvc :: div(phiPixxU) = 0.

Çäåñü âåëè÷èíà E èç óðàâíåíèÿ (4.26) ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå ïîä íàçâàíèåì

rhoE (ñòàíäàðò, ïðèíÿòûé â OpenFOAM) â ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Ïîýòîìó

äèññèïàòèâíûå êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ â âèäå

φEp = ρfHf(uf · Sf) = ρf(uf · Sf)

(
u2
f

2
+ uεf +

pf
ρf

)
,

φωE = φρω

(
u2
f

2
+ uεf +

pf
ρf

)
,

φQ = −τfρf
(
uf ·

(
∂uε
∂nf

· nf

)
− pfuf ·

(
∂(1/ρ)

∂nf
· nf

))
(uf · Sf),
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φΠxxu = τf ((ρfuf · (∇⊗ u)f + (∇p)f) · uf) (uf · Sf) +

+τf(uf · (∇p)f)(uf · Sf) + τfγfpf(∇ · u)f(uf · Sf) =

= τf

(
ρf

(
uf ·

(
∂

∂nf

(
u2

2

)
· nf

))
+

(
∂p

∂nf
nf · uf

))
(uf · Sf) +

+τf

(
uf ·

(
∂p

∂nf
nf

))
(uf · Sf) + τfγfpf

(
∂u

∂nf
· nf

)
(uf · Sf).

fvc :: div(phiEp) =
1

V

∑
f

φEp =

=
1

V

(
ui+1/2S(ρi+1/2(uεi+1/2 + u2i+1/2/2) + pi+1/2)−

−ui−1/2S(ρi−1/2(uεi−1/2 + u2i−1/2/2) + pi−1/2)
)
,

fvc :: div(phiWE) =
1

V

∑
f

φwE =

=
1

V

((
u2i+1ρi+1 − u2iρ

2
i

h
Sτi+1/2 +

pi+1 − pi
h

Sτi+1/2

)(
uεi+1/2

+
u2i+1/2

2
+
pi+1/2

ρi+1/2

))

+

(
u2i−1ρi−1 − u2iρi

h
Sτi−1/2 +

pi − pi−1

h
(−S)τi−1/2

)(
uεi−1/2

+
u2i−1/2

2
+
pi−1/2

ρi−1/2

))

=
1

h

(
τi+1/2

h
(u2i+1ρi+1 − u2iρi + pi+1 − pi)

(
uεi+1/2 +

u2i+1/2

2
+
pi+1/2

ρi+1/2

)
−

−
τi−1/2

h
(u2iρi − u2i−1ρi−1 + pi − pi−1)

(
uεi−1/2 +

u2i−1/2

2
+
pi−1/2

ρi−1/2

))
,
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fvc :: div(phiQ) =
1

V

∑
f

φq =

− 1

V

(
τi+1/2ρi+1/2u

2
i+1/2

γi+1/2 − 1

pi+1/ρi+1 − pi/ρi
h

S+

+pi+1/2u
2
i+1/2

1/ρi+1 − 1/ρi
h

Sτi+1/2ρi+1/2+

+
τi−1/2ρi−1/2u

2
i−1/2

γi−1/2 − 1

pi−1/ρi−1 − pi/ρi
h

S + pi−1/2u
2
i−1/2

1/ρi−1 − 1/ρi
h

Sτi−1/2ρi−1/2

)
=

= −1

h

(
τi+1/2ρi+1/2u

2
i+1/2

(γi+1/2 − 1)h

(
pi+1

ρi+1
− pi
ρi

)
+
pi+1/2u

2
i+1/2τi+1/2ρi+1/2

h

(
1

ρi+1
− 1

ρi

)
−

−
τi−1/2ρi−1/2u

2
i−1/2

(γi−1/2 − 1)h

(
pi
ρi

− pi−1

ρi−1

)
+
pi−1/2u

2
i−1/2τi−1/2ρi−1/2

h

(
1

ρi
− 1

ρi−1

))
,

fvc :: div(phiPixxU) =
1

V

∑
f

φΠxxu =

=
1

V

((
τi+1/2

(
ρi+1/2u

2
i+1/2

ui+1 − ui
h

+ ui+1/2
pi+1 − pi

h

)
+ τi+1/2ui+1/2

pi+1 − pi
h

)
ui+1/2S +

(
τi−1/2

(
ρi−1/2u

2
i−1/2

ui−1 − ui
h

(−1) + ui−1/2
pi − pi−1

h

)
+

+ τi−1/2ui−1/2
pi − pi−1

h

)
ui−1/2(−S)

)
+

1

V

(
pi+1/2τi+1/2γi+1/2

ui+1 − ui
h

ui+1/2S+

+pi−1/2τi−1/2γi−1/2
ui−1 − ui

h
ui−1/2S

)
=

1

h

(
ui+1/2τi+1/2

(
ρi+1/2u

2
i+1/2

ui+1 − ui
h

+

+ 2ui+1/2
pi+1 − pi

h

)
− ui−1/2τi−1/2

(
ρi−1/2u

2
i−1/2

ui − ui−1

h
+ 2ui−1/2

pi − pi−1

h

))
+

+
1

h

(
pi+1/2τi+1/2γi+1/2

ui+1 − ui
h

ui+1/2 − pi−1/2τi−1/2γi−1/2
ui − ui−1

h
ui−1/2

)
.

Ëåãêî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.26) â OpenFOAM

â 1D�ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ îðèãèíàëüíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé.
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4.3 1D � òåñòû äëÿ õàðàêòåðíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé

Â êà÷åñòâå òåñòîâ ðåøàòåëÿ QGDFoam ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è Ðèìàíà î

ðàñïàäå ðàçðûâîâ, ñîáðàííûõ â [76], [77], [23]. Ýòè òåñòû îòðàæàþò õàðàêòåðíûå

îñîáåííîñòè íåñòàöèîíàðíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ñ óäàðíûìè âîëíàìè è

ðåøàþòñÿ â ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Ïîýòîìó äèññèïàòèâíûå êîýôôèöèåíòû

âûïèñûâàþòñÿ â âèäå

τ = α
hx
cs
, µ = p τ Sc, κ =

p τ Sc

Pr
(4.31)

è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû èñêóññòâåííîé äèññèïàöèè, ãäå cs � ñêî-

ðîñòü çâóêà, Sc � ÷èñëî Øìèäòà, Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ.

Íà÷àëüíûå äàííûå ê çàäà÷àì î ðàñïàäå ðàçðûâîâ ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 4.1.

Çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåâà îò ðàçðûâà îáîçíà÷åíû èíäåêcîì

L, ñïðàâà � èíäåêñîì R. Ìîìåíòû âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî ïîñòðîåíû ãðàôèêè,

óêàçàí â Òàáëèöå 4.1 êàê tfin. Çàäà÷è ðåøàþòñÿ íà èíòåðâàëå (−0.5, 0.5). Ðàçðûâ

ðàñïîëîæåí â òî÷êå x = 0. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà âñåõ ðèñóíêàõ ñ çàäà÷àìè î ðàñïàäå

ðàçðûâîâ ïðèâåäåíî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå (ñì. [83]).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Âî âñåõ òåñòàõ γ = 1.4, êðîìå òåñòà 3, ãäå γ = 5/3.

Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ õàðàêòåðíûõ òåñòîâ ñ ïî-

ìîùüþ ðåøàòåëåé QGDFoam è rhoCentralFoam. Âñå òåñòû ìîæíî ïîñ÷è-

òàòü ñ ïàðàìåòðîì α, ðàâíûì 0.4 è ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè Sc =

Pr = 1. Ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå óëó÷øåíèå ðåøàòåëåé QGDFoam è

rhoCentralFoam, çàôèêñèðîâàíû â îïèñàíèè êîíêðåòíûõ òåñòîâ. Ðåøàòåëè

QGDFoam è rhoCentralFoam èñïîëüçóþò ïîñòîÿííîå ÷èñëî Êóðàíòà C0 è ïå-

ðåìåííûé øàã ïî âðåìåíè.

Â OpenFOAM çàäà÷è ðåøàþòñÿ â ðàçìåðíîé îáëàñòè. Ðàçìåðíûé âèä õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè âåëè÷èíàìè: L = 1 ì, cv = 1.0 J/(KgK), R/µ =
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0.4 J/(KgK), ãäå µ = 20785 � ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà. Âûðàæåíèå cp =
γR/µ

γ − 1
J/(KgK)

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ γ. Äëÿ γ = 1.4 cp = 1.4 J/(KgK), äëÿ

γ = 5/3 cp = 1.0 J/(KgK). Äàëåå ðàçìåðíîñòü âåëè÷èí íå áóäåò óêàçûâàòüñÿ,

íî âñå âåëè÷èíû ñ÷èòàþòñÿ ðàçìåðíûìè � øàãè ñåòêè âû÷èñëÿþòñÿ â ìåòðàõ,

âðåìÿ � â ñåêóíäàõ.

Øàã ïî âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèåì ñ óñëîâèåì Êóðàíòà

∆t ≤ C0
hx

|u|+ c
, (4.32)

ãäå c =
√
γRT � ñêîðîñòü çâóêà, âû÷èñëÿþùàÿñÿ â OpenFOAM ÷åðåç ψ =

(RT )−1 êàê c =
√
γ/ψ.

Îäíîìåðíûå çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ â OpenFOAM ôîðìàëüíî 3D, áûëè ïðîòå-

ñòèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ðåøàòåëÿ QGDFoam, íàïèñàííîãî â ðàìêàõ ðàíåå âñòðî-

åííîãî ðåøàòåëÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âÿçêèõ ñæèìàåìûõ òå÷åíèé.

Òåñò ρL uL pL ρR uR pR tfin
1 1 0.75 1 0.125 0 0.1 0.2

2 1 −2 0.4 1 2 0.4 0.15

3 Íîõ 1 1 10−6 1 −1 10−6 1

3a 1 −19.59745 1000 1 −19.59745 0.01 0.012

4 5.99924 19.5975 460.894 5.99924 −6.19633 46.095 0.035

5 1.4 0 1 1 0 1 2

6 1.4 0.1 1 1 0.1 1 2

7 0.1261192 8.9047029 782.92899 6.591493 2.2654207 3.1544874 0.0039

Òàáëèöà 4.1. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ çàäà÷ Ðèìàíà.

Òåñò 1. Òåñò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà. Â îá-

ðàçóþùåìñÿ òå÷åíèè èìåþòñÿ âñå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ñâåðõçâóêîâîãî òå-

÷åíèÿ � çâóêîâûå òî÷êè íà ãðàíèöàõ âîëíû ðàçðåæåíèÿ, êîíòàêòíûé ðàçðûâ

è óäàðíàÿ âîëíû. Íà Ðèñ. 4.4 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïëîòíîñòè äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ñåòêè ñ øàãîì hx = 0.0025. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam

C0 = 0.1, â QGDFoam 0 = 0.4. Íàèëó÷øåå ðåøåíèå â QGDFoam äîñòèãàåòñÿ

ïðè âûáîðå α = 0.2 è Sc = 1.0. Äëÿ rhoCentralFoam èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðò-
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íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ vanLeer.

Òåñò 2. Çäåñü òå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ, ðàçáåãà-

þùèåñÿ îò öåíòðà îáëàñòè. Ñëîæíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáó-

ñëîâëåíà òåì, ÷òî ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü è äàâëåíèå â öåíòðå î÷åíü ìàëû (ìåæäó

ðàçáåãàþùèìèñÿ ïîòîêàìè), íî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ uε = p/(ρ(γ − 1)) ê íóëþ

íå ñòðåìèòñÿ. Â ýòîé çàäà÷å íèêàêàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà íå

îïèñûâàåò ïîâåäåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Íà Ðèñ. 4.4 ñïðàâà ïðèâåäåí ðàñ÷åò âíóòðåííåé ýíåðãèè äëÿ ïðîñòðàíñòâåí-

íîé ñåòêè ñ øàãîì hx = 0.0003125. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam C0 = 0.025,

â QGDFoam 0 = 0.1. Äëÿ ðåøàòåëÿ QGDFoam ìèíèìàëüíûé ýíòðîïèéíûé ñëåä

äîñòèãàëñÿ ïðè α = 0.3 è Sc = Pr = 1.0. Ïðè ýòîì íà Ðèñ. 4.4 ïðåäñòàâëåí ðå-

çóëüòàò, â êîòîðîì â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòü íà ðàçðûâå â äâóõ òî÷êàõ ïîëà-

ãàëàñü ðàâíîé 0. Òàêæå ýòîò íåôèçè÷åñêèé ìàêñèìóì ìîæåò áûòü ñãëàæåí ñ ïî-

ìîùüþ âàðüèðîâàíèÿ ÷èñëà Ïðàíäòëÿ Pr = 0.001. Â ðåøàòåëå rhoCentralFoam

â ñëîâàðå fvSchemes èñïîëüçîâàëñÿ ïàðàìåòð Minmod, è òàêæå â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü íà ðàçðûâå â äâóõ òî÷êàõ ïîëàãàëàñü ðàâíîé 0.

Òåñò 3. Çàäà÷à Íîõà. Òå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîëêíîâåíèå äâóõ ãè-

ïåðçâóêîâûõ ïîòîêîâ õîëîäíîãî ïëîòíîãî ãàçà, êîòîðîå ïðèâîäèò ê îáðàçîâà-

íèþ äâóõ ðàñõîäÿùèõñÿ "áåñêîíå÷íî ñèëüíûõ" óäàðíûõ âîëí, ìåæäó êîòîðû-

ìè îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûé ãàç ñ ïîñòîÿííûìè ïëîòíîñòüþ è äàâëåíèåì. Îöåíêè

÷èñëà Ìàõà â óäàðíîé âîëíå ñîñòàâëÿþò Ma = uL/c = 775, ÷òî çíà÷èòåëüíî

âûøå çåìíûõ óñëîâèé. Â ðåøåíèè rhoCentralFoam âáëèçè òî÷êè x = 0 ïîÿâëÿ-

åòñÿ ýíòðîïèéíûé ñëåä. Â ðåøåíèè QGDFoam ýíòðîïèéíûé ñëåä ìåíåå çàìåòåí,

äîïîëíèòåëüíàÿ ÊÃÄ äèññèïàöèÿ (÷ëåíû ñ τ � ñëàãàåìûìè) â öåíòðå ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè îáðàùàåòñÿ â 0 (ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàâíà íóëþ, äàâëåíèå ãàçà ïîñòîÿí-

íî).

Íà Ðèñ. 4.5 ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ñ øàãîì
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hx = 0.005. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam C0 = 0.2, â QGDFoam 0 = 0.001.

Îïòèìàëüíûì áûë âûáðàí ïàðàìåòð α = 0.3. Â ðåøàòåëå rhoCentralFoam â

ñëîâàðå fvSchemes èñïîëüçîâàëñÿ ïàðàìåòð Minmod.

Òåñò 3a. Â äàííîé çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ãàçîäèíàìè÷åñêîå òå÷åíèå ñ ñæà-

òèåì ãàçà, â êîòîðîì ïåðåïàä äàâëåíèÿ pL/pR ñîñòàâëÿåò 105.

Íà Ðèñ. 4.5 ñïðàâà ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè

ñ øàãîì hx = 0.0008. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam è â QGDFoam ñîñòàâ-

ëÿåò C0 = 0.01. Â ðåøàòåëå QGDFoam ïàðàìåòð α = 0.4, Sc = Pr = 1. Äëÿ

rhoCentralFoam èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ vanLeer.

Òåñò 4. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå ãàçà â âèäå äâóõ ðàñõîäÿùèõñÿ ïî

ãàçó óäàðíûõ âîëí, ìåæäó êîòîðûìè ðàñïîëàãàåòñÿ äâèæóùèéñÿ ðàçðûâ. Äëÿ

ýòîé çàäà÷è õàðàêòåðíî ìàëîå âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà.

Íà Ðèñ. 4.6 ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ñ øàãîì

hx = 0.003. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam C0 = 0.2, â QGDFoam 0 = 0.1.

Â ðåøàòåëå QGDFoam α = 0.3, Sc = 0.1, äëÿ rhoCentralFoam èñïîëüçîâàëàñü

ñòàíäàðòíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ vanLeer.

Òåñò 5. Íåïîäâèæíûé êîíòàêòíûé ðàçðûâ.

Íà Ðèñ. 4.6 ñïðàâà ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè

ñ øàãîì hx = 0.01. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam C0 = 0.2, â QGDFoam

C0 = 0.1. Ïðè îòêëþ÷åíèè âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè (Sc = 0), ÊÃÄ àë-

ãîðèòì äàåò øèðèíó êîíòàêòíîãî ðàçðûâà â îäèí øàã ñåòêè. ÊÃÄ äèññèïàöèÿ

ñòàáèëèçèðóåò íåïîäâèæíûé êîíòàêòíûé ðàçðûâ, âÿçêîñòü òèïà Íàâüå�Ñòîêñà

åãî ðàçìûâàåò. Ïðè îòêëþ÷åíèè âñåé âÿçêîñòè (τ = 0) ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ àá-

ñîëþòíî íåóñòîé÷èâûì. Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè âûáèðàåòñÿ ðàâíûì α = 0.4.

Äëÿ rhoCentralFoam èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ vanLeer.

Òåñò 6. Ìåäëåííî äâèæóùèéñÿ êîíòàêòíûé ðàçðûâ.

Íà Ðèñ. 4.7 ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ñ øàãîì
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hx = 0.01. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam C0 = 0.2, â QGDFoam C0 = 0.1.

Â ñëó÷àå óìåíüøåíèÿ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè (Sc = 0.1)

â QGDFoam ïîëó÷àåòñÿ áîëåå òî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ëó÷øå ñîîò-

íîñèòñÿ ñ ðåøåíèåì rhoCentralFoam. Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè âûáèðàåòñÿ ðàâ-

íûì α = 0.5. Äëÿ rhoCentralFoam èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

vanLeer.

Òåñò 7. Çàäà÷à, èçâåñòíàÿ êàê "Peak"problem.

Íà Ðèñ. 4.7 ñïðàâà ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè

ñ øàãîì hx = 0.00005. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam ðàâíî C0 = 0.3, à äëÿ

QGDFoam Co = 0.05. Äëÿ QGDFoam α = 0.4 è Sc = 1.0, äëÿ rhoCentralFoam

èñïîëüçîâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿ upwind.

Äëÿ çàäà÷ î ðàñïàäå ðàçðûâîâ â Òàáëèöå 4.2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîãðåøíî-

ñòåé âåëè÷èí, ïîñ÷èòàííûõ â íîðìå L1 êàê

ε =
1

N

∑
N

|a exact − anumerical|, (4.33)

ãäå aexact � çíà÷åíèå ãàçîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùåé àâòîìî-

äåëüíîìó ðåøåíèþ, anumerical � çíà÷åíèå ãàçîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíû, ïîñ÷è-

òàííîé ðåøàòåëåì rhoCentralFoam èëè QGDFoam. Â òåñòàõ 1, 3, 3à, 5, 6, 7 â

êà÷åñòâå âåëè÷èíû a áåðåòñÿ ïëîòíîñòü ρ, â òåñòàõ 2 è 4 � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ

uε.

Ðåøàòåëü, � òåñòà Òåñò 1 Òåñò 2 Òåñò 3 Òåñò 3a Òåñò 4 Òåñò 5 Òåñò 6 Òåñò 7

rhoCentralFoam 0.0024 0.2726 0.0287 0.6935 1.3929 0.0103 0.0103 0.0532

QGDFoam 0.0065 0.2909 0.0368 0.6849 3.6953 0.0021 0.0116 0.0775

Òàáëèöà 4.2. Ïîãðåøíîñòè â íîðìå L1

Òåñò 8. "Blast" çàäà÷à. Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî òåñòà ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-

äà÷à Âóäâîðäà � Êîëåëëà î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ðàçðûâîâ ( Woodward�Collela
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blast wave problem, ñì. â [76], [77], [23], [35], [44]). Ýòîò òåñò ÷àñòî âûáèðàþò â

êà÷åñòâå òåñòîâ äëÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà íà ñåòêàõ, äèíàìè-

÷åñêè àäàïòèðóþùèõñÿ ê ðåøåíèþ. Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó

î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ âîëí, îáðàçóþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà äâóõ ðàçðû-

âîâ òèïà Ðèìàíà ( [23], [35]). Äëÿ ýòîé çàäà÷è íåò àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à òàêæå ðåøàåòñÿ íà èíòåðâàëå (−0.5, 0.5). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäà-

þòñÿ ðàçðûâû â òî÷êàõ x1 = −0.4 è x2 = 0.4. Âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

çàäàåòñÿ ïëîòíîñòü ρ = 1.0 è ñêîðîñòü u = 0.0. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ

â òðåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ (ëåâîé p l, ñðåäíåé pm è ïðàâîé p r) ðàâíû

(p l, pm, p r) = (1000, 0.01, 100). Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ

îòðàæåíèÿ âèäà

∂ρ

∂x
= 0,

∂p

∂x
= 0, u = 0. (4.34)

Ðàñ÷åò âåäåòñÿ äî âðåìåíè tfin = 0.038. Â ýòîé çàäà÷å γ = 1.4.

Íà Ðèñ. 4.8 ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ñ øà-

ãîì hx = 0.0003125. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam C0 = 0.2, ó QGDFoam

C0 = 0.4. Äëÿ QGDFoam α = 0.3 è Sc = 0.1, Pr = 1.0, äëÿ rhoCentralFoam

èñïîëüçîâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿ Minmod.

Ñðàâíåíèå äâóõ ðåøàòåëåé QGDFoam è rhoCentralFoam � ïåðâîå ñðàâíå-

íèå ÊÃÄ àëãîðèòìà ñ ÷èñëåííûì ìåòîäîì, âñòðîåííûì â ïðîãðàììíûé ïàêåò

OpenFoam. Ñîïîñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòåé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîå â

Òàáëèöå 4.2, ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñåõ òåñòîâ çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåé äëÿ îáîèõ

ìåòîäîâ áëèçêè ìåæäó ñîáîé, ïðè ýòîì â ðÿäå òåñòîâ ó rhoCentralFoam ïîãðåø-

íîñòü áîëüøå (òåñòû 3à, 5), à â äðóãèõ òåñòàõ áîëüøå ïîãðåøíîñòü ó QGDFoam.

Ó îáîèõ ðåøàòåëåé çíà÷åíèÿ ÷èñåë Êóðàíòà C0 áëèçêè ìåæäó ñîáîé (îäíîãî

ïîðÿäêà), êðîìå òåñòîâ 3à è 7. Â òåñòå 3 ÷èñëî Êóðàíòà ó ðåøàòåëÿ QGDFoam

â 200 ðàç ìåíüøå, ÷åì ó rhoCentralFoam, â òåñòå 7 � â 6 ðàç ìåíüøå. Â òå-
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ñòàõ 1 è 2 ÷èñëî Êóðàíòà ó ðåøàòåëÿ QGDFoam ïðåâûøàåò ÷èñëî Êóðàíòà ó

rhoCentralFoam â 4 ðàçà. Â òåñòå 3à ÷èñëà Êóðàíòà ñîâïàäàþò äëÿ îáîèõ ðå-

øàòåëåé. Â òåñòàõ 4, 5, 6 è 8 ÷èñëà Êóðàíòà îòëè÷àþòñÿ â 2 ðàçà. Â òåñòå 5

ðåøåíèå QGDFoam ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Òåì íå ìåíåå, äîïîë-

íèòåëüíàÿ íàñòðîéêà ðåøàòåëåé QGDFoam è rhoCentralFoam ìîæåò ïðèíåñòè

óñîâåðøåíñòâîâàíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé (íàïðèìåð, âàðüèðîâàíèå ÷èñåë Sc è

Pr ó QGDFoam è èçìåíåíèå ñõåìíûõ èíòåðïîëÿöèé ó rhoCentralFoam).

Ñîïîñòàâëåíèå âðåìåíè ñ÷åòà äëÿ ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî

âðåìÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà çàäà÷ ðåøàòåëåì QGDFoam íà 20 � 30% ìåíüøå, ÷åì

âðåìÿ ðàñ÷åòà çàäà÷, ïîñ÷èòàííûõ ñ ïîìîùüþ ðåøàòåëÿ rhoCentralFoam.

Äàííîå ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò âûñîêóþ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü ÊÃÄ àëãîðèò-

ìà è ïðåâîñõîäñòâî â ðÿäå ñëó÷àåâ.

4.4 Âûâîäû

Ïðîâåäåíî âêëþ÷åíèå ÊÃÄ àëãîðèòìà â îòêðûòûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ

OpenFOAM, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå íîâîãî âû÷èñëèòåëüíî-

ãî ÿäðà � ðåøàòåëÿ QGDFoam. Èñõîäíûå è äàëüíåéøèå 3D�âåðñèè ðåøàòåëÿ

QGDFoam íàõîäÿòñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå äëÿ ñêà÷èâàíèÿ â èíòåðíåò�àðõèâå

èñõîäíûõ êîäîâ GitHub: http://github.com/unicfdlab/QGDsolver/.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøàòåëåé QGDFoam è rhoCentralFoam íà ïðèìåðå ñè-

ñòåìû îäíîìåðíûõ òåñòîâ è ïîêàçàíî, ÷òî QGDFoam ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ÷èñ-

ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Èñïîëüçîâàíèå áèáëèîòåêè OpenFOAM â êà÷åñòâå ïëàòôîðìû äëÿ ïðîãðàìì-

íîé ðåàëèçàöèè ÊÃÄ àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëü-

íîé âåðñèè êîäà, ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ

ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ èõ àïïðîêñèìàöèè ñ ðàçëè÷íûìè ñòàíäàðòíûìè ìîäóëÿ-

ìè áèáëèîòåêè OpenFOAM è óïðîñòèòü ðàçðàáîòêó íîâûõ ìîäåëåé ñïëîøíûõ

ñðåä.

http://github.com/unicfdlab/QGDsolver/
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Ðèñ. 4.4. Òåñòû 1, 2. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ρ è âíóòðåííåé ýíåðãèè uε

Ðèñ. 4.5. Òåñò 3, 3a. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ρ

Ðèñ. 4.6. Òåñòû 4, 5. Ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè uε è ïëîòíîñòè ρ
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Ðèñ. 4.7. Òåñòû 6, 7. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ρ

Ðèñ. 4.8. Òåñò 8. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ρ



Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû:

1. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ íåëèíåéíûé ïðîöåññ

ôîðìèðîâàíèÿ íåçàòóõàþùåé óåäèíåííîé âîëíû â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ìåë-

êîé âîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÊÃÄ àëãîðèòìà. Âïåðâûå íà îñíîâå ÊÃÄ àëãîðèòìà

â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïîëó÷åíà óåäèíåííàÿ áåãóùàÿ âîëíà. Àíàëèç çàäà÷è

ïîêàçàë ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äàííû-

ìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé çàäà-

÷è îá óåäèíåííîé âîëíå.

2. Âïåðâûå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóêòóð

âî âðàùàþùåìñÿ ãàçîâîì àêêðåöèîííîì äèñêå â ðàìêàõ áàðîòðîïíûõ óðàâíå-

íèé Ýéëåðà ñ ïðèìåíåíèåì ÊÃÄ ïîäõîäà è èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííûõ íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé. Âïåðâûå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îòñòàþùèõ ðóêàâîâ

ïîâûøåííîé ïëîòíîñòè â ðàìêàõ ïðîãðàììû, èñïîëüçóþùåé ÊÃÄ àëãîðèòì â

ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåí ïðîöåññ ðàçäâîåíèÿ ðóêàâîâ

ïëîòíîñòè è ïåðåíîñ óãëîâîãî ìîìåíòà.

3. Â ðàìêàõ îòêðûòîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà OpenFOAM ñîçäàíî íîâîå

âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî íà îñíîâå ÊÃÄ àëãîðèòìà (QGDFoam), äîñòóïíîå âíåø-

íèì ïîëüçîâàòåëÿì. Äëÿ ýòîãî ÊÃÄ àëãîðèòì ïåðåïèñàí â òåðìèíàõ, ïðèíÿòûõ

â óêàçàííîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå è àäàïòèðîâàí ê çàëîæåííûì â íåì òðå-

áîâàíèÿì. Â ðàìêàõ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøàòåëåé

QGDFoam è rhoCentralFoam íà ïðèìåðå ñèñòåìû îäíîìåðíûõ òåñòîâ è ïîêà-
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çàíî, ÷òî QGDFoam ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå øèðîêîãî

êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàáîòû âêëþ÷àþò â ñåáÿ íåñêîëüêî íàïðàâëå-

íèé: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ îäèíî÷íûõ âîëíî�âåòðîâûõ ñî-

ëèòîíîâ ïðè èõ èññëåäîâàíèÿõ íà äðóãèõ âîëíî�âåòðîâûõ êàíàëàõ; èçó÷åíèå

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ýâîëþöèè îêîëîçâåçäíûõ ãàçîâûõ îáëàêîâ è âîç-

ìîæíîñòåé ôîðìèðîâàíèÿ ïëàíåò ïðè ðàçâèòèè ìíîãîðóêàâíîé ñòðóêòóðû ãà-

çîâûõ äèñêîâ; âêëþ÷åíèå ìíîãîìåðíûõ âàðèàíòîâ ÊÃÄ àëãîðèòìà â îòêðûòûé

êîìïëåêñ OpenFOAM è ðåøåíèå íà åãî îñíîâå íàó÷íûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷,

ïðåäóñìîòðåííûõ ïëàíàìè ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ.



Ïðèëîæåíèå. ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé

ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì

Ïðèáëèæåíèå ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì èíòåðåñíî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ àñòðî-

ôèçèêè [79], [69], [68], [67], [59], [60], [61], [62], [84], [85]. Â ðàáîòå [79] â çàäà÷å î ñî-

õðàíåíèè òîðîèäàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñîëíå÷íîì òàõîêëèíå ñðàâíèâàþòñÿ

ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ñ óðàâíåíèÿìè ìàãíèòíîé

ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëèæåíèè ÌÂ. Ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ ÌÂ â [79] âïåð-

âûå áûëè îïèñàíû ãëîáàëüíûå íåóñòîé÷èâîñòè â ñîëíå÷íîì òàõîêëèíå, íåñìîò-

ðÿ íà òî, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü íå îïèñûâàåò, íàïðèìåð, íåóñòîé÷èâîñòü ïëàâó÷å-

ñòè. Òàêæå ãëîáàëüíûå íåóñòîé÷èâîñòè â ñîëíå÷íîì òàõîêëèíå ñ ïîìîùüþ ïðè-

áëèæåíèÿ ìåëêîé âîäû èññëåäóþòñÿ â [68], [67], [60], [59], [61], [62]. Â ðàáîòå [69]

âïåðâûå ïîñòàâëåí ëàáîðàòîðíûé ýêñïåðèìåíò, îñíîâàííûé íà ãèäðàâëè÷åñêèõ

ñêà÷êàõ äëÿ èçó÷åíèÿ ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùåé â çåìíûõ óñëîâèÿõ ïðîöåññó

çàðîæäåíèÿ íåéòðîííûõ çâåçä. Â ðàáîòå [81] îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàãíèòíîé ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÂ âûâîäÿòñÿ èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàêîíîâ

ñîõðàíåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÂ

èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ Ðýíêèíà�Ãþãîíèî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå øèðîêîå

ïðèìåíåíèå ñèñòåìà ìàãíèòíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÌÂ íàøëà â èñ-

ñëåäîâàíèè âíóòðåííèõ ñîëíå÷íûõ çâåçäíûõ ñëîåâ.

Ðàñïðîñòðàíåíèå ÊÃÄ àëãîðèòìà íà çàäà÷è ãàçîâîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìè-

êè âïåðâûå áûëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ [18] è [19] äëÿ îäíîìåðíîãî è ìíîãîìåðíîãî

ñëó÷àåâ.
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Ï.1 ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. 1D � ñëó÷àé

Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìåþò

ñëåäóþùèé âèä [80]

∂h

∂t
+
∂(hux)

∂x
= 0, (4.35)

∂(hux)

∂t
+

∂

(
hu2x − hB2

x +
gh2

2

)
∂x

= −gh∂b
∂x
, (4.36)

∂(huy)

∂t
+
∂ (huxuy − hBxBy)

∂x
= 0, (4.37)

∂(hBx)

∂t
= 0, (4.38)

∂(hBy)

∂t
+
∂ (hByux − hBxuy)

∂x
= 0, (4.39)

∂(hBx)

∂x
= 0, (4.40)

ãäå h(x, t) � âûñîòà æèäêîñòè, ux(x, t), uy(x, t)�êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè,

Bx(x, t), By(x, t) � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, b(x) �

ïðîôèëü äíà. Îòìåòèì, ÷òî â èñïîëüçóåìîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ÌÂ ñ ìàãíèòíûì

ïîëåì (4.35) � (4.40) â 1D�ñëó÷àå ïðèñóòñòâóåò âòîðàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, êî-

òîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò x è íå çàâèñèò îò y.

Äëÿ âûâîäà ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ïðèìåíÿåòñÿ ñòàíäàðò-

íûé ìåòîä îñðåäíåíèÿ

(f(x, t))∗ =
1

∆t

t+∆t∫
t

f(x, t
′
)dt

′
= f(x, t∗) = f(x, t) + τ

∂f(x, t)

∂t
, (4.41)

ãäå t ≤ t∗ ≤ t+∆t, 0 ≤ τ ≤ ∆t.

Îñðåäíÿÿ ñèñòåìó (4.35)�(4.40) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà (4.41), ïîëó÷àåì ñëå-
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äóþùóþ ñèñòåìó

∂h∗

∂t
+
∂(hux)

∗

∂x
= 0, (4.42)

∂(hux)
∗

∂t
+

∂

(
hu2x − hB2

x +
gh2

2

)∗

∂x
= −gh∗∂b

∗

∂x
, (4.43)

∂(huy)
∗

∂t
+
∂ (huxuy − hBxBy)

∗

∂x
= 0, (4.44)

∂(hBx)
∗

∂t
= 0, (4.45)

∂(hBy)
∗

∂t
+
∂ (hByux − hBxuy)

∗

∂x
= 0, (4.46)

∂(hBx)
∗

∂x
= 0, (4.47)

â êîòîðîé îñíîâíûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.41) èìåþò

âèä

h∗ = h+ τ
∂h

∂t
,

u∗x = ux + τ
∂ux
∂t

,

u∗y = uy + τ
∂uy
∂t

,

B∗
x = Bx + τ

∂Bx

∂t
,

B∗
y = By + τ

∂By

∂t
.

(4.48)

Ïðè âûâîäå ÊÃÄ óðàâíåíèé âñå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îñòàþòñÿ áåç èçìå-

íåíèé. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (4.41) äëÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èí ()∗, ïðåîáðàçóåì

ñèñòåìó (4.42)�(4.47).

Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.42) èìååì ñîîòíîøåíèå

(hux)
∗ = hux + τ

∂ (hux)

∂t
= hux − hwx = jmx, (4.49)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îñðåäíåííîãî ïîòîêà ìàññû jmx è äîáàâêè wx

jmx = h(ux − wx), wx =
τ

h

(
gh
∂b

∂x
+
∂(hu2x)

∂x
− ∂(hB2

x)

∂x
+

∂

∂x

(
gh2

2

))
. (4.50)
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Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.43) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

(
hu2x
)∗

= (hux)
∗ u∗x = jmx(ux +∆ux) = jmxux + hux∆ux, (4.51)(

hB2
x

)∗
= (hBx)

∗B∗
x = (hBx +∆(hBx)) (Bx +∆Bx) =

= hB2
x + τB2

x

∂(hux)

∂x
, (4.52)

ãäå ∆ux = τ
∂ux
∂t

= −τ
(
ux
∂ux
∂x

− 1

h

∂(hB2
x)

∂x
+

1

h

∂

∂x

(
gh2

2

)
+ g

∂b

∂x

)
,

∆(hBx) = τ
∂(hBx)

∂t
= 0, ∆Bx = τ

∂Bx

∂t
=
τ

h
Bx
∂(hux)

∂x
.

Äàâëåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂

∂x

(
gh2

2

)∗

=
∂

∂x

(g
2
(h+∆h)2

)
=

∂

∂x

(
gh2

2

)
− ∂

∂x

(
τgh

∂(hux)

∂x

)
, (4.53)

ãäå ∆h = τ
∂h

∂t
= −τ ∂hux

∂x
.

Ðåëüåô äíà ñî âðåìåíåì íå ìåíÿåòñÿ (b∗ = b), ïîýòîìó

gh∗
∂b∗

∂x
= g (h+∆h)

∂b

∂x
= gh

∂b

∂x
− gτ

∂b

∂x

∂(hux)

∂x
. (4.54)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.44) èìååì ñîîòíîøåíèÿ

(huy)
∗ = huy + τ

∂(huy)

∂t
= huy − hwy = jmy, (4.55)

(huxuy)
∗ = (huy)

∗ u∗x = jmyux + huy∆ux, (4.56)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îñðåäíåííîãî ïîòîêà ìàññû jmy è äîáàâêè wy

jmy = h(uy − wy), wy = −τ
h

∂ (hBxBy − huxuy)

∂x
. (4.57)

Äàëåå

(hBxBy)
∗ = (hBx)

∗B∗
y = hBxBy + hBx∆By, (4.58)

ãäå ∆By = τ
∂By

∂t
=
τ

h

(
By
∂(hux)

∂x
− ∂(hByux)

∂x
+
∂(hBxuy)

∂x

)
.
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Óðàâíåíèå (4.45) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä, íî áåç çíàêà ()∗.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.46) èìååì ñîîòíîøåíèÿ

(hByux)
∗ = (hux)

∗B∗
y = jmxBy + hux∆By, (4.59)

(huyBx)
∗ = (huy)

∗B∗
x = jmyBx + huy∆Bx. (4.60)

Óðàâíåíèå (4.47), êàê è óðàâíåíèå (4.45), ñîõðàíÿåò ñâîé âèä (áåç çíàêà ()∗).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî hBx = const.

Èç ñèñòåìû (4.35)�(4.40) ñ ó÷åòîì âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé è îáîçíà÷åíèé (4.48)�

(4.60) ïîëó÷àåì ÊÃÄ ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, ïðîôèëåì äíà

b(x) è òåíçîðîì âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà

∂h

∂t
+
∂jmx

∂x
= 0, (4.61)

∂(hux)

∂t
+
∂(jmxux)

∂x
− ∂(hB2

x)

∂x
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
= −gh∂b

∂x
+ gτ

∂(hux)

∂x

∂b

∂x
+

+
∂

∂x

(
τhux

(
ux
∂ux
∂x

− 1

h

∂(hB2
x)

∂x
+

1

h

∂

∂x

(
gh2

2

)
+ g

∂b

∂x

))
+

+
∂

∂x

(
τB2

x

∂(hux)

∂x

)
+

∂

∂x

(
τgh

∂(hux)

∂x

)
+

∂

∂x

(
µ
∂ux
∂x

)
, (4.62)
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∂(huy)

∂t
+
∂(jmyux)

∂x
− ∂(hBxBy)

∂x
=

=
∂

∂x

(
τBx

(
By
∂(hux)

∂x
− ∂(hByux)

∂x
+
∂(hBxuy)

∂x

))
+

+
∂

∂x

(
τhuy

(
ux
∂ux
∂x

− 1

h

∂(hB2
x)

∂x
+

1

h

∂

∂x

(
gh2

2

)
+ g

∂b

∂x

))
+

+
∂

∂x

(
µ
∂uy
∂x

)
, (4.63)

∂(hBx)

∂t
= 0, (4.64)

∂(hBy)

∂t
+
∂(jmxBy)

∂x
− ∂(jmyBx)

∂x
=

= − ∂

∂x

(
τux

(
By
∂(hux)

∂x
− ∂(hByux)

∂x
+
∂(hBxuy)

∂x

))
+

+
∂

∂x

(
τuyBx

∂(hux)

∂x

)
, (4.65)

ãäå ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëåì µ = τ p = τ
gh2

2
, ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðó Íàâüå�

Ñòîêñà, ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè åñòåñòâåííîé ôèçè÷åñêîé âÿçêîñòè.

Óðàâíåíèå (4.47) hBx = const ïåðåîïðåäåëÿåò ñèñòåìó.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòü τ = 0, òî ïîëó÷åííàÿ ÊÃÄ ñèñòåìà

óðàâíåíèé ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì (4.42)�(4.47), èëè (4.61)�(4.65), ïðåâðàòèòñÿ

â èñõîäíóþ êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì (4.35)�

(4.40).

×èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ óðàâíåíèé ÌÂ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ñòðîèòñÿ àíà-

ëîãè÷íî óðàâíåíèÿì ÌÂ áåç ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ τ îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê

τ=α
hx

|ux|+
√
B2

x + g h
. (4.66)

Øàã ïî âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ Êóðàíòà

∆t = β
hx

max
(
|ux|+

√
B2

x + g h
) , (4.67)



132

ãäå 0 < β < 1.

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Txx = jmxux +
gh2

2
− hB2

x, Πxx = −hux∆ux + hBx∆Bx − gh∆h, (4.68)

Tyx = jmyux − hBxBy. (4.69)

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.61)�(4.65) ïðè

ãëàäêîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè (b = 0) èìååò âèä

ĥi = hi −∆t
jmx i+1/2 − jmx i−1/2

hx
, (4.70)

ãäå

jmx i+1/2 = hi+1/2

(
ux i+1/2 − wx i+1/2

)
,

wx i+1/2 =
τi+1/2

hi+1/2

(
hi+1u

2
x i+1 − hiu

2
x i

hx
−
hi+1B

2
x i+1 − hiB

2
x i

hx
+ +

g

2

h2i+1 − h2i
hx

)
.

Êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïî îñè x âû÷èñëÿåòñÿ êàê

ûx i =
1

ĥi

(
hiux i −

∆t

hx

(
Txx i+1/2 − Txx i−1/2

)
+

+
∆t

hx

(
Πxx i+1/2 − Πxx i−1/2

)
+

+
∆t

hx

(
µi+1/2

ux i+1 − ux i
hx

− µi−1/2
ux i − ux i−1

hx

))
, (4.71)

ãäå

Txx i+1/2 = jmx i+1/2ux i+1/2 +
gh2i+1/2

2
− hi+1/2B

2
x i+1/2,

Πxx i+1/2 = −hi+1/2ux i+1/2∆ux i+1/2 +B2
x i+1/2∆hi+1/2 +

+2hi+1/2Bx i+1/2∆Bx i+1/2 − ghi+1/2∆hi+1/2,
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∆hi+1/2 = −τi+1/2
hi+1ux,i+1 − hiux,i

hx
,

∆ux,i+1/2 =
τi+1/2

hi+1/2

(
ux,i+1/2

hi+1ux,i+1 − hiux,i
hx

−
hi+1u

2
x,i+1 − hiu

2
x,i

hx
+

+
hi+1B

2
x,i+1 − hiB

2
x,i

hx
− g

2

h2i+1 − h2i
hx

)
,

∆Bx i+1/2 =
τi+1/2

hi+1/2
Bx i+1/2

hi+1ux i+1 − hiux i
hx

.

Êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïî îñè y âû÷èñëÿåòñÿ êàê

ûy i =
1

ĥi

(
hiuy i −

∆t

hx

(
Tyx i+1/2 − Tyx i−1/2

)
+

+
∆t

hx

(
hi+1/2Bx i+1/2∆By i+1/2 − hi−1/2Bx i−1/2∆By i−1/2

)
−

−∆t

hx

(
hi+1/2uy i+1/2∆ux i+1/2 − hi−1/2uy i−1/2∆ux i−1/2

)
+

+
∆t

hx

(
µi+1/2

uy i+1 − uy i
hx

− µi−1/2
uy i − uy i−1

hx

))
, (4.72)

ãäå Tyx i+1/2 = jmy i+1/2ux i+1/2 − hi+1/2Bx i+1/2By i+1/2,

∆By i+1/2 =
τi+1/2

hi+1/2

(
By i+1/2

hi+1ux i+1 − hiux i
hx

− hi+1By i+1ui+1 − hiBy iux i
hx

+

+
hi+1Bx i+1uy i+1 − hiBx iuy i

hx

)
,

jmy i+1/2 = hi+1/2

(
uy i+1/2 − wy i+1/2

)
,

wy i+1/2 = −
τi+1/2

hi+1/2

(hBxBy − huxuy)i+1 − (hBxBy − huxuy)i
hx

.

Äëÿ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååì

B̂x i =
hiBx i

ĥi
, (4.73)
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B̂y i =
1

ĥi

(
hiBy i −

∆t

hx
(jmx i+1/2By i+1/2 − jmx i−1/2By i−1/2)+

+
∆t

hx
(jmy i+1/2Bx i+1/2 − jmy i−1/2Bx i−1/2)−

−∆t

hx
(hi+1/2ux i+1/2∆By i+1/2 − hi−1/2ux i−1/2∆By i−1/2)+

+
∆t

hx
(hi+1/2uy i+1/2∆Bx i+1/2 − hi−1/2uy i−1/2∆Bx i−1/2

)
.

(4.74)

Çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ïîëóöåëûõ óçëàõ (íà

ãðàíÿõ ÿ÷ååê) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíèå îò çíà÷åíèé â äâóõ ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ.

Çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìûõ âûðàæåíèé â òî÷êàõ i− 1/2 îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî

òî÷êàì i+ 1/2.

Ï.2 1D � òåñòû è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ áåðåòñÿ ðàâíûì 1.

Òåñò 1. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî òåñòà ðåøàåòñÿ çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â [80].

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

UL = (1, 0, 0, 1, 0), UR = (2, 0, 0, 0.5, 1), (4.75)

ãäåU = (h, ux, uy, Bx, By). Ýòà çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ðàñïàäó ñèëüíîãî ðàçðûâà.

Âðåìÿ ðàñ÷åòà ñîîòâåòñòâóåò t = 0.4 c. Â [81] àíàëîãè÷íûé òåñò ðåøàåòñÿ äëÿ

t ∼ 0.5 c. Íà Ðèñ. 4.9 � 4.11 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ ïðè

ïàðàìåòðàõ ñ÷åòà α = 0.5, β = 0.1.

Òåñò 2. Â êà÷åñòâå âòîðîãî òåñòà ðåøàåòñÿ weak�test èç [81], ñîîòâåòñòâóþùèé

ðàñïàäó ñëàáîãî ðàçðûâà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

UL = (1, 0, 1, 1, 1), UR = UL + 10−4
(
−1, 0, 0, (1− 10−4)−1, 2

)
. (4.76)

Âðåìÿ ðàñ÷åòà t = 0.5 c. Â äàííîì òåñòå ñîîòâåòñòâèå ñ ðåçóëüòàòàìè èç [81],

êîòîðûå áûëè ïîñ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ ñõåì Ëàêñà�Ôðèäðèõñà âòîðîãî
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ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâó, áûëî äîñòèãíóòî ïðè α = 0.3, β = 0.1. Àëãîðèòì

óñòîé÷èâ ïðè α = 0.1− 0.5, β = 0.1− 0.25. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà

Ðèñ. 4.12, 4.13. Ðåçóëüòàòû, ýêâèâàëåíòíûå ðåçóëüòàòàì èç [81], [80], ïîëó÷àþòñÿ

ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà òî÷åê ñåòêè îòíîñèòåëüíî [81] â 2− 4 ðàçà. Óñëîâèå

hBx = const âûïîëíÿåòñÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ àâòîìàòè÷åñêè ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà

10−15.

Òåñòû î ðàñïàäå ñèëüíîãî è ñëàáîãî ðàçðûâîâ äåìîíñòðèðóþò ñõîäèìîñòü

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê ýòàëîííûì ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì â ðàáîòàõ [81], [80].

Àíàëîã óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè � óðàâíåíèå (4.40) � âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè-

÷åñêè ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ.
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Ðèñ. 4.9. Òåñò 1. Âûñîòà h è ñêîðîñòü ux(íà ðèñ. u1(x)) íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ
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Ðèñ. 4.10. Òåñò 1. Ñêîðîñòü uy(íà ðèñ. u2(x)) è ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ Bx(íà ðèñ. B1(x)) íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ
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Ðèñ. 4.11. Òåñò 1. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ By(íà ðèñ. B2(x)) íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ
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Ðèñ. 4.12. Òåñò 2. Âûñîòà h è hux(íà ðèñ. hu1(x)) íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ
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Ðèñ. 4.13. Òåñò 2. huy(íà ðèñ. u2(x)) è hBy(íà ðèñ. B2(x)) íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ



Ëèòåðàòóðà

[1] Ì.Â. Àáàêóìîâ, Ñ.È. Ìóõèí, Þ.Ï. Ïîïîâ, Â.Ì. ×å÷åòêèí Èññëåäîâàíèå

ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ãàçîâîãî îáëàêà âáëèçè ãðàâèòèðóþùåãî öåí-

òðà // Ïðåïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 1995 ã., � 33,

http://library.keldysh.ru//preprint.asp?lg=r&id=1995-33.

[2] Ì.Â. Àáàêóìîâ, Ñ.È. Ìóõèí, Þ.Ï. Ïîïîâ, Â.Ì. ×å÷åòêèí Ãàçîäèíàìè÷å-

ñêèå ïðîöåññû â àêêðåöèîííîì äèñêå äâîéíîé çâåçäíîé ñèñòåìû // Ìàòåì.

ìîäåëèðîâàíèå, 1998 ã., ò. 10, � 5, ñ. 35�47.

[3] Î.Â. Áóëàòîâ, Ò.Ã. Åëèçàðîâà Ðåãóëÿðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû

è ýôôåêòèâíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â íåãëóáîêèõ

âîäîåìàõ // ÆÂÌèÌÔ, 2011 ã., ò. 51, � 1, ñ. 170�184.

[4] Î.Ì. Áåëîöåðêîâñêèé, Â.Â. Äåíèñåíêî, À.Â. Êîíþõîâ, À.Ì. Îïàðèí,

Î.Â. Òðîøêèí, Â.Ì. ×å÷åòêèí ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òå-

÷åíèÿ Òåéëîðà ìåæäó äâóìÿ öèëèíäðàìè â äâóìåðíîì ñëó÷àå //

ÆÌÂèÌÔ, 2009 ã., ò. 49, � 4, ñ. 754 � 768.

[5] Î.Ì. Áåëîöåðêîâñêèé, À.Ì. Îïàðèí, Â.Ì. ×å÷åòêèí Òóðáóëåíòíîñòü. Íî-

âûå ïîäõîäû. � Ì.: Íàóêà, 2003 ã., 286 ñ., ãë. 3, 4.

[6] Å.Ï. Âåëèõîâ, À.Þ. Ëóãîâñêèé, Ñ.È. Ìóõèí, Þ.Ï. Ïîïîâ, Â.Ì. ×å÷åò-

êèí Ðîëü êðóïíîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè â ïåðåðàñïðåäåëåíèè óãëîâî-

ãî ìîìåíòà â àêêðåöèîííûõ çâåçäíûõ äèñêàõ // Àñòðîíîìè÷åñêèé æóðíàë,

2007 ã., ò. 84, � 2, ñ. 1�8.

http://library.keldysh.ru//preprint.asp?lg=r&id=1995-33


139

[7] À.Í. Âîëîáóåâ, Â.È. Êîøåâ, Å.Ñ. Ïåòðîâ Áèîôèçè÷åñêèå ïðèíöèïû ãå-

ìîäèíàìèêè. � Ñàìàðà: Ñàìàðñêèé Äîì ïå÷àòè, 2009 ã., 183 ñ.

[8] Ñ.À. Ãàáîâ Ââåäåíèå â òåîðèþ íåëèíåéíûõ âîëí. � Ì.: Èçä�âî ÌÃÓ,

1988 ã.

[9] Â.À. Ãàâðèëèí, À.À. Çëîòíèê Î ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè îäíî-

ìåðíîé êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ îáùèìè óðàâíåíèÿ-

ìè ñîñòîÿíèÿ è áàëàíñå ýíòðîïèè // ÆÂÌèÌÔ, 2015 ã., ò. 55, � 2,

ñ. 267�284.

[10] Î.À. Ãëåáîâà, À.Â. Êðàâöîâ, Í.Ê. Øåëêîâíèêîâ Ýêñïåðèìåíòàëüíîå è ÷èñ-

ëåííîå èññëåäîâàíèå âåòðîâûõ óåäèíåííûõ âîëí íà âîäå // Èçâ. Àêàä.

íàóê, ôèçè÷åñêàÿ ñåðèÿ, 2002 ã., ò. 66, � 12, ñ. 1727�1729.

[11] Ð. Äîää, Äæ. Ýéëáåê, Äæ. Ãèááîí, Õ. Ìîððèñ Ñîëèòîíû è íåëèíåéíûå

âîëíîâûå óðàâíåíèÿ. � Ì., Ìèð, 1988 ã., 696 ñ.

[12] Ò.Ã. Åëèçàðîâà Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ìåòîäû ðàñ÷åòà âÿç-

êèõ òå÷åíèé. � Ìîñêâà: Íàó÷íûé ìèð, 2007 ã.

[13] Ò.Ã. Åëèçàðîâà Îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè êàê ïðèáëèæåííûé ñïîñîá ïî-

ñòðîåíèÿ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ è êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé

// ÆÂÌèÌÔ, 2011 ã., ò. 51, � 11, ñ. 2096 � 2105.

[14] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Î.Â. Áóëàòîâ ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçî-

âàííûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ // Ïðå-

ïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â.Êåëäûøà, 2014 ã., � 21,

http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2014-21.

[15] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, À.À. Çëîòíèê, Î.Â. Íèêèòèíà Ìîäåëèðîâàíèå îäíîìåð-

íûõ òå÷åíèé ìåëêîé âîäû íà îñíîâå ðåãóëÿðèçîâàííûõ óðàâíåíèé // Ïðå-

http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2014-21


140

ïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2011 ã., � 33,

www.keldysh.ru/papers/2011/source/prep2011_33.pdf.

[16] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ä.À. Ñàáóðèí ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé æèä-

êîñòè â òîïëèâíûõ áàêàõ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, 2013 ã., ò. 25,

� 3, ñ. 75�88.

[17] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ì.Å. Ñîêîëîâà, Þ.Â. Øåðåòîâ Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà //ÆÂÌèÌÔ,

2005 ã., ò. 45, � 3, ñ. 544�555.

[18] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ñ.Ä. Óñòþãîâ Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé // Ïðåïðèíòû

ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2011 ã., � 1,

www.keldysh.ru/papers/2011/source/prep2011_01.pdf.

[19] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Ñ.Ä. Óñòþãîâ Êâàçèãàçîäèíàìè÷êñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé //

Ïðåïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2011 ã., � 30,

http://www.keldysh.ru/papers/2011/source/prep2011_30.pdf.

[20] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Á.Í. ×åòâåðóøêèí Èñïîëüçîâàíèå êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé

äëÿ ðàñ÷åòà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-

íèå: ïðîöåññû â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ. � Ì.: Íàóêà, 1986 ã., c. 261�278.

[21] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Å.Â. Øèëüíèêîâ Àíàëèç âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ êâàçè-

ãàçîäèíàìè÷åñêîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà //

ÆÂÌèÌÔ, 2009 ã., ò. 49, � 11, c. 1953�1969.

[22] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, Å.Â. Øèëüíèêîâ Âîçìîæíîñòè êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîãî

àëãîðèòìà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé íåâÿçêîãî ãàçà //

ÆÂÌèÌÔ, 2009 ã., ò. 49, � 3, c. 549�566.

www.keldysh.ru/papers/2011/source/prep2011_33.pdf
www.keldysh.ru/papers/2011/source/prep2011_01.pdf
http://www.keldysh.ru/papers/2011/source/prep2011_30.pdf


141

[23] Ò.Ã. Åëèçàðîâà, È.À. Øèðîêîâ Ðåãóëÿðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ è ïðèìåðû

èõ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé. � Ì.:

ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2017 ã.

[24] À.À. Çëîòíèê Î êâàçèãàçîäèíîìè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ îáùèìè

óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ è èñòî÷íèêîì òåïëà // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-

ðîâàíèå, 2010 ã., ò. 22, � 7, ñ. 53�64.

[25] À.À. Çëîòíèê Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ îáùèìè óðàâ-

íåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê, 2010 ã., ò. 431, � 5,

ñ. 605�609.

[26] À.À. Çëîòíèê Ýíåðãåòè÷åñêèå ðàâåíñòâà è îöåíêè äëÿ áàðîòðîïíûõ êâà-

çèãàçî� è êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé // ÆÂÌèÌÔ,

2010 ã., ò. 50, � 2, c. 325�337.

[27] À.À. Çëîòíèê Î ïîñòðîåíèè êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé è

áàðîòðîïíîé ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëüíîé ìàññîâîé ñèëîé // Ìàòåì. ìîäåëè-

ðîâàíèå, 2012 ã., ò. 24, � 4. ñ. 65�79.

[28] À.À. Çëîòíèê, Á.Í. ×åòâåðóøêèí Î ïàðàáîëè÷íîñòè êâàçèãàçîäèíàìè÷å-

ñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, åå ãèïåðáîëè÷åñêîé 2-ãî ïîðÿäêà ìîäèôèêàöèè

è óñòîé÷èâîñòè ìàëûõ âîçìóùåíèé äëÿ íèõ // ÆÂÌèÌÔ, 2008 ã., ò. 48,

� 3, ñ. 445�472.

[29] Â.À. Èëüèí, Ý.Ã. Ïîçíÿê Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. �Ì.: Ôèçìàò-

ëèò. ×.2, 2005 ã., � 464 ñ.

[30] Í.Í. Êàëèòêèí ×èñëåííûå ìåòîäû. � Ì.: Íàóêà, 1978 ã., � 512 c.

[31] È.À. Êâàñíèêîâ Òåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Ò.1. Òåîðèÿ

ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì. Òåðìîäèíàìèêà. Èçä. 2�å. � Ì.: Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ,

2002 ã.



142

[32] Í.Å. Êî÷èí Âåêòîðíîå èñ÷èñëåíèå è íà÷àëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. �

Ì.: Íàóêà, 1965 ã.

[33] À.Í. Êðàâöîâ, Â.Â. Êðàâöîâ, Í.Ê. Øåëêîâíèêîâ ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

ïî ìîäåëèðîâàíèþ óåäèíåííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â êîëüöå-

âîì êàíàëå // ÆÂÌèÌÔ, 2004 ã., ò. 44, � 3, ñ. 559�561.

[34] À.Ã. Êóëèêîâñêèé, Í.Â. Ïîãîðåëîâ, À.Þ. ÑåìåíîâÌàòåìàòè÷åñêèå âîïðî-

ñû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé. � Ì.: Ôèç-

ìàòëèò, 2001 ã.

[35] Ì.Å. Ëàäîíêèíà, Î.À. Íåêëþäîâà, Â.Ô. Òèøêèí Èñïîëüçîâàíèå óñðåäíå-

íèé äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ðåøåíèé â ðàçðûâíîì ìåòîäå Ãàëåðêèíà // Ïðå-

ïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2017 ã., � 89,

http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2017-89.

[36] Ë.Ä. Ëàíäàó, Å.Ì. Ëèôøèö Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Ãèäðîäèíàìèêà. Ò.4.

� Ì.:Íàóêà, 1989 ã., � 767 ñ.

[37] Ë.Ã. Ëîéöÿíñêèé Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. � Ì: Äðîôà, 2003 ã.,

� 840 ñ.

[38] À.Þ. Ëóãîâñêèé, Þ.Ï. Ïîïîâ Èñïîëüçîâàíèå ñõåìû Ðîó�Ýéíôåëüäòà�

Îøåðà ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè àêêðåöèîííûõ çâåçäíûõ äèñ-

êîâ íà êîìïüþòåðàõ ñ ïàðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðîé // ÆÂÌèÌÔ, 2015 ã.,

ò. 55, � 8, ñ. 1444�1456.

[39] Ã.È. Ìàð÷óê Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ïðîáëåìå îêðóæàþùåé

ñðåäû. � Ìîñêâà, Íàóêà, 1982 ã.

[40] À.Ì. Íåçëèí, Å.Í. Ñíåæêèí Âèõðè è ñïèðàëüíûå ñòðóêòóðû. Àñòðîôè-

çèêà è ôèçèêà ïëàçìû â îïûòàõ íà ìåëêîé âîäå. � Ì.: Íàóêà, 1990 ã.

http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2017-89


143

[41] Á.Â. Ëåâèí, Ì.À. Íîñîâ Ôèçèêà öóíàìè. � Ìîñêâà, ßíóñ�Ê., 2005 ã.,

360 ñ.

[42] Ä.Í. Ðàçäîáóðäèí, Â.Â. Æóðàâëåâ Îïòèìàëüíûé ðîñò ìàëûõ âîçìóùåíèé

â òîíêèõ ãàçîâûõ äèñêàõ // Ïèñüìà â àñòðîíîìè÷åñêèé æóðíàë, 2012 ã.,

ò. 38, � 1, ñ. 1�11.

[43] Á.Ë. Ðîæäåñòâåíñêèé, Í.Í. ßíåíêî Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ãàçîâîé äèíàìèêå. � Èçä. Íàóêà, Ìîñêâà, 1968 ã.

[44] Á.Ë. Ðîæäåñòâåíñêèé, Í.Í. ßíåíêî Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

� Ì.: Íàóêà, 1978 ã.

[45] Äæ. Ñòîêåð Âîëíû íà âîäå, ïåð. ñ àíãë. � Ì., 1959 ã.

[46] Ë.Ã. Ñòðàõîâñêàÿ Ìîäåëü ýâîëþöèè ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçîâîãî äèñêà

// Ïðåïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2012 ã., � 80,

http://keldysh.ru/papers/2012/prep2012_80.pdf.

[47] Äæ. Ñòðåòò (ëîðä Ðýëåé) Òåîðèÿ çâóêà. Ò. 2. � Ì.: ÃÈÒÒË, 1955 ã., �

474 ñ.

[48] Äæ. Óèçåì Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âîëíû. � Ì.: Ìèð, 1977 ã., � 622 ñ.

[49] À.Ì. Ôðèäìàí Ïðåäñêàçàíèå è îòêðûòèå íîâûõ ñòðóêòóð â ñïèðàëüíûõ

ãàëàêòèêàõ // ÓÔÍ, 2007 ã., ò. 177, � 2, ñ. 121�147.

[50] À.Ì. Ôðèäìàí, Ä.Â. Áèñèêàëî Ïðèðîäà àêêðåöèîííûõ äèñêîâ òåñíûõ

äâîéíûõ çâåçä: íåóñòîé÷èâîñòü ñâåðõîòðàæåíèÿ è ðàçâèòàÿ òóðáóëåíò-

íîñòü // ÓÔÍ, 2008 ã., ò. 178, � 6, ñ. 577�603.

[51] Á.Í. ×åòâåðóøêèí Êèíåòè÷åñêèå ñõåìû è êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé. � Ì.: Ìàêñ Ïðåññ, 2004 ã.

[52] Í.Ê. Øåëêîâíèêîâ Âûíóæäåííûé ñîëèòîí â æèäêîñòè // Ïèñüìà â

ÆÝÒÔ, 2005 ã., ò. 82, âûï. 10, ñ. 720�723.

http://keldysh.ru/papers/2012/prep2012_80.pdf


144

[53] Ì.À. Øåðåìåò Íåñòàöèîíàðíàÿ ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à òåðìîãðàâèòàöèîí-

íîé êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì öèëèíäðå // Âåñòíèê Òîìñêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñòèòåòà, 2010 ã., � 2(10), ñ. 102�111.

[54] Þ.Â. Øåðåòîâ Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé æèäêîñòè è ãàçà

íà îñíîâå êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêèõ è êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

� Òâåðü: Òâåðñêîé ãîñ. óí�ò, 2000 ã.

[55] Þ.Â. Øåðåòîâ Äèíàìèêà ñïëîøíûõ ñðåä ïðè ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîì îñðåäíåíèè. � Ì.� Èæåâñê: ÍÈÖ "Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ

äèíàìèêà" , 2008 ã.

[56] R. Deam, E. Lemma, B. Mace, R. Collins On scaling down turbines to

millimeter size // J. Eng. Gas Turbines Power, v. 130, 052301, (2008).

[57] R.F. Dressler Roll�waves in inclined open channels // Communications on

Applied Mathematics, II, New York University, 1949, � 2/3.

[58] R. F. Dressler Stability of uniform �ow and roll-wave formation // Symposium

on Gravity Waves, NBS Circular, 521.

[59] Mausumi Dikpati, Peter A. Gilman, Matthias Rempel Stability analysis of

tachocline latitudinal di�erential rotation and coexisting toroidal band using

a shallow�water model // The Astroph. Journal, 596:680�697, 2003.

[60] Mausumi Dikpati, Peter A. Gilman Analysis of hydrodynamic stability of solar

tachocline latitudinal di�erential rotation using a shallow�water model // The

Astroph. Journal, 551:536�564, 2001.

[61] Mausumi Dikpati Nonlinear evolution of global hydrodynamic shallow�water

instability in the solar tachocline // The Astroph. Journal, 745:128(20pp),

2012.



145

[62] Mausumi Dikpati, Peter A. Gilman A shallow�water theory for the sun's active

longitudes // The Astroph. Journal, 635:L193�L196, 2005.

[63] T.G. Elizarova, O.V. Bulatov Regularized shallow water equations and a new

method of simulation of the open channel �ows // Comp. Fluids, 2011, �46,

pp. 206�211.

[64] T.G. Elizarova, O.V. Bulatov Regularized shallow water equations and a new

method of simulation of the open channel �ows // Computers and Fluids,

2011, v. 46, pp. 206�211.

[65] J. Ferzinger and M. Peric Computational Methods for Fluid Dynamics.

Springer�Verlag, Berlin et al.: Springer, 2002.

[66] K.O. Friedrichs On the Derivation of the shallow water theory // Comm. on

Applied Math, Institute for Mathematics and Mechanics, 1948, v. 1, � 1, pp.

81�85.

[67] Peter A. Gilman Magnetohydrogynamic "shallow�water" equation for the

solar tachocline // The Astroph. Journal, 544:L79�L82, 2000.

[68] Peter A. Gilman, Mausumi Dikpati Analysis of instability of latitudinal

di�erential rotation and toroidal �eld in the solar tachocline using a

magnetohydrodynamic shallow�water model. I. Instability for broad toroidal

�eld pro�les // The Astroph. Journal, 576:1031�1047, 2002.

[69] Thierry Goglizzo, Frederic Masset, Jerome Guilet, Gilles Durand Shallow

water analogue of the standing accretion shock instability: experimental

demonstration and a two�dimentional model // Physical review letters 108,

051103, 2012.

[70] B. Herrmann�Priesnitz, W.R. Calderon�Munoz, E.A. Salas, A. Vargas�

Uscategni, M.A. Duarte�Mermoud, D.A. Torres Hydrodynamic structure of



146

the boundary layer in a rotating cylindrical cavity with radial in�ow // Phys.

Fluids, 28, 033601 (2016).

[71] H. Jasak, H. Weller, A. Gosman High resolution NVD di�erencing scheme

for arbitrarily unstructured meshes // Int. J. For Numer. Methods In Fluids,

1999, v. 31, pp. 431�449.

[72] Tatiana G. Elizarova and Jean�Claude Lengrand A regularization method for

the numerical solution of shallow water equations // V European Conference

on Computational Fluid Dynamics ECCOMAS CFD, Portugal, Lisbon, 2010.

[73] R. Kapelli, S. Mishra Well�balanced schemes for the Euler equations

with gravitation // Research Report � 2013�05, Swiss Federal Institute of

Technology Zurich.

[74] J.B. Keller The Solitary Wave and Periodic Waves in ShallowWater // Comm.

on Applied Math, Institute for Mathematics and Mechanics, 1948, v. 1, � 4,

pp. 323�339.

[75] R.J. LeVeque Balancing Source Terms and Flux Gradients in High�Resolution

Godunov Methods: The Quasi�Steady Wave�Propagation Algorithm // J.

Comput. Phys. 146, 346 (1998).

[76] R. Liska and B. Wendro� Comparison of Several Di�erence Schemes on 1D

and 2D Test Problems for Euler Equations // Technical Report LA�UR�01�

6225, LANL, LOS Alamos, 2001.

[77] R. Liska and B. Wendro� Comparison of Several Di�erence Schemes on 1D

and 2D Test Problems for Euler Equations // SIAM J. Sci. Comput., 2003,

v. 25, � 3, pp. 995�1017.

[78] J. Owen Air�cooled gas turbine discs: A review of recent research // Int. J.

Heat Fluid Flow, 1988, v. 9, p. 354.



147

[79] Matthias Rempel, Mausumi Dikpati Storage and equilibrium of toroidal

magnetic �elds in the solar tachocline: a comparison between MHD shallow-

water and full MHD approaches // The Astroph. Journal, 584:524-527, 2003.

[80] J. A. Rossmanith A wave propagation method with constrained transport for

ideal and shallow water magnetohydrodynamics // Ph.D. Dissertation, 2002.

[81] H. De Sterck Hyperbolic theory of the "shallow water" magnetohydro�

dynamics equations // Physics of plasmas, 2001, v. 8, � 7, pp. 3293�3304.

[82] H.A. Thomas The propagation of waves in steep prismatic conduits // Proc.

Hydraulic Conf., Univ. of Iowa, 1939, pp. 214�229.

[83] E. Toro Rieman solvers and numerical methods for �uid dynamics. � Berlin,

Heidelberg: Springer, 1997.

[84] O.M. Umurhan Potential vorticity dynamics in the frame work of disk shallow�

water theory: I. The Rossby wave instability // ArXiv:1008.2073v1 [astro�

ph.SR], 2010.

[85] O.M. Umurhan A shallow�water theory for annular sections of Keplerian Disks

// ArXiv:0802.3486v5 [astro�ph], 2008.

[86] H. Weller, G. Tabor, H. Jasak and C. Fureby A Tensorial Approach to CFD

using Object Orientated Techniques // Computers in Physics, 1998, v. 12,

� 6, pp. 620�631.


