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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Исследование групповых
свойств дискретных уравнений, заданных на сеточных пространствах,
началось в конце 1980-ых годов с работ [14–16] и за последние 30 лет был
достигнут значительный прогресс в распространении теории групп Ли на
конечно-разностные уравнения (см. обзор в [17–19]). В работе [20] была
проведена групповая классификация всех обыкновенных разностных урав
нений второго порядка, обладающих нетривиальными симметриями. В
работах [15;17; 21] разработан лагранжев формализм, позволяющий стро
ить консервативные разностные модели с помощью разностного аналога
теоремы Нётер [22; 23]. Его обобщение на случай систем обыкновенных
разносных уравнений проводится в [1]. В работах [24; 25] разработан
гамильтонов формализм, в рамках которого также дается способ строить
схемы, обладающие первыми интегралами.

Законы сохранения уравнений, не имеющих вариационной постанов
ки, могут быть получены с помощью тождества Лагранжа, связывающего
симметрию уравнения, решения сопряженного уравнения и законы сохра
нения (метод сопряженного уравнения) [26; 27]. Разностный аналог этой
конструкции был разработан в работах [2; 3].

В работах [28; 29] разработан альтернативный подход к законам
сохранения (т. н. прямой метод), основанный на нахождении интегри
рующего множителя. Прямой метод для разностных уравнений также
используется в настоящей работе.

Непрерывные симметрии дискретных уравнений без требования ап
проксимации какой-либо системы дифференциальных уравнений также
представляют интерес, поскольку дискретные уравнения возникают в ка
честве первичных математических моделей в механике и физике. Их
интегрируемость, наличие точных решений и законов сохранения, безуслов
но, связаны с присутствием у них непрерывной симметрии. Симметриям
дискретных уравнений посвящены работы [30; 31].

Таким образом, групповой анализ дискретных и конечно-разностных
уравнений — активно развивающаяся область математики. Его конечная
цель состоит в том, чтобы превратить теорию групп Ли в столь же эффек
тивный инструмент анализа и решения разностных уравнений, каковым
она является сейчас для уравнений дифференциальных.

Разностные методы находят широкое применение в численном иссле
довании физических явлений в механике сплошных сред [32–38]. Особый
интерес представляют инвариантные конечно-разностные схемы, то есть
схемы, обладающие симметриями [17], поскольку это фундаментальное
геометрическое свойство исходных уравнений. В качестве примера таких
схем можно привести инвариантные разностные схемы для уравнений мел
кой воды, предложенные в [37], в которых, однако, не удалось получить
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закон сохранения энергии. Законы сохранения представляют собой фун
даментальные законы природы и имеют широкое применение в механике
сплошных сред: они представляют практическую основу для понимания
эффектов, происходящих вследствие движения в сплошной среде и игра
ют значительную роль при конструировании численных схем [32; 33; 38].

Построение консервативных разностных схем — одна из актуаль
ных задач моделирования физических процессов. Важность сохранения
разностных аналогов законов сохранения обсуждалась на примере одно
мерных уравнений газовой динамики и магнитной гидродинамики в [39]
и [40]. Этот подход привел к понятию полностью консервативных разност
ных схем, где помимо собственно консервативности, схемы удовлетворяют
дополнительным условиям, выражающим баланс различных компонентов
энергии. Примеры построения таких схем в газовой динамике, теории мел
кой воды, магнитной гидродинамике можно найти в [34–36; 39; 41].

Важной частью группового анализа является групповая классифика
ция дифференциальных уравнений, поскольку позволяет рассматривать
целые классы уравнений с групповой точки зрения как единые объекты.
Этому посвящена обширная литература [23; 42–46]. Групповой классифи
кации разностных уравнений посвящены работы [17; 20].

Целью данной работы состоит в разработке методов построения ин
вариантных разностных схем, обладающих законами сохранения, а также
в реализации инвариантных разностных схем для уравнений сплошной сре
ды. В диссертации ставятся и решаются следующие задачи:

1. Построение с помощью разностного аналога теоремы Нётер новой
инвариантной разностной схемы для обыкновенного дифферен
циального уравнения (ОДУ) второго порядка из классификаци
онного списка Ли, обладающей всеми разностными аналогами
первых интегралов дифференциального уравнения, и ее численное
исследование (эта интегрируемая схема завершает список интегри
руемых инвариантных разностных схем, полученных в результате
групповой классификации, проведенной в [20]).

2. Построение точных инвариантных разностных схем для некото
рых нелинейных ОДУ второго порядка из классификационного
списка Ли и их численное исследование.

3. Обобщение разностного аналога тождества Нётер на случай систе
мы обыкновенных разносных уравнений. Построение, с помощью
этого обобщения, инвариантной разностной схемы системы уравне
ний Ермакова [47] специального вида, обладающей всеми разност
ными аналогами первых интегралов исходной дифференциальной
системы.

4. Разработка разностного аналога метода сопряженных уравнений
для случая обыкновенных разностных уравнений, не допускающих
вариационной формулировки.
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5. Разработка разностного аналога прямого метода [48] для разност
ных уравнений в частных производных. Построение с его помощью
инвариантной разностной схемы волновых уравнений, обладаю
щих разносными законами сохранения.

6. Групповая классификация одномерных уравнений механики
сплошной среды специального вида в лагранжевых координа
тах. Это позволяет рассмотреть, в частности, случай уравнения
мелкой воды с произвольным дном, и найти законы сохранения в
координатах Лагранжа и Эйлера для последующей дискретизации
и численной реализации.

7. Построение инвариантной консервативной разностной схемы для
одномерных уравнений мелкой воды с плоским дном, обладаю
щей локальными законами сохранения массы, импульса, энергии
и движения центра масс. Разработка комплекса программ с целью
упрощения численного исследования схемы и ее сопоставления
другими известными схемами уравнений мелкой воды.

Научная новизна:

– Построена интегрируемая инвариантная схема ОДУ второго поряд
ка из списка Ли, являющаяся важным дополнением к групповой
классификации инвариантных разностных схем второго поряд
ка [21].

– Построено обобщение разностного аналога тождества Нётер на
случай системы обыкновенных разностных уравнений и приведен
пример применения нового тождества.

– Разработан разностный аналог метода сопряженных уравнений
для обыкновенных разностных уравнений, позволяющий находить
разностные первые интегралы и в случаях, когда задача не допус
кает вариационной постановки.

– Приведен разностный аналог прямого метода нахождения законов
сохранения для случая разностных уравнений второго порядка в
частных производных. С его помощью построены инвариантные
разностные схемы для нелинейного волнового уравнения, облада
ющие локальными законами сохранения.

– Произведена групповая классификация уравнений сплошной сре
ды в лагранжевых координатах специального вида, дополняющая
уже известные классификации. Найдены законы сохранения этих
уравнений в координатах Эйлера и Лагранжа. Эти результаты ис
пользуются при построении инвариантной разностной схемы для
уравнений мелкой воды с плоским дном, обладающей локальными
законами сохранения.

– Построена новая инвариантная полностью консервативная разност
ная схема для одномерных уравнений мелкой воды с плоским дном,
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обладающая локальными законами сохранения вещества, импуль
са, энергии и движения центра масс.

– Разработан гибкий программный инструментарий, позволяющий
эффективно производить численные расчеты по одномерным схе
мам для уравнений газовой динамики и уравнений мелкой воды,
содержащий стандартный набор тестовых заданий и позволяющий
без труда добавлять новые тестовые задания, точные решения,
отображать численные результаты и сопоставлять результаты, по
лученные для разных схем.

Теоретическая и практическая значимость. С теоретической
точки зрения полученные результаты представляют собой вклад в раз
витие методов группового анализа разностных уравнений и методов
построения инвариантных разностных схем, в том числе для уравнений,
не допускающих вариационную постановку.

С практической точки зрения результаты работы могут быть исполь
зованы при построении разностных схем — в работе предложен целый ряд
методов, помогающих строить схемы, обладающие важными качественны
ми свойствами аппроксимируемых дифференциальных уравнений, такими
как инвариантность, наличие законов сохранения (консервативность) и ин
тегрируемость.

Групповая классификация одномерных уравнений сплошной среды
специального вида, произведенная в работе, расширяет и дополняет уже
известные классификации и ее результаты могут быть использованы в
справочных целях.

Методология и методы исследования. При решении поставлен
ных задач использованы методы группового анализа дифференциальных и
разностных уравнений. В процессе выполнения работы были использованы
методы вычислительной математики. Численное исследование ряда задач
проводилось с использованием разработанного программного комплекса.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Построено семейство инвариантных разностных схем для ОДУ
второго порядка из классификационного списка Ли, обладающих
всеми разностными аналогами первых интегралов дифференци
ального уравнения. Это семейство разностных схем завершает
список интегрируемых инвариантных моделей, полученных в ре
зультате групповой классификации, проведенной в [20].

2. Произведено обобщение разностного аналога тождества Нётер на
случай системы обыкновенных разносных уравнений. Построена
инвариантная разностная схема для системы уравнений Ермако
ва специального вида, обладающая всеми разностными аналогами
первых интегралов дифференциальной системы.
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3. Разработан и применен на конкретных примерах уравнений раз
ностный аналог метода сопряженных уравнений для случая обык
новенных разностных уравнений, не допускающих вариационной
формулировки.

4. Предложен разностный аналог прямого метода [49] для раз
ностных уравнений в частных производных на равномерных ор
тогональных сетках. С его помощью построены инвариантные
разностные схемы линейного и нелинейного волнового уравнений,
обладающие законами сохранения.

5. Проведена групповая классификация одномерных уравнений Эй
лера–Лагранжа специального вида в лагранжевых координатах
для течения жидкости и газа. Частными случаями таких уравне
ний являются уравнения мелкой воды с произвольным и плоским
дном, а также одномерные уравнения газовой динамики для из
энтропических течений политропного газа. Приведены законы
сохранения для указанных моделей в координатах Лагранжа и Эй
лера.

6. Построена инвариантная консервативная разностная схема для од
номерных уравнений мелкой воды с плоским дном, обладающая
законами сохранения вещества, импульса, энергии и движения
центра масс. Разработан комплекс программ, позволяющий эф
фективно производить численные расчеты одномерных уравнений
газовой динамики и уравнений мелкой воды, содержащий стан
дартный набор тестовых заданий и позволяющий добавлять новые
тестовые задания, точные решения, отображать численные резуль
таты и сопоставлять результаты, полученные для различных схем.

Достоверность изложенных в диссертационной работе результатов
обеспечивается проверкой предложенных численных методик на тестовых
задачах, имеющих точные решения, и сравнением результатов с расчетны
ми данными, полученными с помощью других методов. Для полученных в
работе точных конечно-разностных схем достоверность результатов обес
печивается именно точностью этих схем (решения точных разностных
схем во всех точках совпадают с решениями аппроксимируемых уравне
ний). Все полученные в работе разностные тождества проверяются прямым
вычислением. Результаты проведенной в четвертой главе групповой клас
сификации одномерных уравнений течений жидкости и газа получены
стандартными методами классификации (см. [46]) и, кроме того, во мно
гом пересекаются с уже известными классификациями и, таким образом,
проверяются путем сопоставления.

Апробация работы. Результаты диссертации обсуждались на сле
дующих конференциях:

– XV Всероссийская конференция–школа «Современные проблемы
математического моделирования» пос. Дюрсо, 2013 г., [4];

7



– ХХII Всероссийская конференция «Теоретические основы и кон
струирование численных алгоритмов решения задач математиче
ской физики», им. К.И. Бабенко, пос. Дюрсо, 2018 г., [5];

– Международная конференция «Modern Treatment of Symmetries,
Differential Equations and Applications», г. Накхонратчасима, Таи
ланд, 2019 г., [6].

Результаты научной работы также докладывались автором и обсуждались
на научном семинаре кафедры вычислительных методов факультета вы
числительной математики и кибернетики МГУ им. М. В. Ломоносова 11
сентября 2019, семинаре теоретического отдела Институт гидродинами
ки им. М. А. Лаврентьева СО РАН, 9 сентября 2019, научном семинаре
в Институте вычислительного моделирования СО РАН в Красноярске, 6
сентября 2019, и на научном семинаре ИПМ им. М. В. Келдыша под руко
водством проф. В. Ф. Тишкина и А. А. Кулешова, 12 сентября 2019.

Публикации и личный вклад автора. Основной материал дис
сертации опубликован в 8 научных работах [1–3;7;9–12] и в 3 статьях [4–6] в
сборниках трудов конференций. Все перечисленные научные работы опуб
ликованы в изданиях, входящих в перечень ВАК, а работы [3; 11; 12] —
в зарубежных рецензируемых журналах. Работы [1–3; 7; 11; 12] проиндек
сированы в международных реферативных базах данных Web of Science
и Scopus.

В работах [1–3; 7; 9] постановки задач и общие схемы их иссле
дований принадлежат научному руководителю В. А. Дородницыну. В
работах [11; 12] постановка задач осуществлялась В. А. Дородницыным и
С. В. Мелешко. В работах [1; 7; 9–11] все основные новые результаты по
лучены автором диссертации самостоятельно. В работах [2; 3] результаты
получены авторами совместно. Из опубликованных в соавторстве работ в
диссертационную работу включены преимущественно результаты автора.

Исследования по теме диссертации проводились в рамках следующих
грантов:

– грант Российского научного фонда, проект №18-11-00238 «Системы
уравнений гидродинамического типа: симметрии, законы сохране
ния, инвариантные разностные схемы»;

– гранты Правительства РФ по постановлению №220, договоры
15-01-04677-a (2015–2017 гг.) и 18-01-00890-a (2018–2020 гг.) между
Минобрнауки РФ, ИПМ им. Келдыша и ведущим ученым В. А. До
родницыным по теме «Симметрии дискретных и непрерывных
моделей нелинейных сред»;

– Suranaree University of Technology (Thailand) Full-time Master
Researcher Fellowship (15/2561).

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
5 глав, заключения, списка литературы, списка иллюстративного ма
териала, списка таблиц и 5 приложений. Полный объем диссертации
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составляет 208 страниц, включая 20 рисунков и 8 таблиц. Список лите
ратуры содержит 157 наименований.

Содержание работы

Первая глава посвящена построению инвариантных разностных
схем для ОДУ второго порядка и систем ОДУ второго порядка, до
пускающих вариационную постановку (т. е. являющихся уравнениями
Эйлера–Лагранжа для некоторых функций Лагранжа), построению их пер
вых интегралов и точных решений. В качестве примеров рассматриваются
ОДУ из классификационного списка С. Ли и система уравнений Ерма
кова [47].

В первом разделе главы кратко приводятся необходимые сведения
из группового анализа [23; 42; 44]. Приводятся сведения по применению
симметрий к конечно-разностным моделям, в том числе рассмотрена ин
вариантность разностных сеток [17]. В заключение раздела рассмотрены
вариационные задачи и законы сохранения.

Во втором разделе рассмотрены примеры построения инвариантных
разностных моделей для ОДУ второго порядка из классификационного
списка С. Ли. Основное внимание уделено построению точной разностной
схемы для уравнения

𝑦′′ + 2
𝑦′ + 𝐶𝑦′

√
𝑦′ + 𝑦′

2

𝑥− 𝑦
= 0, 𝐶 = const.

Эта схема может быть записана в следующем виде:

𝑢𝑛 = 1
𝐴(𝐵−𝐴𝑥𝑛)

+ 𝐵−𝐶
𝐴 ,

𝑥𝑛 =
(𝐵+

√
𝜀𝐶2+4

2
√

𝜀
−𝐶

2 )𝑥𝑛−1+
𝐵(𝐶−𝐵)−1

𝐴

𝐴𝑥𝑛−1−(𝐵−
√

𝜀𝐶2+4

2
√

𝜀
−𝐶

2 )
,

(1)

где 𝐴 и 𝐵 — константы интегрирования, и 𝜀 — малый вещественный пара
метр, характеризующий плотность разностной сетки. Особенность точных
схем состоит в том, что их общее решение совпадает с соответствующим
множеством решений дифференциальных уравнений в узлах сетки, плот
ность которых может быть произвольной. Пример численной реализации
точной разностной схемы (1) приведен на Рис. 1. Из рисунка видно, что
даже заданные на грубой сетке (ℎ0 — начальный шаг сетки) и вблизи
сингулярности решения точной схемы практически совпадают с точным
решением ОДУ, чего нельзя сказать о решениях, полученных стандартны
ми методами, такими как метод Рунге–Кутты.
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Рис. 1 — Точная схема для ОДУ второго порядка

В третьем разделе рассмотрена система ОДУ второго порядка Ер
макова–Рей–Рейда

�̈�+ 𝛼𝑢 = 1
𝑢2𝑣 ,

𝑣 + 𝛼𝑣 = 1
𝑣2𝑢 , 𝛼 = const.

(2)

Эта система встречается в приложениях при описании движения мелкой
воды с поверхностью дна, имеющей топографию эллиптического параболо
ида [50]. Система (2) обладает следующим физически значимым первым
интегралом, который называется инвариантом Рей–Рейда:

𝐼 =
(𝑣�̇�− 𝑢�̇�)2

2
+

𝑢

𝑣
+

𝑣

𝑢
= const. (3)

Для системы (2) строится инвариантная разностная модель, интегри
руемая в той же степени, что и аппроксимируемая дифференциальная
система. Наибольший физический интерес она представляет при 𝛼 > 0.
В этом случае инвариантная разностная модель имеет вид

1
2𝛼𝑢2

(︁
sin(

√
𝛼𝜏+)

𝑣+ + sin(
√
𝛼𝜏−)

𝑣−

)︁
= 𝑢+−𝑢 cos(

√
𝛼𝜏+)

sin
√
𝛼𝜏+ + 𝑢−−𝑢 cos(

√
𝛼𝜏−)

sin
√
𝛼𝜏− ,

1
2𝛼𝑣2

(︁
sin(

√
𝛼𝜏+)

𝑢+ + sin(
√
𝛼𝜏−)

𝑢−

)︁
= 𝑣+−𝑣 cos(

√
𝛼𝜏+)

sin
√
𝛼𝜏+ + 𝑣−−𝑣 cos(

√
𝛼𝜏−)

sin
√
𝛼𝜏− ,

sin(
√
𝛼𝜏+)

𝑢𝑢+ = sin(
√
𝛼𝜏−)

𝑢𝑢− , sin(
√
𝛼𝜏+)

𝑣𝑣+ = sin(
√
𝛼𝜏−)

𝑣𝑣− .

(4)

Для схемы (4) проводятся численные расчеты (см. Рис. 2, на котором изоб
ражены графики функций 𝑢(𝑡) и 𝑡(𝑛), где 𝑛 — число итераций алгоритма
расчета по разностной схеме).
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Рис. 2 — Результаты расчетов по схеме (4)

Результаты практически совпадают с решениями системы ОДУ, по
лученными методом типа Рунге—Кутты (RKF45). Более того, в отличие
от RKF45, схема выдает значения даже вблизи сингулярности (на Рис. 2
это соответствует моменту времени 𝑡 = 4.97).

Разностный аналог инварианта Рей–Рейда (3), полученный для схемы
(4), практически не меняется на решениях (см. Рис 3), что соответствует
ожидаемому поведению первого интеграла разностной системы.

Рис. 3 — Значения разностного аналога инварианта Рей–Рейда на
решениях (4)

Во второй главе рассматриваются задачи, не допускающие вари
ационной постановки. В случае отсутствия инвариантного Лагранжиана
существуют альтернативные методы получения первых интегралов, пред
ложенные в [26]. Эти методы сводятся к использованию решений со
пряженных уравнений, получаемых из исходного уравнения с помощью
вариационной производной, поэтому этот метод был назван «методом со
пряженного уравнения». В главе предлагается разностный аналог этого
метода для обыкновенных разностных уравнений, который впервые был
предложен в наших публикациях [2; 3]. В качестве примера рассмотрено
нелинейное ОДУ третьего порядка, на основе симметрий которого строится
полный набор разносных инвариантов. С помощью разносных инвариантов
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строится инвариантная аппроксимация и инвариантная сетка для данно
го ОДУ. Строится разностный аналог тождества Лагранжа, позволяющий
вычислить три первых интеграла построенной разностной модели. Разност
ная модель является алгебраически интегрируемой и ее общее решение
совпадает с общим решением исходного ОДУ, то есть разностная модель
является точной.

В первом разделе главы приводятся теоретические сведения по мето
ду сопряженного уравнения в общем случае дифференциальных уравнений
в частных производных. Во втором разделе описывается метод сопряжен
ного уравнения для случая обыкновенных дифференциальных уравнений
и приводится детальный пример решения нелинейного ОДУ третьего по
рядка

𝐹 =
1

�̇�2

(︂
�̇�
...
𝑢 − 3

2
�̈�2

)︂
= 0 (5)

с помощью этого метода. В третьем разделе описан разностный аналог ме
тода сопряженного уравнения и приводятся примеры его использования.
В качестве основного примера выбрана схема для уравнения (5), постро
енная в работе [51]:

𝐹 =
𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+1

𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚

𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚
− 𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+2

𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+2

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚
= 0,

Ω =
(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+1)(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚)

(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+2)(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚)
−𝐾 = 0, 𝐾 ̸= 0.

(6)

С помощью разностного аналога метода сопряженного уравнения получа
ется общее решение схемы (6), являющееся точным.

В последнем, четвертом, разделе главы приводятся заключитель
ные замечания.

В третьей главе рассматриваются разностные уравнения в частных
производных на примерах линейного и нелинейного волновых уравнений.
Для случая разностных уравнений в частных производных приводится
краткая теория, затем, с помощью разностного аналога т. н. прямого
метода [48], производится построение инвариантных разностных схем, об
ладающих законами сохранения.

В первом разделе главы приводятся общие сведения и основные
обозначения, касающиеся разностных схем уравнений второго порядка в
частных производных. Значения независимых переменных в узлах разност
ной сетки обычно обозначаются как

𝑡𝑛+𝑗 , 𝑥𝑚+𝑖, 𝑢𝑛+𝑗
𝑚+𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ Z. (7)

Через (t,x,u) обозначают шаблон — подмножество (7), конкретный вид
которого выбирается для каждой конкретной схемы отдельно. Операто
ры разностного сдвига и разностного дифференцирования обобщаются на
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случай двух независимых переменных:

𝑆
±ℎ

𝑘𝑓(𝑢𝑛
𝑚) = 𝑓(𝑢𝑛

𝑚±𝑘), 𝑆
±𝜏

𝑘𝑓(𝑢𝑛
𝑚) = 𝑓(𝑢𝑛±𝑘

𝑚 ), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .

𝐷
+ℎ

=
𝑆
+ℎ

−1

ℎ𝑚
, 𝐷

−ℎ
=

1− 𝑆
−ℎ

ℎ𝑚−1
,

𝐷
+𝜏

=
𝑆
+𝜏

−1

𝜏𝑛
, 𝐷

−𝜏
=

1− 𝑆
−𝜏

𝜏𝑛−1
.

(8)

С помощью операторов (8) могут быть записаны разностные производные:

𝑢𝑥 =
𝑢𝑛
𝑚+1 − 𝑢𝑛

𝑚

ℎ𝑚
= 𝐷

+ℎ
(𝑢), 𝑢�̄� =

𝑢𝑛
𝑚 − 𝑢𝑛

𝑚−1

ℎ𝑚−1
= 𝐷

−ℎ
(𝑢), 𝑢𝑥�̄� = 𝐷

+ℎ
𝐷
−ℎ

(𝑢),

𝑢𝑡 =
𝑢𝑛+1
𝑚 − 𝑢𝑛

𝑚

𝜏𝑛
= 𝐷

+𝜏
(𝑢), 𝑢𝑡 =

𝑢𝑛
𝑚 − 𝑢𝑛−1

𝑚

𝜏𝑛−1
= 𝐷

−𝜏
(𝑢), 𝑢𝑡𝑡 = 𝐷

+𝜏
𝐷
−𝜏

(𝑢)

и т. д. Все разностные схемы в рамках главы рассматриваются на рав
номерной сетке

ℎ𝑚+𝑘 = ℎ = const, 𝜏𝑛+𝑙 = 𝜏 = const, 𝑘, 𝑙 ∈ Z. (9)

Применение разностного аналога тождества Нётер [15] в случае урав
нений в частных производных затруднено в связи с появлением в тождестве
«дифференциальных» частных производных независимых переменных.
Более эффективным в данном случае оказывается так называемый пря
мой метод, которые описан во втором разделе и основан на применении
разносного оператора Эйлера. Разностный оператор Эйлера (в точке 𝑢) на
равномерной сетке на шаблоне (t,x,u) имеет вид [17]:

ℰ𝑢 =

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=−∞

𝑆
−𝜏

𝑘
𝑆
−ℎ

𝑙

(︃
𝜕

𝜕𝑢𝑛+𝑘
𝑚+𝑙

)︃
.

Для произвольного разностного дивергентного выражения

Φ(t,x,u) = 𝐷
+𝜏

(Φ𝑡(t,x,u)) + 𝐷
+ℎ

(Φ𝑥(t,x,u)), (10)

на равномерной ортогональной сетке (9) справедливо свойство:

ℰ𝑢Φ|(9) = 0.

Таким образом, если известно разностное уравнение

𝐹 (t,x,u)|(9) = 0,

то его интегрирующие множители Λ(t,x,u) могут быть найдены из усло
вия

ℰ𝑢(Λ𝐹 )|(9) = 0.
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Напомним, что функция Λ называется разностным интегрирующим мно

жителем, соответствующим закону сохранения Φ вида (10) разностного
уравнения 𝐹 , если справедливо соотношение

Φ = Λ𝐹.

В отличие от дифференциального случая, в котором дифференциальное

уравнение всегда задано, разностная аппроксимация 𝐹 обычно заранее не
известна, что делает разностную задачу значительно сложнее дифферен
циальной.

В третьем разделе главы с помощью описанного прямого метода
находятся законы сохранения для схемы линейного волнового уравнения

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥�̄� = 0,

ℎ𝑚+𝑘 = ℎ = const, 𝑘 ∈ Z,

𝜏𝑛+𝑙 = 𝜏 = const, 𝑙 ∈ Z.

С помощью того же метода строится инвариантная конечно–разностная
схема

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥�̄� − 1
6 𝐷
−ℎ

(︀
𝑢2
𝑥 (�̂�𝑥 + �̌�𝑥)

)︀
= 0,

ℎ+ = ℎ− = ℎ = const,

𝜏 = 𝜏 = 𝜏 = const

для нелинейного волнового уравнения

𝑢𝑡𝑡 − (1 + 𝑢2
𝑥)𝑢𝑥𝑥 = 0,

возникающего в эластодинамике [52], обладающая законами сохранения.
Показывается, что на 9–точечном разностном шаблоне

(t,x,u) ≡
(︀
𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1, 𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1, 𝑢

𝑛−1
𝑚−1, 𝑢

𝑛−1
𝑚 , 𝑢𝑛−1

𝑚+1,

𝑢𝑛
𝑚−1, 𝑢

𝑛
𝑚, 𝑢𝑛

𝑚+1, 𝑢
𝑛+1
𝑚−1, 𝑢

𝑛+1
𝑚 , 𝑢𝑛+1

𝑚+1

)︀
не существует полиномиальных разностных схем нелинейного волнового
уравнения, обладающих всеми законами сохранения, и производится клас
сификация таких схем по количеству законов сохранения.

В четвертой главе проводится групповая классификация нелиней
ного уравнения специального вида для течения жидкости и газа в
лагранжевых координатах. Это уравнение имеет форму

𝑢𝑡𝑡 +𝐺(𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 −𝐻(𝑢) = 0, 𝐺′ ̸= 0,
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где 𝐺 и 𝐻 — произвольные функции своих аргументов. При некоторых ви
дах функций 𝐺 и 𝐻 получаются известные уравнения механики сплошной
среды, такие как одномерные уравнения изэнтропических течений полит
ропного газа и гиперболические уравнения мелкой воды с произвольным
дном. Для всех полученных классов уравнений приводятся законы сохра
нения в лагранжевых и эйлеровых координатах.

В первом разделе главы рассматривается уравнение, зависящее от
двух произвольных функций, приведенное выше. Оно получается как урав
нение Эйлера–Лагранжа для вариационного функционала специального
вида. Во втором разделе производится групповая классификация этого
уравнения. В третьем разделе главы даются законы сохранения рассмот
ренного уравнения в лагранжевых ив эйлеровых координатах, полученные
с помощью теоремы Нётер. В последнем, четвертом, разделе приводятся
заключительные замечания к главе.

Пятая глава посвящена построению инвариантных консерватив
ных конечно-разностных схем для уравнений мелкой воды в потенциаль
ных и массовых координатах Лагранжа. Для уравнений мелкой воды такие
схемы на подвижных сетках были предложены в работе [37]. Основным
недостатком этих схем является отсутствие у них закона сохранения энер
гии. В [37] отмечается сложность конструирования сохраняющих энергию
разностных схем для уравнений мелкой воды. В главе производится по
строение инвариантной консервативной разностной схемы для одномерных
уравнений мелкой воды с плоским дном, обладающей локальными закона
ми сохранения вещества, импульса, энергии и движения центра масс.

В первом разделе главы даются вводные замечания и приводятся
система одномерных уравнений мелкой воды с произвольным дном, имею
щая в эйлеровых координатах следующий вид

𝜂𝑡 + ((𝜂 +𝐻)𝑢)𝑥 = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜂𝑥 = 0,

где 𝑢(𝑡,𝑥) – скорость движения частиц среды, 𝜂(𝑡,𝑥) — высота столбца жид
кости над дном, профиль которого задается с помощью функции 𝐻(𝑥).

Во втором разделе подробно рассматриваются уравнений мелкой
воды в лагранжевых (потенциальных) координатах и в массовых коорди
натах Лагранжа. Система уравнений мелкой воды с произвольным дном в
лагранжевых координатах может быть записана в виде

𝑥𝑡𝑡 −
𝑥𝑠𝑠

𝑥3
𝑠

−𝐻𝑥 = 0, 𝑥𝑡𝑠 = 𝑥𝑠𝑡, (11)

где 𝑠 — лагранжева массовая координата.
В случае произвольной функции𝐻 система допускает две симметрии,

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
и 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑠
,
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а в случае плоского дна — уже шесть симметрий:

𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑡 , 𝑋2 = 𝜕

𝜕𝑠 , 𝑋3 = 𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋4 = 𝑡 𝜕

𝜕𝑥 ,

𝑋5 = 3𝑡 𝜕
𝜕𝑡 + 2𝑥 𝜕

𝜕𝑥 , 𝑋6 = 3𝑠 𝜕
𝜕𝑠 + 𝑥 𝜕

𝜕𝑥 .

С помощью преобразования

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢,

𝜕𝑥

𝜕𝑠
=

1

𝜌
,

𝑑

𝑑𝑡
= 𝐷𝑡 + 𝑢𝐷𝑥

система (11) может быть представлена в лагранжевых массовых коорди
натах: (︁

1
𝜌

)︁
𝑡
− 𝑢𝑠 = 0,

𝑢𝑡 + 𝑝𝑠 = 𝐻𝑥,

где 𝑝 = 𝜌2/2. Последняя система обладает тем же набором симметрий (в
массовых координатах), что и система (11).

В третьем разделе для уравнений мелкой воды с плоским
дном 𝐻(𝑥) = 0 производится построение инвариантных разностных схем,
обладающих локальными законами сохранения энергии, количества ве
щества, импульса и законом движения центра масс. Одна из таких схем,
исследование которой проводится в следующих разделах главы, имеет вид

𝑥𝑡𝑡 +
1
ℎ−

(︀
(�̂�𝑠�̌�𝑠)

−1 − (�̂�𝑠�̌�𝑠)
−1
)︀
= 0,

𝜏+ = 𝜏−, ℎ+ = ℎ−.

В лагранжевых массовых координатах последняя схема может быть за
писана в виде

𝐷
−𝜏

(︁
1
𝜌

)︁
− 𝐷

−𝑠

(︁
𝑢++�̌�+

2

)︁
= 0,

𝐷
−𝜏

(𝑢) + 𝐷
−𝑠

(︂{︁
4
𝜌𝜌 − 2√

𝑝

(︁
1
𝜌 + 1

𝜌

)︁
+ 1

𝑝

}︁−1
)︂

= 0,

𝑥 = 𝑢𝑡, 𝑥𝑠 =
1√
𝑝 ,

1√
𝑝
+ 1√

𝑝 = 2
𝜌 ,

ℎ+ = ℎ−, 𝜏+ = 𝜏−.

(12)

Здесь схема дополнена разностными уравнениями, связывающими потен
циальные и массовые лагранжевы координаты и разностным аналогом
уравнения состояния 𝑝 ∝ 𝜌2.

Также в разделе приводится инвариантная разностная схема для
случая произвольного дна, обладающая локальным законом сохранения
энергии.
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В четвертом разделе главы проводится численное исследование ин
вариантной схемы (12) на примере нескольких тестовых задач. По этой
схеме производятся расчеты, результаты которых сравниваются с резуль
татами расчетов по другим схемам:

(a) явной разностную схеме, представляющей собой простую раз
ностную аппроксимацию системы уравнений мелкой воды;

(b) полностью консервативной схеме Самарского–Попова уравнений
газовой динамики [32], адаптированной под уравнения мелкой
воды.

В публикации [10], посвященной численному исследованию получен
ной инвариантной схемы, в качестве тестовых задач рассматриваются
различные известные гладкие решения одномерных уравнений мелкой во
ды с плоским дном и производится контроль выполнения (локальных)
разностных законов сохранения энергии и импульса на этих решениях.
В [13] рассмотрены тестовые задачи, имеющие разрывные решения, при
чем для сглаживания решений на разрывах применяется искусственная
вязкость.

Ограничимся здесь рассмотрением известного автомодельное реше
ния задачи об извлечении поршня с постоянной скоростью из среды,
имеющей начальные значения параметров 𝑢0 и 𝜌0 (подробное описание за
дачи приводится, например, в [32]). В результате образуется простая волна
разрежения, которая соединяется с двумя тривиальными постоянными ре
шениями. В случае одномерной мелкой воды параметры в области волны
разрежения определяются по формулам

𝜌(𝑠) = 𝜌0(𝑠/𝑠0)
2
3 , 𝑢(𝑠) = 2𝑐0

(︁
(𝑠/𝑠0)

1
3 − 1

)︁
, (13)

где 𝑠0 = 𝑐0𝜌0 и 𝑐20 = 2𝜌0.
Результаты рачетов для выбранных начальных данных приведены

на Рис. 4 и 5.
На Рис. 4 в верхней половине показаны точные решения для плот

ности и для скоростей частиц среды и полученные по рассматриваемым
схемам решения тестовой задачи. В нижней части рисунка изображены
отклонения решений, полученных по схемам, от точного решения.

На Рис. 5 представлены значения локальных разностных законов со
хранения на полученных решениях. В верхней части рисунка изображено
точное решение. В центральной и нижней частях — значения законов со
хранения энергии и импульса соответственно.

В рассматриваемом здесь примере, равно как и во всех остальных
примерах, рассмотренных в диссертационной работе, полученная инва

риантная разностная схема показывает сравнительно точные значения
законов сохранения на решениях.
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Рис. 4 — Решения 𝜌 (слева) и 𝑢 (справа) тестового задания: точное решение (—), инвариатная схема ( □ ),
явная схема ( ∘ ) и схема Самарского–Попова ( ⋆ )

1
8



Рис. 5 — Значения законов сохранения энергии и импульса
на решениях тестового задания. Обозначения: инвариатная

схема ( □ ), явная схема ( ∘ ), схема
Самарского–Попова ( ⋆ )
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Пятый раздел главы посвящен описанию программного комплек
са Schemelib, специально разработанного для проведения численных рас
четов по различным конечно-разностным схемам для уравнений мелкой
воды и одномерных уравнений газовой динамики.

Комплекс Schemelib позволяет эффективно производить численные
расчеты по разностным схемам для одномерным уравнений газовой дина
мики и уравнений мелкой воды, содержит стандартный набор тестовых
заданий и позволяет добавлять новые тестовые задания, точные решения,
отображать численные результаты и сопоставлять результаты, полученные
для различных схем. Общая структура разработанного комплекса, решаю
щего перечисленные задачи, схематически изображена на Рис. 6. В основе

Рис. 6 — Структура программного комплекса Schemelib

комплекса Schemelib лежит модуль, разработанный на высокоуровневом
языке программирования Python с помощью библиотеки NumPy, предна
значенной для научных вычислений, и библиотеки Matplotlib визуализации
данных. Основной модуль Schemelib может быть условно представлен в ви
де стека, состоящего из следующих пяти программных «слоев»:

(i) Слой common содержит низкоуровневые структуры данных,
алгоритмы и утилиты для эффективной работы с конечно-раз
ностными схемами на базе массивов NumPy, а также различные
вспомогательные функции и классы.

(ii) Слой schemes содержит набор реализаций стандартных базо
вых явных и неявных конечно-разностных схем для уравнений
одномерной газовой динамики и уравнений мелкой воды. Этот
набор может быть расширен пользователем.

(iii) Слой problems включает в себя точные решения для различных
тестовых задач и некоторый вспомогательный функционал.
Пользователь может добавлять новые точные решения самосто
ятельно.

(iv) Слой test включает набор стандартных тестовых заданий,
которые формируются с помощью точных решений из слоя
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problems. Тестовые задания расчитываются по схемам из слоя
schemes. Именно со слоем test большую часть времени работа
ет пользователь, используя стандартные задания или формируя
собственные на базе уже имеющихся.

(v) Вспомогательный слой tools применяется для графического
отображения результатов расчетов, а также с целью экспорта
данных в различные форматы, подходящие для публикации ре
зультатов расчетов или же пригодные для дальнейшей работы
с результатами в системах компьютерной алгебры.

Второй модуль, Schemelib.mpl, реализован в виде пакета системы
Maple и используется в Maple для импорта данных, экспортированных с
помощью функций слоя tools (в текстовом формате TXT). В первую оче
редь это удобно для более тонкой работы с графиками решений тестовых
задач. Кроме того, с помощью Maple удобно переводить данные в вектор
ные форматы, например в формат EPS.

Еще один вспомогательный модуль позволяет, используя системную
утилиту ffmpeg, представлять результаты расчетов в виде анимаций фор
мата GIF.

Детали реализации модулей Schemelib и примеры применения ком
плекса приведены в одном из приложений диссертационной работы.
Множество примеров практического применения Schemelib можно найти
на веб-сайте автора [54].

В последнем, шестом, разделе главы приводятся заключительные
замечания.

В заключении сформулированы основные результаты диссертаци
онной работы.

В приложения вынесены

– численные реализации полученных в работе инвариантных раз
ностных схем;

– детали реализации и примеры применения разработанного про
граммного комплекса Schemelib;

– таблицы, содержащие законы сохранения уравнений Эйле
ра—Лагранжа специального вида для течения жидкости и газа,
рассмотренных в четвертой главе.

Основные результаты

1. С помощью разностного аналога теоремы Нётер было построе
но семейство инвариантных разностных схем для ОДУ второго
порядка из классификационного списка Ли, обладающих всеми
разностными аналогами первых интегралов дифференциально
го уравнения. Среди инвариантного семейства схем есть точная
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схема. Это семейство разностных схем завершает список ин
тегрируемых инвариантных моделей, полученных в результате
групповой классификации, проведенной в [20]. Дополнительно
были построены точные инвариантные разностные схемы для неко
торых нелинейных ОДУ второго порядка из классификационного
списка Ли.

2. В работе произведено обобщение разностного аналога тождества
Нётер на случай системы обыкновенных разносных уравнений. По
строена инвариантная разностная схема для системы уравнений
Ермакова специального вида, обладающая всеми разностными ана
логами первых интегралов дифференциальной системы.

3. Разработан и применен на конкретных примерах уравнений раз
ностный аналог метода сопряженных уравнений для случая обык
новенных разностных уравнений, не допускающих вариационной
формулировки.

4. Предложен разностный аналог прямого метода [49] для раз
ностных уравнений в частных производных на равномерных ор
тогональных сетках. С его помощью построены инвариантные
разностные схемы линейного и нелинейного волнового уравнений,
обладающие законами сохранения.

5. Проведена групповая классификация одномерных уравнений Эй
лера–Лагранжа специального вида в лагранжевых координатах
для течения жидкости и газа. Частными случаями таких уравне
ний являются уравнения мелкой воды с произвольным и плоским
дном, а также одномерные уравнения газовой динамики для из
энтропических течений политропного газа. Приведены законы
сохранения для указанных моделей в координатах Лагранжа и Эй
лера.

6. Построена инвариантная консервативная разностная схема для од
номерных уравнений мелкой воды с плоским дном, обладающая
локальными законами сохранения вещества, импульса, энергии и
движения центра масс. Разработан комплекс программ, позволя
ющий эффективно производить численные расчеты одномерных
уравнений газовой динамики и уравнений мелкой воды, содер
жащий стандартный набор тестовых заданий и позволяющий
добавлять новые тестовые задания, точные решения, отображать
численные результаты и сопоставлять результаты, полученные для
различных схем.
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