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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè. Áîëüøîå ÷èñëî

çàäà÷ ôèçèêè è òåõíèêè ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìûì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-

íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ò. å. óðàâíåíèÿì, ñîäåðæàùèì ìàëûé

ïàðàìåòð â âèäå ìíîæèòåëÿ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ [119, 131, 132]. Ñòðóê-

òóðà ðåøåíèé äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ òàêèõ çàäà÷ èçó÷åíà ñ ïîìî-

ùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ [16, 18, 19, 21, 30, 35, 36, 44, 45, 128, 147].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ èõ ðåøåíèé õàðàêòåðíû ïîãðàíè÷íûå è âíóòðåí-

íèå ñëîè; ïîñëåäíèå ñóòü óçêèå ó÷àñòêè îáëàñòè, â êîòîðûõ ðåøåíèå ÷ðåç-

âû÷àéíî áûñòðî ìåíÿåòñÿ, à åãî ïðîèçâîäíûå íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè

ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó.

Êðàòêî ïîÿñíèì ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ, íàïðèìåð, ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ.

Ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ ìàëûé ïàðàìåòð, ïðèñóòñòâóþùèé â óðàâíåíèè, ε “ 0,

ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå âûðîæäåííîå óðàâíåíèå, êîòîðîå èìååò áîëåå íèç-

êèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì óðàâíåíèåì, ïî-

ðÿäîê. Ïîýòîìó äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ ìåíüøåå, ÷åì äëÿ

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ÷èñëî ãðàíè÷íûõ/íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñ îäíîé ñòîðî-

íû, ïðè ε Ñ 0 ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

âûðîæäåííîé çàäà÷è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî

äîëæíî òàêæå óäîâëåòâîðÿòü íåèñïîëüçîâàííûì â âûðîæäåííîé çàäà÷å ãðà-

íè÷íûì óñëîâèÿì. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ â îêðåñòíîñòè òî÷åê

ãðàíèöû, ãäå çàäàíû ýòè óñëîâèÿ, ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ. Âíóòðåííèå æå ñëîè

(ñì. Ðèñ. 1) ïîðîæäàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî

îíè îïèñûâàþò ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè âûðîæäåííîé

çàäà÷è.

Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî [28, 47, 119, 131, 132, 139], ÷òî òî÷íîñòü êëàññè-

÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íå ó÷èòûâàþùèõ íàëè÷èå â çàäà÷å ìàëîãî ïàðà-

ìåòðà, ìîæåò âåñüìà ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ äàííîãî ïàðàìåòðà,
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ïîýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ õîðîøåé òî÷íîñòè ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñåò-

êè ñ âåñüìà áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ, òåì áîëüøèì, ÷åì ìåíüøèå çíà÷åíèÿ

ïðèíèìàåò ýòîò ïàðàìåòð (ñì. Ðèñ. 1). Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ñèíãóëÿðíî âîç-

ìóùåííûõ çàäà÷ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå, òàê íàçûâàåìûå ðîáàñòíûå

ìåòîäû, òî÷íîñòü êîòîðûõ íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

Âïåðâûå ðîáàñòíîñòü ñïåöèàëüíîé ñõåìû íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå áûëà óñòà-

íîâëåíà À. Ì. Èëüèíûì [29] äëÿ îäíîìåðíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî

óðàâíåíèÿ òèïà êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Ïîäîáíûå ñïåöèàëüíûå ñõåìû, ïîëó-

÷èâøèå íàçâàíèå ìåòîäîâ ïîäãîíêè, áûëè ðàññìîòðåíû â ðÿäå ðàáîò; ñì.

[28, 102] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä â ðàìêàõ ìå-

òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå áàçèñíûõ

êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé; ñì., íàïðèìåð, [40, 78, 140, 141, 142].

Îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ äàííîãî òèïà, âêëþ÷àÿ ñïåöèàëüíûå

âàðèàíòû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðèâîäèòñÿ è â [6, 7]. Îòìåòèì òàê-

æå, ÷òî â [48] áûëî äîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñõåìû òèïà ïîäãîíêè äëÿ
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Ðèñ. 1: Ðåøåíèå ñ âíóòðåííèì ñëîåì: íèçêàÿ òî÷íîñòü âíóòðè ñëîÿ íà

ñòàíäàðòíîé êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå (ñëåâà); âûñîêàÿ òî÷íîñòü âî âñåé

îáëàñòè íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ âåñüìà áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ (â öåí-

òðå); ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíîå ñãóùåíèå ñåòêè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé

ýêîíîìèè ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû (ñïðàâà).
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ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ áû ñõîäèëàñü

ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå; ñì. òàêæå [118, �14].

Ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðîáàñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòî-

äîâ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷, çàêëþ÷àþùèéñÿ â èñïîëüçîâàíèè

ëîêàëüíî ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê, áûë âïåðâûå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí Í. Ñ. Áà-

õâàëîâûì [8]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îøèáêè èíòåðïîëÿöèè, äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî,

÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè îäèíàêîâî ñãóùàòü ñåòêó âî âñåé îáëàñòè, â òî âðåìÿ

êàê åå ñãóùåíèå ëèøü â îáëàñòÿõ ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîåâ ïðèâîäèò

ê ñóùåñòâåííîé ýêîíîìèè ÷èñëà óçëîâ ñåòêè (ñì. Ðèñ. 1, ñïðàâà). Åñëè æå èñ-

ïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå àíèçîòðîïíûå ñåòêè, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîãóò

áûòü ñêîëü óãîäíî ñèëüíî ñïëþùåíû, òî âûñîêàÿ òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè âî

âñåé îáëàñòè ìîæåò äîñòèãàòüñÿ, äàæå åñëè ÷èñëî óçëîâ ñåòêè íå çàâèñèò îò

ìàëîãî ïàðàìåòðà (ñì. Ðèñ. 2).

Â òî æå âðåìÿ, õîðîøàÿ òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè åùå íå ãàðàíòèðóþò ñõî-

äèìîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íà ñîîòâåòñâóþùèõ ñåòêàõ. Ïîñòðîåíèþ ñïåöè-

àëüíûõ, ñãóùàþùèõñÿ â îáëàñòÿõ ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîåâ, ñåòîê

è èõ òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçììóùåííûõ îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà; ñì.,
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Ðèñ. 2: Ðåøåíèå ñ âíóòðåííèì ñëîåì (ñëåâà); ñåòêà, àíèçîòðîïíûì îáðà-

çîì ñãóùàþùàÿñÿ â îáëàñòè âíóòðåííåãî ñëîÿ (ñïðàâà); ïðè ýòîì âûñîêàÿ

òî÷íîñòü âî âñåé îáëàñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè ÷èñëå óçëîâ, íåçàâèñÿùåì îò

ìàëîãî ïàðàìåòðà.
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íàïðèìåð, [5, 9, 34, 91, 152, 154], à òàêæå ìîíîãðàôèþ [111].

Â êîíòåêñòå æå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ, ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê ïîëó÷èëî äàëüíåéøèé

èìïóëüñ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ã. È. Øèøêèíà [49] (ñì. òàêæå [86, 118, 136, 178]),

ïðåäëîæèâøåãî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå êóñî÷íî-ðàâíîìåðíûå ñåòêè. Ðàâ-

íîìåðíûå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó îöåíêè îøèáêè ðåøåíèÿ íà ñòðóêòóðèðîâàí-

íûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ òèïà Áàõâàëîâà èØèøêèíà áûëè óñòàíîâëåíû êàê

ñàìèìè ýòèìè àâòîðàìè, òàê è â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ ðàáîò; ñì., íàïðèìåð,

[2, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 66, 55, 155, 162], à òàêæå ìîíîãðàôèè [111, 132].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðÿäà ñòðóêòóðèðîâàííûõ ëîêàëüíî àíèçîòðîïíûõ

ñåòêîê áûëî òåîðåòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íàäåæ-

íûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ÷èñåë

ñòåïåíåé ñâîáîäû, íåçàâèñÿùèõ îò çíà÷åíèé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî ïîñòðîåíèå òàêèõ ñåòîê òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî àñèìòîòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà èñõîäíîé çàäà÷è. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, àíàëîãè÷íûå ñåòêè

ìîãóò ãåíåðèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ àäàïòèâíûõ ïðîöåäóð;

ñì., íàïðèìåð, [17, 98]. (Â ñàìîì ãðóáîì âàðèàíòå, íàïðèìåð, ãðàäèåíòû

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè àâòîìàòè÷åñêîé àäàïòàöèè

ñåòêè.)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ãå-

íåðàöèè ñåòîê, à òàêæå ïðè âûáîðå àäàïòàöèîííûõ êðèòåðèåâ, êàê ïðàâèëî,

èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ. Ïîñëåäíèå ñóòü òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè îøèáêè ÷åðåç ñàìî ÷èñëåííîå

ðåøåíèå è ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñåòêè, ò. å. ÷åðåç âåëè÷èíû, çíà÷å-

íèÿ êîòîðûõ áóäóò äîñòóïíû â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Íà÷à-

ëî áóðíîìó ðàçâèòèþ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê áûëî ïîëîæåíî íîâàòîðñêèìè

ðàáîòàìè [57, 58]; ñì. ìîíîãðàôèè [52, 59, 148, 151].

×òî êàñàåòñÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷,

òî ê íèì òàêæå ïðåäúÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ðîáàñòíîñòè, ïîä êîòîðîé â äàííîì
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ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ òî, ÷òî çàâèñèìîñòü îò ìàëîãî ïàðàìåòðà â òàêèõ îöåíêàõ

äîëæíà áûòü ïîêàçàíà ÿâíî, ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ îöåíîê íå äîëæíà

çàâèñåòü îò ìàëîñòè äàííîãî ïàðàìåòðà. Âïåðâûå ðîáàñòíûå àïîñòðåðèîðíûå

îöåíêè áûëè ïîëó÷íû Ð. Ôåðôþðòîì [149] äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ

óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè, à â äàëüíåéøåì áûëè èì îáîáùåíû äëÿ óðàâ-

íåíèé êîíâåêöèè-äèôôóçèè [146, 150]; ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ [151, ��4.3�

4.4]. Âàæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî äàííûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû â

ïðåäïîëîæåíèè î ëîêàëüíîé êâàçèðîâíîìåðíîñòè ñåòêè (ñì. Ðèñ. 1, ñïðàâà),

à òàêæå â ýíåðãåòè÷åñêèõ íîðìàõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé íîðìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùåé, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíîé (â

îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû) äëÿ òîãî, ÷òîáû îáíàðóæèòü

áîëüøóþ îøèáêó â çîíàõ óçêèõ ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîåâ. Ïîýòîìó

ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íûõ ðîáàñòíûõ àïîñòåðè-

îðíûõ îöåíîê íà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ, íî â íîðìå ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ, ÷òî è áóäåò ñäåëàíî â �1.

Çàìåòèì, ÷òî àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â ðàìêàõ ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà

ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå, êàê ïðàâèëî, ñåòêè ïðåäïîëàãàþòñÿ ëîêàëüíî êâà-

çèðàâíîìåðíûìè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïëîõî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíè-

çîòðîïíûõ ñåòîê, è áîëüøèíñòâî êàê àïðèîðíûõ [43, 63], òàê è àïîñòåðèîðíûõ

[52, 59, 148, 151] îöåíîê îøèáêè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé íåïðèìåíèìû

ê ñëó÷àþ àíèçîòðîïíûõ ñåòêîê.

Íà àíèçîòðîïíûõ æå ñåòêàõ àïîñòåðèîðíûå îöåíêè áûëè óñòàíîâëåíû â

ðàáîòàõ [104, 105, 106, 107] (ñì. òàêæå [151, �4.5]). Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå

îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû, âî-ïåðâûõ, â ýíåðãåòè÷åñêèõ íîðìàõ, à âî-âòîðûõ, â

íèõ ïðèñóòñòâóþò òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ (matching functions).

Ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è, â îáùåì
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ñëó÷àå, ìîãóò ïðèíèìàòü íåîãðàíè÷åííî áîëüøèå çíà÷åíèÿ íà ñèëüíî àíèçî-

òðîïíûõ ñåòêàõ (åñëè òîëüêî ñåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàííîé

ïî îòíîøåíèþ ê ðåøåíèþ). Ïîëó÷åíèå æå ðîáàñòíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê

íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ, â êîòîðûõ ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ íå ïðèñóòñòâóþò,

ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëîñü. Ýòîìó âîïðîñó è áóäóò ïîñâÿùåíû �2 è �3, ãäå óêà-

çàííûå îöåíêè áóäóò ïîëó÷åíû ñîîòâåñòâåííî â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ è

â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

×òî êàñàåòñÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â

íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, òî òàêèå îöåíêè áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû ãëàâíûì

îáðàçîì äëÿ ðåãóëÿðíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ [83, 62, 75, 77]; â ñëó÷àå æå ñèí-

ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé èçâåñòíûå îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ ðîáàñòíû-

ìè, ïîñêîëüêó â íèõ ïðèñóòñòâóþò íåæåëàòåëüíûå îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè

ìàëîãî ïàðàìåòðà [62, 60]. Ïîëó÷åíèþ ðîáàñòíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê â

íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé áóäóò ïî-

ñâÿùåíû ��4�5. Ïðè ýòîì, íàø ïîäõîä áóäåò ïðèìåíèì ê øèðîêîìó êëàññó

âðåìåííûõ äèñêðåòèçàöèé, è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåò ïðèâîäèòü ê íîâûì

ðåçóëüòàòàì (èëè óïðîùàòü àíàëèç) è äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêèõ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé.

Âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé

äëÿ ñëó÷àÿ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ñóùåñòâóåò îá-

øèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî äàííîé òåìàòèêå, îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå æå, íàïðèìåð, ïîëóëèíåéíûõ

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé òèïà ðåàêöèè-äèôôóçèè, êàê ïðàâèëî,

ïðåäïîëàãàåòñÿ èõ ìîíîòîííîñòü; ñì., íàïðèìåð, [10, 14, 133]. Ïîä íåìîíî-

òîííûìè ïîëóëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè áóäóò ïîíèìàòüñÿ

óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü ïî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ ìî-

íîòîííîé, ïîýòîìó òàêèå óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé. Óðàâ-

íåíèÿ äàííîãî òèïà ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ è

õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [120, �14.7], [94, �2.3].
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Îòìåòèì, ÷òî, â ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíå-

íèé ñòàíäàðòíûé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîëó÷åíèè àïðè-

îðíûõ îöåíîê îøèáêè êàê äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ, òàê è äëÿ êîíå÷íîýëå-

ìåíòíûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, íåïðèìåíèì. Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè íåêî-

òîðûõ íåìîíîòîííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â ðàáîòàõ [70, 143, 182] áûë èñïîëüçîâàí ïðèíöèïèàëüíî

èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äèñêðåòíûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ðå-

øåíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ æå íåìîíîòîííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â

íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøå-

íèé, íî ïðè èññëåäîâàíèè òî÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, áûë ðàç-

âèò â ðàáîòàõ Í. Í. Íåôåäîâà [37, 38]; ñì. òàêæå [20, 33, 39, 121, 122]. Îáú-

åäèíåíèþ ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè

÷èñëåííûõ ðåøåíèé äëÿ íåìîíîòîííûõ ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè è áóäóò ïîñâÿùåíû �6 è �7.

Ïðè ýòîì �6 áóäåò ïîñâÿùåí ñëó÷àþ ãëàäêîé îáëàñòè, à �7 � ñóùåñòâåí-

íî áîëåå ñëîæíîìó ñëó÷àþ âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè. Â ïîñëåäíåì

ñëó÷àå îòêðûòûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ äàæå ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå òî÷-

íîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî â

ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ïîñëåäíèé âîïðîñ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå

[15] äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè. Ïîëóëèíåéíîå æå óðàâíå-

íèå â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [23, 24, 25, 26, 27],

íî ïðè âåñüìà ñåðüåçíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà äàííûå â óãëîâûõ òî÷êàõ îáëàñòè.

Â �7 äàííàÿ çàäà÷à áóäåò ðàññìîòðåíà, âî-ïåðâûõ, â áîëåå îáùåé ìíîãîóãîëü-

íîé îáëàñòè, à âî-âòîðûõ, ïðè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ è, â íåêîòîðîì ñìûñëå,

íåîáõîäèìûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î äàííûõ çàäà÷è â óãëàõ îáëàñòè. Òàêæå áó-

äóò ðàññìîòðåíû àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ ðîáàñòíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîìó

ïàðàìåòðó ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàáîò â îáëà-

ñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé, íåêîòîðûå
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âàæíûå âîïðîñû îñòàþòñÿ íåðàññìîòðåííûìè. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷èòåëüíûé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðî-

áàñòíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ. Òàêæå ðàíåå íå áû-

ëè ïîëó÷åíû ðîáàñòíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàêîíåö, ìàëîèçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷å-

ñêîå îáîñíîâàíèå òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ íåìîíîòîííûõ ñèíãóëÿð-

íî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé, â îñîáåííîñòè, â ñëó÷àå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ.

Öåëè è çàäà÷è. Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èñ-

ñëåäîâàíèå êîíå÷íîýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé íåêîòîðûõ ïîëóëèíåéíûõ ñèí-

ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè. Ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ

çàäà÷ õàðàêòåðíû ðåøåíèÿ ñ ðåçêèìè ïîãðàíè÷íûìè è âíóòðåííèìè ñëîÿìè,

îñîáîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî àíàëèçó àíèçîòðîïíûõ ñåòîê è îöåíêàì â íîð-

ìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Àâòîðîì áóäåò óñòàíîâëåí ðÿä íîâûõ àïîñòåðèîðíûõ

è àïðèîðíûõ îöåíîê.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû íîâûå áîëåå ñèëüíûå è

òî÷íûå îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çà-

äà÷, ðÿä èç êîòîðûõ óñèëèâàåò èçâåñòíûå îöåíêè è â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå.

Ïîëó÷åíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îêàçàëîñü âîçìîæíûì èñêëþ÷èòåëüíî áëàãî-

äàðÿ ðàçðàáîòàííîìó àâòîðîì íîâîìó òåîðåòè÷åñêîìó àïïàðàòó ïîëó÷åíèÿ

àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ, à òàêæå ðàçâèòèþ àâòîðîì

àïïàðàòà òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ

íåìîíîòîííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè èìåþò òåîðåòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü. Óñòàíîâëåííûå àïîñòåðèîðíûå

îöåíêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â àäàïòèâíûõ àëãîðèòìàõ ïîñòðîåíèÿ êàê

ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ, òàê è àíèçîòðîïíûõ ñåòîê. Òåîðåòè÷åñêèé àï-
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ïàðàò, ïðåäëîæåííûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà àíèçîòðîï-

íûõ ñåòêàõ, ìîæåò ïîëó÷èòü äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðè èññëåäîâàíèè áîëåå

ñëîæíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Òåîðå-

òè÷åñêèé æå àïïàðàò ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëè-

íåéíûõ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè, ïðåäñòàâëåííûé â Ãëà-

âå 3, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå ñëîæíûõ ìíîãîìåð-

íûõ çàäà÷ äàííîãî òèïà.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ïî-

ëó÷åíèè àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ñèíãóëÿð-

íî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â Ãëàâå 1 èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò

ïðåäñòàâëåíèÿ îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç íåâÿçêè è ôóíêöèþ Ãðèíà

èñõîäíîãî ýëëïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Äàëåå ïîëó÷åíû è èñïîëüçîâàíû íåóëó÷-

øàåìûå îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà, à òàêæå âåðñèè òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ êâàçè-

ðàâíîìåðíûõ è àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ òðèàíãóëÿöèè. Ïðè ïîëó÷åíèè îöå-

íîê îøèáêè èíòåðïîëÿöèè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ êâàçè-

èíòåðïîëÿöèîííûõ îïåðàòîðîâ.

Â Ãëàâå 2 ïðè ïîëó÷åíèè àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ÷èñëåííûõ ðåøå-

íèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé êëþ÷åâîé ÷åðòîé èñïîëüçóåìîãî àïïàðàòà

ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè, ñòåïåíü êîòîðîé

ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó ìåòîäà (è ÿâëÿåòñÿ áîëåå íèçêîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ òè-

ïè÷íî èñïîëüçóåìûìè â ëèòåðàòóðå èíòåðïîëÿíòàìè). Òàêæå âàæíóþ ðîëü

â ïðåäñòàâëåííîì àíàëèçå èãðàþò îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêîãî

îïåðàòîðà. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåò-

ñÿ àïïàðàò ýëëèïòè÷åñêèõ ðåêîíñòðóêöèé (àíàëîãè÷íûé àïïàðàòó íà îñíîâå

ïðîåêöèè Ðèòöà, ÷àñòî èñïîëüçóåìîìó ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ

êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷).

Â Ãëàâå 3 ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøå-

íèé íåìîíîòîííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì óðàâíåíèé èñ-
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ïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äèñêðåòíûõ âåðõíèõ è íèæíèõ

ðåøåíèé, ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûìè ìîäèôèêàöèÿìè àñèì-

òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Ïðè ïîñòðîåíèè ðàâíîìåðíî

ïî ïàðàìåòðó ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóþòñÿ ñåòêè òèïà Áà-

õâàëîâà è Øèøêèíà. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì àíàëèçà â �7 ÿâëååòñÿ èññëåäî-

âàíèå íåêîòîðîãî íåìîíîòîííîãî ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

â áåñêîíå÷íîì ñåêòîðå. Ïðè ýòîì äëÿ îïåðàòîðà, âîçíèêàþùåãî ïðè ëèíåà-

ðèçàöèè äàííîãî óðàâíåíèÿ è ðàññìàòðèâàåìîãî â ñîîòâåòñòâóþùåì ñåêòîðå

ðàäèóñà R, ïîêàçàíî, ÷òî åãî ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíûì è îòäåëåíî îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé ðàâíîìåðíî ïî

R Ñ 8. Äàííûé ðåçóëüòàò èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèé, à òàêæå íèæíèõ è âåðõíèõ ðåøåíèé â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ.

Áîëåå ïîäðîáíî ìåòîäû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïèñàíû â ðàç-

äåëå ââåäåíèÿ, ïîñâÿùåííîì êðàòêîìó îïèñàíèþ ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòÿõ óñòàíîâëåíû ÿâíûå àïî-

ñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿçîê â íîð-

ìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ. Ïîñòîÿííûå â

ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è ìàëîãî ïà-

ðàìåòðà.

2. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ ïîëó÷åíû ÿâíûå àïîñòå-

ðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà

íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ. Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåí-

êàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè, èõ àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

(ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè) è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïîëó÷åííûå àïîñòåðè-

îðíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïðåäñòàâ-
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ëåííûé ïîäõîä îáîáùåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè â

ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

3. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷å-

íû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ îøèáêè ñîîòâåò-

ñâóþùèõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðåíû âðåìåííûå ïîëóäèñêðåòèçàöèè

è ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûå ìåòîäû íà îñíîâå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòî-

äà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà dGprq ñ êâàäðàòóðîé

Ðàäî.

4. Äëÿ íåìîíîòîííûõ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíû ÷èñ-

ëåííûå ðåøåíèÿ íà ñãóùàþùèõñÿ â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ ñåòêàõ òèïà Áàõâà-

ëîâà è Øèøêèíà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëè-

íåéíûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ è óñòàíîâëåí âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (ñ ëî-

ãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè Øèøêèíà) â ñåòî÷íîé íîðìå

ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ïðè óñëîâèè ε ď Ch,

ïðè ýòîì êàê ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íå ïðåâîñõîäèò Ch´2.

5. Äëÿ íåìîíîòîííîãî ïîëóëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ýëëèï-

òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè â âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè

ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-

íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè ïîñòðîåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-

æåíèÿ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Îòìåòèì, ÷òî âêëàä àâòîðà ÿâëÿëñÿ îïðåäå-

ëÿþùèì ïðè ïîëó÷åíèè âñåõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â �2, �3 è �6, áûëè ïîëó÷åíû è îïóá-

ëèêîâàíû àâòîðîì áåç ñîàâòîðîâ [168, 169, 163]. Â îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ïà-

ðàãðàôàõ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñîâìåñòíî ñ À. Äåìëîâûì

[157], Ð. Á. Êåëëîããîì [161] è Ò. Ëèíñîì [174, 175, 177] (ïîñëåäíèé áûë ïðè-

âëå÷åí ê äàííûì èññëåäîâàíèÿì â ðàìêàõ ðàáîòû, ïîä ðóêîâîäñòâîì àâòîðà,
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ïî ãðàíòó Science Foundation Ireland). Íåñêîëüêî ìåíåå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëü-

òàòû ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì êàê áåç ñîàâòîðîâ [164, 165, 167, 172],

òàê è ñîâìåñòíî ñ è åå ó÷åíèêàìè [156, 179, 181], à òàêæå ñ Ì. Ñòàéíçîì

[182, 183]. ×òî êàñàåòñÿ ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé, òî ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

äèññåðòàöèè çàêëþ÷àëñÿ êàê â ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåííûõ çàäà÷, òàê è â ïî-

ëó÷åíèè êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ óêàçàííûõ ðàáîò.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé, èçëîæåííûõ

â äèññåðòàöèè. Àïðîáàöèÿ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ïîä-

òâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì:

1. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå òåîðåì

è äîêàçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 17 ïóáëèêàöèÿõ â

æóðíàëàõ, âêëþ÷åííûõ â ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿ Web of Science è Scopus

[156, 157, 161, 163�165, 167�169, 172, 174, 175, 177, 179, 181�183]. Òàêèì îáðà-

çîì, îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è èõ äîêàçàòåëüñòâà óñïåøíî ïðîøëè àíîíèìíîå

ðåöåíçèðîâàíèå, ïðåæäå ÷åì îíè áûëè îïóáëèêîâàíû â ìåæäóíàðîäíûõ ðå-

öåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ.

3. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû àâòîðîì è ïîëó÷èëè îäîá-

ðåíèå ñïåöèàëèñòîâ íà ðÿäå ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé, âêëþ÷àÿ ñëå-

äóþùèå:

• Second International Conference �Multiscale methods and Large-scale Scien-

ti�c Computing�, Marchuk Institute of Numerical Mathematics of Russian

Academy of Sciences, Moscow, Russia, 2018 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

• International Conference BAIL 2018 �Boundary and Interior Layers�, Glas-

gow, Scotland, UK, 2018

• �Adaptive Numerical Methods for Partial Di�erential Equations with Appli-

cations�, Ban� International Research Station, Canada, 2018 (ïðèãëàøåí-

íûé äîêëàä)
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• 27th Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,

UK, 2017

• International Conference �Contemporary Problems of Mathematical Phy-

sics and Computational Mathematics� dedicated to the 110th anniversary

of academician A.N. Tikhonov, Moscow State University, Russia, 2016 (ïëå-

íàðíûé äîêëàä)

• International Conference BAIL 2016 �Boundary and Interior Layers�, Beijing,

China, 2016

• 2016 AARMS-CRM Workshop on �Numerical Analysis of Singularly Per-

turbed Di�erential Equations�, Halifax, Canada, 2016 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

• 6th Conference on �Numerical Analysis and Applications� NAA'16, Loze-

netz, Bulgaria, 2016 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

• MAFELAP 2016 �The Mathematics of Finite Elements and Applications�,

Brunel University, UK, 2016

• 13th Workshop on �Numerical Methods for Problems with Layer Pheno-

mena� dedicated to the 90th birthday of A.B. Vasil'eva, Moscow State

University, Russia, 2016

• International Workshop �Adaptive Algorithms for Computational PDEs�,

University of Birmingham, UK, 2016 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

• 26th Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,

UK, 2015

• International Conference BAIL2014 �Boundary and Interior Layers�, Charles

University in Prague, Czech Republic, 2014 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

• Sixth Conference �Finite Di�erence Methods: Theory and Applications�,

Lozenetz, Bulgaria, 2014 (ïëåíàðíûé äîêëàä)
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• International Multidisciplinary Workshop MURPHYS-HSFS-2014, Weier-

strass Institute (WIAS), Berlin, Germany, 2014

• British Computational PDEs Colloquium: New Trends, International Centre

for Mathematical Sciences, Edinburgh, UK, 2014 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

• International Workshop VMS2013 �Variational MultiScale and Stabilized

Finite Elements�, Barcelona, Spain, 2013

• 25th Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,

UK, 2013

• MAFELAP 2013 �The Mathematics of Finite Elements and Applications�,

Brunel University, UK, 2013

• Fifth Conference on �Numerical Analysis and Applications� NAA'12, Loze-

netz, Bulgaria, 2012 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

• International Conference FoCM'11 �Foundations of Computational Mathe-

matics�, Budapest, Hungary, 2011 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

• 24th Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,

UK, 2011

• International Conference BAIL 2010 �Boundary and Interior Layers: Compu-

tational and Asymptotic Methods�, Zaragoza, Spain, 2010

• Fifth Conference �Finite Di�erence Methods: Theory and Applications�,

Lozenetz, Bulgaria, 2010 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

• 23rd Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,

UK, 2009

• International Conference �Contemporary Problems of Computational Math-

ematics and Mathematical Physics� in memory of the academician A.A.

Samarskii, Moscow, Russia, 2009
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• International Conference BAIL 2008 �Boundary and Interior Layers�, Lime-

rick, Ireland, 2008

• Fourth Conference on �Numerical Analysis and Applications� NAA'08, Loze-

netz, Bulgaria, 2008 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

• International Conference CMAM-3 �Computational Methods in Applied

Mathematics�, Minsk, Belarus, 2007.

• Second International Workshop on �Analysis and Numerical Approximation

of Singular Problems� IWANASP'06, Karlovassi, Greece, 2006 (ïðèãëàøåí-

íûé äîêëàä)

• Fourth Conference on �Finite Di�erence Methods: Theory and Applica-

tions�, Lozenetz, Bulgaria, 2006 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

• Conference �Tikhonov and Contemporary Mathematics�, Moscow, Russia,

2006.

• Workshop on �Adaptive Method, Theory and Application�, Peking Univer-

sity, Beijing, China, 2005 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

• 21st Biennial Conference on Numerical Analysis, Dundee, UK, 2005

• Conference MMA2005/CMAM2, Trakai, Lithuania, 2005

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 7 ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðîâàííîé

ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 183 íàçâàíèÿ. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 298

ñòðàíèö.

Ãëàâà 1, âêëþ÷àþùàÿ ��1�3, ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ÿâíûõ àïîñòåðèîð-

íûõ îöåíîê îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî ïîëóëèíåéíîãî ñèí-
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ãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè:

Lu :“ ´ε2∆u` fpx, uq “ 0 â Ω, u “ 0 íà BΩ. (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 ă ε ď 1, à f íåïðåðûâíà â Ω ˆ R è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ fp¨, sq P L8pΩq ïðè ëþáîì s P R, à òàêæå îäíîñòîðîííåìó óñëî-

âèþ Ëèïøèöà fpx, uq ´ fpx, vq ě Cf ru ´ vs ïðè ëþáûõ u ě v ñ íåêîòîðîé

ïîñòîÿííîé Cf ě 0. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñ

Cf “ 0 óðàâíåíèÿ òèïà (1) â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííûìè. Îá-

ëàñòü Ω Ă Rn, n “ 2, 3, ÿâëÿåòñÿ, âîçìîæíî íåëèïøèöåâûì, ìíîãîóãîëüíèêîì

èëè ìíîãîãðàííèêîì. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u P H1
0 pΩqXCpΩ̄q (ñì. Ëåììó 1.1 íèæå). Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Cf`ε

2 ě 1

(ïîñêîëüêó äåëåíèå íà Cf ` ε
2 íåìåäëåííî ñâîäèò (1) ê äàííîìó ñëó÷àþ).

Áóäóò ðàññìîòðåíû ñòàíäàðòíûå êîíå÷íîýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè çà-

äà÷è (1). Ïóñòü Sh Ă H1
0 pΩq ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ëàãðàíæåâûì êîíå÷-

íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíê-

öèé ñòåïåíè r, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèè

îáëàñòè T , à uh P Sh ïóñòü óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ε2
x∇uh,∇vhy ` xfp¨, uhq, vhyh “ 0 @ vh P Sh. (2)

Çäåñü x¨, ¨y îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2pΩq, à x¨, ¨yh

� íåêîòîðîå åãî ïðèáëèæåíèå, ïîëó÷àåìîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ

ôîðìóë (áîëåå òî÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ êîòîðîãî áóäóò îïèñàíû íèæå).

Â �1 äëÿ çàäà÷è (1) áóäóò óñòàíîâëåíû ÿâíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè

îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿçîê â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

íà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ. Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ

íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì

ïîëó÷åíû è èñïîëüçîâàíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà ëèíåàðè-

çîâàííîãî îïåðàòîðà, êîòîðûå äàæå â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íåñêîëü-

êî óëó÷øàþò ñòàíäàðòíûå, è ïîýòîìó ïðèâîäÿò ê àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì ñ
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áîëåå òî÷íîé ñòåïåíüþ ëîãàðèôìà. Äîêàçàíî, ÷òî ïðèñóòñòâóþùèé â ïîëó-

÷åííûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ ëîãàðèôì ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïî êðàéíåé

ìåðå â ñëó÷àå ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. (Ðàíåå

íåîáõîäèìîñòü ëîãàðèôìà áûëà äîêàçàíà ëèøü äëÿ àíàëîãè÷íûõ àïðèîðíûõ

îöåíîê.)

Ïîëó÷åííûå â ïàðàãðàôå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïðåäñòàâëåíû â Òåîðå-

ìå 1.12. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî âñå âñå èíòåãðàëû

â (2) âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî, ò. å. x¨, ¨yh “ x¨, ¨y. Òîãäà âåðõíÿÿ àïîñòåðèîðíàÿ

îöåíêà èõ Òåîðåìû 1.12 ïðèíèìàåò âèä

}u´ uh}8 ;Ω ď C max
TPT

´

mint1, `hh
2
T ε
´2
u } ε2∆uh ´ fp¨, uhq }8 ;T

`mintε, `hhT u}J∇uhK}8 ;BT

¯

.
(3)

Çäåñü hT “ diampT q, J∇uhK îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé uh ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà ñåòêè, à `h “ lnp2 ` εh´1

q

ñ h “ minTPT hT .

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (3) ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíîé ïî ε â òîì ñìûñëå, ÷òî çàâè-

ñèìîñòü îò ε à ýòîé îöåíêå ïîêàçàíà ÿâíî. Òàêæå, àíàëîãè÷íî ðàáîòå [149] (â

êîòîðîé âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû ðîáàñòíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ óðàâ-

íåíèé òèïà (1), íî â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå), âåñîâûå êîýôôèöèåíòû â ýòîé

îöåíêå ïðèíèìàþò ðàçíóþ ôîðìó â çàâèñèìîñòè îò ëîêàëüíîãî äèàìåòðà

ñåòêè hT , ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ hT ă ε èëè hT ě ε.

Òåîðåìà 1.12 òàêæå îïèñûâàåò ïîëó÷åííûå íàìè ðîáàñòíûå ïî ε íèæ-

íèå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè; ïîñëåäíèå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâûâàþò ýôôåê-

òèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíèõ îöåíîê.

Îòìåòèì òàêæå óëó÷øåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â (3) ïî

ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûìè îöåíêàìè (ñì., íàïðèìåð, [125, 74]) äàæå äëÿ

ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ñòåïåíü `h â (3) ðàâíà 1 ïðè n “ 2 è n “ 3,

â òî âðåìÿ êàê ñòåïåíü àíàëîãè÷íîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ â [125]

áîëüøå 1. Ñòåïåíü ëîãàðèôìà ïðè n “ 3 óæå áûëà óëó÷øåíà äî 1 â [74];
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çäåñü æå ìû ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íîå óëó÷øåíèå äëÿ n “ 2. Çàìåòèì, ÷òî ïî-

ñëåäíåå óëó÷øåíèå áóäåò óñòàíîâëåíî áëàãîäàðÿ áîëåå òî÷íîé, ïî ñðàâíåíèþ

ñî ñòàíäàðòíûìè, îöåíêå |Gpx, ¨q|2,1,ΩzBpx,ρq À ε´2`ρ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G ýë-

ëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà òèïà L â (1) (ñì. Òåîðåìó 1.2). Çäåñü Bpx, ρq � øàð

ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì x P Ω, è, ÷òî âåñüìà âàæíî, ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæè-

òåëü `ρ :“ lnp2` ερ´1q èìååò ñòåïåíü 1.

Áîëåå òîãî, â �1.4 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðèñóòñòâóþùèé â (3) ëîãàðèô-

ìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå

ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â íåêîòîðûõ âûïóê-

ëûõ ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòÿõ. Ðàíåå íåîáõîäèìîñòü ëîãàðèôìà áûëà äîêàçà-

íà ëèøü äëÿ àíàëîãè÷íûõ àïðèîðíûõ îöåíîê (ñì. [96, 61, 1] ïðè n “ 2 è [172]

ïðè n “ 3).

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [157].

Â �2 äëÿ çàäà÷è (1) â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ áóäóò óñòàíîâëåíû ÿâ-

íûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿçîê â

íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ �1, â äàííîì ïàðàãðàôå, à òàêæå

â �3, ìû îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè â äâó-

ìåðíîé îáëàñòè, ïðè ýòîì íàøå âíèìàíèå áóäåò ïåðåíåñåíî íà ñóùåñòâåííî

áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê (ò. å. ýëå-

ìåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ñåòîê ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî ñèëüíî ñïëþ-

ùåíû). Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåí-

òîâ ñåòêè, èõ àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè) è

ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Äàæå äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ïîëó÷àåìîãî èç (1) ïðè ε “ 1

è fu “ 0) íàì íåèçâåñòíû êàêèå-ëèáî àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàê-

ñèìóìà ìîäóëÿ ïðè îòñóòñòâèè ïðåäïîëîæåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè àñïåêòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè (íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [82, 123, 71, 125] ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êâàçèðàâíîìåðíîñòü ñåòêè). Åùå áîëüøèé èíòåðåñ àíèçî-

òðîïíûå ñåòêè ïðåäñòàâëÿþò â êîíòåêñòå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ äèôôå-
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ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (òàêèõ, êàê (1) ïðè ε ! 1), ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèé

òàêèõ óðàâíåíèé õàðàêòåðíû ïîãðàíè÷íûå è âíóòðåííèå ñëîè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ��2�3 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) áóäóò ðàññìîòðåíû ñòàí-

äàðòíûå ëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Ïóñòü Sh Ă H1
0 pΩq X CpΩ̄q ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, àññîöèèðó-

åìûì ñ òðèàíãóëÿöèåé T , à ÷èñëåííîå ðåøåíèå uh P Sh ïóñòü óäîâëåòâî-

ðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2), â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ xfp¨, uhq, vhyh :“ xf Ih , vhy, ãäå

fhp¨q :“ fp¨;uhq, à f
I
h � ñòàíäàðòíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò Ëàãðàí-

æà äëÿ fh. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî óãëû âñåõ àíè-

çîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ áëèçêè ê íåòóïûì. Òîãäà íàøà ïåðâàÿ îöåíêà ïðèíè-

ìàåò âèä

}u´ uh}8 ;Ω ď C `h max
zPN

´

mintε,Hzu
›

›Jz
›

›

8 ;γz
`mintε2, H2

z u }ε
´2f Ih}8 ;ωz

¯

` C }fh ´ f
I
h}8 ;Ω , (4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C is íå çàâèñèò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è èõ àñïåêòíûõ

ñîîòíîøåíèé (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè), à òàêæå îò ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ε. (Äàííàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (2.44), (2.47), (2.21) ñ Ëåì-

ìîé 2.17.) Çäåñü N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ýëåìåíòîâ T , Jz îáîçíà÷àåò
ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé uh ÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà, ωz

� ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ âåðøèíó z P N , à γz � ìíîæåñòâî ðå-

áåð âíóòðè ωz, Hz “ diampωzq, `h “ lnp2`εh´1
q, à h � ìèíèìàëüíûé äèàìåòð

îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè â T .
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ε “ 1 ñîîòíîøåíèå (4) äàåò ñòàíäàðòíóþ àïîñòåðèîðíóþ

îöåíêó, àíàëîãè÷íóþ ðåçóëüòàòàì [82, 123, 125], ñ òîé ñóùåñòâåííîé ðàçíèöåé,

÷òî çäåñü îíà áóäåò óñòàíîâëåíà äëÿ ñëó÷àÿ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê. Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî îöåíêà (4) ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íà ñ àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé (3),

ïîëó÷åííîé äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ñëó÷àÿ ε P p0, 1s, îäíàêî ñåé÷àñ

ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ ëîêàëüíîé êâàçèðâàíîìåðíîñòè òðèàí-

ãóëÿöèè.
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Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ñòàíäàðòíûõ äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ñëó÷àÿ

ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòîê îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî îäíèì èç ñåðüåçíûõ

ïðåïÿòñòâèé ïðè èõ îáîáùåíèè íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíûõ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ ïðè-

ìåíåíèå òåîðåìû î ñëåäàõ ïðè îöåíêå íåâÿçîê ÷åðåç ãðàíèöû ýëåìåíòîâ. Ïðè

ýòîì â ïîëó÷àþùèõñÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ ïîÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû,

çàâèñÿùèå îò àñïåêòíûõ ñîîòíîøåíèé ýëåìåíòîâ ñåòêè, ïîýòîìó òàêèå îöåíêè

÷ðåçâû÷àéíî ãðóáû è íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîé îöåí-

êè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Çàìå÷àíèå 2.6 ïðîëèâàåò íåêîòîðûé ñâåò íà

íàø ïîäõîä ê ïðåîäîëåíèþ ýòîãî òåîðåòè÷åñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ñëàãàåìûõ â (4), ïîýëåìåíò-

íûå íåâÿçêè }ε´2f Ih}8 ;ωz íå îòðàæàþò àíèçîòðîïíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëå-

ìåíòîâ ñåòêè. Ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ (è, â íåêîòîðîì ñìûñëå,

àíèçîòðîïíóþ) îöåíêó äëÿ ïîýëåìåíòíûõ íåâÿçîê, áóäóò ââåäåíû â ðàññìîò-

ðåíèå öåïî÷êè êîðîòêèõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ àíèçîòðîïíûå óçëû (ñì. �2.6.4,

à òàêæå Ðèñ. 2.4, ñïðàâà). Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

òàêèå öåïî÷êè áóäåò ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà

}u´ uh}8 ;Ω ď C `h

”

max
zPN

´

mintε,Hzu
›

›Jz
›

›

8 ;γz

¯

` max
zPN zNpaths

´

mint1, ε´2H2
z u}f

I
h}8 ;ωz

¯

` max
zPNpaths

´

mintε,Hzu mintε, hzu}ε
´2f Ih}8 ;ωz `mint1, ε´2H2

z u oscpf Ih ;ωzq
¯ı

` C }fh ´ f
I
h}8 ;Ω , (5)

(êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (2.44), (2.58), (2.21) ñ Ëåììîé 2.17). Çäåñü

Npaths îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî óçëîâ, êîòîðûå çàäåéñòâîâàíû õîòÿ áû â îäíîé

öåïî÷êå, à hz » H´1
z |ωz|. Ïîñêîëüêó äëÿ àíèçîòðîïíûõ óçëîâ ñïðàâåäëèâî

hz ! Hz, òî î÷åâèäíî, ÷òî îöåíêà (5) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé ïî ñðàâíåíèþ ñ

(4). (Ïîñëåäíåå òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ â �2.5.4).

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [168].
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Â �3, êàê è â �2, äëÿ çàäà÷è (1) â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ áóäóò óñòà-

íîâëåíû ÿâíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñ-

íîâå íåâÿçîê äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê, íî, â

îòëè÷èå îò �2, çäåñü îöåíêè ðåøåíèÿ áóäóò ïîëó÷åíû â òàê íàçûâàåìîé

ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ~¨~ε ;Ω, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííûì âàðèàíòîì

íîðìû â W 1
2 pΩq è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

~v~ε ;Ω :“
!

ε2
}∇v}22 ;Ω ` }v}

2
2 ;Ω

)1{2

.

Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè,

èõ àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì äëÿ èíòåðïîëÿöèè

ôóíêöèè Ãðèíà íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ ïðåäëîæåí íîâûé êâàçèèíòåðïîëÿ-

öèîííûé îïåðàòîð. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè àïîñòåðèîðíûìè îöåí-

êàìè äàííîãî òèïà, â ïîëó÷åííûõ íàìè îöåíêàõ îòñóòñòâóþò íåæåëàòåëüíûå

ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ (matching functions). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþò-

ñÿ íîâûìè äàæå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Â ðàìêàõ ïðåäâàðèòåëüíîãî îïèñàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà,

íàøà ïåðâàÿ îöåíêà ïðèíèìàåò ôîðìó

~uh ´ u~ε ;Ω ď C
!

ÿ

zPN
minthzHz, εHzu

›

›εJz
›

›

2

8 ;γz

`
ÿ

zPN

›

›mint1, Hzε
´1
u f Ih

›

›

2

2 ;ωz
`

›

›fh ´ f
I
h

›

›

2

2 ;Ω

)1{2

, (6)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C is íå çàâèñèò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è èõ àñïåêòíûõ

ñîîòíîøåíèé (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè), à òàêæå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà

ε. (Äàííàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (3.14), (3.15), (3.25), (3.26) ñ

Çàìå÷àíèåì 3.10 è Òåîðåìîé 3.18.) Çäåñü N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí

ýëåìåíòîâ T , Jz îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé uh
÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà, ωz � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ âåðøèíó

z P N , γz � ìíîæåñòâî ðåáåð âíóòðè ωz, Hz “ diampωzq, à hz » H´1
z |ωz|.

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î òðèàíãóëÿöèè áóäåò

òàêæå óñòàíîâëåíà è áîëåå òî÷íàÿ (õîòÿ è íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ) àïî-
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ñòåðèîðíàÿ îöåíêà, â êîòîðîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ (6), ãðóáî ãîâîðÿ, ñëàãàåìûå

mint1, Hzε
´1u áóäóò çàìåíåíû íà mint1, hzε

´1u, ïðè ýòîì â îöåíêå ïîÿâÿò-

ñÿ íåêîòîðûå íîâûå ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ ïîýëåìåíòíûìè íåâÿçêàìè (ñì.

Òåîðåìó 3.11).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ íà îñíîâå íåâÿçîê âñå-

ãäà ïðèñóòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, àíàëîãè÷íàÿ C â ïðàâûõ ÷àñòÿõ

îöåíîê (4), (5) è (6), â òî âðåìÿ êàê âî âñåõ áîëåå ðàííèõ àïîñòåðèîðíûõ

îöåíêàõ â ýíåðãåòè÷ñêîé íîðìå íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåò-

êàõ èç [104, 105, 107] òàêèå ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå

ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ (matching functions). Ïîñëåäíèå æå ÿâëÿþòñÿ ôóíê-

öèÿìè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è ïðèíèìàþò óìåðåííûå çíà÷åíèÿ, åñëè

ëèáî ñåòêà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíà, ëèáî åñëè ñåòêà, áóäó÷è àíèçîòðîï-

íîé, ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàíà ïî îòíîøåíèþ ê ðåøåíèþ. Â îáùåì æå ñëó÷àå

ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ çàâèñÿò îò àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè,

è, òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ [104, 105, 107] (àíàëîãè÷íûå C â (6))

ìîãóò ïðèíèìàòü íåîãðàíè÷åííî áîëüøèå çíà÷åíèÿ íà ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ

ñåòêàõ (åñëè òîëüêî ñåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàííîé ïî îòíî-

øåíèþ ê ðåøåíèþ).

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî ïðèñóòñòâèå ïîäîáíûõ ôóíêöèé ñîãëàñîâàíèÿ

â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ âåñüìà íåæåëàòåëüíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â �2 ïîëó-

÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, â êîòîðûõ ôóíêöèè

ñîãëàñîâàíèÿ âîîáùå îòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ÷òî â

áîëüøîé ñòåïåíè â �3 ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò, îïè-

ñàííûé â �2. Â òî æå âðåìÿ áóäåò ïðåîäîëåí ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ òåõíè-

÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Íàïðèìåð, ìîäèôèöèðîâàííûé èíòåðïîëÿíò Ëàãðàíæà,

êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè Ãðèíà â �2, ñòàíîâèòñÿ

íåïðèìåíèìûì ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå äàæå â ñëó-

÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïîýòîìó äëÿ èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè Ãðèíà íà àíè-

çîòðîïíûõ ñåòêàõ ïîñòðîåí íîâûé êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð, êîòî-
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ðîé ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü íåçàâèñèìûé èíòåðåñ. Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ áî-

ëåå òîíêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ, è áóäóò

îñëàáëåíû íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè, ñäåëàííûå â �2 äëÿ

óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [169].

Ãëàâà 2, âêëþ÷àþùàÿ ��4�5, ïîñâÿùåíà ïîëóëèíåéíûì ïàðàáîëè÷åñêèì

óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ äàííûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ âðå-

ìåííûå ïîëóäèñêðåòèçàöèè è ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûå ìåòîäû íà îñíîâå íåÿâ-

íîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåð-

êèíà dGprq ñ êâàäðàòóðîé Ðàäî. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ãëàâû ÿâëÿþòñÿ

àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ îøèáêè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è äëÿ êëàññè÷åñêèõ, è äëÿ ñèí-

ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòîòà ïðåäëîæåííîãî òåîðåòè÷åñêîãî

ïîäõîäà ñâÿçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿíòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî

âðåìåíè, ñòåïåíü êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó ìåòîäà è ÿâëÿåòñÿ áîëåå

íèçêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ òèïè÷íî èñïîëüçóåìûìè â ëèòåðàòóðå èíòåðïîëÿí-

òàìè (íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ). Òàêæå âàæíóþ ðîëü â ïðåäñòàâëåííîì

àíàëèçå èãðàþò îöåíêè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

Mu :“ Btu` Lu` fpx, t, uq “ 0 ïðè px, tq P Q :“ Ωˆ p0, T s,

ãäå L “ Lptq ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿä-

êà, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü Ω Ă Rn èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó. Ïðè ýòîì

íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ:

upx, 0q “ ϕpxq ïðè x P Ω̄, upx, tq “ 0 ïðè px, tq P BΩˆ r0, T s.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â Ω̄ ˆ r0, T s ˆ R, äèôôåðåí-
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öèðóåìà ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó, à òàêæå ïðè íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

ïîñòîÿííûõ γ è γ̄ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

0 ď γ2
ď Bzfpx, t, zq ď γ̄2 ïðè px, t, zq P Ω̄ˆ r0, T s ˆ R.

Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ñ L :“ ´ε24 “

´ε2
řn
i“1 B

2
xi
:

Mu :“ Btu´ ε
24u` fpx, t, uq “ 0 (7)

â îãðàíè÷åííîé ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè Ω Ă Rn ïðè n “ 1, 2, 3. Ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå áóäåò ðàññìîòðåíî â äâóõ ðåæèìàõ:

(i) ε “ 1, γ ě 0; (ii) ε ! 1, γ ą 0.

Çàìåòèì, ÷òî ðåæèì (ii) ñîîòâåòñòâóåò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîìó óðàâíåíèþ

ðåàêöèè-äèôôóçèè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðîãî õàðàêòåðíû ðåçêèå ïîãðàíè÷íûå

è âíóòðåííèå ñëîè. Âåñüìà âàæíî, ÷òîáû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè, ïîëó÷åííûå

äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, áûëè ðîáàñòíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ çàâèñèìîñòü

îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà ÿâíûì îáðàçîì [112, 132],

à òàêæå ýôôåêòèâíîñòü òàêèõ îöåíîê íå äîëæíà óõóäøàòüñÿ ïðè óìåíüøå-

íèè ε.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ãëàâû îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [175].

Â �4 ïðåäñòàâëåíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïîëóäèñêðåòíûõ ìåòîäîâ

(áåç äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà, àïî-

ñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí

è ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòâåòñòâåííî â Òåîðå-

ìàõ 4.8, 4.10 è 4.13. Ýòè àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îáúåäèíåíû â âèäå áîëåå

îáùåé îöåíêè (4.10), ïðèñóòñòâóþùèå â êîòîðîé âåëè÷èíû îïèñàíû â Òàáëè-

öå 4.1.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåçàâèñÿùåãî îò t îïåðàòîðà L íåÿâíîé ìåòîä Ýéëåðà
íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî âðåìåíè ttju ïðèíèìàåò âèä

U j ´ U j´1

tj ´ tj´1

` LU j
` fp¨, tj, U

j
q “ 0 â Ω, j “ 1, . . . ,M ; U0

“ ϕ.
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Çäåñü U j P H1
0 pΩq X CpΩ̄q � ÷èñëåííîå ðåøåíèå, àññîöèèðóåìîå ñ âðåìåííûì

óðîâíåì tj. À îöåíêà èç Òåîðåìû 4.8 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèíèìàåò âèä

›

›Um
´ up¨, tmq

›

›

8,Ω
ď pκ1 `m ` κ2q max

j“1,...,m´1

›

›U j
´ U j´1

›

›

8,Ω
` 2κ0

›

›Um
´ Um´1

›

›

8,Ω

` κ0

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

e´γ
2ptm´sq

›

›fp¨, s, U j
q ´ fp¨, tj, U

j
q
›

›

8,Ω
ds ,

(8)

ãäå m “ 1, . . . ,M , `m “ `mpγq :“
ştm
τm
s´1e´

1
2
γ2s ds ď lnptm{τmq.

Çäåñü, à òàêæå â áîëåå îáùåé îöåíêå (4.10) ïðèñóòñòâóþò ïîñòîÿííûå

κ0, κ1 ą 0 è κ2 ě 0 èç ñëåäóþùèõ îöåíîê íà ôóíêöèþ Ãðèíà G ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ëèíåàðèçîâàííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà (êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â

(4.5)):

}Gpx, t; ¨, sq}1,Ω ď κ0 e´γ
2pt´sq,

ż t´τ

0

}BsGpx, t; ¨, sq}1,Ω ds ď κ1 `pτ, tq ` κ2,

ãäå x P Ω, τ P p0, ts, t P p0, T s, à `pτ, tq :“
şt

τ
s´1e´

1
2
γ2s ds ď lnpt{τq. Çàìåòèì,

÷òî äàííûå ïîñòîÿííûå äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è (7) ïîëó÷åíû â Ëåììå 4.2.

�5 ïîñâÿùåí îáîáùåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â �4, íà ñëó÷àé ïîë-

íîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ. Â êà÷åñòâå äèñêðåòèçàöèé ïî ïðîñòðàíñòâó èñ-

ïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ïàðàãðàôà, àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ïîëíîñòüþ

äèñêðåòíûõ íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíî-

ãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòâåòñòâåííî â Òåîðåìàõ 5.9, 5.17

and 5.22. Ýòè àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îáúåäèíåíû â âèäå áîëåå îáùåé îöåíêè

(5.8), êîòîðàÿ â áîëüøîé ñòåïåíè èìèòèðóåò îöåíêó (4.10) äëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ïîëóäèñêðåòíîãî ìåòîäà.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåçàâèñÿùåãî îò t îïåðàòîðà L äëÿ ïîëíîñòüþ äèñ-

êðåòíîãî íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî
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âðåìåíè ttju îöåíêà èç Òåîðåìû 5.9 ïðèíèìàåò âèä

›

›umh ´ up¨, tmq
›

›

8,Ω
ď κ0 e´γ

2tm
›

›u0
h ´ ϕ

›

›

8,Ω

` pκ1 `m ` κ2q max
j“1,...,m´1

!

›

›ujh ´ u
j´1
h

›

›

8,Ω
` ηj

)

` 2κ0

›

›umh ´ u
m´1
h

›

›

8,Ω
` pκ0 ` 1q ηm

` κ0

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

e´γ
2ptm´sq

›

›θhp¨, sq
›

›

8,Ω
ds . (9)

ãäå m “ 1, . . . ,M . Çäåñü ujh P Vh XH
1
0 pΩq � ÷èñëåííîå ðåøåíèå, àññîöèèðóå-

ìîå ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåòêà ïî ïðîñòðàí-

ñòâó è ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî Vh íå çàâèñÿò îò j.

(Òåîðåìà 5.9 äàåò àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.) Âåëè-

÷èíà θh â (9) â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íà fp¨, s, U jq´fp¨, tj, U
jq â (8) (ñì.

Çàìå÷àíèå 5.6).

Íàêîíåö, íîâûå, ïî ñðàâíåíèþ ñ (8), âåëè÷èíû ηj â (9) îïèñûâàþò îøèáêó,

ïîðîæäàåìóþ äèñêðåòèçàöèåé ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðè îáîáùåíèè ðåçóëüòàòîâ

ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà íà ñëó÷àé ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ ìû îïè-

ðàåìñÿ íà òàê íàçûâàåìûå ýëëèïòè÷åñêèå ðåêîíñòðóêöèè (elliptic reconstruct-

ions). Äàííûé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [114, 108, 75]

è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåõíèêè íà îñíîâå ïðîåêöèè Ðèòöà (Ritz projection)

[153], ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè äëÿ êî-

íå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò

ïðåäñòàâèòü ηj â òåðìèíàõ ÿâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíèâàòå-

ëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñïîëüçóåìîé ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè. Íà-

ïðèìåð, äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà âåëè÷èíà ηj ÿâíûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

÷èñëåííîå ðåøåíèå ujh è ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ
ujh´u

j´1
h

tj´tj´1
` fp¨, tj, u

j
hq (ñì.

òàêæå �5.2.1).

Ãëàâà 3, âêëþ÷àþùàÿ ��6�7, ïîñâÿùåíà íåìîíîòîííûì ýëëèïòè÷åñêèì

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì óðàâíåíèÿì ðåàêöèè-äèôôóçèè. Ïîä íåìîíîòîí-
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íûìè ïîëóëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè áóäóò ïîíèìàòüñÿ óðàâ-

íåíèÿ, â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü ïî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ ìîíî-

òîííîé, ïîýòîìó òàêèå óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìó-

ùåííîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè â âèäå

Fu ” ´ε24u` bpx, uq “ 0, x “ px1, x2q P Ω Ă R2, (10a)

upxq “ gpxq, x P BΩ, (10b)

ãäå ε � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷å-

íèÿ, 4 “ B2
x1
`B2

x2
îáîçíà÷àåò îïåðàòîð Ëàïëàñà, à Ω ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé

äâóìåðíîé îáëàñòüþ.

Ïîëàãàÿ ε “ 0 â (10a), ïîëó÷àåì âûðîæäåííóþ âåðñèþ (10):

bpx, u0pxqq “ 0 äëÿ x P Ω. (11)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå u0 óðàâíåíèÿ (11), âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â (10b). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ ðåøåíèé (10)

õàðàêòåðíû ïîðãðàíè÷íûå ñëîè. Ðåøåíèÿ (10) ìîãóò òàêæå èìåòü âíóòðåííèå

ïåðåõîäíûå ñëîè [19, 38, 147, 183].

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ b íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ìîíîòîííîé ïî u, ïîýòîìó è

âûðîæäåííîå óðàâíåíèå (11), è èñõîäíàÿ çàäà÷à (10) ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî

ðåøåíèé. Â ëèòåðàòóðå æå ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå íåðåäêî ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [133, 10]), ÷òî óðàâíåíèå (10a) ìîíîòîííî ïî u è,

áîëåå òîãî, bupx, uq ą γ2 ą 0 ïðè ëþáûõ px, uq P Ω ˆ R1 äëÿ íåêîòîðîé ïî-

ëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé γ. Ïðè äàííîì óñëîâèè âûðîæäåííàÿ çàäà÷à èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì â Ω̄ (÷òî, â

ñèëó êîìïàêòíîñòè Ω̄, ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè).

Òåì íå ìåíåå, äàííîå ãëîáàëüíîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñåðüåçíûì îãðà-

íè÷åíèåì. Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âîçíèêàþùèå ïðè ìîäåëèðîâà-

íèè áèîëîãè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íåðåäêî èñïîëüçóþò óðàâíåíèÿ

òèïà (10), â êîòîðûõ bpx, uq íåìîíîòîííà ïî u [120, �14.7], [94, �2.3].
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Â �6 áóäóò ðàññìîòðåíû ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) â ñëó÷àå

ãëàäêîé îáëàñòè Ω. Öåëüþ ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâà-

íèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, à òàêæå èññëåäîâàíèå èõ òî÷íîñòè íà ñãóùàþùèõñÿ

â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ ñåòêàõ òèïà Áàõâàëîâà è Øèøêèíà. Óñòàíîâëåí âòî-

ðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè

Øèøêèíà) â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïà-

ðàìåòðó ε ïðè óñëîâèè ε ď Ch. Çäåñü h ą 0 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äèàìåò-

ðîì ýëåìåíòîâ ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íå ïðåâîñõîäèò

Ch´2. Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñõîäèìîñòè áóäóò ïðîèëëþñòðèðî-

âàíû ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó íåìîíîòîííîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ

íàëè÷èåì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ñòàíäàðòíûé òåõíè-

÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè êàê

äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ, òàê è äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé,

ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì. Â äàííîì ïàðàãðàôå, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî èíîé

ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äèñêðåòíûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé,

ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûìè ìîäèôèêàöèÿìè àñèìòîòè÷åñêî-

ãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Äàííûé ïîäõîä ðàíåå èñïîëüçîâàëñÿ â

ðàáîòàõ [70, 143, 182] äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è

âïåðâûå áûë îáîáùåí àâòîðîì äèññåðòàöèè íà ñëó÷àè ýëëèïòè÷åñêèõ è ïà-

ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â [163, 181].

Çàäà÷à (10) áóäåò ðàññìîòðåíà â ãëàäêîé îáëàñòè Ω ïðè ñëåäóþùèõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ [88, 38]:

A1 Ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå âûðîæäåííîå ðåøåíèå, ò. å. âûðîæäåííàÿ çàäà-

÷à (11) èìååò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå u0, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè

íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ ą 0 óñëîâèþ

bupx, u0q ą γ2
ą 0 äëÿ ëþáîãî x P Ω.
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A2 Ãðàíè÷íîå óñëîâèå gpxq óäîâëåòâîðÿåò
ż v

u0pxq

bpx, sq ds ą 0 äëÿ ëþáîãî v P
`

u0pxq, gpxq
‰1
, x P BΩ.

Èñïîëüçóåìîå çäåñü îáîçíà÷åíèå pa, bs1 ñîâïàäàåò ñ pa, bs ïðè a ă b è

rb, aq ïðè a ą b, â òî âðåìÿ êàê pa, bs1 “ H ïðè a “ b.

Óñëîâèÿ A1 è A2 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ çàäà÷è (10) è ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî-

ãðàíñëîéíîå ðåøåíèå u, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå u « u0 âî

âíóòðåííåé ÷àñòè îáëàñòè, â òî âðåìÿ êàê âäîëü ãðàíèöû îáëàñòè âîçíèêàåò

ïîãðàíè÷íûé ñëîé øèðèíû Opε| ln ε|q [88, 38]; ñì. òàêæå Òåîðåìó 6.2.

Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ÷èñëåííûé ìåòîä èñïîëüçóåò äèñêðåòèçàöèþ îá-

ëàñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñãóùàþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè ïîãðàíñëîÿ êðèâîëè-

íåéíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòîê òèïà Áàõâàëîâà è Øèøêèíà, ÷èñëî óçëîâ êî-

òîðûõ íå ïðåâîñõîäèò Ch´2 (áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå äàíî â �6.3.1). Çäåñü

h ą 0 � ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ýëåìåíòîâ ñåòêè. ×òî êàñàåòñÿ äèñêðåòè-

çàöèè óðàâíåíèÿ (10a), òî îíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà

êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íà êðèâîëèíåéíîé ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè ñåòêè è ëèíåé-

íîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè íà êâàçèðàâ-

íîìåðíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå (Delaunay) âî âíóòðåííåé ÷àñòè îáëàñòè. Ñ

òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçóåìîãî çäåñü òåõíè÷åñêîãî àïïàðàòà, êëþ÷åâûì ñâîé-

ñòâîì ðàññìàòðèâàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ

îïåðàòîðà ´4 ñîîòâåòñòâóåòM -ìàòðèöå. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü

äèñêðåòíûå íèæíèå è âåðõíèå ðåøåíèÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèè åãî òî÷íîñòè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà, Òåîðåìà 6.28, óñòàíàâëèâàåò âòîðîé ïîðÿ-

äîê ñõîäèìîñòè (ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè Øèøêèíà)

â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [163], à îáîáùåíèÿ

äàííîãî ïîäõîäà êðàòêî îïèñàíû â �6.5 è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [179, 180,
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181, 183].

Â �7 çàäà÷à (10) ðàññìàòðèâàåòñÿ â âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè.

Íàëè÷èå óãëîâûõ òî÷åê íà ãðàíèöå BΩ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì ñëîæíî-

ñòÿì â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå. Â äîïîëíåíèå ê äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíûì

ïîãðàíñëîéíûì ôóíêöèÿì, â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ïîÿâëÿþòñÿ óã-

ëîâûå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè. Ýòè óãëîâûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøå-

íèÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â áåñêîíå÷íîì âûïóêëîì ñåêòîðå,

÷òî ñåðüåçíî óñëîæíÿåò àíàëèç, ïîñêîëüêó äàæå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé òà-

êèõ çàäà÷ äàëåêî íåî÷åâèäíî.

Îòìåòèì, ÷òî íàø èíòåðåñ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó çàäà÷è (10) îáó-

ñëîâëåí òåì, ÷òî ïîñòðîåííîå àñèìïîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè

è òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ε-ðàâíîìåðíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è (àíàëîãè÷íî �6). Íåêîòîðûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ (10) êðàòêî îáñóæäàþòñÿ â �7.5.

Áóäóò òàêæå ñäåëàíû òå æå ïðåäïîëîæåíèÿ A1 è A2, ÷òî è â �6, à òàêæå

ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå.

A3 (Óãëîâûå óñëîâèÿ) Äëÿ êàæäîé óãëîâîé òî÷êè Pj ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè

Ω, ïðè gpPjq ‰ u0pPjq ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

bpPj, gpPjqq

gpPjq ´ u0pPjq
ą 0.

Îáñóäèì ïðåäïîëîæåíèå A3. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì àíàëèçà, èçëîæåíèþ êî-

òîðîãî ïîñâÿùåí äàííûé ïàðàãðàô, áóäåò èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ ðåøåíèé

ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

´4z ` fpzq “ 0 (12)

â áåñêîíå÷íîì ñåêòîðå. Óðàâíåíèå òèïà (12) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, ïîñêîëüêó

óãëîâûå ïîãðàíôóíêöèè, àññîöèèðóåìûå ñ âåðøèíîé Pj ìîãóò áûòü îïèñàíû

ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) ïðè fpzq “ bpPj, zq ñ
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óñëîâèåì z “ gpPjq íà ãðàíèöå ñåêòîðà (ñì. îïèñàíèå çàäà÷è (7.12)). Êàê

áóäåò ïîêàçàíî, ïðåäïîëîæåíèå A3 íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ z. Ðåçóëüòàò èç [144] ïîêàçûâàåò, ÷òî A3 òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ z îïðå-

äåëåííîãî òèïà (ñì. Çàìå÷àíèå 7.7). Áîëåå òîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì A3 áóäåò

óñòàíîâëåíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé (12), ïîíèìàåìàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ãëàâ-

íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà, âîçíèêàþùåãî ïðè ëèíåàðèçàöèè (12)

îêîëî ðåøåíèÿ z è ðàññìàòðèâàåìîãî â ñîîòâåòñòâóþùåì ñåêòîðå ðàäèóñà

R, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è îòäåëåíî îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé

ðàâíîìåðíî ïî R Ñ 8 (ñì. �7.3.4). Ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé çàäà÷å (12) è ñî-

îòâåòñòâóþùåìó ëèíåàðèçîâàííîìó îïåðàòîðó, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â �7, è

ìîæåò òàêæå ïðåäñòàâëÿòü íåçàâèñèìûé èíòåðåñ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêî-

ãî ðàçëîæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà uas äëÿ çàäà÷è (10) è äîêàçàòåëüñòâî ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è upxq, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|u ´ uas| ď Cε2. Òàêæå áóäóò óñòàíîâëåíû ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ

äëÿ êîìïîíåíò ïîñòðîåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïîñëåäíèå ìî-

ãóò áûòü ïîëåçíûìè ïðè ïîñòðîåíèè è òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñõîäèìî-

ñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-

òàòû äëÿ ãëàäêèõ îáëàñòåé áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [88, 38].

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè äëÿ ìíî-

ãîóãîëüíûõ îáëàñòåé. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðåçóëü-

òàòû, àíàëîãè÷íûå íàøèì, áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [15] äëÿ ëèíåéíîãî âà-

ðèàíòà çàäà÷è (10). Íåëèíåéíàÿ æå çàäà÷à (10) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [23, 24, 25, 26, 27], íî ïðè âåñüìà áîëåå ñèëüíûõ,

ïî ñðàâíåíèþ ñ A3, îãðàíè÷åíèÿõ â óãëîâûõ òî÷êàõ îáëàñòè. (Íàïðèìåð, â

[25] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî bpPj, ¨q ìîíîòîííà ìåæäó gpPjq è u0pPjq, à â [23, 26]

bpPj, ¨q ïðåäïîëàãàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.) Ñëåäóÿ ðàáîòàì [97, 38], äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà òåîðèÿ âåðõíèõ è íèæ-
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íèõ ðåøåíèé. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå áóäóò ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîé

ìîäèôèêàöèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [161], à íåêîòîðûå

òåõíè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà ïîìåùåíû â [160].

Â Çàêëþ÷åíèè áóäóò ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà, â äèññåðòàöèè áóäåò èñïîëüçîâàíà

äâóõïîçèöèîííàÿ íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé, ôîðìóë, ðèñóíêîâ è òàáëèö, ïðè

ýòîì ïåðâîå ÷èñëî óêàçûâàåò íà íîìåð ïàðàãðàôà.
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Ãëàâà 1

Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé

ðåàêöèè-äèôôóçèè íà ëîêàëüíî

êâàçèðàâíîìåðíûõ è àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ

�1 Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ íà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåò-

êàõ

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïîëó÷åíèþ ÿâíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê

îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿçîê â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè

â ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòÿõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàíäàðòíûé ìåòîä êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ. Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëå-

ìåíòîâ ñåòêè è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâ-

ëåííîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà ëèíåàðè-

çîâàííîãî îïåðàòîðà. Äàæå â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èñïîëüçóìûå íàìè

îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà íåñêîëüêî óëó÷øàþò ñòàíäàðòíûå, è ïîýòîìó ïðè-

âîäÿò ê àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì ñ áîëåå òî÷íîé ñòåïåíüþ ëîãàðèôìà. Áóäåò

òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðèñóòñòâóþùèé â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ ëîãàðèôì ÿâëÿ-

åòñÿ íåîáõîäèìûì ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
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äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû èëëþñòðèðóþòñÿ ðåçóëüòà-

òàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí

â ðàáîòå [157].

1.1 Ââåäåíèå

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ÿâíûõ àïîñòåðèîðíûõ

îöåíîê îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ñëåäó-

þùåãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè:

Lu :“ ´ε2∆u` fpx, uq “ 0 â Ω, u “ 0 íà BΩ. (1.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 ă ε ď 1, à f íåïðåðûâíà â Ω ˆ R è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ fp¨, sq P L8pΩq ïðè ëþáîì s P R, à òàêæå îäíîñòîðîííåìó óñëîâèþ
Ëèïøèöà fpx, uq ´ fpx, vq ě Cf ru ´ vs ïðè ëþáûõ u ě v ñ íåêîòîðîé ïîñòî-

ÿííîé Cf ě 0. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñ Cf “ 0

óðàâíåíèÿ òèïà (1.1) â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííûìè. Îáëàñòü

Ω Ă Rn, n “ 2, 3, ßâëÿåòñÿ, âîçìîæíî íåëèïøèöåâûì, ìíîãîóãîëüíèêîì

èëè ìíîãîãðàííèêîì. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u P H1
0 pΩqXCpΩ̄q (ñì. Ëåììó 1.1 íèæå). Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Cf`ε

2 ě 1

(ïîñêîëüêó äåëåíèå íà Cf ` ε
2 íåìåäëåííî ñâîäèò (1.1) ê äàííîìó ñëó÷àþ).

Áóäóò ðàññìîòðåíû ñòàíäàðòíûå êîíå÷íîýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè çà-

äà÷è (1.1). Ïóñòü Sh Ă H1
0 pΩq ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ëàãðàíæåâûì êîíå÷-

íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíê-

öèé ñòåïåíè r, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèè

îáëàñòè T , à uh P Sh ïóñòü óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ε2
p∇uh,∇vhq ` pfp¨, uhq, vhqh “ 0 @ vh P Sh. (1.2)

Çäåñü p¨, ¨q îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2pΩq, à p¨, ¨qh

� íåêîòîðîå åãî ïðèáëèæåíèå, ïîëó÷àåìîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ

ôîðìóë (áîëåå òî÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ êîòîðîãî áóäóò îïèñàíû íèæå).
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Óðàâíåíèÿ òèïà (1.1) è åãî ïàðàáîëè÷åñêèé àíàëîã Btu`Lu “ 0 âîçíèêà-

þò ïðè ìîäåëèðîâàíèè òîíêèõ ïëàñòèí, à òàêæå â áèîëîãè÷ñêèõ, õèìè÷åñêèõ

è èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî ïîëåçíîñòü ðåçóëüòàòîâ äàííîé

ãëàâû íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àåì, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû êàê èíãðåäèåíòû â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [175] (ñì. òàêæå Ãë. 2).

ßâíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿ-

çîê â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áûëè ðàñ-

ñìîòðåíû â ðÿäå ïóáëèêàöèé. Èç íèõ íàèáîëåå ðàííèìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðà-

áîòû [82, 123], â êîòîðûõ ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå L8 äëÿ ëè-

íåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â äâóìåðíûõ îáëàñòÿõ. Ïîäõîä, èñïîëüçî-

âàííûé â [123], áûë îáîáùåí äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ â [71], à â [126, 127, 125]

ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è ñ ïðåïÿòñòâèåì è ìîíîòîííûå ïîëó-

ëèíåéíûå çàäà÷è. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [74], ñîäåðæàùóþ àïîñòåðèîðíûå

îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà â ïðè-

ìåíåíèè ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, à òàêæå óëó÷øåííûå îöåíêè äëÿ íåïðåðûâíî-

ãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, íàèáî-

ëåå áëèçîê ê ðàáîòàì [74] è [125]. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíèå òåîðåòè÷åñêî-

ãî àïïàðàòà èç [74] ïîçâîëÿåò ðàññìîòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ìíîãîóãîëüíûå

è ìíîãîãðàííûå îáëàñòè, â òî âðåìÿ êàê ðåçóëüòàòû [125] ïðèìåíèìû ëèøü

äëÿ ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé. Ïðè âûâîäå æå àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê, â êîòîðûõ

ó÷èòûâàþòñÿ îøèáêè, âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êâàäðàòóðíûõ

ôîðìóë, ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò [125]. Îòìåòèì òàê-

æå, ÷òî ñõîäèìîñòü àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ÿâíûõ àïîñòåðèîðíûõ

îöåíîê áûëà äîêàçàíà â ðàáîòàõ [138, 103].

×òî êàñàåòñÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâ-

íåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè, ýòîìó âîïðîñó òàêæå ïîñâÿùåí ðÿä ïóáëèêàöèé,

ïðè ýòîì îøèáêà ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, îöåíèâàåòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîð-

ìå. Ðàáîòà [149] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðâîé, â êîòîðîé ïîëó÷åíû ÿâíûå àïîñòå-
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ðèîðíûå îöåíêè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé íà îñíîâå íåâÿçîê äëÿ ñòàöèî-

íàðíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè, ÿâëÿþùèåñÿ ðîáàñòíûìè ïî ìàëîìó

ïàðàìåòðó. Â [100] ïðåäñòàâëåíû ïîõîæèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå çàòåì îáîá-

ùåíû äëÿ çàäà÷è Áðèíêìàíà â [101]. Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíûõ ñåòîê ÿâíûå

àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìó-

ùåííûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ïîëó÷åíû â [105, 106]. Äâóìÿ îñíîâ-

íûìè ÷åðòàìè âñåõ ýòèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåñîâûå êîýôôèöèåíòû â

ïîëó÷åííûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ ïðèíèìàþò ðàçíóþ ôîðìó â çàâèñèìî-

ñòè îò ëîêàëüíîãî äèàìåòðà ñåòêè hT , ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ hT ă ε èëè

hT ě ε, à òàêæå òî, ÷òî çàâèñèìîñòü îò ε âî âñåõ ýòèõ îöåíêàõ ïîêàçàíà ÿâíî.

Áûëè ïîëó÷åíû è äðóãèå òèïû àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê, ÿâëÿþùèåñÿ ðîáàñò-

íûìè ïî ε; ñì, íàïðèìåð, [51, 53], ãäå â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ èñïîëüçóþòñÿ

ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ëîêàëüíûõ çàäà÷.

Îòìåòèì, ÷òî â êîíòåêñòå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-

äèôôóçèè, ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íî ñèëüíîé, ïî-

ñêîëüêó ïðèñóòñòâèå â íåé ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ïðàê-

òè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ, ýòà íîðìà íå ñèëüíåå íîðìû L2pΩq; ýòîò âîïðîñ ïîäðîá-

íî îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð, â [110]. Íîðìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, íàïðîòèâ, ïîç-

âîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü áîëüøóþ îøèáêó ðåøåíèÿ â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ,

ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùåé äëÿ îöåíêè îøèáêè â ïîãðàíñ-

ëîéíûõ ðåøåíèÿõ. Â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ

óðàâíåíèé òèïà (1.1) ïîëó÷åíû â [165, 156]; ïðåäñòàâëåííûå â ýòèõ ðàáî-

òàõ ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû òîëüêî ê ïðÿìîóãîëüíûì ñåòêàì (íî, ÷òî âåñüìà

âàæíî, íå çàâèñÿò îò àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè, ò. å. ïðè-

ìåíèìû è â ñëó÷àå àíèçîòðîïíûõ ñåòîê). ×òî æå êàñàåòñÿ àïðèîðíûõ îöå-

íîê îøèáîê ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ïîäîáíûõ

óðàâíåíèé, òî ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä ðàáîò. Â [133, 109] òàêèå

îöåíêè äàíû äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé íà ãëîáàëüíî êâàçèðàâíîìåð-

íûõ ñåòêàõ, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå ëîêàëüíî àíèçîòðîïíûõ ñåòîê (êàê äëÿ
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êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ, òàê è äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé) îòìåòèì ðàáî-

òû [10, 49, 66, 155, 165], à òàêæå ïðèâåäåííûå â íèõ ññûëêè.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àïî-

ñòåðèîðíûõ îöåíîê â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, ÿâëÿþùèõñÿ ðîáàñòíûìè ïî

ìàëîìó ïàðàìåòðó ε, ïîäîáíî îïèñàííûì âûøå àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì â

ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äàæå â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëà-

ñà èñïîëüçóìûé íàìè òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò íåñêîëüêî óëó÷øàåò ñòàíäàðò-

íûé, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê îöåíêàì ñ áîëåå òî÷íîé ñòåïåíüþ ëîãàðèôìà (êàê

ïðàâèëî, ïðèñóòñòâóþùåãî â îöåíêàõ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ).

Äàëåå ìû ïðèâîäèì êðàòêîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà ñ òåì, ÷òî-

áû áîëåå ïîäðîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü èõ íîâèçíó. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæå-

íèÿ, ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî âñå âñå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî, ò. å.

p¨, ¨qh “ p¨, ¨q. (Â áîëåå äåòàëüíîé âåðñèè áóäóò òàêæå ïðèñóòñòâîâàòü èíäè-

êàòîðû êâàäðàòóðíûõ îøèáîê â äóõå ðàáîòû [125]). Íèæå áóäåò äîêàçàíî,

÷òî

}u´ uh}8 ;Ω ď C max
TPT

´

mint1, `hh
2
T ε
´2
u } ε2∆uh ´ fp¨, uhq }8 ;T

`mintε, `hhT u}J∇uhK}8 ;BT

¯

.
(1.3)

Çäåñü hT “ diampT q, J∇uhK îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé uh ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà ñåòêè, à `h “ lnp2 ` εh´1

q

ñ h “ minTPT hT . Ìû òàêæå ïîëó÷èì ðîáàñòíûå ïî ε íèæíèå àïîñòåðèîð-

íûå îöåíêè, ïîêàçûâàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíèõ îöå-

íîê. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî àïîñòåðèîðíûé àíàëèç [125], ñòðîãî ãîâî-

ðÿ, ïðèìåíèì ê (1.1), õîòÿ ðîáàñòíîñòü ïî ε íå ÿâëÿëàñü öåëüþ ýòîé ðàáîòû.

Îöåíêè â [125] ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íî íàøèì, íî Cf ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

0, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

}u´ uh}8 ;Ω ď C ˜̀αn
h max

TPT

`

h2
T ε
´2
}ε2∆uh ´ fp¨, uhq}8 ;T ` hT }J∇uhK}8 ;BT

˘

.

(1.4)



43

Çäåñü ˜̀
h “ lnp1{hq, à α2 “ 2 è α3 “ 4{3. Â îáåèõ âûøåïðèâåäåííûõ îöåíêàõ

ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò ε. Îñíîâíûì óëó÷øåíèåì â (1.3) ïî ñðàâíåíèþ

ñ (1.4) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñëó÷àå ε2 ! Cf , ò.å. êî-

ãäà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

îöåíêà(1.3) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íîé â ÷àñòè ñåòêè ñ hT " ε. Ïðè

ε “ 1, äâå âûøåïðèâåäåííûå îöåíêè ýêâèâàëåíòíû, íå ñ÷èòàÿ ðàçëè÷èé â

çíà÷åíèÿõ è ñòåïåíÿõ ïðèñóòñòâóþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå íèæå â �1.5, ïîêàçûâàþò, ÷òî îöåíêà

(1.4) íà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ε ðîáàñòíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî åå èíäåêñ

ýôôåêòèâíîñòè (îöåíêà îøèáêè äåëåííàÿ íà ðåàëüíóþ îøèáêó) áåñêîíå÷íî

ðàñòåò ïðè ôèêñèðîâàííîì maxhT è ε Ñ 0. Ïðèâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå

ýêñïåðèìåíòû òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå èíäèêàòîðîâ îøèáêè,

ïîëó÷àåìûõ èç (1.4), ïðè ìàðêèðîâêå ýëåìåíòîâ ñåòêè ïðèâîäèò ê õóäøåé

ðàáîòå ñîîòâåòñòâóþùèõ àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ.

Íàøà àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà (1.3) ïî÷òè ýêâèâàëåíòíà (1.4) ïðè Cf À ε,

ò. å. åñëè çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé; (â ýòîì ñëó÷àå íîð-

ìàëèçóþùåå óñëîâèå Cf ` ε2 ě 1 ïðèâîäèò ê ε » 1). Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå â îäíîñòîðîííåì óñëîâèè Ëèïøèöà ìîæíî ïîëîæèòü Cf “ 0, ò. å. îíî

ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ ìîíîòîííîñòè óðàâíåíèÿ, êîòîðîå è ïðåäïîëàãàåòñÿ

â [125]. Òàêèì îáðàçîì íàøà îöåíêà îáåñïå÷èâàåò åäèíîå ðàññìîòðåíèå êàê

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî, òàê è ýëëèïòè÷åñêîãî ðåæèìîâ, à òàêæå ïåðåõîäà

ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ðåæèìàìè.

Îòìåòèì òàêæå óëó÷øåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â (1.3) ïî

ñðàâíåíèþ ñ (1.4). Âî-ïåðâûõ, `h â (1.3) ìåíüøå, ÷åì ˜̀
h â (1.4) ïðè ε ! 1.

(Çàìåòèì, ÷òî â àïðèîðíûõ îöåíêàõ [133] òàêæå ïðèñòóòñâòóåò `h.) Äàëåå,

ñòåïåíü `h â (1.3) ðàâíà 1 ïðè n “ 2 è n “ 3, â òî âðåìÿ êàê ñòåïåíü ˜̀
h â (1.4)

áîëüøå 1. Ñòåïåíü ëîãàðèôìà ïðè n “ 3 óæå áûëà óëó÷øåíà äî 1 â [74]; çäåñü

æå ìû ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íîå óëó÷øåíèå äëÿ n “ 2. Áîëåå òîãî, íèæå áóäåò

ïîêàçàíî, ÷òî ïðèñóòñòâóþùèé â (1.3) ëîãàðèôìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ÿâëÿ-
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åòñÿ íåîáõîäèìûì ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â íåêîòîðûõ âûïóêëûõ ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòÿõ.

Êàê è â ïðîöèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ ïî àïîñòåðèîðíîìó àíàëèçó ýëëèïòè-

÷åñêèõ çàäà÷ â íîðìå ìàêñèìóìà, ïîòî÷å÷íàÿ îøèáêà ðåøåíèÿ áóäåò âûðà-

æåíà ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà, ïîýòîìó îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà áóäóò èãðàòü

êëþ÷åâóþ ðîëü â ïðåäñòàâëåííûõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Òàêèå îöåíêè õîðîøî èç-

âåñòíû äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Â [125], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîå

ìîíîòîííîå óðàâíåíèå, ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè (1.4) àâòîðû âîñïîëüçîâàëèñü

áàðüåðíûìè ôóíêöèÿìè ñ òåì, ÷òîáû çàòåì ïðèìåíèòü îöåíêè äëÿ ðåãóëÿðè-

çîâàííîé ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ íåñêîëüêî

óïðîùåííîé âåðñèåé ýòîãî ïîäõîäà, ïðè ýòîì, êàê è â [74], áóäåò èñïîëüçî-

âàòüñÿ íå ðåãóëÿðèçîâàííàÿ, à ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà. Îòìåòèì, ÷òî â

êà÷åñòâå óïðîùåííîãî îïåðàòîðà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ´ε2∆`Cf , ïîñêîëüêó

ïîñëåäíèé ñîõðàíÿåò êëþ÷åâûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíå-

íèÿ èç (1.1).

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �1.2 áóäóò óñòà-

íîâëåíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, à òàêæå

áóäóò ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà, êîòîðûå áóäóò èãðàòü

êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîñëåäóþùåì àíàëèçå. Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ðå-

øåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðîáàñòíûìè ïî ε, áóäóò ïîëó÷åíû â �1.3. Äàëåå, â �1.4

áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Íàêîíåö, ðåçóëüòàòû

íåêîòîðûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áóäóò ïðåäñòàâëåíû â �1.5.

1.2 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé

çàäà÷è. Îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà

Ïîñêîëüêó íàì íåèçâåñòíû äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-

ñòè èñõîäíîé çàäà÷è â òî÷íîñòè ïðè ñäåëàííûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ, ñíà-

÷àëà ìû óñòàíîâèì äàííûé ðåçóëüòàò, à çàòåì âûâåäåì ðÿä êëþ÷åâûõ äëÿ
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ïîñëåäóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ îöåíîê ôóíêöèè Ãðèíà.

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü f P CpΩ ˆ Rq, fp¨, sq P L8pΩq ïðè ëþáîì s P R,
è fpx, uq ´ fpx, vq ě 0 ïðè ëþáûõ x P Ω è u ě v, à òàêæå Ω ÿâëÿåòñÿ

ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòüþ â Rn, ïðè n “ 2 èëè n “ 3. Òîãäà (1.1) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u P H1
0 pΩq, à òàêæå ýòî ðåøåíèå u P W 2

l pΩq Ď W 1
q Ă

CpΩ̄q ïðè íåêîòîðûõ l ą n
2
è q ą n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñì. äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1 â [157]. Îòìåòèì

ëèøü, ÷òî ïîñëåäíåå îñíîâûâàåòñÿ íà îöåíêàõ èç [69, 72, 116]. l

Êàê è â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò ïî àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì â íîðìå ìàêñèìó-

ìà ìîäóëÿ, ïîòî÷å÷íàÿ îøèáêà ðåøåíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç ôóíêöèþ

Ãðèíà. Îòìåòèì, ÷òî íèæå, â �1.3.1, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòèõ öåëåé ïî-

äîéäåò ôóíêöèÿ Ãðèíà óïðîùåííîãî îïåðàòîðà L̄ :“ ´ε2∆`Cf . Ïîëó÷åííûå

íàìè îöåíêè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ëèíåàðèçîâàí-

íîãî îïåðàòîðà ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè Cf ď fu À Cf .

Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðèíà Gpx, ξq : Ω ˆ Ω Ñ R òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì

v P H1
0 pΩq XW

q
1 pΩq ñ q ą n, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

vpxq “ ε2
p∇v,∇Gpx, ¨qq ` Cf pv,Gpx, ¨qq. (1.5)

Ïðè ëþáîì x P Ω, ýòà ôóíêöèÿ G óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

L̄G “ ´ε2 ∆ξG` Cf G“ δpx´ ξq, ξ P Ω,

Gpx; ξq“0, ξ P BΩ.
(1.6)

Çäåñü δp¨q ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíîé ôóíêöèåé Äèðàêà.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïèñàòü

a » b, åñëè a À b è a Á b, â òî âðåìÿ êàê a À b áóäåò îáîçíà÷àòü a ď Cb ñ

íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C, çàâèñÿùåé îò Ω, r, è ðåãóëÿðíîñòè ýëåìåíòîâ ëî-

êàëüíî êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêè T . Îòìåòèì, ÷òî C íå çàâèñèò îò äèàìåòðîâ

ýëåìåíòîâ T è ε. Òàêæå, äëÿ D Ď Ω, 1 ď p ď 8 è k ě 0, áóäóò èñïîëüçî-

âàòüñÿ íîðìû }v}p ;D “ }v}LppDq è |v|k,p ;D “ |v|Wk
p pDq, ãäå | ¨ |Wk

p pDq îáîçíà÷àåò
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ñòàíäàðòíóþ ïîëóíîðìó â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ

ñ p-îé ñòåïåíüþ èõ ìîäóëÿ âìåñòå ñî ñâîèìè îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè äî

ïîðÿäêà k.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ G èç (1.6) ïðè ëþáîì x P Ω ñïðàâåäëèâà îöåíêà

}Gpx, ¨q}1;Ω ` ε }Gpx, ¨q} n
n´1

;Ω ` ε |Gpx, ¨q|1,1;Ω À 1. (1.7)

Òàêæå, äëÿ øàðà Bpx, ρq ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì x P Ω, ïóñòü `ρ :“ lnp2`ερ´1q.

Òîãäà

}Gpx, ¨q}1,Bpx,ρqXΩ À ε´2ρ2 `knρ , k2 “ 1 and k3 “ 0, (1.8a)

}Gpx, ¨q} n
n´2

,ΩzBpx,ρq À ε´2`ρ, (1.8b)

|Gpx, ¨q|1, n
n´1

;ΩzBpx,ρq À ε´2`ρ, (1.8c)

|Gpx, ¨q|1,1,Bpx,ρqXΩ À ε´2ρ, (1.8d)

|Gpx, ¨q|2,1,ΩzBpx,ρq À ε´2`ρ. (1.8e)

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Â ðàáîòå [74] ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ

ñëó÷àÿ ε “ 1, Cf “ 0. Ïðè n “ 2, îöåíêà (1.8e) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé ïî

ñðàâíåíèþ ñ [74, (5.21)], ïîñêîëüêó ëîãàðèôìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ln2
p1{hq â

ïîñëåäíåé óëó÷øåí äî lnp1{hq. Ñëåäîâàòåëüíî, àíàëîãè÷íîå óëó÷øåíèå ñïðà-

âåäëèâî òàêæå è äëÿ âñåõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â [74].

Ç à ì å ÷ à í è å 1.4. Àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà, íî â

ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòûõ êâàäðàòíûõ è êóáè÷åñêèõ îáëàñòÿõ, ïîëó÷åíû â

[156, 165]. Äîêàçàòåëüñòâà â ýòèõ ðàáîòàõ ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå

êîíñòðóêòèâíûìè, ïîýòîìó ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âñå îöåíêè â

Òåîðåìå 1.2 íåóëó÷øàåìû ïî ε, ρ è `ρ. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [158, 159],

â êîòîðûõ ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ñóùåñòâåííî

áîëåå ñëîæíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè.

Ïðåæäå ÷åì ìû ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 1.2, íàì ïîòðåáó-

åòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íà÷íåì ñ íåñêîëüêî âèäîèçìåíåííûõ

îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â [74] äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
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Ë å ì ì à 1.5. Ïðè ε “ 1 è Cf “ 0, äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G èç (1.6)

ñïðàâåäëèâû îöåíêè (1.7), (1.8d) è (1.8e).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñëó÷àå ε “ 1 è Cf “ 0 îöåíêà äëÿ |Gpx, ¨q|1,1;Ω

â (1.7) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (1.8d) ïðè ε “ 1, ρ “ diampΩq, â òî âðåìÿ

êàê îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû â (1.7) ìîãóò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíû èç ïîòî÷å÷íûõ

îöåíîê G èç [74, (2.6)].

Åñëè n “ 3, îöåíêè (1.8d) è (1.8e) ïðè ε “ 1 íåìåäëåííî ñëåäóþò èç [74,

(5.23) è (5.26)].

Åñëè æå n “ 2, íåîáõîäèìî óëó÷øèòü ñòåïåíü ëîãàðèôìà â [74, (5.23) è

(5.27)], ñ òåì ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè (1.8d) è (1.8e), ÷òî ìîæåò

áûòü ñäåëàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà â [74, (5.23)],

à òàêæå â [74, (5.25)], îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè ∇G çàìåíåíà â êàæäîé

èç ðàññìîòðåííûõ ïîäîáëàñòåé Ωj ðàçíîñòüþ ∇pG´minΩj Gq. Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ýòèì íàáëþäåíèåì, ìîæíî íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâà

îöåíîê [74, (5.23) è (5.27)] ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå (1.8d) è (1.8e).

Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ñëåäóþùåé ëåììû. l

Ë å ì ì à 1.6. Ïóñòü n “ 2, ε “ 1, Cf “ 0, è Ωρ “ rBpx, ρqzBpx,
1
2
ρqs X Ω

ïðè ëþáûõ ρ ą 0 è x P Ω. Òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà G èç (1.6) óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ

sup
Ωρ

Gpx, ¨q ´ inf
Ωρ
Gpx, ¨q ď C,

ãäå C íå çàâèñèò îò ρ èëè x.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì x P Ω, è ïóñòü r0 “ distpx, BΩq.

Îòìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

max
 

0 , 1
2π

ln r0
|ξ´x|

(

ď Gpx, ξq ď max
 

0 , 1
2π

ln r0
|ξ´x|

(

` C, ξ P Ω. (1.9)

Çäåñü íèæíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåí-

òàëüíîãî ðåøåíèÿ Γpx, ξq “ 1
2π

ln |ξ ´ x|´1 â R2, â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.
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×òîáû äîêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó, ïðåäïîëîæèì, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî

áëèæàéøåé òî÷êîé ê x íà BΩ ÿâëÿòñÿ O, à òàêæå ÷òî Ω Ă S, ãäå îáëàñòü

S ÿâëÿåòñÿ ëèáî (i) S “ R2ztpξ1, 0q, ξ1 ě 0u, ëèáî, â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíîãî

ìíîãîóãîëüíèêà Ω, (ii) S “ t|ξ ´ x| ă diampΩquztpξ1, 0q, 0 ď ξ1 ď CSu ñ íåêî-

òîðîé ïîñòîÿííîé CS Á 1. Ïîñêîëüêó èç Ω Ă S ñëåäóåò Gpx, ξq ď GSpx, ξq,

ãäå GS � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ îáëàñòè S, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè

â (1.9) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

GSpx, ξq ď max
 

0 , 1
2π

ln 5r0
|ξ´x|

(

` C. (1.10)

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, îöåíêà (1.10) áóäåò óñòàíîâëåíà ñíà÷àëà

äëÿ ñëó÷àÿ (i), à çàòåì äëÿ ñëó÷àÿ (ii).

(i) ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà â S “ R2ztpξ1, 0q, ξ1 ě 0u

ïîëó÷åíî â [22, ñ. 143, (16.55)]:

GSpx, ξq “
1

4π
ln

˜

t2 ´ 2t cos
`

1
2
rθ ` θ0s

˘

` 1

t2 ´ 2t cos
`

1
2
rθ ´ θ0s

˘

` 1

¸

, t “

c

r

r0

,

ãäå pr0, θ0q è pr, θq îáîçíà÷àþò ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ x è

ξ. Ïðè r ě 4r0, ïîëó÷àåì t ě 2, è, ñëåäîâàòåëüíî, GS ď
1

2π
ln | t`1

t´1
| ď 1

2π
ln 3.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà â ïîäîáëàñòè t|ξ ´ x| ě 5r0u Ă tr ě 4r0u. Äà-

ëåå, äëÿ îñòàâøåéñÿ ïîäîáëàñòè t|ξ´x| ď 5r0u, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì

ìàêñèìóìà, ïîëó÷àåì GS ď
1

2π
ln 5r0
|ξ´x|

` 1
2π

ln 3. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

(1.10) ñ ïîñòîÿííîé C “ 1
2π

ln 3 äëÿ ñëó÷àÿ (i).

(ii) Ïóñòü òåïåðü S “ t|ξ ´ x| ď diampΩquztpξ1, 0q, 0 ď ξ1 ď CSu. Âî-

ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî GSpx, ξq ď
1

2π
ln diampΩq

CS
ïðè óñëîâèè |ξ´x| ě CS. Äàëåå,

ïóñòü G1S îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ ñëó÷àÿ (i). Òîãäà, âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè GS ´ G1S â îáëàñòè |ξ ´ x| ď CS,

ïîëó÷àåì |GS ´ G1S| ď C. Òåïåðü îöåíêà (1.10) â ýòîé îáëàñòè âûòåêàåò èç

ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè äëÿ G1S, ïîëó÷åííîé äëÿ ñëó÷àÿ (i). l

Ë å ì ì à 1.7. Ïóñòü D Ă D1 Ď Ω̂ :“ ε´1Ω, è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
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disttBDzBΩ̂, BD1zBΩ̂u Á 1 è diampD1q » d. Òîãäà äëÿ ëþáîé v P L2pΩq, óäîâëå-

òâîðÿþùåé 4v P L2pΩq, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

}v}2,1 ;D À dn{2
`

}4v}2 ;D1 ` }v}2 ;D1
˘

. (1.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì α P p1, 4
3
q. Çàìåòèì, ÷òî |v|2,α ;Ω ď

Cα}4v}α ;Ω â îáëàñòè Ω [74, Ëåììà 2.1], ãäå ïîñòîÿííàÿ Cα “ CαpΩq ïðèíè-

ìàåò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî |v|2,α ;Ω̂ ď Cα}4v}α ;Ω̂ â

ðàñòÿíóòîé îáëàñòè Ω̂. Òàêæå ñïðàâåäëèâî, ÷òî |ωv|2,α ;Ω̂ ď Cα}4pωvq}α ;Ω̂ äëÿ

íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè-ñðåçêè ω, ðàâíîé 1 â D è èñ÷åçàþùåé â Ω̂zD1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

|v|2,α ;D À }4v}α ;D1 ` }∇v}α ;D1 ` }v}α ;D1 ,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî disttBDzBΩ̂, BD1zBΩ̂u Á 1. Äàëåå, â ñèëó

|D| ď |D1| À dn, ïîëó÷àåì | ¨ |2,1 ;D ď | ¨ |2,α ;D ¨ |D
1|1´1{α è } ¨ }α ;D1 ď } ¨ }2 ;D1 ¨

|D1|1{α´1{2, ïîýòîìó

|v|2,1 ;D À dn{2
`

}4v}2 ;D1 ` }∇v}2 ;D1 ` }v}2 ;D1
˘

.

Íàêîíåö, îáúåäèíèì ýòîò ðåçóëüòàò ñ }∇v}2 ;D1 ď Cp}4v}2 ;D2 ` }v}2 ;D2q, ãäå

îáëàñòü D2 îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ D1 àíàëîãè÷íî D1 äëÿ D (à ïîñòîÿííàÿ C íå

çàâèñèò îò ðàçìåðà îáëàñòè). Îñòàåòñÿ ââåñòè çàìåíó îáîçíà÷åíèé D2 “: D1.

l

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ò å î ð å ì û 1.2. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñ ë ó ÷ à é 1: 0 ă ε2 ď Cf » 1. Íà÷íåì ñ (1.8a). Âîñïîëüçîâàâøèñü

ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî 0 ď Gpx; ξq ď gnpx; ξq, ãäå gn �

ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà ´ε24` Cf â Rn. Âñïîìíèì, ÷òî [46]

g2 “
1

2πε2
K0p

a

Cf r{εq, g3 “
1

4πε3

e´
?
Cf r{ε

r{ε
, r “ |ξ ´ x|. (1.12)
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Çäåñü K0 � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà íóëåâîãî ïî-

ðÿäêà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû îöåíêè [50]

K0psq À lnp2` s´1
q, s ą 0,

K0psq À s´1{2e´s, s Á 1.
(1.13)

Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (1.8a) ëåãêî âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîé îöåíêè

äëÿ }gnpx, ¨q}1,Bpx,ρq.

Äàëåå, (1.8b) è îöåíêè äëÿ }Gpx, ¨q}1,Ω è }Gpx, ¨q} n
n´1

;Ω â (1.7) ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íî, â ñèëó (1.12) è (1.13).

Çàìåòèì, ÷òî (1.8c) ñëåäóåò èç (1.8a), (1.8d) è (1.8e). ×òîáû â ýòîì óáå-

äèòüñÿ, âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé-ñðåçêîé ω, ðàâíîé 1 â ΩzBpx, ρq è èñ÷åçà-

þùåé â Bpx, 1
2
ρq X Ω. Òîãäà èç ñîáîëåâñêîãî âëîæåíèÿ W 2

1 pΩq ãÑ W 1
n
n´1
pΩq

ñëåäóåò, ÷òî

}∇G} n
n´1

;ΩzBpx,ρq À }∇pωGq} n
n´1

;Ω (1.14)

À |G|2,1 ;ΩzBpx, 1
2
ρq ` ρ

´1
}∇G}1 ;Bpx,ρqXΩ ` ρ

´2
}G}1 ;Bpx,ρqXΩ.

Îòñþäà, äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷àåì (1.8c), â ñèëó (1.8a), (1.8d) è (1.8e).

×òîáû óñòàíîâèòü îñòàâøèåñÿ îöåíêè, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãà-

òåëüíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà Ḡ äëÿ îïåðàòîðà ´ε24 â îáëàñòè Bpx ; 2εq X Ω.

Î÷åâèäíî, ÷òî Ḡ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèåé Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà

´4 â ðàñòÿíóòûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà Ëåììà 1.5. Òî÷-

íåå, Ḡpx, ξq “ ε´nG0px{ε, ξ{εq, ãäå G0 � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ´4 â îáëàñòè

ε´1rBpx ; 2εq X Ωs, ïîýòîìó Ëåììà 1.5 äëÿ G0 ïðèâîäèò ê îöåíêàì (1.8d) è

(1.8e) äëÿ Ḡ ñ Ω çàìåíåííîé íà Bpx ; 2εq X Ω.

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
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ñëåäóþùèå îöåíêè:

ε2
|pḠ´Gqpx; ¨q|2,1 ;Bpx ;εqXΩ ` ε|pḠ´Gqpx; ¨q|1,1 ;Bpx ;εqXΩ À 1, (1.15a)

|pḠ´Gqpx; ¨q|1,1 ;Bpx ;ρqXΩ À ε´2ρ, ρ ď ε,

(1.15b)

ε2
|Gpx; ¨q|2,1 ;ΩzBpx ;εq ` ε|Gpx; ¨q|1,1 ;ΩzBpx ;εq À 1. (1.15c)

Äåéñòâèòåëüíî, îöåíêà äëÿ |Gpx, ¨q|1,1;Ω â (1.7) ñëåäóåò èç (1.15a), (1.15c) è

âåðñèè (1.7) äëÿ Ḡ. Çàìåòèì, ÷òî (1.7) ïðèâîäèò ê (1.8d) ïðè ρ ě ε. Ïðè

ρ ď ε îöåíêà (1.8d) ñëåäóþò èç (1.15b), (1.15c) è âåðñèè (1.8d) äëÿ Ḡ. Íàêîíåö,

îöåíêà (1.8e) ñëåäóåò èç (1.15a), (1.15c) è âåðñèè (1.8e) äëÿ Ḡ.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíîê (1.15).

Äëÿ (1.15a), ïîëîæèì wpξq :“ Ḡ ´ G ïðè ξ P Bpx ; 2εq X Ω. Îòìåòèì, ÷òî

èç (1.6) ñëåäóåò, ÷òî ´ε24ξ w “ Cf G. Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàñòÿíóòîé

ïåðåìåííîé ξ̂ “ ξ{ε è îáîçíà÷åíèåì v̂pξ̂q :“ vpξq äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

v, à òàêæå D̂ :“ ε´1D äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D, ïîëó÷àåì ´4ŵ “ Cf Ĝ

â B̂px ; 2εq X Ω̂, è çàòåì |4ŵ| ` |ŵ| À Ĝ` ˆ̄G. Îòñþäà, ïðèìåíèâ (1.11) ñ d “ 1,

ïîëó÷àåì

}ŵ}2,1; B̂px ;εqXΩ̂ À }4ŵ}2; B̂px ;2εqXΩ̂ ` }ŵ}2 ;B̂px; 2εqXΩ̂

À }Ĝ` ˆ̄G}2 ;B̂px; 2εqXΩ̂.

Ïåðåïèñàâ ýòîò ðåçóëüòàò â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé ξ, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøå-

íèþ

ε´n
 

ε2
|w|2,1 ;Bpx ;εqXΩ ` ε|w|1,1 ;Bpx ;εqXΩ

(

À }Ĝ` ˆ̄G}2 ;B̂px ;2εqXΩ̂ À ε´n,

ãäå ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü G ` Ḡ ď gn è (1.12). Îòñþäà íåìåäëåííî

ñëåäóåò (1.15a).

×òîáû óñòàíîâèòü (1.15b), ìû ÷àñòè÷íî âîñïðîèçâåäåì äîêàçàòåëüñòâî

(1.15a) ñ îáëàñòÿìèBpx ; εq èBpx ; 2εq ñîîòâåòñòâåííî çàìåíåííûìè íàBpx ; ρq

è Bpx ; ρ` εq. Â ÷àñòíîñòè,

ε´n
 

ε|w|1 ;Bpx ;ρqXΩ

(

“ }∇ŵ}1 ;B̂px ;ρqXΩ̂ À pρ{εq
n{2
}∇ŵ}2 ;B̂px ;ρqXΩ̂,
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â òî âðåìÿ êàê ´4ŵ “ Cf Ĝ ïðèâîäèò ê

}∇ŵ}2 ;B̂px ;ρqXΩ̂ À }Ĝ`
ˆ̄G}2 ;B̂px ;ρ`εqXΩ̂ À ε´n.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (1.15b), ïîñêîëüêó pρ{εqn{2 ď ρ{ε ïðè ρ ď ε è n “ 2, 3.

Íàêîíåö, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.15c), ïîëîæèì ρj :“ 2j è ðàçäåëèì îá-

ëàñòü ΩzBpx ; εq íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè Dj :“ rBpx, ερj`1qzBpx, ερjqsX

Ω ãäå j “ 0, 1, . . .. Òàêæå, Dj Ă D1j :“ Dj´1 Y D̄j Y Dj`1 ñ òåì, ÷òîáû

distpBD1jzBΩ, BDjzBΩq ě ε{2. Óðàâíåíèå èç (1.6) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê ´∆Ĝ `

CfĜ “ 0 â êàæäîé D1j, ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü (1.11) ñ d “ ρj´1 ě
1
2
,

ïîëó÷àåì

}Ĝ}2,1 ;D̂j À ρ
n{2
j }Ĝ}2 ;D̂1j

À ρnj }G}8 ;D1j .

Â ñèëó G ď gn and (1.12), ñïðàâåäëèâî ρ
n
j }G}8 ;D1j À ρµnj ε

´ne´cρj , ãäå, èç (1.12)

è (1.13), µ2 “ 3{2 è µ3 “ 2. Îòñþäà, â òåðìèíàõ èñõîäíîé ïåðåìåííîé ξ,

ε´n
!

ε2
|Gpx; ¨q|2,1 ;ΩzBpx ;εq ` ε|Gpx; ¨q|1,1 ;ΩzBpx ;εq

)

À Cε´n
8
ÿ

j“1

ρµnj e
´cρj À ε´n.

Ýòî íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ïîñëåäíåé îöåíêå (1.15c) â (1.15) ïðè 0 ď ε2 ď

Cf » 1.

Ñ ë ó ÷ à é 2: ε2 » 1, Cf ě 0. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ýòîãî áîëåå ïðî-

ñòîãî ñëó÷àÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì, çäåñü îïóùåíî; ñì.

ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî [157, Òåîðåìû 1]. l

1.3 Âûâîä àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê

1.3.1 Ïðåäñòàâëåíèå îøèáêè ðåøåíèÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà

Â [125, �4.1], ïðè ðàññìîòðåíèè ìîíîòîííîãî ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ àâòî-

ðû âîñïîëüçîâàëèñü áàðüåðíûìè ôóíêöèÿìè ñ òåì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü îøèá-

êó ðåøåíèÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà (è òàêèì îáðàçîì èçáå-

æàòü ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà áîëåå ñëîæíîãî ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðà-

òîðà). Ìû âîñïîëüçóåìñÿ âî ìíîãîì óïðîùåííîé âåðñèåé ýòîãî ïîäõîäà, ïðè
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ýòîì â êà÷åñòâå óïðîùåííîãî îïåðàòîðà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ´ε2∆`Cf , ïî-

ñêîëüêó ïîñëåäíèé ñîõðàíÿåò êëþ÷åâûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî

óðàâíåíèÿ èç (1.1).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u, v P CpΩ̄q, îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ w,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿì

´ε2∆w ` Cfw “ rfp¨, vq ´ fp¨, uqs ´ Cf rv ´ us â Ω, w “ 0 íà BΩ. (1.16)

Â ñëåäóþùåé ëåììå áóäåò óñòàíîâëåíî âåñüìà ïîëåçíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

ðàçíîñòè v ´ u (ãäå ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî v “ uh) ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà

îïåðàòîðà ´ε24` Cf .

Ë å ì ì à 1.8. Ïóñòü e “ rv ´ us ` w, ãäå w óäîâëåòâîðÿåò (1.16), à

Cf ě 0. Òîãäà

}v ´ u}8 ;Ω ď 2}e}8 ;Ω, (1.17a)

epxq “ ε2
p∇v,∇Gpx, ¨qq ` pfp¨, vq, Gpx, ¨qq, (1.17b)

ãäå G óäîâëåòâîðÿåò (1.6).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì θ ą 0, ïîëîæèì

Ω1 “ t|u´v| ą θu. Îáëàñòü Ω1 ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ïîäîáëàñòüþ

Ω, ïîñêîëüêó u, v P CpΩ̄q. Òîãäà |w| ď }e}8 ;Ω`θ â ΩzΩ1, âêëþ÷àÿ BΩ1. Äàëåå, â

Ω1 ââåäåì ppxq :“ fp¨,vq´fp¨,uq
v´u

ě Cf è çàìåòèì, ÷òî p P L8pΩ
1q. Óðàâíåíèå (1.16)

äëÿ w â Ω1 ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê ´ε2∆w ` pw “ pp ´ Cf qe. Ïîëîæèì

w˘ :“ }e}8 ;Ω`θ˘w. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî r´ε
2∆`psw˘ ě p }e}8 ;Ω˘pp´Cf qe ě

0 â Ω1, à w˘ ě 0 íà BΩ1. Ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëàáûì ïðèíöèïîì

ìàêñèìóìà (ñì. Òåîðåìó 8.1 â [92]), ïîëó÷àåì w˘ ě 0, ò. å. |w| ď }e}8 ;Ω ` θ

â Ω1, à ñëåäîâàòåëüíî è â Ω. Ïîñêîëüêó ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî θ ą 0,

çàêëþ÷àåì, ÷òî |w| ď }e}8 ;Ω â Ω. Ýòî íåìåäëåííî âåäåò ê (1.17a). ×òîáû

óñòàíîâèòü (1.17b), çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå G ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ

epxq “ ε2
p∇e,∇Gpx, ¨qq ` pCfe,Gpx, ¨qq.
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Îòñþäà, â ñèëó (1.16) è (1.1), ïîëó÷àåì (1.17b). l

Íàêîíåö, ïîëîæèì v :“ uh è ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

äëÿ epxq, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîëó÷åíèè àïîñòåðèîðíûõ îöå-

íîê. Çàôèêñèðóåì x P Ω, íàïðèìåð, ïîëàãàÿ, ÷òî |epxq| ïðèíèìàåò ñâîå ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå â Ω â ýòîé òî÷êå x, è áóäåì ïèñàòü G “ Gpx, ¨q äëÿ ôóíêöèè

Ãðèíà èç (1.6). Ïîñêîëüêó v “ uh, ñîîòíîøåíèÿ (1.17b) è (3.2) ïðèâîäÿò ïðè

ëþáîì Gh P Sh ê ïðåäñòàâëåíèþ

epxq “ ε2
p∇uh,∇Gq ` pfp¨, uhq, Gq

“ ε2
p∇uh,∇pG´Ghqq ` pfh, G´Ghq

` pfh, Ghq ´ pfh, Ghqh, ãäå fh :“ fp¨, uhq.

(1.18)

1.3.2 Âûâîä àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê áåç ó÷åòà êâàäðàòóð

Ââåäåì íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé êâàçèèíòåðïîëÿíò Gh

äëÿ ôóíêöèè G “ Gpx, ¨q, êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Çäåñü x P Ω îñòàåòñÿ

ôèêñèðîâàííûì, è, òàêèì îáðàçîì, èíòåðïîëÿöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âòîðî-

ìó àðãóìåíòó G. Îòìåòèì, ÷òî Gh P Sh ïðè ëþáîì r ě 1. Âîñïîëüçóåìñÿ

äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì äëÿ Gh [67, 135]. Ïóñòü N îáîçíà÷à-

åò ìíîæåñòâî âåðøèí ñåòêè T , à φz ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé
áàçèñíîé ôóíêöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé z P N . Åñëè z P Ω, òî ïîëîæèì Fz

ðàâíûì ëþáîìó ýëåìåíòó ñåòêè T P T , äëÿ êîòîðîãî z P T̄ . Åñëè æå z P BΩ,

òî ïîëîæèì Fz ðàâíûì ãðàíè (ò. å. n ´ 1-ñèìïëåêñó) íåêîòîðîãî T P T , äëÿ
êîòîðîé z P F̄z Ă BΩ. Äàëåå, ïóñòü ôóíêöèÿ ψz P P1pFzq áóäåò äóàëüíîé äëÿ

tφz1u íà Fz â òîì ñìûñëå, ÷òî
ş

Fz
ψzφz1 “ 1 ïðè z “ z1 è 0 â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå. Çäåñü Pm îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè, íå ïðåâûøàþùåé

m. Ïîëîæèì Gh :“
ř

zPN φz
ş

Fz
Gψz “

ř

zPNI φz
ş

Fz
Gψz, ãäå NI � ìíîæåñòâî

âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòêè. Âñå Fz â ïîñëåäíåé ñóììå ÿâëÿþòñÿ n-ñèìïëåêñàìè.

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè Gh óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ëîêàëüíûì ñâîéñòâàì:

|G´Gh|k,p ;T À hj´kT |G|j,p ;ωT äëÿ T P T , (1.19)
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ïðè ëþáûõ 0 ď k ď j ď 2 è 1 ď p ď 8, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.19)

îïðåäåëåíà. Çäåñü îáîçíà÷åíèå ωT èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáëàñòè, âêëþ÷àþùåé T

è âñå ýëåìåíòû â T , êàñàþùèåñÿ T .
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 1.9. Ïóñòü x ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé â Ω, G “ Gpx, ¨q, à

Gh � âûøåîïðåäåëåííûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé êâàçèèíòåðïîëÿíò. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

ˇ

ˇε2
p∇uh,∇pG´Ghqq ` pfh, G´Ghq

ˇ

ˇ À

max
TPT

”

mint1, `h,xh
2
T ε
´2
u } ε2∆uh ´ fp¨, uhq }L8pT q

`mintε , `h,xhT u}J∇uhK}8 ;BT

ı

.

(1.20)

Çäåñü J∇uhK îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé uh

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà ñåòêè, à

`h,x :“ lnp2` ε h´1
T0
q ãäå T0 Q x. (1.21)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó pfh, Ghq “ pfh, Ghqh â (1.18), íåñëîæíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî

epxq “
1

2

ÿ

TPTh

ε2

ż

BT

pG´Ghqrr∇uhss ¨ ν `
ÿ

TPTh

ż

T

pfh ´ ε
24uhq pG´Ghq

“: I ` II.

Äàëåå,

|II| À max
TPTh

αT }fh ´ ε
24huh}8,Ω

ÿ

TPTh

α´1
T }G´Gh}1;T ,

αT “ mintε 2, `h,xh
2
T u.

Â ñèëó (1.19),

}G´Gh}1;T À mint}G}1;ωT , h
2
T }D

2G}1;ωT u.

Ïîñêîëüêó α´1
T ď ε´2 ` `´1

h,xh
´2
T , ïîëó÷àåì îöåíêó

α´1
T }G´Gh}1;ωT À min

 

ε´2
}G}1;ωT ` `

´1
h,x}D

2G}1;ωT , pε
´2
` `´1

h,xh
´2
T q}G}1;ωT

(

.
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Äëÿ ëþáîãî T P T , ïóñòü ω1T îáîçíà÷àåò îáëàñòü, âêëþ÷àþùóþ ωT è âñå

ýëåìåíòû ñåòêè, êàñàþùèåñÿ ωT . Ïóñòü òàêæå x P T0. Òîãäà

|II| À max
TPT

αT }fh ´ ε
24uh}8,T SII ,

ãäå, â ñèëó (1.7), (1.8a) è (1.8e),

SII À
ÿ

T :TRω1T0

`

ε´2
}G}1;ωT ` `

´1
h,x}D

2G}1;ωT

˘

` pε´2
` `´1

h,xh
´2
T q}G}1;ωT 10

À ε´2
}G}1;Ω ` `

´1
h,x}D

2G}1;ΩzBpx;chT0
q ` pε

´2
` `´1

h,xh
´2
T q}G}1;Bpx;ChT0

q

À ε´2.

Òàêèì îáðàçîì,

|II| À max
T

`

mint1, `h,xh
2
T ε
´2
u }fh ´ ε

24uh}8,T
˘

.

Äàëåå, äëÿ I, ïîëó÷àåì îöåíêó

|I| À ε2 max
TPT

βT }rr∇uhss}8,BT
ÿ

TPT
βT

´1
}G´Gh}1;BT , βT “ mintε, `h,xhT u.

Â ñèëó òåîðåìû î ñëåäàõ è (1.19), ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

}G´Gh}1;BT À }∇pG´Ghq}1;T `h
´1
T }G´Gh}1;T À mint}∇G}1;ωT , hT }D

2G}1;ωTu.

Çàìåòèì, ÷òî β´1
T ď ε´1 ` p`h,xhT q

´1, à `´1
h,x À 1, ïîýòîìó

β´1
T }G´Gh}1;BT À min

 

ε´1
}∇G}1;ωT ` `

´1
h,x}D

2G}1;ωT , pε
´1
` h´1

T q}∇G}1;ωT

(

.

Ñëåäîâàòåëüíî

|I| À ε2 max
TPT

βT }rr∇uhss}8,BT SI ,

ãäå, â ñèëó (1.7), (1.8d) è (1.8e),

SI À
ÿ

T :TRω1T0

`

ε´1
}∇G}1;ωT ` `

´1
h,x}D

2G}1;ωT

˘

` pε´1
` h´1

T0
q}∇G}1;ω1T

À ε´1
}∇G}1;Ω ` `

´1
h,x}D

2G}1;ΩzBpx;chT0
q ` pε

´1
` h´1

T0
q}∇G}1;Bpx;ChT0

q

À ε´2.

(1.22)
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Íàêîíåö,

|I| À max
T

`

mintε, `h,xhT u }rr∇uhss}8,BT
˘

.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. l

1.3.3 Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ñ ó÷åòîì êâàäðàòóð

Ïîñêîëüêó ìû óæå ïîëó÷èëè îöåíêó Ëåììû 1.9, îñòàåòñÿ îöåíèòü îøèáêó

êâàäðàòóðû pfh, Ghq ´ pfh, Ghqh â (1.18), ÷åìó è ïîñâÿùåí íàñòîÿùèé ðàç-

äåë. Ïîäõîä, êîòîðûé áóäåò çäåñü èñïîëüçîâàí, â áîëüøîé ñòåïåíè èìèòèðó-

åò äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.2 â [125]. Â òî æå âðåìÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ [125],

ïîòðåáóþòñÿ ñåðüåçíûå èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå, ñ òåì ÷òîáû àäåêâàòíî

îòðàçèòü ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü ET pgq “
ş

T
g dx´pg, 1qh,T îáîçíà÷àåò êâàäðàòóðíóþ îøèáêó íà ýëåìåí-

òå T . Àíàëîãè÷íî [125], áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ êâàäðàòóðíàÿ

ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè q:

ET pψq “ 0 äëÿ ψ P Pq, (1.23a)

à òàêæå óñòîé÷èâîé â íîðìå L8 â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

|ET pψq| À |T | }ψ}8;T äëÿ ψ P CpT̄ q. (1.23b)

Äîïîëíèòåëüíî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ëèíåéíà.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñòàíäàðòíû-

ìè êâàäðàòóðàìè, èñïîëüçóåìûìè â êîíå÷íîýëåìåíòíûõ êîäàõ.

Ë å ì ì à 1.10. Ïóñòü Ijh ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì èíòåðïîëÿöèîííûì

îïåðàòîðîì Ëàãðàíæà ñòåïåíè j, è ïóñòü µj è λ îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèå

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè: µj “ µjT :“ }fh ´ Ijhfh}8 ;T è λ “ λT :“

mint1, ε´1hT u íà ëþáîì T . Ââåäåì òàêæå äâà ïðîèçâîëüíûõ ðàçáèåíèÿ ìíî-

æåñòâà T íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà: T1Y T 11 “ T è T2Y T 12 “ T .
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Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.23) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

pfh,Ghq ´ pfh, Ghqh À µquad :“

}µq}8 ;T1 ` ε
´2`h,x }µ

q
}n

2
;T 11 ` }λµq´1

}8 ;T2 ` ε
´1`h,x}λµ

q´1
}n ;T 12 .

(1.24)

Áîëåå òîãî, Ti, T 1i , i “ 1, 2, ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

µquad À µqΣ ` µ
q´1
Σ

:“ }minth´2
T , ε´2`h,xuµ

q
}n

2
;T ` }minth´1

T , hT ε
´2`h,xuµ

q´1
}n ;T .

(1.25)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî pfh, Ghq ´ pfh, Ghqh “ ET pfhGhq.

Ïîëîæèì Gh,T “
1
|T |

ş

T
Gh dx. Òîãäà äëÿ ëþáîãî T P T

ET pfhGhq “ ET pfhGh,T q ` ET pfh rGh ´Gh,T sq

“ ET prfh ´ I
q
hfhsGh,T q ` ET prfh ´ I

q´1
h fhs rGh ´Gh,T sq, (1.26)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü (1.23a), à òàêæå rIqhfhsGh,T P Pq è Iq´1
h fh rGh´Gh,T s P

Pq (ïîñêîëüêó íà êàæäîì ýëåìåíòå Gh,T ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à Gh � ëèíåé-

íîé ôóíêöèåé).

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (1.26), âîñïîëüçîâàâøèñü (1.23b) è îïðåäåëåíè-

åì Gh,T , ïîëó÷àåì îöåíêó

|ET prfh ´ I
q
hfhsGh,T q| À |T |µ

q
T |Gh,T | À µqT }Gh}1;T “ pµ

q, |Gh|qT .

Ïóñòü T0 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì, ñîäåðæàùèì òî÷êó x â (1.18), à ω1T0
ñîäåðæèò

ωT0 è ýëåìåíòû, êàñàþùèåñÿ ωT0 , â òî âðåìÿ êàê ω
2
T0
ñîäåðæèò ω1T0

è ýëåìåí-

òû, êàñàþùèåñÿ ω1T0
. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà T “ T1 Y T 11

ïîëó÷àåì

ÿ

TPT
|ET prfh ´ I

q
hfhsGh,T q| À pµ

q, |Gh|q

À }µq}8 ;T1 }Gh}1 ;T1 ` }µ
q
}8 ;ω1T0

XT 11 }Gh}1 ;ω1T0
XT 11

` }µq}n
2

;T 11zω1T0
}Gh} n

n´2
;T 11zω1T0

.
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Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü (1.19), à çàòåì (1.7), (1.8a) è (1.8b), ïîëó÷àåì

}Gh}1 ;T1 À }G}1 ;Ω À 1,

}Gh}1 ;ω1T0
XT 11 À }G}1 ;ω2T0

XΩ À ε´2 h2
T0
`h,x,

}Gh} n
n´2

;T 11zω1T0
À }G} n

n´2
;ΩzωT0

À ε´2 `h,x.

Çäåñü òàêæå áûëî ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî ω2T0
Ă Bpx, chT0q è ωT0 Ą Bpx, c1hT0q

äëÿ íåêîòîðûõ c è c1. Ñëåäîâàòåëüíî ïðèõîäèì ê îöåíêå

ÿ

TPT
|ET prfh ´ I

q
hfhsGh,T q|

À }µq}8 ;T1 ` ε
´2`h,x

`

h2
T0
}µq}8 ;ω1T0

XT 11 ` }µ
q
}n

2
;T 11zω1T0

˘

.

Çàìåòèì, ÷òî h2
T }µ

q}8 ;T À }µq}n
2

;T . Ýòî íàáëþäåíèå áóäåò ïîëåçíûì ïðè

ðàññìîòðåíèè T P ω1T0
X T 11 . Ïîñêîëüêó òàêèõ ýëåìåíòîâ T êîíå÷íîå ÷èñëî,

è äëÿ êàæäîãî èõ íèõ hT » hT0 , íåìåäëåííî çàêëþ÷àåì, ÷òî h
2
T0
}µq}8 ;ω1T0

XT 11 À

}µq}n
2

;ω1T0
XT 11 . Ïîýòîìó äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (1.26) íàêîíåö ïîëó÷àåì îöåí-

êó
ÿ

TPT
|ET prfh ´ I

q
hfhsGh,T q| À }µ

q
}8 ;T1 ` ε

´2`h,x }µ
q
}n

2
;T 11 . (1.27)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.26) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ñíà÷àëà

âîñïîëüçóåìñÿ (1.23b), à çàòåì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàòíûì íåðàâåíñòâîì:

|ET prfh ´ I
q´1
h fhs rGh ´Gh,T sq| À µq´1

T }Gh ´Gh,T }1 ;T “ pλµ
q´1, zhqT .

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ zh :“ λ´1
T |Gh´Gh,T | íà ëþáîì

T . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà T “ T2 Y T 12
ïîëó÷àåì

ÿ

TPT
|ET prfh ´ I

q´1
h fhs rGh ´Gh,T sq| À pλµ

q´1, |zh|q

À }λµq´1
}8 ;T2 }zh}1 ;T2 ` }λµ

q´1
}8 ;ω1T0

XT 12 }zh}1 ;ω1T0
XT 12

` }λµq´1
}n ;T 12zω1T0

}zh} n
n´1

;T 12zω1T0
.
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Îòìåòèì, ÷òî λT “ mint1, ε´1hT u âåäåò ê λ
´1
T ď 1` εh´1

T . Âîñïîëüçîâàâøèñü

òàêæå îïðåäåëåíèåì è àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè Gh,T , à çàòåì (1.19)

ñ k “ j “ 0, 1 è p “ 1, n
n´1

, ïðèõîäèì ê îöåíêå

}zh}
p
p ;T “ λ´pT }Gh ´Gh,T }

p
p ;T À }Gh}

p
p ;T ` |εGh|

p
1,p;T À }G}

p
p ;ωT

` |εG|p1,p ;ωT
.

Îáúåäèíÿÿ åå ñ (1.7), (1.8a), (1.8c) è (1.8d), çàêëþ÷àåì, ÷òî

}zh}1 ;T2 À }G}1 ;Ω ` ε|G|1,1 ;Ω À 1,

}zh}1 ;ω1T0
XT 12 À }G}1 ;ω2T0

XΩ ` ε|G|1,1 ;ω2T0
XΩ À mint

h2
T0

ε2
`h,x `

hT0

ε
, 1u À ε´1hT0 ,

}zh} n
n´1

;T 12zω1T0
À }G} n

n´1
;ΩzωT0

` ε|G|1, n
n´1

;ΩzωT0
À ε´1`h,x.

Çäåñü ìû âíîâü âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ω2T0
Ă Bpx, chT0q, à ωT0 Ą Bpx, c1hT0q.

Ñëåäîâàòåëüíî

ÿ

TPT
|ET prfh ´ I

q´1
h fhs rGh ´Gh,T sq|

À }λµq´1
}8 ;T2 ` ε

´1hT0}λµ
q´1
}8 ;ω1T0

XT 12 ` ε
´1`h,x}λµ

q´1
}n ;T 12zω1T0

.

Çàìåòèì, ÷òî hT }λµ
q´1}8 ;T À }λµ

q´1}n ;T . Ïîñêîëüêó íàéäåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ T , ÷òî T P ω1T0
XT 12 , è äëÿ ëþáîãî èç íèõ ñïðàâåäëèâî

hT » hT0 , òî hT0}λµ
q´1}8 ;ω1T0

XT 12 À }λµ
q´1}n ;ω1T0

XT 12 . Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âòîðîãî

ñëàãàåìîãî â (1.26) íàêîíåö ïîëó÷àåì îöåíêó

ÿ

TPT
|ET prfh ´ I

q´1
h fhs rGh ´Gh,T sq| À }λµ

q´1
}8 ;T2 ` ε

´1`h,x}λµ
q´1
}n ;T 12 .

Îáúåäèíÿÿ åå ñ (1.26) è (1.27), ïîëó÷àåì æåëàåìîå ñîîòíîøåíèå (1.24).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ æå îöåíêè (1.25) çàìåòèì, ÷òî }µq}8 ;T À h´2
T }µ

q}n
2

;T , ñëå-

äîâàòåëüíî

}µq}8 ;T1 À p
ÿ

TPT1

|T |ph´2
T µqT q

n{2
q
2{n
“ }h´2

T µq}n
2

;T1 . (1.28)

Âûáèðàÿ T1 ñîäåðæàùèì ýëåìåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå h´2
T À ε´2`h,x, à òàê-

æå ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëàãàåìîãî }λµq´1}8 ;T2 , ïîëó÷à-

åì (1.25). l
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1.3.4 Ýôôåêòèâíîñòü àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü `h “ maxxPΩ `h,x, è

η8pT q “ mint1, `hh
2
T ε
´2
u } ε2∆uh ´ fh }8 ;T `mintε, `hhT u}J∇uhK}8 ;BT . (1.29)

Äëÿ ôóíêöèè fhpxq “ fpx, uhq, ïóñòü fh,T ÿâëÿåòñÿ åå L2 ïðîåêöèåé íà Pr´1pT q

ïðè T P T . Â äîïîëíåíèå, îïðåäåëèì îñöèëëÿöèîííûå âåëè÷èíû:

oscpT q “ mint1, `hh
2
T ε
´2
u}fh ´ fh,T }8 ;T ,

oscpωT q “ max
T 1ĂωT

oscpT 1q.
(1.30)

Ââåäåì òàêæå íîðìû

}w}2,1,ε ;ω “

2
ÿ

i“0

rε i|w|i,1 ;ω, ω Ă Ω, (1.31a)

}w}´2,8,ε ;ω “ sup
vPH1

0 pωqXW
2
1 pωq,}v}2,1,ε ;ω“1

ż

ω

wv dx, ω Ă Ω. (1.31b)

Ë å ì ì à 1.11. Äëÿ ëþáîãî T P T ñïðàâåäëèâà îöåíêà

η8pT q À `h}u´ uh}8 ;ωT ` oscpωT q

`mintmint1, `hh
2
T ε
´2
u}f ´ fh}8 ;ωT , `h}f ´ fh}´2,8,ε ;ωT u.

(1.32)

Çäåñü f “ fp¨, uq. Òàêæå, åñëè q ě r ´ 1, òî

}µq}8 ;T ` }λµ
q´1
}8 ;T À ε 2h´2

T }u´ uh}8 ;T ` }fh ´ fh,T }8 ;T

`mint}f ´ fh}8 ;T , p1` ε
2h´2

T q}f ´ fh}´2,8,ε ;T u, (1.33a)

ε´2`h}µ
q
}n

2
;T ` ε

´1`h}λµ
q´1
}n ;T À `h}u´ uh}8 ;T ` `hh

2
T ε
´2
}fh ´ fh,T }8 ;T

`minth2
T ε
´2`h}f ´ fh}8 :T , `hp1` h

2
T ε

´2
q}f ´ fh}´2,8,ε ;T u,

(1.33b)

}minth´2
T ,ε´2`huµ

q
}n

2
;T ` }minth´1

T , hT ε
´2`h,xuµ

q´1
}n;T

À `h}u´ uh}8 ;T ` oscpT q

`mintmint1, `hh
2
T ε
´2
u}f ´ fh}8 ;T , `h}f ´ fh}´2,8,ε ;T u. (1.33c)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî

ε2

ż

Ω

∇pu´ uhq∇v dx`

ż

Ω

pf ´ fhqv dx

“

ż

Ω

pε2∆uh ´ fhqv dx`
ε2

2

ÿ

TPTh

ż

BT

J∇uhKv ds, v P H1
0 pΩq.

(1.34)

Çäåñü ìû íåñêîëüêî çëîóïîòðåáëÿåì îáîçíà÷åíèÿìè è ïîíèìàåì ôóíêöèþ

∆uh êàê îïðåäåëåííóþ ïîýëåìåíòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæàùóþ L8pΩq.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîýëåìåíòíóþ íåâÿçêó mint1, `hh
2
T ε
´2u}ε2∆uh´fh}8 ;T .

Íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ bT P P2n`r`1, ÷òî bT “ 0 è ∇bT “ 0 íà BT , à òàêæå

}bT }1 ;T À 1 è

}ε2∆uh ´ fh,T }8 ;T À

ż

T

pε2∆uh ´ fh,T qbT dx

À

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

T

pε2∆uh ´ fhqbT dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` }fh ´ fh,T }8 ;T .

(1.35)

Âû÷èòàÿ ε2∆u ´ f “ 0 èç ε2∆uh ´ fh, çàòåì âîñïîëüçîâàâøèñü (1.34), äàëåå

èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì ∇bT “ 0 íà BT è íàêîíåö âîñïîëüçîâàâøèñü

îáðàòíûìè íåðàâåíñòâàìè è }bT }1 À 1, ïîëó÷àåì

ż

T

pε2∆uh ´ fhqbT dx “

ż

T

ε2∇pu´ uhq∇bT dx`

ż

T

pf ´ fhqbT dx

“ ´

ż

T

ε2
pu´ uhq∆bT dx`

ż

T

pf ´ fhqbT dx

À ε2h´2
T }u´ uh}8 ;T `mint}f ´ fh}8 ;T , }bT }2,1,ε ;T }f ´ fh}´2,8,ε ;T u.

(1.36)

Â ñèëó }ε2∆uh´fh}8 ;T ď }ε
2∆uh´fh,T }8 ;T `}fh´fh,T }8 ;T , à òàêæå âîñïîëü-

çîâàâøèñü (1.35) è (1.36) è óáåäèâøèñü, ÷òî mint1, `hh
2
T ε
´2u}bT }2,1,ε ;T À `h,

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

mint1,`hh
2
T ε
´2
u}ε2∆uh ´ fh}8 ;T À `h}u´ uh}8 ;T ` oscpT q

`mintmint1, `hh
2
T ε
´2
u}f ´ fh}8 ;T , `h}f ´ fh}´2,8,ε ;T u,

(1.37)
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â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò ïðàâóþ ÷àñòü â (1.32), ÷òî è òðåáî-

âàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü mintε, `hhẽu}J∇uhK}8 ;ẽ, ò. å. íåâÿçêó ÷åðåç ãðàíèöû

ýëåìåíòîâ ñåòêè, ãäå ẽ “ T̃1X T̃2, äëÿ íåêîòîðûõ T̃1, T̃2 P T , ÿâëÿåòñÿ pn´ 1q-

ñèìïëåêñîì (ò.å., íàïðèìåð, âíóòðåííèì ðåáðîì ñåòêè ïðè n “ 2), à hẽ :“

diam ẽ. Çäåñü ìû íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì ñòàíäàðòíîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ

ñëó÷àÿ ìàëîãî ε. Ïðè hẽ ď ε, ïîëîæèì e :“ ẽ è Ti :“ T̃i, i “ 1, 2. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå âûáåðåì òàêóþ òî÷êó x P e, ÷òî }J∇uhK}8 ;ẽ “ J∇uhKpxq, à e Ă ẽ

ÿâëÿåòñÿ pn´1q-ñèìïëåêñîì äèàìåòðà ε. Òàêæå, âûáåðåì òàêèå n-ñèìïëåêñû

Ti Ă T̃i, i “ 1, 2, ÷òî e “ T1 X T2. Äàëåå, ïîëîæèì α “ diampeq “ minthẽ, εu.

Íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ be P P4n`r´4pT1 Y T2q, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû

}be}1 ;e À 1 è }be}1 ;T1XT2 À α, à òàêæå

}J∇uhK}8 ;ẽ “ }J∇uhK}8 ;e À

ż

e

J∇uhKbe ds. (1.38)

Âîñïîëüçîâàâøèñü (1.34), ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì è äàëåå çàìåòèâ, ÷òî

ε2∆u´ f “ 0, ïîëó÷àåì îöåíêó

1

2

ż

e

J∇uhKbe ds “ ´

ż

T1YT2

pu´ uhq∆be dx

` ε´2

ˆ
ż

T1YT2

pf ´ fhqbe dx´

ż

T1YT2

pε2∆uh ´ fhqbe dx

˙

À }u´ uh}8 ;T1YT2}∆be}1 ;T1YT2 ` ε
´2
}be}1 ;T1YT2}ε

2∆uh ´ fh}8 ;T1YT2

` ε´2 mint}be}1 ;T1YT2}f ´ fh}8 ;T ,
2
ÿ

i“1

}f ´ fh}´2,8,ε ;Ti}be}2,1,ε ;Tiu

À α´1
}u´ uh}8 ;T1YT2 ` αε

´2
}ε2∆uh ´ fh}8 ;T1YT2`

` ε´2 mintα}f ´ fh}8 ;T ,
2
ÿ

i“1

}f ´ fh}´2,8,ε ;Ti}be}2,1,ε ;Tiu.

(1.39)
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Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî mintε, he`hu}be}2,1,ε ;Ti À ε2`h, ñëåäîâàòåëüíî

mintε, hẽ`hu}J∇uhK}8 ;ẽ À `h}u´ uh}8 ;T̃1YT̃2

`mint1, `hh
2
ẽε
´2
u}ε2∆uh ´ fh}8 ;T̃1YT̃2

`mintmint1, `hh
2
ẽε
´2
u}f ´ fh}8 ;T1YT2 , `h

2
ÿ

i“1

}f ´ fh}´2,8,ε ;Tiu.

(1.40)

Îáúåäèíÿÿ (1.40) ñ (1.37), ïîëó÷àåì (1.32).

Íàêîíåö, îöåíèì ýôôåêòèâíîñòü îöåíêè äëÿ îøèáêè êâàäðàòóðû. Îòìå-

òèì, ÷òî ïðè q ě r´1 íà ëþáîì ýëåìåíòå T ñïðàâåäëèâî Iqh∆uh “ Iq´1
h ∆uh “

∆uh, è ñëåäîâàòåëüíî fh ´ Ijhfh “ pId ´ Ijhqpfh ´ ε2∆uhq ïðè j “ q, q ´ 1, ãäå

Id ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñêîëüêó èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð

Ëàãðàíæà Ijh ÿâëÿåòñÿ L8-ñòàáèëüíûì, òî ïðè q ě r ´ 1 ïîëó÷àåì

}µq}8 ;T ` }λµ
q´1
}8 ;T À }fh ´ ε

2∆uh}8 ;T . (1.41)

Äàëåå,

ε´2`h}fh ´ I
q
hfh}n2 ;T À h2

T ε
´2`h}fh ´ I

q
hfh}8 ;T

À h2
T ε
´2`h}fh ´ ε

2∆uh}8 ;T .
(1.42)

Àíàëîãè÷íî,

ε´1`h}λpfh ´ I
q
hfhq}n ;T À h2

T ε
´2`h}fh ´ ε

2∆uh}8 ;T . (1.43)

Îáúåäèíÿÿ (1.35) è (1.36) ñ (1.41), à çàòåì ñ (1.42) è (1.43), ïîëó÷àåì ñîîò-

âåòñòâåííî (1.33a) è (1.33b), ãäå ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì

}bT }2,1,ε ;T À 1` ε2h´2
T . Îöåíêà (1.33c) âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. l

1.3.5 Êâàçèîïòèìàëüíûé âûáîð ðàçáèåíèé ñåòêè â îöåíêàõ îøèá-

êè êâàäðàòóðû

Îáñóäèì ïðàêòè÷åñêèé âûáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçáèåíèé ñåòêè T1 Y T 11 è

T2YT 12 , êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ îøèáêè êâàäðàòóðû
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â Ëåììå 1.10. Âåñà â îöåíêàõ îøèáêè êâàäðàòóðû â (1.25) àíàëîãè÷íû âåñàì

â η8, ïîýòîìó è èìååò ìåñòî îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè (1.33c). Îäíàêî, êàê óæå

îòìå÷àëîñü â [125], äàííàÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè äëÿ îøèáêè êâàäðàòóðû íå

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé ãëîáàëüíîé íèæ-

íåé îöåíêè îøèáêè, ïîñêîëüêó îøèáêà êâàäðàòóðû àêêóìóëèðóåòñÿ ïî ñåòêå

íåñêîëüêî èíà÷å, ÷åì íåâÿçêè â îöåíêå îøèáêè áåç ó÷åòà êâàäðàòóð. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, çäåñü ìû îïèøåì àëãîðèòì âûáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçáèåíèé

ñåòêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êâàçèîïòèìàëüíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîé äðó-

ãîé âûáîð Ti è T 1i íå ìîæåò óëó÷øèòü ïîëó÷àåìóþ âåðõíþþ àïîñòåðèîðíóþ

îöåíêó áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû òàêæå ïîäòâåðæäàþò,

÷òî îöåíêà îøèáêè êâàäðàòóðû ïðè äàííîì âûáîðå Ti, T 1i ñóùåñòâåííî íèæå,
÷åì ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ðàçáèåíèé, ïðèâîäÿùåì ê (1.25). Òàêèì îá-

ðàçîì, îöåíêà (1.25) íå èìååò áîëüøîãî ïðàêòè÷åñêîãî ñìûñëà è ïðèâîäèòñÿ

çäåñü, ëèøü ïîñêîëüêó äëÿ íåå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â íåêîòîðîì ñìûñëå

àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè.

Èòàê, îïèøåì àëãîðèòì âûáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçáèåíèé ñåòêè. Âû-

áåðåì T1, T 11 ñëåäóþùèì îáðàçîì (T2, T 12 âûáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïðîíóìå-

ðóåì ýëåìåíòû T òàêèì îáðàçîì, ÷òî µqT1
ě µqT2

ě ... ě µqTN , ãäå N “ #T . Äà-
ëåå, ïóñòü T1 “ tTiujďiďN è T 11 “ T zT1, ãäå íîìåð j ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì,

ïðè êîòîðîì òàêèì îáðàçîì âûáðàííûå T1, T 11 óäîâëåòâîðÿþò ε´2`h}µ
q}n

2
;T 11 “

ε´2`hp
řj´1
i“1 |T |µ

q
Ti

n{2
q2{n ă µqTj´1

. Äàëåå, ïóñòü

µqT1
“ }µq}8 ;T1 , µqT 11

“ ε´2`h}µ
q
}n

2
;T 11 ãäå T1, T 11 âûáðàíû âûøå,

µqT “ µqT1
` µqT 11

.
(1.44)

Âûøåîïèñàííûé âûáîð T1 è T 11 ÿâëÿåòñÿ êâàçèîïòèìàëüíûì â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî }µq}8 ;T1`ε
´2`h}µ

q}n
2

;T 11 ď 2p}µq}8 ;T̃1
`ε´2`h}µ

q}n
2

;T̃ 11
q äëÿ ëþáîãî äðóãî-

ãî ðàçáèåíèÿ T “ T̃1 Y T̃ 11 . ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó

µq àêêóìóëèðóåòñÿ íà T1 â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, òî ïðè îïòèìàëüíîì

âûáîðå T1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå µqTi P T1 ñ µqTl P T1 ïðè l ě i. Äà-

ëåå, ïðè âûøåîïèñàííîì âûáîðå j, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà k ă j, äëÿ êîòîðîãî
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ïîëó÷àåì

max
jďiďN

µqTi ` ε
´2`h

˜

j´1
ÿ

i“1

|T |µqTi
n{2

¸2{n

ď µqTj ` µ
q
Tj´1

ď 2µqTk

ď 2

»

–µqTj´1
` ε´2`h

˜

k´1
ÿ

i“1

|T |µqTi
n{2

¸2{n
fi

fl .

(1.45)

Åñëè æå k ą j, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

max
jďiďN

µqTi ` ε
´2`h

˜

j´1
ÿ

i“1

|T |µqTi
n{2

¸2{n

ď ε´2`h

»

–

˜

j
ÿ

i“1

|T |µqTi
n{2

¸2{n

`

˜

j´1
ÿ

i“1

|T |µqTi
n{2

¸2{n
fi

fl

ď 2ε´2`h

˜

k´1
ÿ

i“1

|T |µqTi
n{2

¸2{n

ď 2

»

– max
kďiďN

µqTi ` ε
´2`h

˜

k´1
ÿ

i“1

|T |µqTi
n{2

¸2{n
fi

fl .

(1.46)

Òàêèì îáðàçîì, íàøå óòâåðæäåíèå î êâàçèîïòèìàëüíîñòè âûøåîïèñàííîãî

âûáîðà ðàçáèåíèé ñåòêè äîêàçàíî.

1.3.6 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà è äèñêóññèÿ

Ââåäåì ãëîáàëüíûé îöåíèâàòåëü îøèáêè íà îñíîâå íåâÿçîê

η8T “ max
TPT

η8pT q. (1.47)

Òàêæå îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ îïèñàíû â Òàáëèöå 1.1.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 1.12. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçáèåíèé T “
T1 Y T2 è T “ T 11 Y T 12 , ñïðàâåäëèâà îöåíêà

}u´ uh}8 ;Ω À η8T ` µquad. (1.48)
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Äîïîëíèòåëüíî, Ti, T 1i , i “ 1, 2, ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

}u´ uh}8 ;Ω À η8T ` µ
q
Σ ` µ

q´1
Σ . (1.49)

Àëüòåðíàòèâíî, ïðè êâàçèîïòèìàëüíîì âûáîðå Ti, T 1i , îïèñàííîì â �1.3.5,

ïîëó÷àåì

}u´ uh}8 ;Ω À η8T ` µ
q
T ` µ

q´1
T , (1.50)

ïðè ýòîì ëþáîé äðóãîé âûáîð Ti, T 1i íå óëó÷øàåò îöåíêó êâàäðàòóðíîé

îøèáêè áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà.

Äëÿ T P T ñïðàâåäëèâà òàêæå îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè

η8pT q À `h}u´ uh}8 ;ωT ` oscpT q

`mintmint1, `hh
2
T ε
´2
u}f ´ fh}8 ;ωT , `h}f ´ fh}´2,8,ε ;ωT u.

(1.51)

Äîïîëíèòåëüíî, ïðè q ě r ´ 1 èìååì

}µq}8 ;T ` }λµ
q´1
}8 ;T À ε2h´2

T }u´ uh}8 ;T ` }fh ´ fh,T }8 ;T

`mint}f ´ fh}8 ;T , p1` ε
2h´2

T q}f ´ fh}´2,8,ε ;T u, (1.52a)

ε´2`h}µ
q
}n

2
;T ` ε

´1`h}λµ
q´1
}n ;T À `h}u´ uh}8 ;T

` `hh
2
T ε
´2
}fh ´ fh,T }8 ;T

`minth2
T ε
´2`h}f ´ fh}8 :T , `hp1` h

2
T ε
´2
q}f ´ fh}´2,8,ε ;T u,

(1.52b)

}minth´2
T ,ε´2`huµ

q
}n

2
;T ` }minth´1

T , hT ε
´2`huµ

q´1
}n;T

À `h}u´ uh}8 ;T ` oscpT q

`mintmint1, `hh
2
T ε
´2
u}f ´ fh}8 ;T , `h}f ´ fh}´2,8,ε ;T u. (1.52c)

Â êîíòåêñòå Òåîðåìû 1.12, îáñóäèì îòíîøåíèå ìåæäó íåâÿçêîé è îøèáêîé

ðåøåíèÿ. Íåâÿçêà Rh îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

xRh, vy “ ε2

ż

Ω

∇pu´ uhq∇v dx`

ż

Ω

rfpx, uq ´ fpx, uhqsv dx. (1.53)
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Ëåììà 1.8 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà êàê }u ´ uh}8 ;Ω À |xRh, Gy|, à

Ëåììà 1.9 è Ëåììà 1.10 âìåñòå äàþò âû÷èñëÿåìóþ îöåíêó äëÿ xRh, Gy.

Îáû÷íî ïðè ïîëó÷åíèè àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà îñíîâå íåâÿçîê îøèáêà

îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç íîðìó â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà, íàïðèìåð,

÷åðåç }Rh}H´1pΩq ïðè îöåíêå îøèáêè â íîðìå H
1pΩq. Ïðè ïîëó÷åíèè æå îöå-

íîê îøèáêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ.

Â [125] óäàåòñÿ àññîöèèðîâàòü îöåíêè îøèáêè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ ´∆u ` fpx, uq “ 0 â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ñ îöåíêàìè äëÿ

}Rh}´2,8,1 ;Ω áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ðåãóëÿðèçîâàííîé ôóíêöèè Ãðàíà, êî-

òîðàÿ ëåæèò â ïðîñòðàòíñòâå W 2
1 pΩq. Îäíàêî äàííûé ìåòîä ïðèìåíèì ëèøü

ê ëèïøèöåâûì îáëàñòÿì, à òàêæå ïðèâîäèò ê íåñêîëüêî ìåíåå òî÷íûì àïî-

ñòðåðèîðíûì îöåíêàì (â ñìûñëå ñòåïåíåé ëîãàðèôìîâ). Ïîñêîëüêó, êàê è

[74], ìû èñïîëüçóåì êëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, îòíîøåíèå ìåæäó îøèá-

êîé è Rh ñòàíîâèòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûì.

1.4 Íåîáõîäèìîñòü ëîãàðèôìà â àïîñòåðèîðíûõ îöåí-

êàõ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

Óáåäèìñÿ, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâóåò

â àïîñòåðèîðíîé îöåíêå (1.3). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ èç [81] è äîêàçû-

âàþòñÿ âåðõíèå àïðèîðíûå îöåíêè [157, Ëåììà 10], à òàêæå âåðõíèå è íèæíèå

àïîñòåðèîðíûå îöåíêè [157, Ëåììà 11] äëÿ u´uh â ìîäèôèöèðîâàííîé íîðìå

BMO } ¨ }bmo∆pΩq [79, 157] ïðè óñëîâèè, ÷òî Ω � âûïóêëàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ îá-

ëàñòü. Äàííûå îöåíêè ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàþò ñî ñòàíäàðòíûìè îöåíêàìè â

íîðìå L8, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â íèõ îòñóòñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêèé êî-

ýôôèöåíò. Îáúåäèíÿÿ îïèñàííûå ðåçóëüòàòû äëÿ }u´uh}bmo∆pΩq, íåìåäëåííî

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ë å ì ì à 1.13 ([157, Ëåììû 10 è 11]). Ïóñòü Ω Ă Rn ÿâëÿåòñÿ âûïóê-

ëîé ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòüþ, à u P W 2
8pΩq óäîâëåòâîðÿåò ´∆u “ f . Òàêæå
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Ñèìâîë Îïðåäåëåíèå Ïðèìåíåíèå

`h,x, `h (1.21), (1.29) Ëîãàðèôìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû

µj, µjT Ëåììà 1.10 Ïîýëåìåíòíûé èíäèêàòîð îøèáêè êâàäðàòóðû

λ Ëåììà 1.10 Âåñ êâàäðàòóðíîãî èíäèêàòîðà

µquad (1.24) Ãëîáàëüíûé êâàäðàòóðíûé îöåíèâàòåëü, ïðîçè-

âîëüíîå ðàçáèåíèå

µqΣ (1.25) Íåîïòèìàëüíûé êâàäðàòóðíûé îöåíèâàòåëü

η8pT q (1.29) Ïîýëåìåíòíûé èíäèêàòîð îøèáêè áåç ó÷åòà

êâàäðàòóð

fh, fh,T (1.30) fp¨, uhq è åå ïðîåêöèÿ íà Pr´1

oscpT q (1.30) Îñöèëëÿöèÿ äàííûõ

µqT1
, µqT 11

(1.44) Êâàäðàòóðíûé îöåíèâàòåëü, êâàçèîïòèìàëüíîå

ðàçáèåíèå

µqT (1.44) Ãëîáàëüíûé êâàäðàòóðíûé îöåíèâàòåëü, êâàçè-

îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå

η8T (1.47) Ãëîáàëüíûé îöåíèâàòåëü áåç ó÷åòà êâàäðàòóð

Òàáëèöà 1.1: Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

ïóñòü uh ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé u, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ êî-

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå äèàìåòðà h. Òîãäà

max
TPTh

rh2
T }f `∆uh}8;T ` hT }J∇uhK}8; BT s À h2

|u|2,8; Ω. (1.54)

Îáúåäèíÿÿ (1.54) ñ (1.3), çàêëþ÷àåì, ÷òî

}u´ uh}8; Ω À log h´1 max
TPTh

rh2
T }f `∆uh}8;T ` hT }J∇uhK}8; BT s

À log h´1 h2
|u|2,8; Ω.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ êîíòðïðèìåðàìè, îïèñàííûìè â [96, 61, 1] ïðè

n “ 2 è [172] ïðè n “ 3, ïîêàçûâàþùèìè, ÷òî ëîãàðèôì íåîáõîäèìî ïðèñóò-

ñòâóåò â ñòàíäàðòíîé àïðèîðíîé îöåíêå }u ´ uh}8; Ω À log h´1h2|u|2,8; Ω äëÿ
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ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ïðîöèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî

ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòîê (è îïðåäåëåííîì âûáîðå

u â [172]) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå }u´ uh}8; Ω Á logph´1qh2|u|2,8; Ω

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ë å ì ì à 1.14. Ïðè óñëîâèÿõ Ëåììû 1.13, â îöåíêå

}u´ uh}8; Ω À log h´1 max
TPTh

rh2
T }f `∆uh}8;T ` hT }J∇uhK}8; BT s

íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò log h´1.

1.5 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Âñå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû áûëè âûïîëíåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà

MATLAB è áèáëèîòåêè iFEM [65]. Âî âñåõ òåñòàõ èñïîëüçîâàëèñü ëèíåéíûå

êîíå÷íûå ýëåìåíòû è ñòàíäàðòíàÿ àäàïòàöèÿ ñåòêè. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè

íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿëñÿ "damped" ìåòîä Íüþòîíà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì

îáîçíà÷åíèé Òàáëèöû 1.1 ïîëó÷åííûé íàìè ãëîáàëüíûé îöåíèâàòåëü îøèáêè

ïðèíèìàåò ôîðìó η “ η8T `µ
q
T1
`µqT 11

`µq´1
T2
`µq´1

T 12
. Çäåñü η ïðåäñòàâëåíà â âè-

äå ñóììû ïÿòè êîìïîíåíò, êîòîðûå íåñêîëüêî ïî-ðàçíîìó àêêóìóëèðóþòñÿ

ïî ñåòêå, ïîýòîìó îáùàÿ ñòðàòåãèÿ ìàðêèðîâêè ýëåìåíòîâ íà îñíîâå åäèíî-

ãî ïîýëåìåíòíîãî èíäèêàòîðà îøèáêè íåî÷åâèäíà. Âìåñòî ýòîãî, íà êàæäîé

èòåðàöèè ýëåìåíòû ìàðêèðîâàëèñü äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû îöåíèâàòåëÿ îò-

äåëüíî ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êîìïîíåíòà îòâå÷àëà ïî êðàéíåé

ìåðå çà 10% ãëîáàëüíîãî îöåíèâàòåëÿ η. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ìû èñïîëüçîâàëè

àíàëîãè÷íóþ ñòðàòåãèþ ñ îöåíèâàòåëåì èç [125], òîëüêî âìåñòî 5 êîìïî-

íåíò ïîñëåäíèé îöåíèâàòåëü âêëþ÷àë 3. Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðèìåíÿëàñü

ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà ñòåïåíè q “ 3 (ò. å. èñïîëüçîâà-

ëèñü êâàäðàòóðíûå òî÷êè ñ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè p1{3, 1{3, 1{3q,

p0.6, 0.2, 0.2q, p0.2, 0.6, 0.2q è p0.2, 0.2, 0.6q è ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñàìè ´27{48,

25{48, 25{48 è 25{48), êîòîðàÿ î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèÿì, îïè-

ñàííûì â �1.3.3.
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Ðèñ. 1.1: Ýêñïåðèìåíò 1: ñðàâíåíèå óáûâàíèÿ îøèáêè â íîðìå ìàêñèìó-

ìà ìîäóëÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî îöåíèâàòåëÿ ïðè àäàïòèâíîì èçìåëü÷å-

íèè ñåòêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííîãî íàìè îöåíèâàòåëÿ (ïîìå÷åííîãî

èíäåêñîì DK) è îöåíèâàòåëÿ èç [125] (ïîìå÷åííîãî èíäåêñîì NSSV); DOF

îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

1.5.1 Ýêñïåðèìåíò 1: Ïðåèìóùåñòâà ε-ðîáàñòíûõ îöåíèâàòåëåé

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðåèìóùåñòâà ε-ðîáàñòíûõ îöåíèâàòåëåé, ïóñòü

Ω áóäåò åäèíè÷íûì êâàäðàòîì, à

u1px, yq “

„

cospπx{2q ´
e´x{ε ´ e´1{ε

1´ e´ε

 „

1´ y ´
e´y{ε ´ e´1{ε

1´ e´1{ε



. (1.55)

Ôóíêöèÿ u1 èìååò ïîãðàíè÷íûå ñëîè âäîëü ÷àñòåé ãðàíèöû Ω, ñîâïàäàþùèõ

ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè. Ââåäåì òàêæå u2px, yq “ 0.01 sinp100πxq sinp100πyq,

à çàòåì òî÷íîå ðåøåíèå u “ u1 ` u2, è áóäåì ÷èñëåííî ðåøàòü óðàâíåíèå

´ε2∆u` u´ g “ 0 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé g. Áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé ε2 “ 10´6.

Íà Ðèñ. 1.1 ïîêàçàíî, êàê óáûâàåò îøèáêà è ñîîòâåòñòâóþùèé îöåíèâàòåëü

ïðè ìàðêèðîâêå ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðîáàñòíîãî îöåíèâàòåëÿ (1.4) èç [125], à

çàòåì ε-ðîáàñòíîãî îöåíèâàòåëÿ, ïîëó÷åííîãî â (1.48). Îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóþùèå îöåíèâàòåëè êâàäðàòóðíûõ îøèáîê íå èãðàëè áîëüøîé ðîëè ïðè

ìàðêèðîâêå è àäàïòèâíîì èçìåëü÷åíèè ñåòêè.
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Ðèñ. 1.2: Ýêñïåðèìåíò 2: ñðàâíåíèå óáûâàíèÿ îøèáêè â íîðìå ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ ïðè ε2 “ 10´6{Cf è ðàçëè÷íûõ Cf (ñëåâà); ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåê-

ñû ýôôåêòèâíîñòè (ñïðàâà).

Ðèñ. 1.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðîáàñòíûé îöåíèâàòåëü ïåðåîöåíèâàåò îøèáêó

ïðèáëèçèòåëüíî â 104 ðàç íà ðàííèõ ýòàïàõ âû÷èñëåíèé, ïðè÷åì ýòî ïåðå-

îöåíèâàíèå çàâèñèò îò ε è ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñèëüíûì ïðè ε Ñ 0. Òàêæå

îòìåòèì, ÷òî ïðè àäàïòèâíûõ âû÷èñëåíèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðîáàñòíîãî

îöåíèâàòåëÿ îøèáêà óáûâàåò çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâà-

íèè ðîáàñòíîãî îöåíèâàòåëÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà íà÷àëüíîì ýòàïå

îöåíèâàòåëü èç (1.4) ïðèâîäèò ê ñëèøêîì ñèëüíîìó èçìåëü÷åíèþ ñåòêè âíå

ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ.

1.5.2 Ýêñïåðèìåíò 2: Ðîáàñòíîñòü ïî ε

Ñ öåëüþ ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðîáàñòíîñòü ïîëó÷åííûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê

ïî ε ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó èç �1.5.1 ñ òî÷íûì ðåøåíèåì u “ u1`u3, ãäå

u1 îïðåäåëåíî â (1.55), à u3px, yq “ 2 sinp4πxq sinp4πyq, è ñîîòâåòñòâóþùåé g.

Ðàññìîòðèì ε2 “ 10´6{Cf ñ Cf “ 1, 10´2, 10´4, 10´6. Äëÿ óêàçàííûõ çíà÷å-

íèé Cf íà Ðèñ. 1.2 ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ }u ´ uh}8 ;Ω ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåò-

ñòâóþùèì ÷èñëàì ñòåïåíåé ñâîáîäû (îáîçíà÷åííûì DOF). Òàêæå ïðèâåäåíû

çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè, ïîëó÷àåìûõ ïî ôîðìóëå η{}u ´ uh}8; Ω.
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Ðèñ. 1.3: Ýêñïåðèìåíò 3: Àäàïòèâíûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðè ε2 “ 1 è

DOF=4536 (ñëåâà), ε2 “ 10´4 è DOF=4236 (ñïðàâà).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî àäàïòèâíûå àëãîðèòìû ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïîëó÷åííûõ èíäèêàòîðîâ îøèáêè ýôôåêòèâíî ðàáîòàþò ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε, à èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè ñòàáèëèçèðóþòñÿ ïðè εÑ 0.

1.5.3 Ýêñïåðèìåíò 3: Èíäèêàòîðû êâàäðàòóðíûõ îøèáîê

Ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó ´ε24u ` u “ g â Ω “ p0, 1q ˆ p0, 1q, ñ ïðàâîé

÷àñòüþ gpx, yq “ 2x ïðè x2` y2 ă 1{4 è gpx, yq “ 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. g

èìååò ðàçðûâ âäîëü êðèâîé x2`y2 “ 1{4 êðîìå òî÷êè px, yq “ p1{2, 0q. Òî÷íîå

ðåøåíèå u íåèçâåñòíî, íî ïðè ε ! 1 îíî èìååò âíóòðåííèé ñëîé âäîëü x2`y2 “

1{4, à òàêæå ïîãðàíè÷íûå ñëîè âäîëü ãðàíèöû îáëàñòè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ

÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè ïðè ε2 “ 1 è ε2 “ 10´4, ïîêàçàííûìè íà Ðèñ. 1.3.

Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ïåðåñåêàþò êðèâóþ x2 `

y2 “ 1{4, ãäå f ðàçðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî }µq}8 ;T ðàâíîìåðíî îòäåëåíà îò

0, ïîñêîëüêó ðàçðûâíàÿ g àïïðîêñèìèðóåòñÿ â L8 íåïðåðûâíûìè ôóíêöè-

ÿìè. Çàìåòèì, ÷òî íà òðåóãîëüíèêàõ, íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñ x2 ` y2 “ 1{4

êâàäðàòóðíàÿ îøèáêà è êâàäðàòóðíûå èíäèêàòîðû ðàâíû 0. Íà Ðèñ. 1.4 ïî-

êàçàíî óáûâàíèå ðàçëè÷íûõ îöåíèâàòåëåé ïðè ε2 “ 10´4. Ñëåâà ïîêàçàíî

ïîâåäåíèå îöåíèâàòåëÿ áåç ó÷åòà êâàäðàòóð η8T , à òàêæå êîìïîíåíò êâàä-

ðàòóðíîãî îöåíèâàòåëÿ µqT è µq´1
T . Çàìåòèì, ÷òî µqT èãðàåò äîìèíèðóþùóþ
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Ðèñ. 1.4: Ýêñïåðèìåíò 3: óáûâàíèå êâàäðàòóðíûõ îöåíèâàòåëåé è îöåíè-

âàòåëÿ áåç ó÷åòà êâàäðàòóð â ñëó÷àå ðàçðûâíîé g ïðè ε2 “ 10´4 (ñëåâà);

ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ êâàäðàòóðíûõ îöåíèâàòåëåé (ñïðàâà).
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Ðèñ. 1.5: Ýêñïåðèìåíò 3: óáûâàíèå êâàäðàòóðíûõ îöåíèâàòåëåé è îöåíèâà-

òåëÿ áåç ó÷åòà êâàäðàòóð â ñëó÷àå ðàçðûâíîé g ïðè ε2 “ 1 (ñëåâà); ñðàâíåíèå

ðàçëè÷íûõ êâàäðàòóðíûõ îöåíèâàòåëåé (ñïðàâà).

ðîëü â ãëîáàëüíîì îöåíèâàòåëå è, ñëåäîâàòåëüíî, â àäàïòèâíîì èçìåëü÷åíèè

ñåòêè. Ñïðàâà ìû ñðàâíèâàåì ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ êâàäðàòóðíûõ îöåíè-

âàòåëåé Çäåñü µqΣ “ }minth´2
T , ε´2`huµ

q}n
2

;T èç (1.25). Çàìåòèì, ÷òî ñíà÷àëà

µqT “ }µq}8 ;Ω, ò. å. T1 “ T â îïðåäåëåíèè µqT . Äàëåå, ïðè äîáàâëåíèè ýëå-

ìåíòîâ ê T 11 , ñíà÷àëà }µq}8 ;Ω ă µqT ď 2}µq}8 ;Ω, à çàòåì, ïðè ïðèáëèçèòåëüíî
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105 ă DOF ă 106, êâàäðàòóðíûé îöåíèâàòåëü µqT ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì

ëþáîé èç µqΣ è }µq}8 ;Ω. Àñèìïòîòè÷åñêè æå µqT “ µqΣ, ò. å. T 11 “ T . Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ãðàôèêè äëÿ ε2 “ 1 ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 1.5. Îáúåäèíÿÿ ðå-

çóëüòàòû äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èñïîëüçóåìûé íàìè

êâàäðàòóðíûé îöåíèâàòåëü ñ ðàçáèåíèåì ñåòêè ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì â èñïîëü-

çîâàíèè è ðîáàñòíûì.
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Ðèñ. 1.6: Ýêñïåðèìåíò 4: óáûâàíèå îøèáêè ðåøåíèÿ è îöåíèâàòåëåé â ñëó÷àå

èçâåñòíîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ u â êâàäðàòíîé îáëàñòè Ω (ñëåâà); êîìïîíåí-

òû îöåíèâàòåëÿ â ñëó÷àå íåèçâåñòíîãî u â L-îáðàçíîé îáëàñòè Ω (ñïðàâà).

Ðèñ. 1.7: Ýêñïåðèìåíò 4: àäàïòèâíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå (ñëåâà); àäàïòèâíî

ñãåíåðèðîâàííàÿ ñåòêà ñ DOF=13787 (ñïðàâà).
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1.5.4 Ýêñïåðèìåíò 4: Íåëèíåéíîñòü òèïà Ïóàññîíà-Áîëüöìàíà

Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå óðàâíåíèÿ òèïà Ïóàññîíà-Áîëüöìàíà ðàññìàòðè-

âàëèñü â ðÿäå ïóáëèêàöèé; ñì., íàïðèìåð, [87]. Êàê ïðîñòîé ïðîòîòèï, ðàñ-

ñìîòðèì óðàâíåíèå ´ε24u` sinhu “ gpx, yq ñ ε2 “ 10´6. Ñíà÷àëà âûáåðåì Ω

åäèíè÷íûì êâàäðàòîì, à òî÷íîå ðåøåíèå u “ u1`u3 èç �1.5.2. Íàø àäàïòèâ-

íûé ìåòîä äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ ýòîãî ïðèìåðà, ÷òî äåìîíñòðè-

ðóåò Ðèñ. 1.6 (ñëåâà). Äàëåå ðàññìîòðèì L-îáðàçíóþ îáëàñòü Ω, ðåøåíèÿ â

êîòîðîé èìåþò óãëîâóþ ñèíãóëÿðíîñòü, è ïîëîæèì gpx, yq “ 1 ` x3. Óáûâà-

íèå îöåíèâàòåëÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.6 (ñïðàâà), à ÷èñëåííîå

ðåøåíèå è àäàïòèâíî ñãåíåðèðîâàííàÿ ñåòêà ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 1.7.



77

�2 Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ

Äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôó-

çèè â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ ïîëó÷åíû ÿâíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèá-

êè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ �1, ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíè-

çîòðîïíûõ ñåòîê (ò. å. ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ñåòîê ìîãóò áûòü

ñêîëü óãîäíî ñèëüíî ñïëþùåíû). Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çà-

âèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè, èõ àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (ò. å. ñòå-

ïåíè èõ ñïëþùåííîñòè) è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà

îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [168].

2.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûå àïïðîêñè-

ìàöèè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè

Lu :“ ´ε24u` fpx, y;uq “ 0 ïðè px, yq P Ω, u “ 0 íà BΩ, (2.1)

â ìíîãîóãîëüíîé, âîçìîæíî íåëèïøèöåâîé, îáëàñòè Ω Ă R2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî 0 ă ε ď 1, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â Ω ˆ R è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

fp¨; sq P L8pΩq ïðè ëþáîì s P R, à òàêæå îäíîñòîðîííåìó óñëîâèþ Ëèïøèöà

fpx, y;uq ´ fpx, y; vq ě Cf ru ´ vs ïðè âñåõ u ě v ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

Cf ě 0. Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u P W 2
` pΩq Ď

W 1
q Ă CpΩ̄q äëÿ íåêîòîðûõ ` ą 1 è q ą 2 (ñì Ëåììó 1.1 âûøå). Òàêæå

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Cf ` ε2 ě 1 (ïîñêîëüêó äåëåíèå íà Cf ` ε2 íåìåäëåííî

ñâîäèò (2.1) ê äàííîìó ñëó÷àþ).

Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè íà îñíîâå íåâÿçîê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â

íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ áûëè ðàññìîòðåíû â �1 äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíî êâà-

çèðàâíîìåðíûõ òðèàíãóëÿöèé. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, à òàêæå â �3, ìû
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îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè â äâóìåðíîé

îáëàñòè, ïðè ýòîì íàøå âíèìàíèå áóäåò ïåðåíåñåíî íà ñóùåñòâåííî áîëåå

ñëîæíûé ñëó÷àé íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê (ò. å. ýëåìåíòû

ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ñåòîê ìîãóò áûòü ñèëüíî ñïëþùåíû). Ðèñ. 2.1 èëëþ-

ñòðèðóåò òèïû óçëîâ ñåòêè, ê êîòîðûì ïðèìåíèì íàø àíàëèç.

Äàæå äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ïîëó÷àåìîãî èç (2.1) ïðè ε “ 1

è fu “ 0) íàì íåèçâåñòíû êàêèå-ëèáî àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàê-

ñèìóìà ìîäóëÿ ïðè îòñóòñòâèè ïðåäïîëîæåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè àñïåêòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè (íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [82, 123, 71, 125] ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êâàçèðàâíîìåðíîñòü ñåòêè). Åùå áîëüøèé èíòåðåñ àíè-

çîòðîïíûå ñåòêè ïðåäñòàâëÿþò â êîíòåêñòå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (òàêèõ, êàê (2.1) ïðè ε ! 1). Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé

íîðìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíîé (â îòëè÷èå, íàïðè-

ìåð, îò íîðìû L2) äëÿ òîãî, ÷òîáû îáíàðóæèòü áîëüøóþ îøèáêó â çîíå óçêèõ

ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîåâ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ðÿäà ñòðóêòóðèðîâàííûõ ëîêàëüíî àíèçîòðîï-

íûõ ñåòêîê (ò. å. àíèçîòðîïíûõ â îáëàñòÿõ ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîåâ,

è ñòàíäàðòíûõ çà èõ ïðåäåëàìè) áûëî òåîðåòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî îíè

ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íàäåæíûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îòíî-

ñèòåëüíî íåáîëüøèõ ÷èñåë ñòåïåíåé ñâîáîäû (ïîñëåäíèå îáû÷íî íå çàâèñÿò

îò çíà÷åíèé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ); ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [66, 163, 178, 132],

à òàêæå ïðèâåäåííûå â íèõ ññûëêè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òàêèå ñåòêè, êàê

ïðàâèëî, êîíñòðóèðóþòñÿ àïðèîðè, ëèáî æå ãåíåðèðóþòñÿ àäàïòèâíî ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) áóäóò ðàññìîòðåíû ñòàí-

äàðòíûå ëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Ïóñòü Sh Ă H1
0 pΩq X CpΩ̄q ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, àññîöèèðóåìûì ñ

òðèàíãóëÿöèåé T , à ÷èñëåííîå ðåøåíèå uh P Sh ïóñòü óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
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øåíèþ

ε2
x∇uh,∇vhy ` xf Ih , vhy “ 0 @ vh P Sh, fhp¨q :“ fp¨;uhq. (2.2)

Çäåñü x¨, ¨y îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2pΩq, à f
I
h � ñòàíäàðòíûé

êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò Ëàãðàíæà äëÿ fh.

Â ðàìêàõ ïðåäâàðèòåëüíîãî îïèñàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãëû âñåõ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ áëèçêè ê íåòóïûì.

Òîãäà íàøà ïåðâàÿ îöåíêà ïðèíèìàåò âèä

}u´ uh}8 ;Ω ď C `h max
zPN

´

mintε,Hzu
›

›Jz
›

›

8 ;γz
`mintε2, H2

z u }ε
´2f Ih}8 ;ωz

¯

` C }fh ´ f
I
h}8 ;Ω , (2.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C is íå çàâèñèò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è èõ àñïåêòíûõ

ñîîòíîøåíèé (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè), à òàêæå îò ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ε. (Äàííàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (2.44), (2.47), (2.21) ñ Ëåì-

ìîé 2.17.) Çäåñü N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ýëåìåíòîâ T , Jz îáîçíà÷àåò
ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé uh ÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà, ωz

� ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ âåðøèíó z P N , à γz � ìíîæåñòâî ðå-

áåð âíóòðè ωz, Hz “ diampωzq, `h “ lnp2`εh´1
q, à h � ìèíèìàëüíûé äèàìåòð

îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè â T .
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ε “ 1 ñîîòíîøåíèå (2.3) äàåò ñòàíäàðòíóþ àïîñòåðè-

îðíóþ îöåíêó, àíàëîãè÷íóþ ðåçóëüòàòàì [82, 123, 125], ñ òîé ñóùåñòâåííîé

Ðèñ. 2.1: Ïðèìåðû àíèçîòðîïíûõ óçëîâ z P Nani (ñëåâà), ïîëó-àíèçîòðîïíûõ

óçëîâ z P Ns.ani (öåíòð), èçîòðîïíîãî óçëà z P Niso (ñïðàâà) è óçëà z P

Nani XN ˚
BΩ (ñëåâà ñíèçó).
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ðàçíèöåé, ÷òî çäåñü îíà áóäåò óñòàíîâëåíà äëÿ ñëó÷àÿ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îöåíêà (2.3) ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íà ñ àïîñòåðèîðíûìè

îöåíêàìè [157] (ñì. òàêæå (1.3) â �1), ïîëó÷åííûìè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìó-

ùåííîãî ñëó÷àÿ ε P p0, 1s, îäíàêî çäåñü ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ

ëîêàëüíîé êâàçèðâàíîìåðíîñòè òðèàíãóëÿöèè.

Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ñòàíäàðòíûõ äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ñëó÷àÿ

ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòîê îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî îäíèì èç ñåðüåçíûõ

ïðåïÿòñòâèé ïðè èõ îáîáùåíèè íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíûõ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ ïðè-

ìåíåíèå òåîðåìû î ñëåäàõ ïðè îöåíêå íåâÿçîê ÷åðåç ãðàíèöû ýëåìåíòîâ. Ïðè

ýòîì â ïîëó÷àþùèõñÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ ïîÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû,

çàâèñÿùèå îò àñïåêòíûõ ñîîòíîøåíèé ýëåìåíòîâ ñåòêè, ïîýòîìó òàêèå îöåíêè

÷ðåçâû÷àéíî ãðóáû è íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîé îöåí-

êè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Çàìå÷àíèå 2.6 ïðîëèâàåò íåêîòîðûé ñâåò íà

íàø ïîäõîä ê ïðåîäîëåíèþ ýòîãî òåîðåòè÷åñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ñëàãàåìûõ â (2.3), ïîýëå-

ìåíòíûå íåâÿçêè }ε´2f Ih}8 ;ωz íå îòðàæàþò àíèçîòðîïíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýëåìåíòîâ ñåòêè. Ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ (è, â íåêîòîðîì ñìûñ-

ëå, àíèçîòðîïíóþ) îöåíêó äëÿ ïîýëåìåíòíûõ íåâÿçîê, áóäóò ââåäåíû â ðàñ-

ñìîòðåíèå öåïî÷êè êîðîòêèõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ àíèçîòðîïíûå óçëû (ñì.

Ðèñ. 2.4, ñïðàâà). Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà òàêèå

öåïî÷êè áóäåò ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà

}u´ uh}8 ;Ω ď C `h

”

max
zPN

´

mintε,Hzu
›

›Jz
›

›

8 ;γz

¯

` max
zPN zNpaths

´

mint1, ε´2H2
z u}f

I
h}8 ;ωz

¯

` max
zPNpaths

´

mintε,Hzu mintε, hzu}ε
´2f Ih}8 ;ωz `mint1, ε´2H2

z u oscpf Ih ;ωzq
¯ı

` C }fh ´ f
I
h}8 ;Ω , (2.4)

(êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (2.44), (2.58), (2.21) ñ Ëåììîé 2.17). Çäåñü

Npaths îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî óçëîâ, êîòîðûå çàäåéñòâîâàíû õîòÿ áû â îäíîé



81

öåïî÷êå, à hz » H´1
z |ωz|. Ïîñêîëüêó äëÿ àíèçîòðîïíûõ óçëîâ ñïðàâåäëèâî

hz ! Hz, òî î÷åâèäíî, ÷òî îöåíêà (2.4) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé ïî ñðàâíåíèþ

ñ (2.3). (Ïîñëåäíåå òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ â �2.5.4).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëåçíîñòü ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ñòà-

öèîíàðíûì ñëó÷àåì, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê èíãðåäè-

åíòû â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé [175] (ñì. òàêæå Ãë. 2).

Ðàíåå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ çàäà÷ òèïà (2.1) íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ

áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [156, 165, 105, 107]. Â [165, 156] îøèáêà ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, íî ðàññìîòðåíû òîëüêî

ïðÿìîóãîëüíûå àíèçîòðîïíûå ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê â [107, 105] ðàññìîòðå-

íû áîëåå îáùèå àíèçîòðîïíûå ñåòêè, íî îøèáêà îöåíèâàåòñÿ â áîëåå ñëàáîé

ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Áîëåå ïîäðîáíî ðàáîòû [107, 105] áóäóò ïðîêîììåí-

òèðîâàíû â ñëåäóþùåì �3.

Ïàðàãðàô îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2.2 îïèñûâàþòñÿ îñíîâ-

íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè T , à òàêæå äîïóñòèìûå òèïû àíèçîòðîï-

íûõ óçëîâ. Äëÿ ïîñëåäíèõ â �2.3 ïîëó÷åíà íåóëó÷øàåìàÿ âåðñèÿ òåîðåìû

î ñëåäàõ. Â �2.4 îøèáêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç ôóíêöèþ

Ãðèíà ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è. Äàëåå â �2.5 óïðîùåííàÿ âåðñèÿ ïðåäñòàâ-

ëåííîãî çäåñü àïîñòåðèîðíîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëåíà äëÿ ñëó÷àÿ ÷àñòè÷íî

ñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê, â òî âðåìÿ êàê â �2.6 àïîñòåðèîð-

íûå îöåíêè âûâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ áîëåå îáùèõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê. Ïàðà-

ãðàô çàâåðøàåòñÿ ïîëó÷åíèåì îöåíîê îøèáêè èíòåðïîëÿöèè äëÿ ôóíêöèè

Ãðèíà â �2.7, à òàêæå çàêëþ÷èòåëüíûìè çàìå÷àíèÿìè â �2.8.

Îáîçíà÷åíèÿ. Áóäåì ïèñàòü a » b, åñëè a À b è a Á b, â òî âðåìÿ êàê a À b

áóäåò îáîçíà÷àòü a ď Cb ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C, çàâèñÿùåé îò Ω è f . Îò-

ìåòèì, ÷òî C íå çàâèñèò îò äèàìåòðîâ è àñïåêòíûõ ñîîòíîøåíèé ýëåìåíòîâ

T , à òàêæå îò ε. Òàêæå, äëÿ D Ď Ω, 1 ď p ď 8 è k ě 0, áóäóò èñïîëüçî-
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âàòüñÿ íîðìû }v}p ;D “ }v}LppDq è |v|k,p ;D “ |v|Wk
p pDq, ãäå | ¨ |Wk

p pDq îáîçíà÷àåò

ñòàíäàðòíóþ ïîëóíîðìó â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ

ñ p-îé ñòåïåíüþ èõ ìîäóëÿ âìåñòå ñî ñâîèìè îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè äî

ïîðÿäêà k.

2.2 Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ z “ pxz, yzq, S è T ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

óçëîâ, ðåáåð è ýëåìåíòîâ ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê N , S è T îáîçíà÷àþò èõ ñîîò-

âåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà. Äëÿ ëþáîãî T P T ïóñòü HT îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëü-

íóþ äëèíó ðåáðà, à hT :“ 2H´1
T |T | � ìèíèìàëüíóþ âûñîòó â òðåóãîëüíèêå T .

Äëÿ ëþáîãî z P N îáîçíà÷åíèå ωz áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáëàñòè, ñîñòî-

ÿùåé èç ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ z, à Sz � äëÿ ìíîæåñòâà ðåáåð, èñõîäÿùèõ

èç z, à òàêæå

Hz :“ diampωzq, hz :“ max
TĂωz

hT , γz :“ SzzBΩ, γ̊z :“ tS Ă γz : |S| À hzu.

(2.5)

Â äàëüíåéøåì âñåãäà áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

• Ìàêñèìàëüíûé óãîë. Ìàêñèìàëüíûé âíóòðåííèé óãîë â ëþáîì òðå-

óãîëüíèêå T P T ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì íåêîòîðîé ïî-

ñòîÿííîé α0 ă π.

• Ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ëþáîãî óçëà z P N , íàéäåòñÿ
òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê Rz Ą ωz, ÷òî |Rz| » |ωz|.

• ×èñëî òðåóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ ëþáîé óçåë ñåòêè, ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åííûì.

Çàìåòèì, ÷òî âûøåîïèñàííûå óñëîâèÿ àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ íà ëî-

êàëüíî êâàçèðàâíîìåíûõ òðèàíãóëÿöèÿõ.
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Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëþáîé óçåë ñåòêè z P N ïðèíàä-

ëåæèò ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ Òèïîâ Óçëîâ (ñì. òàêæå Ðèñ. 2.1), êîòîðûå

çäåñü îïèñûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèêñèðîâàííîé äîñòàòî÷íî ìàëîé ïî-

ñòîÿííîé c0 (ïîñëåäíÿÿ ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü àíèçîòðîïíûå è íåàíèçîòðîï-

íûå ýëåìåíòû ñåòêè).

(1) Àíèçîòðîïíûìè óçëàìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿNani,

íàçîâåì óçëû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

hz ă c0Hz, hT » hz è HT » Hz @ T Ă ωz. (2.6)

Çàìåòèì, ÷òî äàííûå óñëîâèÿ ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî Sz ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ
ðåáåð äëèíû À hz.

(2) Ïîëó-àíèçîòðîïíûìè óçëàìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ

Ns.ani, íàçîâåì óçëû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì z R Nani è

hz ă c0Hz, HT » Hz è hT » hz èëè HT » hT » hz @ T Ă ωz. (2.7)

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ðåáðà S â Sz, èìåþùèå äëèíó |S| » Hz, ðàñ-

ïîëîæåíû âíóòðè íåêîòîðîãî ñåêòîðà ñ âåðøèíîé z è âíóòðåííèì óãëîì ïðè

ýòîé âåðøèíå » hz
Hz
.

(3) Èçîòðîïíûìè óçëàìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Niso,

íàçîâåì óçëû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

c0Hz ď hz ď Hz, hT » HT èëè HT » Hz @ T Ă ωz,

@ S P Sz D T̃ Ă ωz : S Ă BT̃ , hT̃ » HT̃ ,
(2.8)

ãäå S ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà T̃ , êîòîðûé íå îáÿçàòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì T , íî ìîæåò áûòü âûáðàí, êàê îïèñàíî â (2.8). Â ñèëó

äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí T in ωz íå ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîï-

íûì è óäîâëåòâîðÿåò hT » HT » Hz, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå T â ωz ìîãóò

áûòü àíèçîòðîïíûìè, èëè, íå áóäó÷è àíèçîòðîïíûìè, ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü

HT ! hz » Hz (ñì. Ðèñ. 2.1, ñïðàâà). Îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå



84

èçîòðîïíûé óçåë z îêðóæåí ëèøü íåàíèçîòðîïíûìè ýëåìåíòàìè, óäîâëåòâî-

ðÿþùèìè hT » HT » Hz.

(1*) Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî àíèçîòðîïíûå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå îêîëî

ãðàíèöû, áóäóò îðèåíòèðîâàíû âäîëü ãðàíèöû. ×òîáû ñïåöèàëüíî âûäåëèòü

óçëû, äëÿ êîòîðûõ äàííîå ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî àíèçîòðîïíûõ ãðàíè÷íûõ óçëîâ N ˚
BΩ:

N ˚
BΩ :“

 

z P BΩXN zNiso : |Sz X BΩ| À hz èëè z � óãîë îáëàñòè Ω
(

.

(2.9)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N ˚
BΩ XNs.ani “ H, ïîýòîìó N ˚

BΩ Ă Nani.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ òèïû óçëîâ (1)�(3) îïèñû-

âàþò áîëüøèíñòâî èíòåðåñíûõ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè, ñèòóàöèé, íî,

êîíå÷íî, îíè íè â êîåé ìåðå íå èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè,

â êîòîðûõ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ àíèçîòðîïíûå ýëåìåíòû.

2.3 Òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ, êîòî-

ðàÿ áóäåò çäåñü ñôîðìóëèðîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì íîðìàëèçîâàííîé íîðìû

ïðîñòðàíñòâà W 1
1 pDq, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì

~v~D :“ pdiamDq´1
}v}1 ;D ` }∇v}1 ;D . (2.10)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó diampωzq “ Hz, à diampT q » HT , òî

~v~ωz “ H´1
z }v}1 ;ωz ` }∇v}1 ;ωz , ~v~T » H´1

T }v}1 ;T ` }∇v}1 ;T .

Ïîñêîëüêó æå diampT q ď diampωzq äëÿ ëþáîãî T Ă ωz, òî

~v~ωz ď
ÿ

TĂωz

~v~T , (2.11)
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â òî âðåìÿ êàê äëÿ àíèçîòðîïíîãî óçëà, â ñèëó (2.6), ïîëó÷àåì

~v~ωz »
ÿ

TĂωz

~v~T . (2.12)

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ ëþáîãî óçëà z P N , ïðèíàäëåæàùåãî îäíîìó èç òèïîâ

(2.6), (2.7) èëè (2.8), è ëþáîé ôóíêöèè v P W 1
1 pωzq ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

}v}1 ;̊γz `
hz
Hz

}v}1 ;γz z̊γz À
ÿ

TĂωz

~v~T , (2.13)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ γz è γ̊z èç (2.5). Òàêæå, äëÿ ëþáîãî îòðåçêà S̄z Ă ωz,

èñõîäÿùåãî èç z è óäîâëåòâîðÿþùåãî |S̄z| » Hz, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

hz
Hz

}v}1 ;S̄z À ~v~ωz . (2.14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà S â ëþáîì

òðåóãîëüíèêå T P T ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1

|S|
}v}1 ;S À

1

|T |
}v}1;T `

diampT q

|T |
}∇v}1;T .

Çäåñü diampT q » HT , ïîýòîìó
1
|S|
}v}1 ;S À

HT
|T |
~v~T , â òî âðåìÿ êàê |T | » hTHT

ïðèâîäèò ê

hT
|S|
}v}1 ;S À ~v~T ïðè S Ă BT. (2.15)

Äàëåå ðàññìîòðèì êàæäûé äîïóñòèìûé òèï óçëà îòäåëüíî. Â ñëó÷àå àíè-

çîòðîïíîãî óçëà z (2.6), äëÿ ëþáîãî ðåáðà S â ëþáîì T Ă ωz èìååì hT » hz.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ñâîéñòâîì, èç (2.15) íåìåäëåííî ïîëó÷àåì (2.13), ïî-

ñêîëüêó |S| » hz äëÿ ëþáîãî S P γ̊z, à |S| » Hz äëÿ ëþáîãî S P γz z̊γz.

Ïóñòü òåïåðü óçåë z ÿâëÿåòñÿ ïîëó-àíèçîòðîïíûì (2.7). Åñëè S P γz ÿâëÿ-

åòñÿ ñòîðîíîé òàêîãî T Ă ωz, ÷òî HT » Hz è hT » hz, òî }v}1 ;S îöåíèâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ àíèçîòðîïíûõ óçëëâ òèïà (2.6); ñì. âûøå. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå S P γ̊z, à òàêæå S ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé íåêîòîðîãî íåàíèçîòðîïíîãî

ýëåìåíòà T 1 Ă ωz, ïðè ýòîì hT 1 » HT 1 » |S|, ïîýòîìó â ñèëó (2.15) èìååì
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}v}1 ;S À ~v~T 1 . Îáúåäèíÿÿ ýòè äâà âûâîäà, ïîëó÷àåì æåëàåìîå ñîîòíîøåíèå

(2.13).

Íàêîíåö ðàññìîòðèì èçîòðîïíûé óçåë z (2.8), ïðè ýòîì γ̊z “ γz ïîñêîëü-

êó hz » Hz. Åñëè S P γz ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé íåàíèçîòðîïíîãî òðåóãîëüíèêà

T 1 Ă ωz, ò. å. hT 1 » HT 1 » |S|, òî â ñèëó (2.15) ïîëó÷àåì }v}1 ;S À ~v~T 1 . Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå S ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé íåêîòîðîãî àíèçîòðîïíîãî òðåóãîëüíèêà

T 2, ïðè ýòîì ëèáî |S| » hT 2 , ëèáî |S| » HT 2 » Hz. Ïðè |S| » hT 2 , ïðèìåíå-

íèå (2.15) ïðèâîäèò ê }v}1 ;S À ~v~T 2 . Åñëè æå |S| » Hz, òî íàéäåòñÿ òàêîé

íåàíèçîòðîïíûé òðåóãîëüíèê T̃ Ă ωz (êîòîðûé ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü

T ), ÷òî S ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åãî ñòîðîí; è îïÿòü ïðèìåíÿÿ (2.15), ïîëó÷àåì

}v}1 ;S À ~v~T̃ À ~v~ωz . Îáúåäèíÿÿ âñå ýòè âûâîäû ñ (2.11) ïîëó÷àåì (2.13)

äëÿ ëþáîãî èçîòðîïíîãî óçëà z.

Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü (2.14). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èñõîäÿùåãî èç z

îòðåçêà S̄z Ă ωz, óäîâëåòâîðÿþùåãî |S̄z| » Hz, íàéäåòñÿ òàêîé òðåóãîëüíèê

T̃ Ă ωz (êîòîðûé ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü T ), ÷òî S̄z ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åãî
ñòîðîí, ïðè ýòîì HT̃ “ |S̄z| » Hz è hT̃ » hz. Òåïåðü ïðèìåíåíèå (2.15) ïðèâî-

äèò ê hz
Hz
}v}1 ;S̄z À ~v~T̃ À ~v~ωz . Òàêèì îáðàçîì ìû óñòàíîâèëè îñòàâøóþñÿ

îöåíêó (2.14). l

2.4 Ïðåäñòàâëåíèå îøèáêè ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà

Ç à ì å ÷ à í è å 2.3. Ñ òåì, ÷òîáû íåñêîëüêî óïðîñòèòü èçëîæå-

íèå, â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà ïî u, ïðè

ýòîì fupx, y;uq ď C̄f ïðè ëþáûõ x, y, u. Çàìåòèì, ÷òî âñå ïîñëåäóþùèå

ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû è áåç ýòîãî äîïîëíèòåëü-

íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ Ëåììû 5 èç [157] (ñì. òàêæå àíàëîãè÷íóþ

Ëåììó 1.8).

Äëÿ îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîñëåäíÿÿ áóäåò ïðåäñòàâëåíà

÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïîëó÷àþùåãîñÿ ëèíåàðèçàöèåé
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Luh ´ Lu. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì px1, y1q P Ω äàííàÿ ôóíêöèÿ G óäîâëå-

òâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

´ε2 ∆px,yqG` ppx, yqG“ δpx
1, y1;x, yq, px, yq P Ω,

Gpx1, y1;x, yq“0, px, yq P BΩ.
(2.16)

Çäåñü êîýôôèöèåíò p “
ş1

0
fup¨, u`rv´ussq ds ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé

ëèíåàðèçàöèè fpx, y; vq ´ fpx, y;uq “ ppx, yqrv ´ us, è, â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 2.3,

óäîâëåòâîðÿåò Cf ď p ď C̄f , à δ îáîçíà÷àåò äâóìåðíóþ ôóíêöèþ Äèðàêà.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äàííîé ôóíêöèåé Ãðèíà Gpx1, y1;x, yq : Ω ˆ Ω Ñ R,
íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ u çàäà÷è (2.1) è ëþáîé ôóíêöèè v P

W̊ 1
q pΩq Ă CpΩ̄q with q ą 2 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

pv ´ uqpx1, y1q “ ε2
x∇v,∇Gpx1, y1; ¨qy ` xfp¨; vq, Gpx1, y1; ¨qy. (2.17)

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè, àíàëîãè÷íûå [157] (ñì. òàêæå Òåî-

ðåìó 1.2).

Ë å ì ì à 2.4. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà, óäîâëåòâîðÿþùåé

(2.16) ïðè óñëîâèÿõ 0 ď Cf ď p ď C̄f è Cf ` ε2 ě 1. Òîãäà ïðè ëþáîì

px1, y1q P Ω, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

}Gpx1, y1; ¨q}1;Ω ` ε|Gpx
1, y1; ¨q|1,1;Ω À 1. (2.18)

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî øàðà Bpx1, y1; ρq ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â px1, y1q, è `ρ :“

lnp2` ερ´1q,

}Gpx1, y1; ¨q}1 ;Bpx1,y1;ρqXΩ À ε´2ρ2 `ρ, (2.19a)

|Gpx1, y1; ¨q|1,1 ;Bpx1,y1;ρqXΩ À ε´2ρ, (2.19b)

|Gpx1, y1; ¨q|2,1 ;ΩzBpx1,y1;ρq À ε´2`ρ. (2.19c)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âñå ðåçóëüòàòû ëåììû ïðåäñòàâëåíû â Òåîðåìå 1

èç [157] (à òàêæå â àíàëîãè÷íîé Òåîðåìå 1.2) äëÿ ñëó÷àÿ p “ Cf . Ïðè ýòîì

äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèìî è ê áîëåå îáùåìó ñëó÷àþ Cf ď p ď C̄f . l
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Âîñïîëüçîâàâøèñü (2.17) ïðè v “ uh, à òàêæå (2.2), íåñëîæíî óáåäèòüñÿ,

÷òî @ vh P Sh âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

puh ´ uqpx
1, y1q “ ε2

x∇uh,∇pG´ vhqy ` xf Ih , G´ vhy ` xfh ´ f Ih , Gy, (2.20)

ãäå, íåñêîëüêî çëîóïîòðåáëÿÿ îáîçíà÷åíèìè, G “ Gpx1, y1; ¨q. Äëÿ êâàäðàòóð-

íîé îøèáêè xfh ´ f
I
h , Gy “: Equad, â ñèëó (2.18), ïîëó÷àåì

|Equad| À }fh ´ f
I
h}8 ;Ω . (2.21)

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ äàííàÿ îöåíêà êâàäðàòóðíîé îøèáêè äîñòàòî÷íî ãðóáà

ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëó÷åííîé â �1.3.3, íàøå îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò ñîñðå-

äîòî÷åíî íà ïîëó÷åíèè àäåêâàòíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè áåç ó÷åòà

êâàäðàòóð, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé â ñëó÷àå àíèçîòðîïíûõ

ñåòîê.

Äàëåå ââåäåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé φz P Sh, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ óçëó z P N , ðàâíûõ 1 â ýòîì óçëå è 0 â îñòàëüíûõ óçëàõ ñåòêè.

Ïîëîæèì vh :“ Gh `
ř

zPN ḡzφz P Sh, ãäå Gh P Sh ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì èíòåð-

ïîëÿíòîì äëÿ G, à çíà÷åíèå ḡz âûáèðàåòñÿ ðàâíûì íåêîòîðîìó óñðåäíåíèþ

âåëè÷èíû G´Gh â îêðåñòíîñòè z (êîòîðîå áóäåò îïðåäåëåíî íèæå), ïðè ýòîì

ḡz “ 0 äëÿ z P BΩ (ñ òåì, ÷òîáû vh P Sh). Äàëåå ââåäåì ôóíêöèþ g :“ G´Gh,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïîëó÷àåì G´ vh “ g´
ř

zPN ḡzφz “
ř

zPN pg´ ḡzqφz. Îáú-

åäèíÿÿ ýòî ñ (2.20), ïðèõîäèì ê äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

îøèáêè

puh ´ uqpx
1, y1q “

ÿ

zPN
ε2

ż

γz

pg ´ ḡzqφzJ∇uhK ¨ ν `
ÿ

zPN

ż

ωz

f Ih pg ´ ḡzqφz ` Equad

“: I ` II ` Equad , (2.22)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì Gh P Sh è ëþáîì íàáîðå tḡzuzPN , óäîâëåòâî-

ðÿþùåì ḡz “ 0 ïðè âñåõ z P BΩ.

Â (2.22), âåëè÷èíà J∇uhK îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âíóòðåííåå ðåáðî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ν ê ëþáîìó ðåáðó èç γz íàïðàâëåíà ïî
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÷àñîâîé ñòðåëêå ïî îòíîøåíèþ ê z, â òî âðåìÿ êàê JwK äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

w ïîíèìàåòñÿ êàê ñêà÷îê w ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëþáîå ðåáðî èç γz, âû÷èñ-

ëÿåìûé â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî îòíîøåíèþ ê z. Òàêèì

îáðàçîì, J∇uhK ¨ ν “: Jz � ñêà÷îê, â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî

îòíîøåíèþ ê z, íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé uh ïî íàïðàâëåíèþ ïðîòèâ ÷àñî-

âîé ñòðåëêè. Î÷åâèäíî, ÷òî |J∇uhK| “ |Jz|. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîçíà÷åíèÿ

J∇uhK íà ðåáðàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå îáëàñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

uh “ 0 â R2zΩ.

2.5 Àïîñòåðèîðíûé àíàëèç íà ÷àñòè÷íî ñòðóêòóðèðîâàí-

íûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü îñíîâíûå íîâûå èäåè, íà÷íåì ñ èçëîæåíèÿ

íåñêîëüêî óïðîùåííîé âåðñèè ïðåäñòàâëÿåìîãî çäåñü àïîñòåðèîðíîãî àíàëè-

çà äëÿ ñëó÷àÿ ÷àñòè÷íî ñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê â êâàäðàò-

íîé îáëàñòè Ω “ p0, 1q2. Áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

A1. Ïóñòü txiu
n
i“0 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ñåòêîé ïî ïåðåìåííîé x íà îòðåçêå

p0, 1q. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà T P T , ïðè íåêîòîðîì i,

(i) åãî ñàìîå êîðîòêîå ðåáðî ðàñïîëîæåíî íà ëèíèè x “ xi;

(ii) ïðîòèâîïîëîæíàÿ æå ýòîìó ðåáðó âåðøèíà ðàñïîëîæåíà íà îäíîé

èç ëèíèé x “ xi`1 è x “ xi´1 (ñì. Ðèñ. 2.2, ñëåâà).

A2. Ïóñòü N “ Nani, ò. å. ëþáîé óçåë z P N ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíûì â

ñìûñëå (2.6).

A3. Ïóñòü âñå óãëû ýëåìåíòîâ òðèàíãóëÿöèè áëèçêè ê íåòóïûì â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëüíèêå T P T ìàêñèìàëüíûé óãîë îãðàíè÷åí

âåëè÷èíîé π
2
` α1

hT
HT

ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé α1.
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xi´1xixi`1 0 1
0

1

ε

Ðèñ. 2.2: ×àñòè÷íî ñòðóêòóðèðîâàííàÿ àíèçîòðîïíàÿ ñåòêà (ñëåâà); òðè-

àíãóëÿöèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â �2.5.4 (ñïðàâà).

Âûøåîïèñàííûå óñëîâèÿ ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ñåòêè ÿâëÿþòñÿ

àíèçîòðîïíûìè è îðèåíòèðîâàíû ïî íàïðàâëåíèþ îñè x. Òàêæå óñëîâèå A3

ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðè xz “ xi

ωz Ď ω˚z :“ pxi´1, xi`1q ˆ py
´
z , y

`
z q, y`z ´ y

´
z » hz, diamω˚z » Hz , (2.23)

ãäå py´z , y
`
z q � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y â ïðåäåëàõ ωz, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî x´1 :“ x0, à xn`1 :“ xn.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.5. Èç âûøåîïèñàííûõ óñëîâèé (â îñîáåííîñòè A3)

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå J À 1, ÷òî ω˚z Ă ω
pJq
z ïðè ëþáîì z P N , ãäå

èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ω
p0q
z :“ ωz è ω

pj`1q
z äëÿ ýëåìåíîâ â èëè êàñàþùèõ-

ñÿ ω
pjq
z . (Îòìåòèì òàêæå, ÷òî J “ 1 â ñëó÷àå òðèàíãóëÿöèè ñ íåòóïûìè

óãëàìè, ò. å. ïðè α1 “ 0 â óñëîâèè A3.)

2.5.1 Âûáîð ḡz. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Âûáîð çíà÷åíèé ḡz â (2.22) áóäåò ñâÿçàí ñ ëîêàëüíîé îðèåíòàöèåé àíèçîòðîï-

òûõ ýëåìåíòîâ, è ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ ïðåäñòàâëÿåìîãî çäåñü àíàëèçà.

Ïóñòü ḡz “ 0 ïðè z P BΩ, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè xz “ xi ñ íåêîòîðûì

1 ď i ď n´ 1, ïîëîæèì
ż xi`1

xi´1

pgpx, yzq ´ ḡzqϕipxq dx “ 0. (2.24)
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Çäåñü ϕipxq � ñòàíäàðòíàÿ îäíîìåðíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ xi (ò. å. èìåþùàÿ íîñèòåëü pxi´1, xi`1q, ðàâíàÿ 1 â x “ xi,

è ëèíåéíàÿ íà pxi´1, xiq è pxi, xi`1q).

Ç à ì å ÷ à í è å 2.6. Ïðè xz “ xi, ïóñòü S̄z Ă ω˚z áóäåò îòðåçêîì,

ñîåäèíÿþùèì òî÷êè pxi´1, yzq è pxi`1, yzq. Òîãäà îïðåäåëåíèå (2.24) äëÿ ḡz

èäåíòè÷íî ñëåäóþùåìó:

ż

S̄z

pg ´ ḡzqϕi “ 0 ïðè xz “ xi, 1 ď i ď n´ 1. (2.25)

Â ñëó÷àå æå òðèàíãóëÿöèè áåç òóïûõ óãëîâ äàííîå îïðåäåëåíèå ýêâèâà-

ëåíòíî
ş

S̄z
pg´ ḡzqφz “ 0. Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé çäåñü âûáîð ḡz ïðèíöè-

ïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò áîëåå ñòàíäàðòíîãî è äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëü-

çóåìîãî (â ñëó÷àå ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ òðèàíãóëÿöèé), êîòîðîé îáî-

çíà÷åí çäåñü ḡ1z è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
ş

ωz
pg´ ḡ1zqφz “ 0 (ñì., íàïðè-

ìåð, Ëåêöèþ 5 â [124]).

Ò å î ð å ì à 2.7. Ïóñòü λz “ mintε,Hzu, g “ Gpx1, y1 ; ¨q ´ Gh ñ ëþáîé

Gh P Sh, à

Θ :“ ε2
ÿ

zPN
λ´1
z ~g~ω˚z , Θ1 :“ ε2

ÿ

zPN
λ´2
z }g}1, ω˚z . (2.26)

Òîãäà puh ´ uqpx
1, y1q “ I ` II ` Equad â ëþáîé òî÷êå px1, y1q P Ω, ïðè ýòîì äëÿ

Equad ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.21), à ïðè óñëîâèÿõ A1�A3 òàêæå ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ

|I| À Θ max
zPN

 

λz
›

›Jz
›

›

8 ;γz

(

, (2.27)

|II| À Θ max
zPN

 

ε´2 λzHz}f
I
h}8 ;ωz

(

, (2.28)

|II| À Θ1 max
zPN

 

ε´2 λ2
z }f

I
h}8 ;ωz

(

. (2.29)
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Òàêæå äëÿ II ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâíàÿ îöåíêà

|II| À max
zPN zN˚

BΩ

 

pΘ`Θ1
q ε´2λz mintε, hzu}f

I
h}8 ;ωz `Θ1 ε´2λ2

z oscpf Ih ;ωzq
(

` Θ1 max
zPN˚

BΩ

 

ε´2 λ2
z }f

I
h}8 ;ωz

(

, (2.30)

ãäå N ˚
BΩ “ tz P N : xz “ 0 èëè xz “ 1u (â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.9)).

2.5.2 Íåâÿçêè, àññîöèèðóåìûå ñ ðåáðàìè. Äîêàçàòåëüñòâî (2.27)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2.27). Çàìåòèì, ÷òî J∇uhK ¨ ν “ JBxuhKνx `

JByuhKνy. Ïîýòîìó ìîæåì ðàçáèòü I èç (2.22) íà òðè êîìïîíåíòû:

I “ I 1 ` I2 ` I3 :“
ÿ

zPN
ε2

ż

γz

pg ´ ḡzqφzJBxuhK νx

`
ÿ

zPN
ε2

ż

γz

rg ´ gpx, yzqsφzJByuhK νy

`
ÿ

zPN
ε2

ż

γz

rgpx, yzq ´ ḡzsφzJByuhK νy . (2.31)

Â ñèëó (2.26), äëÿ âûâîäà æåëàåìîé îöåíêè (2.27) äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

|I 1| ` |I2| À
ÿ

zPN
ε2
~g~ω˚z

›

›Jz
›

›

8 ;γz
, I3 “ 0. (2.32)

Ïðè÷åì ïðèâåäåííàÿ çäåñü îöåíêà äëÿ I2 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì

ñîîòíîøåíèé |φzJByuhK| ď |Jz| è |νy| ď 1, à òàêæå
ş

γz
|gpx, yq ´ gpx, yzq| À

}Byg}1 ;ω˚z À ~g~ω˚z .

Ïîëó÷åíèå îöåíêè äëÿ I 1 â (2.32) íåñêîëüêî áîëåå òðóäîåìêî. Âíîâü âîñ-

ïîëüçóåìñÿ |φzJBxuhK| ď |Jz|, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
ż

γz

`

|g νx| ` |ḡzνx|
˘

À ~g~ω˚z . (2.33)

Çäåñü âåñüìà âàæíî, ÷òî |νx| À
hz
|S|

ïðè ëþáîì S P γz (÷òî ñëåäóåò èç |νx| “

| sin =pS, ixq| è A3). Ïðè ýòîì ïðè S Ă γ̊z èìååì |S| » hz, ïîýòîìó |νx| ď 1,
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â òî âðåìÿ êàê ïðè S Ă γz z̊γz ïîëó÷àåì |S| » Hz, è ïîýòîìó |νx| ď
hz
Hz
. Äà-

ëåå ïðèìåíåíèå îöåíêè (2.13), îáúåäèíåííîé ñ (2.12), ïðèâîäèò ê
ş

γz
|g νx| À

~g~ωz . Îòñþäà
ş

γz
|g νx| À ~g~ω˚z , ïîñêîëüêó diamωz » diamω˚z . Çàìåòèì,

÷òî
ş

γz
|ḡzνx| À hz|ḡz| À

hz
Hz
}g}1 ;S̄z , äëÿ ÷åãî ìû âîñïîëüçîâàëèñü îöåíêîé

(2.25), â êîòîðîé S̄z Ă ω˚z è |S̄z| » Hz. Ïðèìåíåíèå æå (2.14) ïðèâîäèò ê
ş

γz
|ḡzνx| À ~g~ω˚z . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ḡz “ 0 ïðè xz “ x0 è xz “ xn, ïîýòîìó

ñîîòíîøåíèå (2.33) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà äëÿ I 1 â

(2.32) óñòàíîâëåíà.

Îñòàåòñÿ îöåíèòü I3 “
ř

zPN I3z , ãäå

I3z :“ ε2

ż

γz

rgpx, yzq ´ ḡzsφzJByuhK νy . (2.34)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì z P N zBΩ, ò. å. xz “ xi ïðè íåêîòîðîì i “ 1, . . . n´1, à

yz ‰ 0, 1. Ñòðóêòóðà ðàññìàòðèâàåìîé ñåòêè òàêîâà, ÷òî φz “ ϕipxq íà γz z̊γz,

â òî âðåìÿ êàê νy|dν| “ ´sgnpx ´ xiq dx, à ôóíêöèÿ rgpx, yzq ´ ḡzs çàâèñèò

òîëüêî îò ïåðåìåííîé x. Îòñþäà ïîëó÷àåì

I3z “ ε2
´

ÿ

SPγ´z

JByuhK
¯

ż xi

xi´1

rgpx, yzq ´ ḡzsϕipxq dx

´ ε2
´

ÿ

SPγ`z

JByuhK
¯

ż xi`1

xi

rgpx, yzq ´ ḡzsϕipxq dx . (2.35)

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ γ`z “ tS P γz : projxS “ pxi, xi`1qu è γ´z “ tS P γz :

projxS “ pxi´1, xiqu, ãäå projxp¨q îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ íà îñü x. Ïðè ýòîì

γz “ γ̊z Y γ`z Y γ´z , ãäå γ̊z “ γz X tx “ xiu ñîäåðæèò äâà êîðîòêèõ ðåáðà, íà

êîòîðûõ νy “ 0, è ïîýòîìó
ş

γ̊z
íå ïðèñóòñòâóåò â (2.35). Îáúåäèíÿÿ (2.35) ñ

îïðåäåëåíèåì (2.24) äëÿ ḡz, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

I3z “ ε2
´

ÿ

SPγ´z Yγ
`
z

JByuhK
¯

ż xi

xi´1

rgpx, yzq ´ ḡzsϕipxq dx . (2.36)

Çäåñü
ř

SPγ´z Yγ
`
z
JByuhK “

ř

SPSzJByuhK “ 0 (ïîñêîëüêó γz “ Sz, à JByuhK
ˇ

ˇ

γ̊z
“ 0).

Îòñþäà I3z “ 0 ïðè z P N zBΩ.
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Åñëè æå z P N X BΩ, è ïðè ýòîì yz “ 0 èëè yz “ 1, òî ḡz “ 0, à òàêæå

gpx, yzq “ 0 (ïîñêîëüêó g “ 0 íà BΩ), ïîýòîìó, â ñèëó (2.34), îïÿòü ïîëó÷àåì

I3z “ 0. Íàêîíåö ðàññìîòðèì I3z â ñëó÷àå z P N X BΩ, íî ïðè ýòîì yz ‰ 0, 1

è xz “ xn (ñëó÷àé xz “ x0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà ḡz “ 0, íî

ïðè ýòîì (2.35) è (2.36) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, à γ`z “ H. Òàêæå â ýòîì

ñëó÷àå èìååì
ř

SPγ´z
JByuhK “

ř

SPSzJByuhK “ 0 (ïîñêîëüêó γ´z “ SzzBΩ, à
JByuhK

ˇ

ˇ

SzXBΩ
“ 0). Îòñþäà âíîâü ïîëó÷àåì I3z “ 0. l

Ç à ì å ÷ à í è å 2.8. Âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå âûøåèçëîæåííîãî äî-

êàçàòåëüñòâà ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè tḡzuzPN ,

îïðåäåëÿåìûå â (2.24), áóäóò çàìåíåíû çíà÷åíèÿìè tḡ˚z uzPN òàêèìè, ÷òî

ḡ˚z “ 0 ïðè z P BΩ, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Hz|ḡz ´ ḡ
˚
z | À ~g~ω˚z , hzHz|ḡ

˚
z | À }g}1 ;ω˚z . (2.37)

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà â I íóæíî ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå I˚ :“
ř

zPN ε2
ş

γz
pḡz´ḡ

˚
z qφzJ∇uhK¨ν, äëÿ êîòîðîãî íåñëîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó |I˚| ď

ř

zPN ε2Hz|ḡz ´ ḡ
˚
z |
›

›Jz
›

›

8 ;γz
. Èç ïîñëåäíåé âûòåêàåò (â ñèëó ïåðâîãî ñîîòíî-

øåíèÿ â (2.37)) òàêàÿ æå îöåíêà, ÷òî è äëÿ |I 1| ` |I2| â (2.32).

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2.37) ñïðàâåäëèâû, åñëè ḡ˚z , ïðè z P N zBΩ
è xz “ xi, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ż

ω˚z

rgpx, yq ´ ḡ˚z sϕipxq “ 0, (2.38)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ ω˚z “ pxi´1, xi`1q ˆ py
´
z , y

`
z q, ïðè ýòîì |ω˚z | » hzHz. Òî-

ãäà âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (2.37) î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê
ş

ω˚z
rgpx, yzq´gpx, yqsϕipxq » hzHzpḡz´ ḡ

˚
z q ïðèâîäèò ê Hz|ḡz´ ḡ

˚
z | À }Byg}1 ;ω˚z ,

è òàêèì îáðàçîì ê ïåðâîìó ñîîòíîøåíèþ â (2.37).

2.5.3 Ïîýëåìåíòíûå íåâÿçêè. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê (2.28)�(2.30)

Äàëåå ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó II â îøèáêå ðåøåíèÿ (2.22).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2.28). Â ñèëó (2.26), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

|II| À
ÿ

zPN
Hz~g~ω˚z

›

›f Ih
›

›

8 ;ωz
. (2.39)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè îöåíêå I 1 â �2.5.2, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî hz|ḡz| À
hz
Hz
}g}1 ;S̄z À

~g~ω˚z (ïðè ýòîì ḡz “ 0 ïðè z P BΩ). Ñëåäîâàòåëüíî }g ´ ḡz}1 ;ωz À }g}1 ;ωz `

hzHz|ḡz| À Hz~g~ω˚z . Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ îïðåäåëíèåì II â (2.22), ïðèõîäèì ê

îöåíêå (2.39), èç êîòîðîé âûòåêàåò (2.28). l

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2.29). Äàííàÿ îöåíêà óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷-

íî (2.28), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî îïðåäåëåíèå Θ1 îáúåäèíÿåòñÿ ñ íåñêîëüêî

èíîé îöåíêîé |II| À
ř

zPN }g}1 ;ω˚z

›

›f Ih
›

›

8 ;ωz
. ×òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäíþþ, âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü Çàìå÷àíèåì 2.8, çàìåíèì tḡzu â (2.22) çíà÷åíèÿìè tḡ˚z u èç

(2.38). Ïðè ýòîì, â ñèëó (2.37), ñïðàâåäëèâà îöåíêà }g ´ ḡ˚z }1 ;ωz À }g}1 ;ω˚z . l

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2.30). Âîñïîëüçîâàâøèñü Çàìå÷àíèåì 2.8,

ìû âíîâü çàìåíèì tḡzu â (2.22) çíà÷åíèÿìè tḡ
˚
z u èç (2.38). Ââåäåì ðàçáèåíèå

N “ Yni“0Ni, ãäå Ni :“ tz : xz “ xiu. Çàìåòèì, ÷òî N0 Y Nn “ N ˚
BΩ. Äàëåå

ðàçîáüåì II èç (2.22) â âèäå II “
řn´1
i“1 IIi ` IIosc ` II

˚
BΩ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

IIi :“
ÿ

zPNi

ż

ωz

f Ihpxi, yq pg ´ ḡ
˚
z qφz ,

IIosc :“
ÿ

zPN zN˚
BΩ

ż

ωz

rf Ih ´ f
I
hpxz, yqs pg ´ ḡ

˚
z qφz ,

II˚BΩ :“
ÿ

zPN˚
BΩ

ż

ωz

f Ih pg ´ ḡ
˚
z qφz .

Çäåñü äëÿ IIosc è II
˚
BΩ ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (2.29):

|IIosc| À Θ1 max
zPN zN˚

BΩ

!

ε´2 λ2
z }f

I
h ´ f

I
hpxz, yq}8 ;ωz

)

, (2.40)

|II˚BΩ| À Θ1 max
zPN˚

BΩ

!

ε´2 λ2
z }f

I
h}8 ;ωz

)

. (2.41)
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Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ îöåíèòü êîìïîíåíòû IIi ïðè 1 ď i ď n´ 1, êîòîðûå

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

IIi “
ÿ

zPNi

ż 1

0

f Ihpxi, yq

ż xi`1

xi´1

pg ´ ḡ˚z qφz dx dy.

Ïîñêîëüêó
ř

zPNi φz “ ϕipxq, òî ïîëó÷àåì

ÿ

zPNi

ż xi`1

xi´1

g φz dx “

ż xi`1

xi´1

g ϕi dx “: ĝipyq

ż xi`1

xi´1

ϕi dx “
ÿ

zPNi

ż xi`1

xi´1

ĝipyqφz dx .

Çäåñü ĝi îïðåäåëåíà àíàëîãè÷íî ḡz â (2.24). Äàëåå,

IIi “
ÿ

zPNi

ż 1

0

f Ihpxi, yq

ż xi`1

xi´1

`

ĝipyq´ ḡ
˚
z

˘

φz dx dy “
ÿ

zPNi

ż

ωz

f Ihpxi, yq
`

ĝipyq´ ḡ
˚
z

˘

φz .

Ñäåëîâàòåëüíî

|IIi| À
ÿ

zPNi

}ĝipyq ´ ḡ
˚
z }1 ;ωz }f

I
h}8 ;ω˚z À

ÿ

zPNi

min
!

}g}1 ;ω˚z , hz~g~ω˚z

)

}f Ih}8 ;ω˚z .

(2.42)

Çäåñü âû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì }ĝipyq ´ ḡ˚z }1 ;ωz À }g}1 ;ω˚z (êîòîðîå

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ĝi è (2.38)), à òàêæå |ωz| » hzHz, îáúåäèíåííûì

ñ hzHz}ĝipyq ´ ḡ˚z }8,ωz À hz~g~ω˚z . ×òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå,

çàôèêñèðóåì y1 P py´z , y
`
z q è çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ĝi è (2.38) ïðèâîäÿò ê

ş

ω˚z
rgpx, y1q ´ gpx, yqsϕipxq » hzHzrĝipy

1q ´ ḡ˚z s, ãäå ω
˚
z “ pxi´1, xi`1q ˆ py

´
z , y

`
z q,

ïðè ýòîì |ω˚z | » hzHz, ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî Hz|ĝipy
1q ´ ḡ˚z | À }Byg}1 ;ω˚z À

~g~ω˚z .

Íàêîíåö, îáúåäèíÿÿ (2.42) ñî ñïðàâåäëèâûì ïðè ëþáûõ a, b ą 0 ñîîòíîøå-

íèåì minta, hzbu À pλ
´2
z a`λ´1

z bqmintλ2
z, λzhzu è mintλ2

z, λzhzu “ λz mintε, hzu,

à çàòåì ñ (2.40), (2.41) è }f Ih ´ f
I
hpxz, yq}8 ;ωz ď oscpf Ih ;ω˚z q, à òàêæå ñ Çàìå÷à-

íèåì 2.5, ïðèõîäèì ê æåëàåìîé îöåíêå (2.30). l

2.5.4 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó äëÿ áîëåå îáùèõ àíèçî-

òðîïíûõ ñåòîê, ïðîòåñòèðóåì îöåíèâàòåëè Òåîðåìû 2.7 íà ïðîñòîé òåñòîâîé
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Òàáëèöà 2.1: Ñåòêà Áàõâàëîâà (ñì. Ðèñ. 2.2, ñïðàâà), M “ 1
2
N : îøèáêè â

íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíèâàòåëè E è Ep2.29q.

N ε “ 1 ε “ 2´5 ε “ 2´10 ε “ 2´15 ε “ 2´20 ε “ 2´25 ε “ 2´30

Îøèáêè (íå÷åòíûå ðÿäû) & Ïîðÿäêè Ñõîäèìîñòè (÷åòíûå ðÿäû)

64 3.373e-4 3.723e-3 8.952e-3 8.973e-3 8.973e-3 8.973e-3 8.973e-3

2.00 1.91 1.01 1.00 1.00 1.00 1.00

128 8.445e-5 9.935e-4 4.446e-3 4.484e-3 4.484e-3 4.484e-3 4.484e-3

2.00 1.98 1.04 1.00 1.00 1.00 1.00

256 2.112e-5 2.523e-4 2.165e-3 2.236e-3 2.236e-3 2.236e-3 2.236e-3

Îöåíèâàòåëü E “ maxtEp2.27q, Ep2.30qu (íå÷åòíûå ðÿäû) & Èíäåêñû
Ýôôåêòèâíîñòè (÷åòíûå ðÿäû)

64 7.353e-3 1.204e-1 1.224e-1 1.230e-1 1.302e-1 1.302e-1 1.302e-1

21.80 32.33 13.68 14.48 14.51 14.51 14.51

128 1.885e-3 3.212e-2 6.005e-2 6.621e-2 6.646e-2 6.647e-2 6.647e-2

22.32 32.33 13.51 14.77 14.82 14.82 14.82

256 4.771e-4 8.268e-3 3.073e-2 3.328e-2 3.354e-2 3.354e-2 3.354e-2

22.59 32.77 14.20 14.89 15.00 15.00 15.00

Îöåíèâàòåëü Ep2.29q (íå÷åòíûå ðÿäû) & Èíäåêñû Ýôôåêòèâíîñòè
(÷åòíûå ðÿäû)

64 6.810e-3 2.516e-1 9.403e-1 9.981e-1 9.999e-1 1.000e+0 1.000e+0

20.19 67.59 105.04 111.23 111.44 111.45 111.45

128 1.761e-3 1.120e-1 8.858e-1 9.961e-1 9.999e-1 1.000e+0 1.000e+0

20.86 112.72 199.26 222.15 222.98 223.01 223.01

256 4.480e-4 4.036e-2 7.901e-1 9.922e-1 9.998e-1 1.000e+0 1.000e+0

21.21 159.97 365.01 443.82 447.17 447.27 447.28

çàäà÷å, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (2.1) ïðè Ω “ p0, 1q2 è f “ u´F px, yq, è ãäå F

ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ u “ 4y p1´yq r1´x2´pe´x{ε´e´1{εq{p1´e´x{εqs

(ïîñëåäíåå èìååò ïîãðàíè÷íûé ñëîé âäîëü x “ 0). Áóäåò ðàññìîòðåíà îäíà

àïðèîðíî ïîñòðîåííàÿ àäàïòèâíàÿ ñåòêà, ïîëó÷åííàÿ èç ïðÿìîóãîëüíîé ñåò-

êè âû÷åð÷èâàíèåì äèàãîíàëåé òàê, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.2 (ñïðàâà). Ïðè

ýòîì ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñåòêè

Áàõâàëîâà tχp i
N
quNi“1 ïî ïåðåìåííîé x [8] è ðàâíîìåðíîé ñåòêè t

j
M
uMj“0 ïî ïå-
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ðåìåííîé y. Ñåòêà Áàõâàëîâà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîé íà r0, 1s

ôóíêöèè χ; ïðè ýòîì χptq “ t ïðè ε ą 1
6
; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå χptq “ 3ε ln 1

1´2t

ïðè t P p0, 1
2
´ 3εq, à ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ t ôóíêöèÿ χ ëèíåéíà è óäîâëå-

òâîðÿåò χp1q “ 1.

Â Òàáëèöå 2.1 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â íîð-

ìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ (ïðè ýòîì ìàêñèìóì âû÷èñëÿëñÿ ïî óçëàì ñåòêè), ñî-

îòâåòñâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè, à òàêæå îöåíèâàòåëè

E :“ maxtEp2.27q, Ep2.30qu è Ep2.29q ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè ýôôåêòèâíî-

ñòè (âû÷èñëÿåìûìè êàê îòíîøåíèå îöåíèâàòåëÿ ê îøèáêå). Ïðè ýòîì Ep2.¨q
ïîíèìàåòñÿ êàê ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíêè (2.¨), â êîòîðîé ïîëàãàåòñÿ Θ “ Θ1 “ 1 (â

òî âðåìÿ êàê, â ñèëó Ëåììû 2.17 íèæå, Θ`Θ1 À `h). Òàêæå âåëè÷èíû òèïà

mint1, ε´1au çàìåíåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè áîëåå ãëàäêèìè çíà÷åíèÿìè a
ε`a

,

íàïðèìåð, Ep2.29q “ maxzPN
 `

Hz
ε`Hz

˘2
}f Ih}8 ;ωz

(

. Çàìåòèì, ÷òî E îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ìàêñèìóì, à íå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà Ep2.27q ` Ep2.30q » E , ïîñêîëüêó
ïðè ýòîì ñðàâíåíèå ñ îöåíèâàòåëåì Ep2.29q ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñáàëàíñèðîâàí-

íûì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îöåíèâàòåëü E àíàëîãè÷åí (2.4), â òî âðåìÿ êàê

Ep2.29q äàåò ëèøü íåñêîëüêî áîëåå òî÷íóþ îöåíêó äëÿ ïîýëåìåíòíûõ íåâÿçîê

ïî ñðàâíåíèþ ñ (2.3).

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ çäåñü ñåòêà îáåñïå÷èâàåò îøèáêó èòåðïîëÿ-

öèè âòîðîãî ïîðÿäêà, ò. å. }u ´ uI}8 ;8 À N´2; îäíàêî ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè

îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óõóäøàþòñÿ ñ 2 äî 1 ïðè ε Ñ 0 (äàííûé ôåíî-

ìåí áûë îïèñàí è òåîðåòè÷åñêè îáúÿñíåí â ðàáîòå [167]).

Ïðè ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèÿõ ε è N àñïåêòíûå ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ

ñåòêè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3.6e+8. Ïðè ýòîì îöåíèâàòåëü E ðàáîòà-
åò äîñòàòî÷íî õîðîøî, à åãî èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè ñòàáèëèçèðóþòñÿ ïðè

εÑ 0. Åñëè æå èñïîëüçóåòñÿ êîìïîíåíòà Ep2.29q îöåíèâàòåëÿ èç (2.3), ìû íà-

áëþäàåì, ÷òî îíà äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàáîòàåò ïðè ε » 1, îäíàêî â ñèíãóëÿð-

íî âîçìóùåííîì ðåæèìå èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè äëÿ Ep2.29q âåñüìà çàìåòíî

óõóäøàþòñÿ, ò. å. èñïîëüçîâàíèå ýòîãî áîëåå ïðîñòîãî îöåíèâàòåëÿ äëÿ ïî-
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ýëåìåíòíûõ íåâÿçîê ìîæåò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíîé ïåðåîöåíêå îøèáêè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

2.6 Àïîñòåðèîðíûé àíàëèç íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíè-

çîòðîïíûõ ñåòêàõ

2.6.1 Ïåðâûé îöåíèâàòåëü

Ïðèñòóïèì ê ðàññìîòðåíèþ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê, è

íà÷íåì ñ ïîëó÷åíèÿ îöåíèâàòåëÿ, àíàëîãè÷íîãî (2.27), (2.28), (2.21). Äëÿ

óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.

A1. Åñëè z P N ÿâëÿåòñÿ óãëîì ìíîãîóãîëüíèêà Ω, òî z P Niso (ò. å. âñå óãëû

îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè óçëàìè, è íè îäèí èç íèõ íå ïðèíàäëå-

æèò N ˚
BΩ).

Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ðàçóìíî, ïîñêîëüêó òèïè÷íûå óãëîâûå îñîáåííîñòè

íå ÿâëÿþòñÿ àíèçîòðîïíûìè. Èíîãäà áóäåò ñäåëàíî åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå.

A2. Ìàêñèìàëüíûé óãîë ïðè ëþáîì àíèçîòðîïíîì óçëå z íå ïðåâîñõîäèò
π
2
` α1

hz
Hz

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé α1.

Ðèñ. 2.3: Ïðèìåð òðèàíãóëÿöèè, ðàññìàòðèâàåìîé â �2.6, êîòîðàÿ óäîâëå-

òâîðÿåò A1, A2 è A3.
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×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, òî îíî èñïîëüçóåòñÿ ëèøü ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå (2.44) è òàêæå íåñêîëüêî óïðîùàåò èçëîæåíèå. Ïðè ýòîì (2.44)

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (êàê ýòî ñäåëàíî ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå (3.25) â �3.6.2).

Ðèñ. 2.3 ïîêàçûâàåò ïðèìåð ñåòêè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïðåäïîëî-

æåíèÿì, ñäåëàííûì â äàííîì ïàðàãðàôå (ñì. Òåîðåìû 2.9 è 2.15).

Ò å î ð å ì à 2.9. Ïóñòü λz “ mintε,Hzu, ïðè ýòîì g “ Gpx1, y1 ; ¨q ´ Gh

ïðè ëþáîì Gh P Sh, à

Θ :“ ε2
ÿ

zPN
λ´1
z

ÿ

TĂωz

~g~T , Θ1 :“ ε2
ÿ

zPN
λ´2
z }g}1, ωz . (2.43)

Òîãäà puh ´ uqpx
1, y1q “ I ` II ` Equad â ëþáîé òî÷êå px1, y1q P Ω, ãäå Equad îöå-

íèâàåòñÿ â (2.21), ïðè ýòîì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A1 è A2, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|I| À Θ max
zPN

 

λz
›

›Jz
›

›

8 ;γz

(

. (2.44)

Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî A1 (à âûïîëíåíèå A2 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ), òî

|I| À Θ
´

max
zPN

 

λz
›

›Jz
›

›

8 ;γz

(

` max
zPĂNani

 

λzHzh
´1
z |Jz|

(

¯

, Jz “
ÿ

SPS̊z

σzJz , (2.45)

ãäå rNani “ rNanizBΩs Y N ˚
BΩ Ă Nani, è èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ σz

ˇ

ˇ

S
“

cos =pS, Ŝzq, S̊z “ γ̊z ïðè z P NanizBΩ, à òàêæå S̊z “ Sz X BΩ ïðè z P N ˚
BΩ;

ïðè ýòîì òàêæå ñïàâåäëèâû îöåíêè

|II| À Θ max
zPN

 

ε´2 λzHz}f
I
h}8 ;ωz

(

, (2.46)

|II| À Θ1 max
zPN

 

ε´2 λ2
z }f

I
h}8 ;ωz

(

. (2.47)
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Ç à ì å ÷ à í è å 2.10. Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè Jz â (2.45) èñïîëüçó-
þòñÿ ñêà÷êè Jz íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ïåðåõîäå

÷åðåç ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå S̊z, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â íàïðàâëåíèè ïðî-

òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî îòíîøåíèþ ê z. Ïðè ýòîì S̊z âêëþ÷àåò ðîâíî 2

ðåáðà äëèíû » hz. Åñëè æå S̊z Ă BΩ, òî èñïîëüçóåòñÿ uh “ 0 â R2zΩ,

ïðè ýòîì |σz| “ | cos =pBΩ, Ŝzq| íå ìåíÿåòñÿ íà S̊z, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå

ñïðàâåäëèâî |Jz| “ |σz|
ˇ

ˇ

ř

SPS̊zJ∇uhK
ˇ

ˇ.

2.6.2 Íåâÿçêè, àññîöèèðóåìûå ñ ðåáðàìè. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê

(2.44) è (2.45) íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2.44). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî |Jz| À
hz
Hz

›

›Jz
›

›

8 ;γz
; òîãäà îöåíêà (2.44) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (2.45), ÷òî ìû ñåé÷àñ

è ïîêàæåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì z P rNani ëþáîå ðåáðî S P S̊z èìååò
äëèíó » hz, ïîýòîìó A2, îáúåäèíåííîå ñ óñëîâèåì ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè

ýëåìåíòîâ ñåòêè, à òàêæå ñ (2.6), ïðèâîäèò ê ||=pS, Ŝzq| ´
π
2
| À hz

Hz
. Îòñþäà

|σz| “ | cos =pS, Ŝzq| À
hz
Hz
. Ïîýòîìó ïðè S̊z “ γ̊z Ă γz íåîáõîäèìàÿ îöåíêà äëÿ

|Jz| î÷åâèäíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ñì. Çàìå÷àíèå 2.10) S̊z Ă BΩ, ïðè ýòîì

|Jz| À hz
Hz

ˇ

ˇ

ř

SPγz
J∇uhK

ˇ

ˇ (â ñèëó Sz “ S̊z Y γz, à òàêæå
ř

SPSzJ∇uhK “ 0). È ìû

îïÿòü ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîé îöåíêå äëÿ |Jz|. l

ξ

η

η̄zpξq ϕzpξq

ξ`z0ξ´z

Ðèñ. 2.4: Ëîêàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, àññîöèèðóåìûå ñ óçëîì z (ñëåâà); âûäåëå-

íû öåïî÷êè êîðîòêèõ ðåáåð, ñîîòâåòñòâåííî ñîåäèíÿþùèõ àíèçîòðîïíûå

è ïîëó-àíèçîòðîïíûå óçëû (ñïðàâà).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2.45). Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî óçëà z P N ,
ââåäåì ñëåäóþùèå ëîêàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Âûáåðåì ëîêàëüíûå äåêàðòîâû

êîîðäèíàòû pξ, ηq òàêèì îáðàçîì, ÷òî z “ p0, 0q, à åäèíè÷íûé âåêòîð iξ â

íàïðàâëåíèè îñè ξ ðàñïîëîæåí âäîëü ñàìîãî äëèííîãî ðåáðà Ŝz P Sz (ñì.
Ðèñ. 2.4 (ñëåâà)).

Äàëåå ââåäåì ðàçáèåíèå Sz “ S̊z Y S`z Y S´z , ãäå S̊z “ tS Ă Sz : |S| À hzu

(òàêèì îáðàçîì γ̊z “ S̊zzBΩ). Çäåñü òàêæå èñïîëüçóåòñÿ S`z :“ tS Ă SzzS̊z :

Sξ Ă R`u, ãäå Sξ “ projξpSq ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ðåáðà S íà îñü ξ. Ïóñòü

pξ´z , ξ
`
z q Q 0 áóäåò ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì, óäîâëåòâîðÿþùèì pξ´z , 0q Ă Sξ

ïðè ëþáîì S P S´z è p0, ξ`z q Ă Sξ ïðè ëþáîì S P S`z . Òàêæå ïóñòü ϕzpξq

îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ áàçèñíóþ ôóíêöèþ ñ íîñèòåëåì

pξ´z , ξ
`
z q, êîòîðàÿ ðàâíà 1 ïðè ξ “ 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè S´z “ H (è S`z “ H),

òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ´z “ 0 (è ξ`z “ 0), ïðè ýòîì ϕz ïðè ξ ă 0 (è ξ ą 0) íå

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Íåêîòîðûå íàáëþäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âûøåèçëîæåííûìè îïðåäåëåíèÿìè,

äëÿ ðàçíûõ òèïîâ óçëîâ ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå (ïîêà àêòóàëü-

íû ñòðîêè, îïèñûâàþùèå S˘z è ξ˘z ).

z P NanizN ˚
BΩ z P N ˚

BΩ Ă Nani z P Ns.ani z P Niso

S˘z S´z ,S`z ‰ H S´z “ H, S`z ‰ H S´z “ S`z “ H
ξ˘z |ξ´z | » ξ`z » Hz ξ´z “ 0, ξ`z » Hz ξ´z “ ξ`z “ 0

ḡz (2.48)ñ (2.49) ḡz “ 0 (2.48)ñ (2.49)
ˇ

ˇ

S̄´z “H
ḡz “ 0

I3z (2.54) @ z P Nani I3z “ 0

Äàëåå, äëÿ ξ P rξ´z , ξ
`
z s ââåäåì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ η̄zpξq, óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: (i) η̄zp0q “ 0; (ii) pξ, η̄zpξqq P ωz ïðè ëþáîì

ξ P pξ´z , ξ
`
z q; (iii) η̄zpξq ëèíåéíà íà rξ

´
z , 0s è r0, ξ

`
z s. (Çàìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð,

ìîæíî âûáðàòü η̄zpξq òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòðåçîê tpξ, η̄zpξqq : ξ P pξ´z , 0qu ðàñ-

ïîëîæåí íà ëþáîì ðåáðå èç S´z , à îòðåçîê tpξ, η̄zpξqq : ξ P p0, ξ`z qu ðàñïîëîæåí

íà ëþáîì ðåáðå èç S`z ; ñì. Ðèñ. 2.4 (ñëåâà).)
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Íàêîíåö ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ḡz (ñì. òàêæå ñòðîêó äëÿ ḡz â òàáëèöå

âûøå). Ïîëîæèì ḡz :“ 0, åñëè z P Niso ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì óçëîì èëè

z P BΩ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïóñòü
ż ξ`z

ξ´z

“

gpξ, η̄zpξqq ´ ḡz
‰

ϕzpξq dξ “ 0. (2.48)

Òàêæå ââåäåì S̄´z :“ tpξ, η̄zpξqq : ξ P pξ´z , 0qu è S̄
`
z :“ tpξ, η̄zpξqq : ξ P p0, ξ`z qu,

ò. å. S̄˘z ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì p0, 0q è pξ˘z , η̄zpξ
˘
z qq. Ïîýòîìó, âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü (2.48), à çàòåì (2.14) è (2.11), ïîëó÷àåì

hz|ḡz| À
hz
Hz

}g}1 ;S̄´z YS̄
`
z
À ~g~ωz À

ÿ

TĂωz

~g~T . (2.49)

Â ñëó÷àå óçëîâ z P rNanizN ˚
BΩs X BΩ è z P Ns.ani X BΩ ôîðìóëû (2.48) è

(2.49) òàêæå ïðèâîäÿò ê ḡz “ 0; äëÿ ýòîãî η̄z äëÿ ýòèõ óçëîâ âûáèðàåòñÿ

òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòðåçîê tpξ, η̄zpξqq : ξ P pξ´z , ξ
`
z qu ðàñïîëîæåí íà ãðàíèöå

îáëàñòè (ò. å. S̄˘z Ă SzXBΩ).
Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíêå I èç (2.22). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì I â âèäå

ñóììû I “
ř

zPN Iz, ãäå Iz, àíàëîãè÷íî (2.31), äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Iz :“ ε2

ż

γz

pg ´ ḡzqφzJ∇uhK ¨ ν “ I 1z ` I
2
z ` I

3
z ` I

4
z

:“ ε2

ż

γ̊z

pg ´ ḡzqφzJ∇uhK ¨ ν ` ε2

ż

γz z̊γz

pg ´ ḡzqφzJBξuhK νξ

` ε2

ż

γz z̊γz

rg ´ gpξ, η̄zpξqqs ϕzJBηuhK νη

` ε2

ż

γz z̊γz

rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzs ϕzJBηuhK νη

` ε2

ż

γz z̊γz

pg ´ ḡzqtφz ´ ϕzuJBηuhK νη , (2.50)

ãäå, íåñêîëüêî çëîóïîòðåáëÿÿ îáîçíà÷åíèÿìè, g “ gpξ, ηq.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (2.45) íà÷íåì ñ ïîëó÷åíèÿ ñ ñëåäóþùåãî ñîîòíî-

øåíèÿ:

|I 1z| ` |I
2
z | ` |I

4
z | À

´

ε2
ÿ

TĂωz

~g~T

¯

›

›Jz
›

›

8 ;γz
ïðè z P N . (2.51)
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Çäåñü ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè äëÿ I2z âîñïîëüçóåìñÿ |JBηuhK| ď |Jz| è |νη| ď

1, à òàêæå ñîîòíîøåíèåì
ş

γz z̊γz
|gpξ, ηq ´ gpξ, η̄zpξqq|ϕz À }Bηg}1 ;ωz À ~g~ωz ,

îáúåäèíåííûì ñ (2.11).

Ïîëó÷åíèå îöåíêè äëÿ I 1z â (2.51) îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûì.

Ïîñêîëüêó |φzJ∇uhK| ` |φzJBξuhK| ď |Jz|, à |ν| ď 1, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

ż

γ̊z

`

|g| ` |ḡz|
˘

`

ż

γz z̊γz

`

|g νξ| ` |ḡzνξ|
˘

À
ÿ

TĂωz

~g~T . (2.52)

Âåñüìà âàæíî, ÷òî çäåñü |νξ| À
hz
|S|

äëÿ ëþáîãî ðåáðà S P γz z̊γz. (Ïîñëåäíåå

ñëåäóåò èç |νξ| “ | sin =pS, iξq| â ñèëó óñëîâèÿ ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè ýëå-

ìåíòîâ.) Äàëåå, åñëè S Ă γz z̊γz, à z P Nani Y Ns.ani, òî |S| » Hz, è ïîýòîìó

|νξ| ď
hz
Hz

(â òî âðåìÿ, êàê ïðè z P Niso îöåíèâàòü |νξ| íå íóæíî, ïîñêîëüêó

òîãäà γz z̊γz “ H). Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü (2.13), ïîëó÷àåì ïðèâåäåííûå

â (2.52) îöåíêè äëÿ |g| è |g νξ|. Äàëåå, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé ḡz “ 0, ïîëó÷àåì
ş

γ̊z
|ḡz| `

ş

γz z̊γz
|ḡzνξ| À hz|ḡz|. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ (2.49), íåìåäëåí-

íî ïîëó÷àåì îñòàâøèåñÿ îöåíêè äëÿ |ḡz| è |ḡz νξ| â (2.52). Íàêîíåö, çàìåòèì

÷òî ïîñëåäíèå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè ïðè ḡz “ 0. Òàêèì îáðàçîì,

îöåíêà (2.52) óñòàíîâëåíà, à ñëåäîâàòåëüíî è îöåíêà äëÿ I 1z â (2.51).

Îöåíêà æå äëÿ I4z â (2.51) ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà àíàëîãè÷íî îöåíêå

äëÿ I 1z, ïðè ýòîì âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî |νη| ď 1, à òàêæå âàæíûì íàáëþäå-

íèåì, ÷òî 0 ď φz ´ ϕz À
hz
Hz

íà ëþáîì ðåáðå S P γz z̊γz Ă S`z Y S´z . Óñòàíîâèì
ïîñëåäíåå ñâîéñòâî äëÿ ñëó÷àÿ S P S`z (ïîñêîëüêó ñëó÷àé S P S´z ðàññìàòðè-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ðàññìîòðèì ëþáîé òðåóãîëüíèê T Ă ωz ñ äâóìÿ ðåáðàìè

S 1, S2 Ă S`z , ò. å. |S 1| » |S2| » Hz. Òîãäà, â ñèëó ëèáî (2.6), ëèáî (2.7), ïî-

ëó÷àåì hT » hz, è äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìàëüíîãî

óãëà, ||S 1| ´ |S2|| À hz, è ñëåäîâàòåëüíî ||S 1ξ| ´ |S
2
ξ || À hz. Ïîñêîëüêó àíàëî-

ãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåáåð èç S`z , òî
|Sξzp0, ξ

`
z q| À hz @S P S`z . Îòñþäà ïîëó÷àåì 0 ď φz ´ϕz À

hz
Hz

íà ëþáîì ðåáðå

S P S`z . Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà äëÿ I4z â (2.51) òàêæå óñòàíîâëåíà.

Îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ I3z â (2.50), â êîòîðîé rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzsϕz
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ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ξ, â òî âðåìÿ êàê νη|dν| “ ´sgnpξq dξ. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

I3z “ ε2
´

ÿ

SPS´z zBΩ

JBηuhK
¯

ż 0

ξ´z

rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzsϕzpξq dξ

´ ε2
´

ÿ

SPS`z zBΩ

JBηuhK
¯

ż ξ`z

0

rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzsϕzpξq dξ . (2.53)

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå òèïû óçëîâ îòäåëüíî (ñì. òàêæå òàáëèöó âûøå).

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ z P Niso, äëÿ êîòîðîãî ξ
˘ “ 0 è S˘z “ H, ïîýòîìó I3z “ 0.

Äàëåå, â ñëó÷àå z P Ns.ani èìååì ξ´z “ 0 è S´z “ H, ïîýòîìó îáúåäèíÿÿ (2.53)

ñ (2.48), íåìåäëåííî ïîëó÷àåì I3z “ 0. Â ñëó÷àå æå z P rNanizN ˚
BΩs X BΩ

ñïðàâåäëèâî ḡz “ 0, â òî âðåìÿ êàê η̄z áûëî îïðåäåëåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî

pξ, η̄zpξqq P BΩ, ïîýòîìó gpξ, η̄zpξqq “ 0; îòñþäà îïÿòü ïðèõîäèì ê I3z “ 0.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ óçëîâ z P rNani “ rNanizBΩs YN ˚
BΩ ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

|I3z | À
´

ε2
ÿ

TĂωz

~g~T

¯

Hzh
´1
z |Jz| ïðè z P rNani. (2.54)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì z P NanizBΩ. Òîãäà S˘z zBΩ “ S˘z , à S̊z “ γ̊z, ïîýòî-

ìó, îáúåäèíÿÿ (2.53) ñ îïðåäåëåíèåì (2.48) äëÿ ḡz, à òàêæå
ř

SPS´z YS`z JBηuhK “

´
ř

SPS̊zJBηuhK, ïîëó÷àåì

I3z “ ε2
´

ÿ

SPS̊z

JBηuhK
¯

ż ξ`z

0

rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzsϕzpξq dξ. (2.55)

Ïîñêîëüêó â ñèëó (2.48) è (2.49) ñïðàâåäëèâî
şξ`z
0
|gpξ, η̄zpξqq ´ ḡz|ϕz dξ À

}g}S̄`z À Hzh
´1
z

ř

TĂωz
~g~T , òî

|I3z | À
´

ε2
ÿ

TĂωz

~g~T

¯

Hzh
´1
z

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

SPS̊z

JBηuhK
ˇ

ˇ

ˇ
.

Çäåñü JBηuhK “ ´Jz cos =pS, iξq, ãäå cos =pS, iξq “ cos =pS, Ŝzq “ σz
ˇ

ˇ

S
, ïîýòîìó

ïîëó÷àåì (2.54) ïðè z P NanizBΩ. Ïðè z P N ˚
BΩ Ă Nani îöåíêà (2.54) ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íî, òîëüêî òåïåðü â (2.53) èñïîëüçóþòñÿ S´z “ H è
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ξ´z “ 0, à òàêæå S`z zBΩ “ S`z , ÷òî ïðèâîäèò ê (2.55) (â êîòîðîì ḡz “ 0);

ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïÿòü ïðèâîäèò ê (2.54), ãäå òåïåðü S̊z “ Sz X BΩ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè (2.54) äëÿ ëþáîãî z P rNani.

Îáúåäèíÿÿ (2.50), (2.51), (2.54) ñ I3z “ 0 ïðè z P N z rNani, ïîëó÷åì æåëàå-

ìóþ îöåíêó (2.45). l

Ç à ì å ÷ à í è å 2.11. Âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè

(2.45) ïîêàçûâàåò, ÷òî Òåîðåìà 2.9 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè ëîêàëü-

íûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû pξ, ηq óäîâëåòâîðÿþò |=pŜz, iξq| À
hz
Hz

(âìåñòî

=pŜz, iξq “ 0), ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå cos =pS, iξq “ σz
ˇ

ˇ

S
`Op hz

Hz
q îïÿòü ïðè-

âîäèò ê (2.45). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî òðåáîâàíèå z “ p0, 0q â êîîðäèíàòàõ

pξ, ηq ëèøü óïðîøàåò èçëîæåíèå, è ìîæåò áûòü îïóùåíî.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.12. Èçó÷åíèå âûøåèçëîæåííîãî äîêàçàòåëüñòâà òàê-

æå ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè âåëè÷èíû tḡzuzPN ,

êîòîðûå áûëè îïðåäåëåíû â (2.48), áóäóò çàìåíåíû íà tḡ˚z uzPN ïðè âûïîëíå-

íèè ḡ˚z “ ḡz “ 0 ïðè z P Niso Y BΩ, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé

(2.37) ñ ω˚z :“ ωz. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà Iz áóäåò âêëþ÷àòü äîïîëíèòåëü-

íîå ñëàãàåìîå I˚z :“ ε2
ş

γz
pḡz´ ḡ

˚
z qφzJ∇uhK ¨ν, äëÿ êîòîðîãî, àíàëîãè÷íî Çàìå-

÷àíèþ 2.8, èìååì |I˚z | ď ε2 ~g~ωz
›

›Jz
›

›

8 ;γz
. Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå

ñ (2.11), çàêëþ÷àåì, ÷òî |I˚z | îãðàíè÷åíî ïðàâîé ÷àñòüþ èç (2.51).

Ç à ì å ÷ à í è å 2.13. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, ïðè z P Ns.anizBΩ

ïðè óñëîâèè, ÷òî S`z ñîäåðæèò íå ìåíüøå äâóõ ðåáåð, èëè ïðè z P NanizBΩ

ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ S˘z ñîäåðæèò íå ìåíüøå äâóõ ðåáåð)

ìîæíî âûáðàòü η̄zpξq â (2.48) òàêèì îáðàçîì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé ïðÿìî-

óãîëüíèê ω̃z :“ tξ P pξ´z , ξ
`
z q, |η ´ η̄zpξq| ď θhzu ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

ωz. Çäåñü θ ą 0 ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîñòîÿííîé.

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (2.37) ñ ω˚z :“ ωz áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè

ñëåäóþùåì âûáîðå ḡ˚z :
ż

ω̃z

rgpξ, ηq ´ ḡ˚z sϕzpξq “ 0. (2.56a)
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Âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (2.37) ñëåäóåò èç |ω̃z| “ 2θhzpξ
`
z ´ ξ

´
z q » hzHz è ω̃z Ă

ωz, ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåì hzHz|ḡ
˚
z | À }g}1 ;ωz . Äàëåå çàìåòèì,

÷òî
ş

ω̃z
rgpξ, η̄zpξqq ´ gpξ, ηqsϕz » hzHzpḡz ´ ḡ˚z q ïðèâîäèò ê Hz|ḡz ´ ḡ˚z | À

}Bηg}1 ;ωz ď ~g~ωz , ò. å. ïåðâîå ñîîòíîøåíèå èç (2.37) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ò. å. ïðè z P N zrNiso Y BΩs “ rNani Y Ns.aniszBΩ,

ìîæíî îïðåäåëèòü ḡ˚z , êîòîðîå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (2.37) ñ ω˚z :“ ωz,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ż

ω̃z

rgpξ, ηq ´ ḡ˚z s “ 0, (2.56b)

ãäå ω̃z :“ tξ P pξ´z , ξ
`
z q, |η ´ η̄zpξq| ď θhzϕzpξqu. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ôèê-

ñèðîâàííàÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ θ ą 0 ñ òåì, ÷òîáû ω̃z Ă ωz @ z.

Ïðè ýòîì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå èç (2.37) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ş

ω̃z
rgpξ, η̄zpξqq ´ gpξ, ηqs “ |ω̃z|pḡz ´ ḡ

˚
z q.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.14 (Êîíå÷íûå ýëåìåíòû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà).

Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áîëåå âûñîêîãî, ÷åì ïåðâûé, ïîðÿäêà îöåíêà,

àíàëîãè÷íàÿ (2.45), ïðèíèìàåò íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûé âèä, è òðåáóåò

äîïîëíèòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé. Ïîëîæèì J ˘z pξq :“
ř

SPS˘z zBΩJBηuhK. Â îòëè-

÷èå îò ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ, âåëè÷èíà J ˘z pξq íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-

ÿííîé, ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü âûíåñåíà çà ïðåäåëû ñîîòâåòñòâóþùèõ

èíòåãðàëîâ â (2.53). Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì âàðèàíò îöåíêè (2.45), â êîòî-

ðîì |Jz| çàìåíÿåòñÿ âåëè÷èíîé |J ´z p0q ` J `z p0q| ` oscpJ ˘z ;ωzq ïðè z P rNani

è oscpJ ˘z ;ωzq ïðè z P Ns.ani. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âìåñòî ïîýëåìåíòíîé

íåâÿçêè, ðàâíîé f Ih äëÿ ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ, òåïåðü èñïîëüçóåòñÿ áîëåå îá-

ùàÿ ïîýëåìåíòíàÿ íåâÿçêà ´ε24uh ` f Ih ; â îñòàëüíîì âñå ðåçóëüòàòû èç

�2.6 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ñëó÷àÿ ýëåìåíòîâ áîëåå âûñîêîãî ïî-

ðÿäêà.

2.6.3 Ïîýëåìåíòíûå íåâÿçêè. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê (2.46) è (2.47)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2.46). Äàííàÿ îöåíêà óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî

(2.28) â �2.5.3. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, åñëè ḡz ‰ 0,
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òî èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå hz|ḡz| À ~g~ωz èç (2.49), è ïîýòîìó ïîëó÷àåì

}g ´ ḡz}1 ;ωz À Hz~g~ωz . Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñ (2.11) ïðèõîäèì ê (2.46). l

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2.47). Äàííàÿ îöåíêà óñòàíàâëèâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî (2.28), òîëüêî îïðåäåëåíèå Θ1 îáúåäèíÿåòñÿ ñ îöåíêîé |II| À
ř

zPN }g}1 ;ωz

›

›f Ih
›

›

8 ;ωz
. Äëÿ ïîñëåäíåãî èñïîëüçóþòñÿ Çàìå÷àíèÿ 2.12 è 2.13,

ïîçâîëÿþùèå çàìåíèòü tḡzu â (2.22) âåëè÷èíîé tḡ
˚
z u ëèáî èç (2.56a), ëèáî, â

áîëåå îáùåì ñëó÷àå, èç (2.56b), ÷òî, â ñèëó (2.37), ïðèâîäèò ê }g ´ ḡ˚z }1 ;ωz À

}g}1 ;ωz . l

2.6.4 Äàëüíåéøèå ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè. Áîëåå òî÷íûé

îöåíèâàòåëü

Ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíèâàòåëè àíàëîãè÷íûå (2.27), (2.30), (2.21), íî äëÿ

áîëåå îáùèõ òðèàíãóëÿöèé, áóäóò ñäåëàíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ. Âåñüìà ñóùåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîýëåìåíòíûå íåâÿçêè

áóäóò îöåíèâàòüñÿ íå äëÿ îòäåëüíûõ óçëîâ, à äëÿ öåïî÷åê àíèçîòðîïíûõ

èëè ïîëó-àíèçîòðîïíûõ óçëîâ, îáúåäèíåííûõ êîðîòêèìè ðåáðàìè. Äëÿ ýòî-

ãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì (ñì. òàêæå Ðèñ. 2.4, ñïðàâà).

Î ï ð å ä å ë å í è å. (Ïîëó-)Àíèçîòðîïíîé Öåïî÷êîé, èëè ïðîñòî Öå-

ïî÷êîé, áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ tzju
k
j“1 èç

NanizN ˚
BΩ (ëèáî æå èç Ns.ani), ãäå êàæäûé óçåë zj ñîåäèíÿåòñÿ ñ óçëîì zj`1,

ïðè j “ 1, . . . , k ´ 1, ðåáðîì äëèíû » hzj » hzj`1
, à ëþáîé êîíå÷íûé óçåë öå-

ïî÷êè (ò. å. zl ïðè l “ 1, k) ëèáî ðàñïîëîæåí íà BΩ, ëèáî æå ñîåäèíåí ðåáðîì

äëèíû » hzl ñ èçîòðîïíûì óçëîì z äëÿ êîòîðîãî Hz » Hzl . (Íàïðèìåð, åñëè

óçåë z1 R BΩ, òî îí ñîåäèíåí ñ z0 P Niso ðåáðîì äëèíû » hz1 è Hz0 » Hz1 .)

Ïóñòü Ni Ă NanizN ˚
BΩ ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíîé öåïî÷êîé ïðè i “ 1, . . . , nani,

àNi Ă Ns.ani, ÿâëÿåòñÿ ñåìè-àíèçîòðîïíîé öåïî÷êîé ïðè i “ nani ` 1, . . . , nani`

ns.ani (áåç âåðõíèõ îãðàíè÷åíèé íà nani èëè ns.ani). Òàêæå ââåäåì ïîäìíîæå-

ñòâî óçëîâ Npaths :“ Y
nani`ns.ani
i“1 Ni. Çàìåòèì, ÷òî N zNpaths ìîæåò âêëþ÷àòü



109

(ïîëó-)àíèçîòðîïíûå óçëû, íå ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîé öåïî÷êå.

A3. Ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ öåïî÷êè. Äëÿ êàæäîé (ïîëó-)àíèçîòðîïíîé öå-

ïî÷êè Ni, i “ 1, . . . , nani ` ns.ani, ìîæíî ââåñòè äåêàðòîâû êîîðäèíàòû

pξ, ηq “ pξi, ηiq, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî | sinp=pS, iξqq|À
hz
|S|

äëÿ ëþáîãî

ðåáðà S Ă Sz, èñõîäÿùåãî èç ëþáîãî óçëà z P Ni.

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ A3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî z P Ni, i ď nani ` ns.ani,

ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèÿ Ωi :“ YzPNiωz, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ωz Ď ω˚z :“ Ωi X
 

ηi P pη
´
z , η

`
z q
(

, η`z ´ η
´
z » hz, diamωz » diamω˚z » Hz ,

(2.57)

ãäå pη´z , η
`
z q � îáëàñòü çíà÷åíèé η â ωz. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ

îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìàëüíîãî óãëà ñïðàâåäëèâî ω˚z Ă ω
pJq
z ïðè íåêîòîðîì

J À 1 (ãäå ω
pJq
z îïðåäåëåíî â �2.5).

Ò å î ð å ì à 2.15. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 2.9, à òàêæå óñëîâèÿ

A3 (ïðè ýòîì A2 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ), ïðè ëþáîì px1, y1q P Ω ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå puh ´ uqpx1, y1q “ I ` II ` Equad, ãäå I óäîâëåòâîðÿåò (2.45),

Equad óäîâëåòâîðÿåò (2.21), à

|II| À max
zPNpaths

 

pΘ`Θ1
q ε´2λz mintε, hzu}f

I
h}8 ;ωz `Θ1 ε´2λ2

z oscpf Ih ;ωzq
(

`Θ1 max
zPN zNpaths

 

ε´2 λ2
z }f

I
h}8 ;ωz

(

. (2.58)

Ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ A2 äëÿ I òàêæå ñïðàâåäëèâà

îöåíêà (2.44).

Äîêàçàòåëüñòâó äàííîé òåîðåìû ïîñâÿùåíû �2.6.5 è �2.6.6.

2.6.5 Âûáîð ḡz äëÿ áîëåå òî÷íîãî îöåíèâàòåëÿ. Íåâÿçêè, àññîöèè-

ðóåìûå ñ ðåáðàìè

Ïðè âûâîäå áîëåå òî÷íîãî îöåíèâàòåëÿ (2.58) äëÿ ïîýëåìåíòíûõ íåâÿçîê,

íàì ïðèäåòñÿ íåñêîëüêî èçìåíèòü îïðåäåëåíèå (2.48) äëÿ âåëè÷èí ḡz, ñîîò-
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âåòñâóþùèõ óçëàì íåêîòîðîé öåïî÷êè Ni “ tzjukj“1 (ãäå k “ kpiq) ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî óçëà zj P Ni â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò pξ, ηq, îïèñàííûõ â �2.6.2 è çàòåì èñïîëüçóåìûõ â (2.48), òåïåðü áóäåì

èñïîëüçîâàòü pξi, ηiq. (Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàíüøå êîîðäèíàòû pξ, ηq âûáèðà-

ëèñü íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî óçëà z, òåïåðü æå pξ, ηq “ pξi, ηiq � îäíè è òå

æå äëÿ âñåõ óçëîâ öåïî÷êè).

Â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 2.11 è óñëîâèÿ A3, âñå âûâîäû Òåîðåìû 2.9, çà èñ-

êëþ÷åíèåì (2.47), îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè âûøåîïèñàííîì íåñêîëüêî

èçìåíåííîì îïðåäåëåíèè pξ, ηq.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.16. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå îöåíêè Òåî-

ðåìû 2.9, âêëþ÷àÿ (2.47), äîñòàòî÷íî çàìåíèòü âåëè÷èíû tḡzu â (2.22) íà

tḡ˚z u, óäîâëåòâîðÿþùèå (2.37), ãäå ω˚z âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.57)

è óäîâëåòâîðÿåò ω˚z Ă ω
pJq
z for z P Npaths, â òî âðåìÿ, êàê ω˚z :“ ωz, à âå-

ëè÷èíû ḡ˚z îïèñàíû â Çàìå÷àíèè 2.12 ïðè z P N zNpaths. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

z P N zNpaths ïóñòü tḡ
˚
z u âûáèðàþòñÿ êàê îïèñàíî â Çàìå÷àíèè 2.13 (ò. å.

ḡ˚z “ ḡz “ 0 ïðè z P Niso Y BΩ, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ëèáî

(2.56a), ëèáî (2.56b)). Ïðè z P Npaths íåîáõîäèìûå íàì âåëè÷èíû ḡ˚z áóäóò

îïèñàíû â �2.6.6.

2.6.6 Ïîýëåìåíòíûå íåâÿçêè. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (2.58)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà÷íåì ñ çàìåíû âåëè÷èí tḡzu â (2.22) íà tḡ
˚
z u,

îïèñàííûå â Çàìå÷àíèè 2.16 (ïðè ýòîì ḡ˚z äëÿ óçëîâ z P Npaths áóäóò âûáðàíû

íèæå). Äàëåå, ïîñêîëüêó N “
`

Y
nani`ns.ani
i“1 Ni

˘

Y
`

N zNpaths

˘

, ïðåäñòàâèì II èç
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(2.22) â âèäå ñóììû II “
ř

i IIi ` IIosc ` IIzpaths, ãäå

IIi :“
ÿ

zPNi

ż

ωz

f IhpXz, Yzq pg ´ ḡ
˚
z qφz ,

IIosc :“
ÿ

zPNpaths

ż

ωz

rf Ih ´ f
I
hpXz, Yzqs pg ´ ḡ

˚
z qφz ,

IIzpaths :“
ÿ

zPN zNpaths

ż

ωz

f Ih pg ´ ḡ
˚
z qφz .

Çäåñü âñå èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ px, yq, à òàêæå èñ-

ïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå pXz, Yzq “ pXzpx, yq, Yzpx, yqq P ω
˚
z , êîòîðûå áóäóò âû-

áðàíû íèæå äëÿ px, yq P ωz ïðè z P Npaths. Äëÿ IIosc è IIzpaths, ìû íåìåäëåííî

ïîëó÷àåì îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (2.47) (â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 2.16):

|IIosc| À Θ1 max
zPNpaths

!

ε´2 λ2
z oscpf Ih ;ω˚z q

)

, (2.59)

|IIzpaths| À Θ1 max
zPN zNpaths

!

ε´2 λ2
z }f

I
h}8 ;ωz

)

. (2.60)

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè i “ 1, . . . , nani

|IIi| À
´

ÿ

zPNi

λ´1
z ~g~ω˚z `

ÿ

zPNi

λ´2
z }g}1 ;ω˚z

¯

max
zPNi

!

mintλ2
z, λzhzu}f

I
h}8 ;ωz

)

`

´

ÿ

zPNi

λ´2
z }g}1 ;ω˚z

¯”

max
zPNi

 

λ2
z oscpf Ih ;ω˚z q

(

` max
zPN zNpaths

 

λ2
z }f

I
h}8 ;ωz

(

ı

,

(2.61)

à ïðè i “ nani ` 1, . . . , nani ` ns.ani ñïðàâåäëèâ âàðèàíò îöåíêè (2.61), â êîòî-

ðîì ~g~ω˚z çàìåíåíî íà ~g~ω˚z `
ř

TĂωz
~g~T . Äåéñòâèòåëüíî, æåëàåìàÿ îöåí-

êà (2.58) ñëåäóåò èç (2.59) è (2.60), îáúåäèíåííûõ ñ íàáëþäåíèåì, ÷òî ñóììà
ř

i |IIi| îãðàíè÷åíà ïðàâîé ÷àñòüþ èç (2.58). Ïîñëåäíåå ñîîáðàæåíèå ìîæåò

áûòü óñòàíîâëåíî îáúåäèíåíèåì îöåíîê (2.61) ïðè âñåõ i ñ ñîîòíîøåíèåì

mintλ2
z, λzhzu “ λz mintε, hzu, à çàòåì ñ (2.11) è (2.43). Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ

ω˚z Ă ω
pJq
z , ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ω˚z â (2.61) íà ωz.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (2.61). Ðàññìîòðèì IIi ïðè íåêîòî-

ðîì i “ 1, . . . , nani, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àíèçîòðîïíîé öåïî÷êå Ni “ tzjukj“1 (ñ
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k “ kpiq). Âñïîìíèì, ÷òî Ωi :“ YzPNiωz, è ïîëîæèì Ω˚i :“ Ωizpω
˚
z1
Y ω˚zkq.

Â ïðåäåëàõ Ω˚i áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû pξ, ηq “ pξi, ηiq,

àññîöèèðóåìûå ñ äàííîé öåïî÷êîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíèåì â �2.6.5. Çàìå-

òèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ A3, à òàêæå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìàëüíîãî
óãëà, çèãçàãîîáðàçíàÿ êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ óçëû â öå-

ïî÷êå Ni, ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê ξ “ κipηq, à çèãçàãîîáðàçíûå êðèâûå,

îïèñûâàþùèå BΩizrBωz1 Y Bωzks, ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê ξ “ κ˘i pηq. Òàêèì

îáðàçîì, Ω˚i ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì, îãðàíè÷åííûì êðè-

âûìè ξ “ κ˘pηq è ëèíèÿìè η “ η`z1 è η “ η´zk (ïðåäïîëàãàÿ, áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè, ÷òî η âîçðàñòàåò ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ ïî öåïî÷êå Ni èç z1 ê zk).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî | d
dη
κi| ` |

d
dη
κ˘i | À 1, è ïîýòîìó

˘rκ˘i pηq ´ κipηqs » Hz ïðè η P pη´z , η
`
z q Y pη

`
z1
, η´zkq,

oscpκpηq ;ω˚z q ` oscpκ˘pηq ;ω˚z q À hz,
(2.62)

ãäå òàêæå áûëî ïðèíÿòî âî âíèìàíèå (2.57).

Ïîñêîëüêó ωz “ pωz X ω˚z1q Y pωz X ω˚zkq Y pωz X Ω˚i q, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåä-

ñòàâëåíèåì IIi “ II
p1q
i ` II

pkq
i ` II˚i , ãäå ñëàãàåìûå II

p1q
i è II

pkq
i ñîîòâåòñòâóþò

îáëàñòÿì ωz X ω˚z1 è ωz X ω˚zk , à II
˚
i ñîîòâåòñòâóåò ωz X Ω˚i . Äàëåå, â êàæäîé

îáëàñòè ωz X ω
˚
zl
îïðåäåëèì pXzpx, yq, Yzpx, yqq :“ px, yq, ÷òî ïðèâîäèò ê

II
plq
i “

ÿ

zPNi

ż

ωzXω
˚
zl

f Ih pg ´ ḡ
˚
z qφz, ïðè l “ 1, k. (2.63)

Ñëàãàåìîå æå II˚i ïåðåïèøåì â ïåðåìåííûõ pξ, ηq. Ïðè ýòîì pXzpx, yq, Yzpx, yqq

ñòàíîâèòñÿ íåêîòîðûì pΨzpξ, ηq,Υzpξ, ηqq, êîòîðîå ïîëàãàåòñÿ â êàæäîé îá-

ëàñòè ωz X Ω˚i ðàâíûì pΨz,Υzq :“ pκipηq, ηq P ω
˚
z . Òàêèì îáðàçîì, íåñêîëüêî

çëîóïîòðåáëÿÿ îáîçíà÷åíèÿìè, ïîëó÷àåì

II˚i “
ÿ

zPNi

ż η´zk

η`z1

f Ihpκipηq, ηq

ż κ`i pηq

κ´i pηq

pg ´ ḡ˚z qφz dξ dη, (2.64)

ãäå g “ gpξ, ηq è φz “ φzpξ, ηq.
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Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ïóñòü zk P BΩ, à z1 ñîåäèíÿåòñÿ ñ íåêîòîðûì z0 P

Niso ðåáðîì äëèíû » hz1 with Hz0 » Hz1 . Ââåäåì N plq
i :“ tz P Ni : ωz X ω˚zl ‰

Hu ïðè l “ 1, k, à çàòåì ââåäåì ω˚˚z :“ ω˚z Yωzk ïðè z P N
pkq
i , è ω˚˚z :“ ω˚z Yωz1

ïðè z P N p1q
i zN pkq

i . Çàìåòèì, ÷òî ω˚˚z óäîâëåòâîðÿåò (2.57), à òàêæå ω˚˚z Ă

ω
p2Jq
z . Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåîïðåäåëåíèå ω˚z :“ ω˚˚z ïðè z P N p1q

i Y N pkq
i íå ïî-

âëèÿåò íà âûøåïðèâåäåííûå äîêàçàòåëüñòâà. Íàêîíåö, îïðåäåëèì âåëè÷èíû

ḡ˚z ïðè z P Ni ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì ḡ˚z “ 0 ïðè z P N pkq
i (ïðè ýòîì,

êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, (2.37) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì). Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå, åñëè z P NizrN p1q
i YN pkq

i s, òî âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì (2.56a) äëÿ ḡ˚z ,

â êîòîðîì ω̃z :“ pξ´z , ξ
`
z q ˆ pη

´
z , η

`
z q; åñëè æå z P N p1q

i zN pkq
i , òî âîñïîëüçóåìñÿ

îïðåäåëåíèåì (2.56b) äëÿ ḡ˚z , â êîòîðîì ω̃z :“ ω̃z1 , ãäå ω̃z1 Ă ωz1 âûáèðàåòñÿ,

êàê îïèñàíî â Çàìå÷àíèè 2.13. Çàìåòèì, ÷òî ïðè z P NizN pkq
i âòîðîå ñîîòíî-

øåíèå â (2.37) ñëåäóåò èç ω̃z Ă ω˚z , â òî âðåìÿ êàê ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ñîîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ èñïîëüçîâàííûì â Çà-

ìå÷àíèè 2.13.

Äàëåå ðàññìîòðèì II
p1q
i è II

pkq
i èç (2.63). Äëÿ II

p1q
i , âîñïîëüçîâàâøèñü âòî-

ðûì ñîîòíîøåíèåì èç (2.37), íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

|II
p1q
i | À

´

ÿ

zPN p1q
i

λ´2
z }g}ω˚z

¯

max
zPNi

!

λ2
z

›

›f Ih
›

›

8 ;ωzXω
˚
z1

)

. (2.65)

Çäåñü }f Ih}8 ;ω˚z1
ď }f Ih}8 ;ωz0

` oscpf Ih ;ω˚z1q, â òî âðåìÿ êàê Hz » Hz1 » Hz0 , è

ïîýòîìó λz » λz1 » λz0 â ïðåäåëàõ ω
˚
z1
. Òàêèì îáðàçîì,

max
zPNi

!

λ2
z }f

I
h}8 ;ωzXω

˚
z1

)

À λ2
z0
}f Ih}8 ;ωz0

` λ2
z1

oscpf Ih ;ω˚z1q. (2.66)

Îáúåäèíÿÿ (2.66) ñ (2.65), à òàêæå â ñèëó z0 P Niso Ă N zNpaths è z1 P Ni,
çàêëþ÷àåì, ÷òî |II

p1q
i | îãðàíè÷åíî ïðàâîé ÷àñòüþ èç (2.61).

Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ àíàëîãè÷íîé îöåíêè (2.61) äëÿ II
pkq
i . Çàìåòèì, ÷òî

(2.63) ïðèâîäèò ê

|II
pkq
i | À

”

ÿ

zPN pkq
i

pλ´2
z ` λ´1

z h´1
z q}g ´ ḡ

˚
z }1 ;ωzXω

˚
zk

ı

max
zPNi

!

mintλ2
z, λzhzu}f

I
h}8 ;ωz

)

,

(2.67)
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ãäå ḡ˚z “ 0. Ïîñêîëüêó hz » hzk , Hz » Hzk è λz » λzk â ïðåäåëàõ ω
˚
zk
, òî ñóììà

ř

â (2.67) ÿâëÿåòñÿ À pλ´2
zk
` λ´1

zk
h´1
zk
q}g}1 ;ω˚zk

. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ âàæíûì

íàáëþäåíèåì (êîòîðîå áóäåò îáúÿñíåíî íèæå), ÷òî

}g}1 ;ω˚zk
À hzk}∇g}1 ;ω˚zk

À hzk~g~ω˚zk , (2.68)

ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ñóììà
ř

â (2.67) ÿâëÿåòñÿ À λ´2
zk
}g}1 ;ω˚zk

`

λ´1
zk
~g~ω˚zk . Ïîñëåäíåå ñîîáðàæåíèå ïðèâîäèò ê æåëàåìîé îöåíêå (2.61) äëÿ

II
pkq
i . Îáñóäèì òåïåðü (2.68), â êîòîðîì âòîðîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïåðâîå

æå íåðàâåíñòâî â (2.68) ñïðàâåäëèâî â ñèëó zk P BΩ, à òàêæå |SzkXBΩ| » Hzk .

Áîëåå ïîäðîáíî, çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî g “ 0 íà BΩ, à òàêæå, ÷òî

âñå òî÷êè îáëàñòè ω˚zk íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõÀ hzk îò Szk X BΩ. Âîñïîëüçî-
âàâøèñü (2.49), àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî Hz|ḡz| À

}g}1 ;S̄´z YS̄
`
z
À }∇g}1 ;ω˚z ïðè z P N pkq

i ; ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî íàø âûáîð

ḡ˚z “ 0 ïðè z P N pkq
i óäîâëåòâîðÿåò (2.37). Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè,

÷òî |II
pkq
i | òàêæå îãðàíè÷åíî ïðàâîé ÷àñòüþ èç (2.61).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (2.61) äëÿ IIi îñòàåòñÿ ïîêàçàòü,

÷òî àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âåðíà è äëÿ II˚i , îïèñàííîãî â (2.64). Ââåäåì ôóíê-

öèþ ϕipξ, ηq :“
ř

zPNi φz è çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì η P pη`z1 , η
´
zk
q

ÿ

zPNi

ż κ`i pηq

κ´i pηq

g φz dξ “

ż κ`i pηq

κ´i pηq

g ϕi dξ “: ĝipηq

ż κ`i pηq

κ´i pηq

ϕi dξ “
ÿ

zPNi

ż κ`i pηq

κ´i pηq

ĝipηqφz dξ.

(2.69)

Çäåñü öåíòðàëüíîå ñîîòíîøåíèå ñëóæèò îïðåäåëåíèåì äëÿ ĝipηq. Äàëåå, ìî-

æåì ïåðåïèñàòü (2.64) â âèäå

II˚i “
ÿ

zPNi

ż η´zk

η`z1

f Ihpκipηq, ηq

ż κ`i pηq

κ´i pηq

`

ĝipηq ´ ḡ
˚
z

˘

φz dξ dη

“
ÿ

zPNi

ż

ωzXΩ˚i

f Ihpκipηq, ηq
`

ĝipηq ´ ḡ
˚
z

˘

φz .

Îòñþäà, ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé, êîòîðûå áóäóò ïðîêîììåíòèðîâàíû
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íèæå, ïðèõîäèì ê îöåíêå

|II˚i | À
ÿ

zPNi

}ĝipηq ´ ḡ
˚
z }1 ;ωzXΩ˚i

}f Ih}8 ;ω˚z À
ÿ

zPNi

min
!

}g}1 ;ω˚z , hz~g~ω˚z

)

}f Ih}8 ;ω˚z

À

´

ÿ

zPNi

λ´2
z }g}1 ;ω˚z `

ÿ

zPNi

λ´1
z ~g~ω˚z

¯

max
zPNi

!

mintλ2
z, λzhzu}f

I
h}8 ;ω˚z

)

.

(2.70)

Çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà îöåíêà }ĝipηq´ ḡ
˚
z }1 ;ωzXΩ˚i

À }g}1 ;ω˚z (êîòîðàÿ íåìåä-

ëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ĝi, à òàêæå èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â (2.37)).

Òàêæå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îöåíêîé }ĝipηq ´ ḡ˚z }1 ;ωzXΩ˚i
À hz~g~ω˚z , êîòîðàÿ

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îáúåäèíåíèåì |ωz| » hzHz ñ ñîîòíîøåíèåì |ḡz ´ ḡ˚z | À

H´1
z ~g~ω˚z èç (2.37), à òàêæå ñ âàæíîé îöåíêîé

}ĝipηq ´ ḡz}8 ;ωzXΩ˚i
À H´1

z ~g~ω˚z . (2.71)

×òîáû ïîëó÷èòü (2.71), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî |ĝipηq ´ ḡz| À H´1
z ~g~ω˚z

ïðè η P pη´z , η
`
z q X pη

`
z1
, η´zkq. Ïîñëåäíåå óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî îöåíêå

äëÿ ĝipyq ´ ḡ˚z â äîêàçàòåëüñòâå (2.30) â �2.5.3 (ñì. òàêæå áîëåå ïîäðîáíîå

èçëîæåíèå â [168, �7.6]). Íàêîíåö, (2.70) ïðèâîäèò ê æåëàåìîé îöåíêå òèïà

(2.61) äëÿ II˚i .

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà äëÿ IIi ïðè i “ nani ` 1, . . . , nani ` ns.ani, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò ïîëó-àíèçîòðîïíûì öåïî÷êàì Ni, ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

(÷òî áîëåå ïîäðîáíî èçëîæåíî â [168, �7.6]). Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûå

îöåíêè òèïà (2.58) ïîëó÷åíû, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. l

2.6.7 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå òåñòîâîé çàäà÷åé, ÷òî è â �2.5.4. Ýëåìåíòû ñåòêè ìàð-

êèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàíòà îöåíèâàòåëÿ èç Òåîðåìû 2.15, êîòîðûé

îïðåäåëÿåòñÿ êàê E :“ maxtEp2.44q, Ep2.58q, Ep2.21qu. Çäåñü Ep2.¨q ñîîòâåòñòâóþò
ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (2.¨), â êîòîðîé ìû ïîëàãàåì Θ “ Θ1 “ 1 (â òî âðåìÿ
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êàê, â Ëåììå 2.17 áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî Θ ` Θ1 À `h). Òàêæå âñå âåëè÷è-

íû âèäà mint1, ε´1au çàìåíåíû èõ áîëåå ãëàäêèìè âåðñèÿìè a
ε`a

. Òàêèì îá-

ðàçîì, íàïðèìåð, Ep2.44q :“ maxTPT
 

maxzPN
“

εHz
ε`Hz

}Jz}8 ;γzXBT

‰(

. Àíàëîãè÷íî,

E 1
p2.58q :“ maxTPT

 

hTHT
pε`hT qpε`HT q

}f Ih}8 ;T

(

è E2
p2.58q :“ maxTPT

 `

HT
ε`HT

˘2
oscpf Ih ;T q

(

ôîðìèðóþò îöåíèâàòåëü Ep2.58q :“ maxtE 1
p2.58q, E2p2.58qu. (Çàìåòèì, ÷òî â íà-

øèõ ýêñïåðèìåíòàõ íåò íåîáõîäèìîñòè ðàçëè÷àòü àíèçîòðîïíûå è íåàíè-

çîòðîïíûå ýëåìåíòû ñåòêè ÿâíûì îáðàçîì â èñïîëüçóåìûõ îöåíèâàòåëÿõ,

ïîñêîëüêó äëÿ íåàíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ ñïðàâåäëèâî hT » HT , à òàê-

æå oscpf Ih ;T q ď }f Ih}T,8.) Â èñïîëüçóåìûé îöåíèâàòåëü ìû òàêæå âêëþ÷è-

ëè Ep2.21q :“ maxTPT H
2
T â êà÷åñòâå íåñêîëüêî ãðóáîãî âàðèàíòà äëÿ êâàäðà-

òóðíîé îøèáêè (2.21) (çàìåòèì, ÷òî ýòî êîìïîíåíòà îöåíèâàòåëÿ íå èãðàåò

ñóùåñòâåííîé ðîëè â ïðîöåññå àäàïòèâíîãî èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè).

Â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå ìû íà÷èíàëè ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêè, ñîñòîÿùåé èç

ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ äèàìåòðà HT “ 2´8, 2´16, 2´32 ñ àñïåêòíûì

ñîîòíîøåíèåì HT
hT
“ 2. Íà êàæäîé èòåðàöèè ìàðêèðîâàëèñü ýëåìåíòû, îòâå-

÷àþùèå ïî êðàéíåé ìåðå çà 5% ãëîáàëüíîãî îöåíèâàòåëÿ, ïðè ýòîì ìàðêèðî-

âàëîñü íå áîëåå 15% âñåõ ýëåìåíòîâ. Ïðîìàðêèðîâàííûå ýëåìåíòû èçìåëü÷à-

ëèñü òîëüêî â íàïðàâëåíèè îñè x ñ èñïîëüçîâàíèåì òàê íàçûâàåìîãî çåëåíîãî

DOF
500 2,000 8,000 32,000

er
ro

r

10-3

10-2

10-1

100

DOF
500 1,000 2,000 4,000

er
ro

r

10-2

10-1

100
ǫ=10-2

ǫ=10-4

ǫ=10-6

ǫ=10-8

Ðèñ. 2.5: Îøèáêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ïðè ε “

10´4 è ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ DOF (ñëåâà), è ïðè ðàçëè÷íûõ ε

(ñïðàâà).
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(green) èçìåëü÷åíèÿ. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåòêè, à òàêæå

ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû maxTPT toscpf Ih ;T qu, äëÿ ïàð òðåóãîëüíèêîâ

ñ îáùèì ðåáðîì ïðèìåíÿëàñü ïðîöåäóðà ïåðåáðàñûâàíèþ äèàãîíàëåé (edge

swapping). Èòåðàöèè ïðîäîëæàëèñü äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

oscpf Ih ;T q ď 4HT äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ T . Íà Ðèñ. 2.5 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ

îøèáêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ }u´uh}8 ;Ω ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåòñòâó-

þùèì ÷èñëàì ñòåïåíåé ñâîáîäû (îáîçíà÷åííûì DOF) ïðè ôèêñèðîâàííîì

ε “ 10´4 (ñëåâà) è ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ ε (ñïðàâà). Ìû íàáäþäàåì

âåñüìà áûñòðîå óìåíüøåíèå îøèáêè â ïðîöåññå àíèçîòðîïíîãî èçìåëü÷åíèÿ

ñåòêè (ïî ñðàâíåíèþ ñ ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûì èçìåëü÷åíèåì ñåòêè â

�1.5). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî àñïåêòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè ïðè-

íèìàëè çíà÷åíèÿ ìåæäó 2 è 3.35e+7, â òî âðåìÿ êàê èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè

íå ïðåâîñõîäèëè 85 âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ïðèíèìàÿ âñå âûøåñêàçàííîå âî

âíèìàíèå (à òàêæå íàáëþäåíèÿ ïî ñõîäèìîñòè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ, îïèñàííûå â [167]), çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëó÷åííûé íà-

ìè îöåíèâàòåëü ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðè âåñüìà âûñîêèõ àñïåêòíûõ

ñîîòíîøåíèÿõ ýëåìåíòîâ ñåòêè.

2.7 Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè Ãðèíà

Ìû ïîëó÷èëè ðÿä àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ,

íî ïîêà â âñåõ ýòèõ îöåíêàõ ïðèñóòñòâóþò âåëè÷èíû Θ è Θ1, êîòîðûå ñâÿ-

çàíû ñ èíòåðïîëÿöèîííîé îøèáêîé äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà, è êîòîðûå íàì åùå

ïðåäñòîèò îöåíèòü. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ìû èñïîëüçîâàëè íåñêîëüêî ðàçíûå

îïðåäåëåíèÿ (2.26) è (2.43) äëÿ Θ è Θ1, íî ïðèñóòñòâóþò ëè ýòè âåëè÷èíû â

Òåîðåìå 2.7, èëè æå â Òåîðåìàõ 2.9 è 2.15, äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Θ`Θ1
À Θ̄ :“ ε2

ÿ

TPT

´

λ´1
T }∇g}1 ;T ` λ

´2
T }g}1 ;T

¯

, λT :“ mintε,HT u, (2.72)

(â ñèëó (2.11), à òàêæå Çàìå÷àíèÿ 2.5). Âñïîìíèì òàêæå, ÷òî çäåñü èñïîëü-

çóåòñÿ g “ Gpx1, y1 ; ¨q ´Gh ñ ëþáûì èíòåðïîëÿíòîì Gh P Sh.
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Äëÿ îöåíêè g “ G´Gh â Θ̄ áûëî áû î÷åíü óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàí-

äàðòíûìè êâàçèèíòåðïîëÿíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè |G´Gh|k,p ;T À Hj´k
T |G|j,p ;ωT

ïðè ëþáûõ 0 ď k ď j ď 2, 1 ď p ď 8 (êàê ýòî ñäåëàíî â �1 äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëü-

íî êâàçèðâàíîìåðíûõ ñåòîê). Îäíàêî â ñëó÷àå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçî-

òðîïíûõ ñåòîê ïîñòðîåíèå òàêèõ èíòåðïîëÿíòîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé

çàäà÷åé, è ïîòðåáîâàëî áû äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î òðèàíãóëÿöèè.

(Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð, â Ãëàâå 3 ìîíîãðàôèè [56] äëÿ ñëó-

÷àÿ ïðÿìîóãîëüíûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê). Ïîýòîìó ìû ïîäîéäåì ê ïîñòðî-

åíèþ Gh ñ íåñêîëüêî äðóãîé ñòîðîíû è âîñïîëüçóåìñÿ ìåíåå ñòàíäàðòíûì

èíòåðïîëÿíòîì Gh, êîòîðûé, ãðóáî ãîâîðÿ, áóäåò ñîâïàäàòü ñ èíòåïîëÿíòîì

Ëàãðàíæà ïðè HT À ε è áóäåò ðàâíûì 0 ïðè HT Á ε. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðî-

åíèå äàííîãî èíòåðïîëÿíòà ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî, õîòÿ è íå ñëèøêîì

æåñòêîãî, ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè; ñì. Çàìå÷àíèå 2.18 íèæå.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè px1, y1q P Ω, ïîëîæèì ωpx1,y1q :“ ωz1 , ëèáî ωpx1,y1q :“ ωS1 ,

ëèáî æå ωpx1,y1q :“ ωT 1 , åñëè, ñîîòâåòñòâåííî, px
1, y1q “ z1 ïðè íåêîòîðîì z1 P N ,

ëèáî px1, y1q P S 1 ïðè íåêîòîðîì S 1 P S, ëèáî æå px1, y1q P T 1 ïðè íåêîòîðîì

T 1 P T . Çäåñü ìû èñïîëüçóåì äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ωz, ωS è

ωT äëÿ ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ ñåòêè, ñîîòâåòñòâåííî îêðóæàþùèõ z P N , S P S
è T P T . Òàêæå, ïóñòü

~px1,y1q :“ min
TĂωpx1,y1q

hT , `h,px1,y1q :“ ln
`

2` ε´1~px1,y1q
˘

. (2.73)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì px1, y1q P Ω ñïðàâåäëèâî ~px1,y1q ě h “ minTPT hT , è

ïîýòîìó `h,px1,y1q ď `h “ lnp2` ε´1hq.

Òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå distΩp¨, ¨q äëÿ äèñòàíöèè, ïîíèìà-

åìîé êàê äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïóòè âíóòðè Ω (ò. å. distΩ “ dist, òîëüêî åñëè

îáëàñòü Ω âûïóêëà).

Ë å ì ì à 2.17. Ïóñòü T1 :“ tT : HT ě c1εu è T2 :“ tT : HT ď c2εu, ãäå

èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå ïîñòîÿííûå 0 ă c1 ă c2. Ñóùå-

ñòâóåò èíòåðïîëÿíò Gh P Sh, ïðè êîòîðîì äëÿ Θ̄ èç (2.72) ñïðàâåäëèâî
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ñîîòíîøåíèå

Θ̄ À `h,px1,y1q,

åñëè ëèáî T “ T1, ëèáî T “ T2, ëèáî æå distΩpT1zT2 , T2zT1q Á ε.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.18. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ distΩpT1zT2 , T2zT1q Á ε â

Ëåììå 2.17 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû HT íå ïåðåêëþ÷àëîñü ñëèøêîì ðåçêî ìåæëó

HT ď c1ε è HT ě c2ε, ò. å., ãðóáî ãîâîðÿ, ïåðåõîäíàÿ ïîäîáëàñòü tc1ε ď

HT ď c2εu äîëæíà èìåòü âíóòðåííèé äèàìåòð Á ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà ïðîòÿæåíèè äîêàçàòåëüñâà px1, y1q áóäåò

îñòàâàòüñÿ ôèêñèðîâàííûì, ïîýòîìó áóäåì ïèñàòü ïðîñòî G äëÿ Gpx1, y1 ; ¨q,

à òàêæå ~ äëÿ ~px1,y1q è `1h äëÿ `h,px1,y1q. Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ

Θ̄1 :“ ε2
ÿ

TPT1

´

λ´1
T }∇G}1 ;T ` λ

´2
T }G}1 ;T

¯

À 1. (2.74)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó T P T1, òî λT » ε, ïîýòîìó Θ̄1 À ε}∇G}1 ;Ω`}G}1 ;Ω.

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ (2.18) ïîëó÷àåì (2.74).

Äàëåå, ïîñòðîèì èíòåðïîëÿíò G̃I òèïà Ëàãðàíæà äëÿ G, êîòîðûé áóäåò

óäîâëåòâîðÿòü

Θ̄2 :“ ε2
ÿ

TPT2

´

λ´1
T }∇pG´ G̃I

q}1 ;T ` λ
´2
T }G´ G̃

I
}1 ;T

¯

À `1h. (2.75)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü T P T2, è ïîýòîìó λT » HT . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

G̃ :“ mintG, ε´2c3 `
1
hu ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c3 ą 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé àïïðîêñèìàöèé äëÿ G. Íàêîíåö, îïðåäåëèì G̃I êàê ñòàíäàðò-

íûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò Ëàãðàíæà äëÿ G̃. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå

Cf » 1, ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà G ď G0 :“ ε´2p2πq´1K0p
a

Cf r{εq, ãäå

r “ rpx ´ x1q2 ` py ´ y1q2s1{2, à K0 � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ

âòîðîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà. (Åñëè æå Cf ă
1
2
, òî ε2 ě 1

2
, è ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãè÷íîé îöåíêîé G0 :“ ε´2p2πq´1 lnpr´1diam Ωq.) Âñïîì-

íèâ, ÷òî K0psq À lnp2 ` s´1q ïðè s ą 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
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äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ c3, ÷òî tr ě ~u Ď tG0 ď ε´2c3 `
1
hu, è ïî-

ýòîìó ΩzBpx1, y1 ; ~q Ď tG “ G̃u íåçàâèñèìî îò ε èëè ~. Äàëåå ïîëîæèì

T ˚2 :“ tT P T2 : T X Bpx1, y1 ; ~q “ Hu, à Θ̄˚
2 ïóñòü áóäåò îïðåäåëåíî êàê

Θ̄2 â (2.75), òîëüêî ñ T ˚2 âìåñòî T2. Ïîñêîëüêó G “ G̃ íà ëþáîì T P T ˚2 , òî
G̃I “ GI , è ïîýòîìó

Θ̄˚
2 » ε2

ÿ

TPT ˚2

´

H´1
T }∇pG´GI

q}1 ;T `H
´2
T }G´G

I
}1 ;T

¯

À ε2
|G|2,1 ;ΩzBpx1,y1 ;~q,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü Ñëåäñòâèåì 2.1 èç ìîíîãðàôèè [56]. Îáúåäèíÿÿ ïî-

ñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñ (2.19c), ïðèõîäèì ê Θ̄˚
2 À `1h.

Ïðè ðàññìîòðåíèè T2zT ˚2 “ tT P T2 : T XBpx1, y1 ; ~q ‰ Hu çàìåòèì, ÷òî, â
ñèëó (2.73), ñïðàâåäëèâî

Bpx1, y1 ; ~q Ă ωpx1,y1q, T XBpx1, y1 ; ~q ‰ H ñ T Ă Bpx1, y1 ; 2HT q. (2.76)

Çäåñü ïåðâîå ñîîòíîøåíèå î÷åâèäíî, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî çàìåòèì, ÷òî

èç T X Bppx1, y1q ; ~q ‰ H ñëåäóåò, ÷òî (i) T ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè íå

áîëüøå ~ îò px1, y1q, (ii) T Ă ωpx1,y1q (òàêæå â ñèëó ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â

(2.76)), è ïîýòîìó ~ “ ~px1,y1q ď hT ď HT . Íàêîíåö îöåíèì

Θ̄2 ´ Θ̄˚
2 » ε2

ÿ

TPT2zT ˚2

´

H´1
T }∇pG´ G̃I

q}1 ;T `H
´2
T }G´ G̃

I
}1 ;T

¯

.

Äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G, â ñèëó (2.76), (2.19a) è (2.19b), ñïðàâåäëèâà îöåí-

êà ε2
`

H´1
T }∇G}1 ;T ` H´2

T }G}1 ;T

˘

À `ρ, ãäå ρ “ 2HT , è ïîýòîìó `ρ ď `1h.

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äëÿ G̃I ñïðàâåäëèâà â ñèëó ε2|G̃I | ď c3 `
1
h, à òàêæå

ε2|∇G̃I | ď c3 `
1
hh
´1
T , îáúåäèíåííîãî ñ |T | » hTHT . Èç (2.76) òàêæå ñëåäóåò,

÷òî ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ T P T2zT ˚2 ÿâëÿåòñÿ » 1. Ïîýòîìó çàêëþ÷àåì, ÷òî

Θ̄2´Θ̄˚
2 ď `1h. Ïîñêîëüêó òàêæå Θ̄˚

2 ď `1h, æåëàåìàÿ îöåíêà (2.75) óñòàíîâëåíà.

Äàëåå, â ñèëó (2.74) è (2.75), åñëè ëèáî T “ T1, ëèáî æå T “ T2, òî

ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿÿ ëèáî Gh “ 0 P Sh, ëèáî æå Gh “ G̃I P Sh, ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé distΩpT1zT2 , T2zT1q Á ε. Ïîëîæèì Gh :“

pµIG̃qI P Sh, ãäå µ
I ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûì èíòåðïîëÿíòîì Ëàãðàíæà

äëÿ ôóíêöèè-âåñà µ, îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîé òî÷êè

px, yq P Ω ïîëîæèì µ :“ 0 â T1zT2, µ :“ 1 â T2zT1, è

µ :“ min
 

1 ; distΩppx, yq , T1zT2q{distΩpT1zT2 , T2zT1q
(

ïðè px, yq P T1 X T2. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ µ íåïðåðûâíà, à äëÿ åå èíòåðïî-

ëÿíòà Ëàãðàíæà µI ñ ïîìîùüþ îöåíîê òèïà íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ìîæíî

ïîëó÷èòü

}∇µI}8 ;Ω ď 1{distΩpT1zT2 , T2zT1q À ε´1. (2.77)

Äîñòàòî÷íî îöåíèòü ãðàäèåíò µ̂px, yq :“ distΩppx, yq , T1zT2q â T1 X T2. Ïóñòü

µ̂pP1q “ distΩpP1 , Q1q ď µ̂pP2q “ distΩpP2 , Q2q, ãäå Q1, Q2 P BpT1zT2q. Ïîñêîëü-

êó µ̂pP2q ď distΩpP2 , Q1q, òî 0 ď µ̂pP2q´µ̂pP1q ď distΩpP2 , Q1q´distΩpP1 , Q1q ď

distΩpP1 , P2q. Åñëè æå P1 è P2 ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ñåòêè ñ îáùèì ðåáðîì,

òî distΩpP1 , P2q “ |P1P2|, ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ µ̂I âäîëü ýòîãî ðåáðà ðàâíà

rµ̂pP2q ´ µ̂pP1qs{|P1P2| P r0, 1s. Îòñþäà ïîëó÷àåì (2.77).

Ïðåäñòàâèì g “ G´Gh èç (2.72) â âèäå g “ p1´ µ
IqG` rµIG´ pµIG̃qIs è

çàìåòèì, ÷òî 1´ µI “ 0 â T zT1, â òî âðåìÿ êàê µ
I “ 0 â T zT2. Ñëåäîâàòåëüíî

Θ̄ ď Θ̄µ
1 ` Θ̄µ

2 , ãäå Θ̄µ
1 îïðåäåëÿåì êàê Θ̄1 â (2.74), òîëüêî ñ p1´µ

IqG âìåñòî G,

à Θ̄µ
2 îïðåäåëÿåì êàê Θ̄2 â (2.75), òîëüêî ñ µ

IG´pµIG̃qI âìåñòî G´G̃I . Àíàëî-

ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè äëÿ Θ̄1, ïðèõîäèì ê Θ̄µ
1 À ε}∇tp1´µIqGu}1 ;Ω`

}p1´ µIqG}1 ;Ω À 1. Àíàëîãè÷íî æå äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè äëÿ Θ̄2, ïðèõîäèì

ê Θ̄µ
2 À `1h. Â ÷àñòíîñòè, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó òîãî æå òèïà, ÷òî è äëÿ Θ̄˚

2 ,

çàìåòèì, ÷òî Θ̄µ,˚
2 À ε2|µIG|2,1 ;ΩzBpx1,y1 ;~q À ε2|G|2,1 ;ΩzBpx1,y1 ;~q ` ε|G|1,1 ;Ω; îáú-

åäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñ (2.19c) è (2.18), äåéñòâèòåëüíî ïðèõîäèì ê

Θ̄µ,˚
2 À `1h. Ðàçíîñòü æå Θ̄µ

2 ´ Θ̄µ,˚
2 îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî Θ̄2´ Θ̄˚

2 ; äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå ε2
`

H´1
T }∇pµIGq}1 ;T `H´2

T }µ
IG}1 ;T

˘

À `1h, êîòîðîå

ñëåäóåò èç εH´1
T }G}1 ;T À

a

`1h, â ñèëó (2.19a) è (2.18). Îáúåäèíÿÿ âûøåèçëî-

æåííûå íàáëþäåíèÿ, ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó Θ̄ ď Θ̄µ
1 ` Θ̄µ

2 À `1h. l
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2.8 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà, èçëîæåííûå â Òåîðåìàõ 2.7, 2.9 è 2.15,

ïðåäñòàâëÿþò ðÿä àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ îøèáêè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ

ðåøåíèé â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóäÿ íà äîñòàòî÷íî îáùèõ àíèçîòðîïíûõ òðè-

àíãóëÿöèÿõ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, îøèáêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå puh ´ uqpx1, y1q “

I ` II ` Equad, ãäå äëÿ êâàäðàòóðíîé îøèáêè Equad ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.21),

â òî âðåìÿ êàê âûøåóêàçàííûå òåîðåìû îïèñûâàþò îöåíêè äëÿ I è II. Ïðè

ýòîì, ïîñëåäíèå îöåíêè ïðèîáðåòàþò ñìûñë ëèøü ïîñëå îáúåäèíåíèÿ ñ îöåí-

êîé Θ`Θ1 À `h,px1,y1q, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà â Ëåììå 2.17.
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�3 Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîð-

ìå íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ

Äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôó-

çèè â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ ïîëó÷åíû ÿâíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèá-

êè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Êàê è â �2, ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëó÷àé íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê (ò. å. ýëåìåíòû ðàññìàòðè-

âàåìûõ çäåñü ñåòîê ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî ñèëüíî ñïëþùåíû). Ïîñòîÿííûå

â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè, èõ àñïåêò-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè) è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ

èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè Ãðèíà íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ ïîñòðîåí íîâûé êâà-

çèèíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð, êîòîðîé ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü íåçàâèñèìûé

èíòåðåñ. Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [169], à íåêî-

òîðûå îáîáùåíèÿ ñäåëàíû â ðàáîòàõ [171, 173].

3.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåò ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå êîíå÷íîýëåìåíòíûõ

àïïðîêñèìàöèé äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè

Lu :“ ´ε24u` fpx, y;uq “ 0 for px, yq P Ω, u “ 0 on BΩ, (3.1)

â ìíîãîóãîëüíîé, âîçìîæíî íåëèïøèöåâîé, îáëàñòè Ω Ă R2, êîòîðîå áóäåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è (2.1) â �2. Â ÷àñòíîñòè, áóäåò

ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî 0 ă ε ď 1, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò îäíîñòîðîííåìó

óñëîâèþ Ëèïøèöà fpx, y;uq´fpx, y; vq ě Cf ru´vs ïðè âñåõ u ě v ñ íåêîòîðîé

ïîñòîÿííîé Cf ě 0, à òàêæå ÷òî Cf ` ε
2 ě 1.

Íàøåé öåëüþ âíîâü ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè

íà îñíîâå íåâÿçîê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíè-

çîòðîïíûõ ñåòîê (ò. å. ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ñåòîê ìîãóò áûòü

ñèëüíî ñïëþùåíû). Â îòëè÷èå îò �2, çäåñü îöåíêè ðåøåíèÿ áóäóò ïîëó÷åíû
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â òàê íàçûâàåìîé ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ~ ¨ ~ε ;Ω, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìà-

ëèçîâàííûì âàðèàíòîì íîðìû â W 1
2 pΩq è îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ëþáîé îáëàñòè

D Ď Ω ñîîòíîøåíèåì

~v~ε ;D :“
!

ε2
}∇v}22 ;D ` }v}

2
2 ;D

)1{2

.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) áóäóò âíîâü ðàññìîòðåíû ñòàí-

äàðòíûå ëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Ïóñòü Sh Ă H1
0 pΩq X CpΩ̄q ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, àññîöèèðóåìûì ñ

òðèàíãóëÿöèåé T , à ÷èñëåííîå ðåøåíèå uh P Sh ïóñòü óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ

ε2
x∇uh,∇vhy ` xf Ih , vhy “ 0 @ vh P Sh, fhp¨q :“ fp¨;uhq. (3.2)

Çäåñü x¨, ¨y îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2pΩq, à f
I
h � ñòàíäàðòíûé

êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò Ëàãðàíæà äëÿ fh.

Â ðàìêàõ ïðåäâàðèòåëüíîãî îïèñàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà,

íàøà ïåðâàÿ îöåíêà ïðèíèìàåò âèä

~uh ´ u~ε ;Ω ď C
!

ÿ

zPN
minthzHz, εHzu

›

›εJz
›

›

2

8 ;γz

`
ÿ

zPN

›

›mint1, Hzε
´1
u f Ih

›

›

2

2 ;ωz
`

›

›fh ´ f
I
h

›

›

2

2 ;Ω

)1{2

, (3.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C is íå çàâèñèò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è èõ àñïåêòíûõ

ñîîòíîøåíèé (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè), à òàêæå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà

ε. (Äàííàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (3.14), (3.15), (3.25), (3.26) ñ

Çàìå÷àíèåì 3.10 è Òåîðåìîé 3.18.) Çäåñü N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí

ýëåìåíòîâ T , Jz îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé uh
÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà, ωz � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ âåðøèíó

z P N , γz � ìíîæåñòâî ðåáåð âíóòðè ωz, Hz “ diampωzq, à hz » H´1
z |ωz|.

×òîáû ïîêàçàòü ñâÿçü (3.3) ñ îöåíêàìè äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîé îøèáêè,

à òàêæå ñ âîçìîæíûìè àäàïòèâíûìè ïðîöåäóðàì, çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà
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|Jz| ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê àïïðîêñèìèðóþùàÿ äèàìåòð îáëàñòè ωz

â ìåòðèêå, ïîðîæäåííîé êâàäðàòíûì êîðíåì ãåññèàíà òî÷íîãî ðåøåíèÿ (â

òî âðåìÿ êàê f Ih àïïðîêñèìèðóåò ε
24u).

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î òðèàíãóëÿöèè áóäåò

òàêæå óñòàíîâëåíà è áîëåå òî÷íàÿ (õîòÿ è íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ) àïîñòå-

ðèîðíàÿ îöåíêà, â êîòîðîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ (3.3), ãðóáî ãîâîðÿ, ñëàãàåìûå

mint1, Hzε
´1u áóäóò çàìåíåíû íà mint1, hzε

´1u, ïðè ýòîì â îöåíêå ïîÿâÿòñÿ

íåêîòîðûå íîâûå ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ ïîýëåìåíòíûìè íåâÿçêàìè.

Ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ àïðèîðíûì è àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì äëÿ óðàâ-

íåíèé òèïà (3.1), óæå áûë ïðîöèòèðîâàí â ��1�2. Çäåñü ìû áîëåå ïîäðîáíåå

îñòàíîâèìñÿ íà ðàáîòàõ, â êîòîðûõ ðàññìîòðåíû àíèçîòðîïíûå ñåòêè, ïðè

ýòîì îøèáêè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé îöåíèâàþòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé

íîðìå èëè æå â àíàëîãè÷íîé íîðìå H1. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ðàáîòó [137],

â êîòîðîé ðàññìîòðèâàëèñü ïðÿìîóãîëüíûå àíèçîòðîïíûå ñåòêè, è äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ëàïëàñà áûëè ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå H1. Ñëó÷àþ

æå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê ïîñâÿùåíû ðàáîòû [104, 107],

ãäå ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå H1 äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, è

ðàáîòû [105, 107], ãäå äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òèïà (3.1) ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè âûâåäåíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ íà îñíîâå íåâÿçîê âñåãäà

ïðèñóòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, àíàëîãè÷íàÿ C â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè

(3.3), â òî âðåìÿ êàê âî âñåõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ èç [104, 105, 107] òà-

êèå ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ

(matching functions). Ïîñëåäíèå æå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îøèáêè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ è ïðèíèìàþò óìåðåííûå çíà÷åíèÿ, åñëè ëèáî ñåòêà ëîêàëüíî êâà-

çèðàâíîìåðíà, ëèáî åñëè ñåòêà, áóäó÷è àíèçîòðîïíîé, ïðàâèëüíî îðèåíòèðî-

âàíà ïî îòíîøåíèþ ê ðåøåíèþ. Â îáùåì æå ñëó÷àå ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ

çàâèñÿò îò àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè, è, òàêèì îáðàçîì, ïî-

ñòîÿííûå â îöåíêàõ [104, 105, 107] (àíàëîãè÷íûå C â (3.3)) ìîãóò ïðèíèìàòü
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íåîãðàíè÷åííî áîëüøèå çíà÷åíèÿ íà ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ (åñëè òîëü-

êî ñåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàííîé ïî îòíîøåíèþ ê ðåøåíèþ).

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî ïðèñóòñòâèå ïîäîáíûõ ôóíêöèé ñîãëàñîâàíèÿ

â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ âåñüìà íåæåëàòåëüíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â áîëåå

ïîçäíåé ðàáîòå [168] (ñì. òàêæå �2) áûëè ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â

íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, â êîòîðûõ ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ âîîáùå îòñóò-

ñòâóþò (áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ íîâîãî òåõíè÷åñêîãî ïðèåìà, îïèñàííîãî

â Çàìå÷àíèè 2.6). Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèå òåîðåòè÷åñêîãî àïïàðàòà èç [168] äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ

îöåíîê îøèáêè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå, â êî-

òîðûõ íåæåëàòåëüíûå, êàê áûëî îïèñàíî âûøå, ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ ïðè-

ñóòñòâîâàòü íå áóäóò (ñì., íàïðèìåð, (3.3)).

Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ÷òî â áîëüøîé ñòåïåíè ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà

òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò, îïèñàííûé â �2. Â òî æå âðåìÿ áóäåò ïðåîäîëåí ðÿä

äîïîëíèòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Ïðåæäå âñåãî, ïîñêîëüêó îøèáêà

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò îöåíèâàòüñÿ â äðóãîé íîðìå, íàì ïîòðåáóåòñÿ áî-

ëåå òîíêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ èç �2.3.

Äàëåå, ìîäèôèöèðîâàííûé èíòåðïîëÿíò Ëàãðàíæà, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ

ïðè èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè Ãðèíà â �2, ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì ïðè ïîëó-

÷åíèè îöåíîê â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå äàæå â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïî-

ýòîìó äëÿ èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè Ãðèíà íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ ïîñòðîåí

íîâûé êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð, êîòîðîé ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü íåçà-

âèñèìûé èíòåðåñ. Íàêîíåö, çäåñü íàì óäàñòñÿ óïðîñòèòü íåêîòîðûå ïðåäïî-

ëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè: â ÷àñòíîñòè, áóäåò îïóùåíî óñëîâèå A2 èç �2.6.1 (â
êîòîðîì ìàêñèìàëüíûé óãîë ïðè ëþáîì àíèçîòðîïíîì óçëå z ïðåäïîëàãàåòñÿ

íå ïðåâîñõîäÿøèì π
2
`α1

hz
Hz
). Ïîñëåäíåå óïðîùåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî

è ïðè àíàëèçå îøèáêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ (ñì. Çàìå÷àíèå 3.8).

Ïàðàãðàô îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �3.2 îïèñûâàþòñÿ îñíîâ-

íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè T , à òàêæå äîïóñòèìûå òèïû àíèçîòðîï-
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íûõ óçëîâ. Â �3.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ âàðèàíòû òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ àíèçî-

òðîïíûõ ýëåìåíòîâ. Â �3.4 îøèáêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç

íåâÿçêè, ÷òî çàòåì èñïîëüçóåòñÿ â �3.5 ïðè ïîëó÷åíèè àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê

íà ÷àñòè÷íî ñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ïàðàãðàôà äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê èçëîæåíû

â �3.6, à �3.7 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûõ îïåðàòîðîâ äëÿ

àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ. Çàâåðøàåòñÿ ïàðàãðàô ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåäñòàâëåííûìè â �3.8.

Îáîçíà÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäóò âíîâü èñïîëüçîâàíû îñíîâ-

íûå îáîçíà÷åíèÿ, îïèñàííûå â ïîñëåäíåì àáçàöå â �2.1.

3.2 Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ z “ pxz, yzq, S è T ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

óçëîâ, ðåáåð è ýëåìåíòîâ ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê N , S è T îáîçíà÷àþò èõ ñîîò-

âåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà. Äëÿ ëþáîãî T P T ïóñòü HT îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëü-

íóþ äëèíó ðåáðà, Äëÿ ëþáîãî z P N îáîçíà÷åíèå ωz áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

äëÿ îáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ z, à Sz � äëÿ ìíîæåñòâà

ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç z, à òàêæå

Hz :“ diampωzq, hz :“ H´1
z |ωz|, γz :“ SzzBΩ, γ̊z :“ tS Ă γz : |S| À hzu.

(3.4)

Â äàëüíåéøåì âñåãäà áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

• Ìàêñèìàëüíûé óãîë. Ìàêñèìàëüíûé âíóòðåííèé óãîë â ëþáîì òðå-

óãîëüíèêå T P T ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì íåêîòîðîé ïî-

ñòîÿííîé α0 ă π.

• Ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ëþáîãî óçëà z P N , íàéäåòñÿ
òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê Rz Ą ωz, ÷òî |Rz| » |ωz|.
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• ×èñëî òðåóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ ëþáîé óçåë ñåòêè, ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åííûì.

Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëþáîé óçåë ñåòêè z P N ïðèíàä-

ëåæèò ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ Òèïîâ Óçëîâ, êîòîðûå çäåñü îïèñûâàþòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôèêñèðîâàííîé äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîñòîÿííîé c0 (ïîñëåäíÿÿ

ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü àíèçîòðîïíûå è íåàíèçîòðîïíûå ýëåìåíòû ñåòêè), ïðè

ýòîì áóäåì ïèñàòü a ! b, åñëè a ă c0b.

(1) Àíèçîòðîïíûìè óçëàìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿNani,

íàçîâåì óçëû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

hz ă c0Hz, hT » hz è HT » Hz @ T Ă ωz. (3.5)

Çàìåòèì, ÷òî äàííûå óñëîâèÿ ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî Sz ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ
ðåáåð äëèíû À hz.

(2) Ðåãóëÿðíûìè óçëàìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿNreg, íà-

çîâåì óçëû, îêðóæåííûå êâàçèðàâíîìåðíûìè ýëåìåíòàìè (ò. å. ýëåìåíòàìè,

äëÿ êîòîðûõ hT » HT ).

(1*) Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî àíèçîòðîïíûå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå îêîëî

ãðàíèöû, áóäóò îðèåíòèðîâàíû âäîëü ãðàíèöû. ×òîáû ñïåöèàëüíî âûäåëèòü

óçëû, äëÿ êîòîðûõ äàííîå ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî àíèçîòðîïíûõ ãðàíè÷íûõ óçëîâ N ˚
BΩ:

N ˚
BΩ :“

 

z P BΩXNani : |Sz X BΩ| À hz èëè z � óãîë îáëàñòè Ω
(

. (3.6)

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå (3.5) ñîâïàäàåò ñ (2.6), à ðåãóëÿðíûå óçëû ÿâ-

ëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì èçîòðîïíûõ óçëîâ (2.8). Ðåçóëüòàòû

íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ âñåõ òèïîâ óçëîâ, îïèñàí-

íûõ â �2.2 [169]. Â íàñòîÿùåì æå ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíèå îãðàíè÷åíî àíè-

çîòðîïíûìè è ðåãóëÿðíûìè óçëàìè ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ.
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3.3 Òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ, êîòî-

ðàÿ áóäåò çäåñü ñôîðìóëèðîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì íîðìàëèçîâàííîé íîðìû

ïðîñòðàíñòâà W 1
p pDq, ãäå p “ 1, 2, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì

{{{v{{{p ;D :“ pdiamDq´1
}v}p ;D ` }∇v}p ;D .

Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó diampωzq “ Hz è diampT q » HT , èìååì

{{{v{{{p ;ωz
“ H´1

z }v}p ;ωz ` }∇v}p ;ωz , {{{v{{{p ;T » H´1
T }v}p ;T ` }∇v}p ;T . (3.7)

Îòìåòèì, ÷òî äàííûå îáîçíà÷åíèÿ íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò îáîçíà÷åíèÿ

(2.10) äëÿ àíàëîãè÷íîé íîðìû, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü â �2.

Ë å ì ì à 3.1. Äëÿ ëþáîãî óçëà z P N “ Nani Y Nreg è ëþáîé ôóíêöèè

v P W 1
1 pωzq ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

}v}1 ;̊γz `
hz
Hz

}v}1 ;γz z̊γz `
hz
Hz

}v}1 ;S̄z À {{{v{{{1 ;ωz
, (3.8)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ γz è γ̊z èç (3.4), à S̄z Ă ωz ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îòðåç-

êîì, èñõîäÿùèì èç z è óäîâëåòâîðÿþùèì |S̄z| » Hz.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äàííàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì Ëåììû 3.1

èç �2.3, ïåðåïèñàííîé â îáîçíà÷åíèÿõ (3.7). l

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëåììû 3.1, ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

}v}1 ;̊γz `
hz
Hz

}v}1 ;γz z̊γz `
hz
Hz

}v}1 ;S̄z À

!

hz }v}2 ;ωz {{{v{{{2 ;ωz

)1{2

. (3.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî |̊γz| À hz, à òàêæå |γz z̊γz| À Hz è

|S̄z| À Hz ïðèâîäÿò ê

}v}1 ;̊γz `
hz
Hz

}v}1 ;pγz z̊γzqYS̄z À h1{2
z

!

}v}22 ;̊γz `
hz
Hz

}v}22 ;γz z̊γzYS̄z

)1{2

.



130

Äàëåå, çàìåíÿÿ v íà v2 â (3.8), íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

}v}22 ;̊γz `
hz
Hz

}v}22 ;pγz z̊γzqYS̄z
À {{{v2

{{{1 ;ωz
,

â òî âðåìÿ êàê, â ñèëó (3.7),

{{{v2
{{{1 ;ωz

À H´1
z }v}

2
2 ;ωz ` }v}2 ;ωz }∇v}2 ;ωz » }v}2 ;ωz {{{v{{{2 ;ωz

.

Îáúåäèíåíèå âûøåèçëîæåííûõ íàáëþäåíèé ïðèâîäèò ê (3.9). l

Ç à ì å ÷ à í è å 3.3. Íèæå, â Çàìå÷àíèÿõ 3.6 è 3.10, áóäóò îïèñà-

íû íåñêîëüêî óëó÷øåííûå, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåííûìè â íàñòîÿùåì

ïàðàãðàôå, îöåíêè èç [173] äëÿ êîìïîíåíòû îøèáêè I èç (3.14). Äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ äàííûõ áîëåå òî÷íûõ îöåíîâ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ áîëåå òîíêàÿ

òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ èç Ëåììû 3.1 ðàáîòû [173]:

|S|´1
}vφz}

2
1 ;S À }v}2 ;ωz}∇v}2 ;ωz ` }v}

2
2 ;ωz

$

&

%

H´1
z if S Ă γ̊z ,

h´1
z if S Ă γz z̊γz ,

(3.10)

ãäå φz P Sh � ñòàíäàðòíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ, àññîöèèðóåìàÿ ñ z. Îòìå-

òèì, ÷òî (3.9) ñòàíåò èäåíòè÷íà ñ îöåíêîé (3.10), åñëè â ïðàâóþ ÷àñòü

ïîñëåäíåé âêëþ÷èòü âåñ Hz{hz " 1 ïðè }∇v}2 ;ωz . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

áîëåå òîíêàÿ îöåíêà (3.10) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ëèøü åñëè îöåíèâàåòñÿ

}vφz}2 ;S âìåñòî }v}2 ;S, îöåíèâàåìîãî â (3.9).

3.4 Ïðåäñòàâëåíèå îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç

íåâÿçêè

Âîñïîëüçîâàâøèñü ìîíîòîííîñòüþ f , à òàêæå Cf ` ε
2 ě 1, íåñëîæíî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî

~uh ´ u~
2
ε ;Ω À ε2

x∇puh ´ uq,∇puh ´ uqy ` xfp¨;uhq ´ fp¨;uq, uh ´ uy
“ ε2

x∇uh,∇puh ´ uqy ` xfp¨;uhq, uh ´ uy ,
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ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëîñü (3.1). Äàëåå, â ïðåäïîëîæåíèè ~uh ´ u~ε ;Ω ą 0,

ïîëîæèì

G :“
uh ´ u

~uh ´ u~ε ;Ω

ñ ~G~ε ;Ω “ 1. (3.11)

Òîãäà ~uh ´ u~ε ;Ω À ε2x∇uh,∇Gy ` xfp¨;uhq, Gy. Ïîýòîìó (3.2) ïðèâîäèò,

@ vh P Sh, ê îöåíêå

~uh ´ u~ε ;Ω À ε2
x∇uh,∇pG´ vhqy ` xf Ih , G´ vhy ` xfh ´ f Ih , Gy . (3.12)

Çäåñü xfh ´ f Ih , Gy “: Equad îïèñûâàåò êâàäðàòóðíóþ îøèáêó, äëÿ êîòîðîé, â

ñèëó (3.11), ïîëó÷àåì

|Equad| ď ~fh ´ f
I
h~

˚
ε ;Ω , (3.13)

ãäå íîðìà ~ ¨ ~˚ε ;Ω ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé íîðìå ~ ¨ ~ε ;Ω; ñì. òàêæå Çàìå÷à-

íèå 3.4 íèæå.

Ïóñòü φz P Sh îïÿòü îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíóþ áàçèñíóþ ôóíêöèþ, ñîîò-

âåòñòâóþùóþ óçëó z P N , ðàâíóþ 1 â ýòîì óçëå è 0 â îñòàëüíûõ óçëàõ ñåòêè.

Ââåäåì vh :“ Gh`
ř

zPN ḡzφz P Sh, ãäå Gh P Sh áóäåò èíòåðïîëèðîâàòü G, à ḡz

âûáèðàåòñÿ ðàâíûì íåêîòîðîìó óñðåäíåíèþ âåëè÷èíû G´Gh â îêðåñòíîñòè

z (êîòîðîå áóäåò îïðåäåëåíî íèæå), ïðè ýòîì ḡz “ 0 äëÿ z P BΩ (ñ òåì, ÷òîáû

vh P Sh). Äàëåå ââåäåì ôóíêöèþ g :“ G ´Gh, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïîëó÷àåì

G ´ vh “ g ´
ř

zPN ḡzφz “
ř

zPN pg ´ ḡzqφz. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ (3.12), ïðèõîäèì

ê äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ îøèáêè

~uh ´ u~ε ;Ω À
ÿ

zPN
ε2

ż

γz

pg ´ ḡzqφzJ∇uhK ¨ ν `
ÿ

zPN

ż

ωz

f Ih pg ´ ḡzqφz ` Equad

“: I ` II ` Equad , (3.14)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì Gh P Sh è ëþáîì íàáîðå tḡzuzPN , óäîâëåòâî-

ðÿþùåì ḡz “ 0 ïðè âñåõ z P BΩ.

Â (3.14), âåëè÷èíà J∇uhK îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âíóòðåííåå ðåáðî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ν ê ëþáîìó ðåáðó èç γz íàïðàâëåíà ïî
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÷àñîâîé ñòðåëêå ïî îòíîøåíèþ ê z, â òî âðåìÿ êàê JwK äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

w ïîíèìàåòñÿ êàê ñêà÷îê w ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëþáîå ðåáðî èç γz, âû÷èñ-

ëÿåìûé â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî îòíîøåíèþ ê z. Òàêèì

îáðàçîì, J∇uhK ¨ ν “: Jz � ñêà÷îê, â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî

îòíîøåíèþ ê z, íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé uh ïî íàïðàâëåíèþ ïðîòèâ ÷àñî-

âîé ñòðåëêè. Î÷åâèäíî, ÷òî |J∇uhK| “ |Jz|. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîçíà÷åíèÿ

J∇uhK íà ðåáðàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå îáëàñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

uh “ 0 â R2zΩ.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.4 (Êâàäðàòóðíàÿ îøèáêà). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷å-

ñèõ âû÷èñëåíèé, èñïîëüçóåìàÿ â îöåíêå (3.13) íîðìà ~ ¨ ~˚ε ;Ω, ñîïðÿæåííàÿ

íîðìå ~ ¨ ~ε ;Ω, âåñüìà íåóäîáíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3.13) ñëåäóåò, ÷òî

ïðè ëþáîì âûáîðå T0 Ă T è ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïîñòîÿííîé β ą 0,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Equad| À

!

ε´2
}fh ´ f

I
h}

2
1`β ;T0

` }fh ´ f
I
h}

2
2 ;ΩzT0

)1{2

. (3.15)

Çäåñü ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà W 1
p pΩq ãÑ

L1`β´1pΩq, ãäå p “ ppβq óäîâëåòâîðÿåò 1
p
“ 1

2
` p1 ` β´1q´1 ą 1

2
, ïîýòîìó

p ă 2, è ñëåäîâàòåëüíî }v}1,2 ;Ω Á }v}1,p ;Ω Á }v}1`β´1 ;Ω @ v.

3.5 Àïîñòåðèîðíûé àíàëèç íà ÷àñòè÷íî ñòðóêòóðèðîâàí-

íûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü îñíîâíûå íîâûå èäåè, íà÷íåì ñ èçëîæåíèÿ

íåñêîëüêî óïðîùåííîé âåðñèè ïðåäñòàâëÿåìîãî çäåñü àïîñòåðèîðíîãî àíà-

ëèçà äëÿ ñëó÷àÿ ÷àñòè÷íî ñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê â êâàä-

ðàòíîé îáëàñòè Ω “ p0, 1q2. Áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì A1�A3 èç �2.5 (ñì. òàêæå Ðèñ. 2.2, ñëåâà). Òàêæå áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèå (2.23) îáëàñòåé ω˚z , äëÿ êîòîðûõ îñòàåòñÿ ñïðà-

âåäëèâûì Çàìå÷àíèå 2.5.
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3.5.1 Âûáîð ḡz. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ñëåäóÿ �2.5.1, âûáîð çíà÷åíèé ḡz â (3.14) áóäåò ñâÿçàí ñ ëîêàëüíîé îðèåí-

òàöèåé àíèçîòðîïòûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü ḡz “ 0 ïðè z P BΩ, à â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, ïðè xz “ xi ñ íåêîòîðûì 1 ď i ď n´ 1, ïóñòü ḡz îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé (2.24). Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.25) òàêæå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì.

Ò å î ð å ì à 3.5. Ïóñòü g “ G´Gh ñ G èç (3.11) è @Gh P Sh, à

Θ :“ ε2
}∇g}22 ;Ω `

ÿ

zPN

`

1` ε2H´2
z

˘

}g}22 ;ωz . (3.16)

Òîãäà ~uh ´ u~ε ;Ω À I ` II ` Equad, ãäå äëÿ Equad ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.13), à

ïðè óñëîâèÿõ A1�A3 èç �2.5 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

|I| À
!

Θ
ÿ

zPN
λz

›

›εJz
›

›

2

8 ;γz

)1{2

, λz :“ hzHz mint1, εHzh
´2
z u , (3.17)

|II| À
!

Θ
ÿ

zPN

›

›λ1z f
I
h

›

›

2

2 ;ωz

)1{2

, λ1z :“ mint1, Hzε
´1
u . (3.18)

Òàêæå ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâíàÿ îöåíêà

|II| À
!

Θ
ÿ

zPN zN˚
BΩ

›

›mint1, hzε
´1
u f Ih

›

›

2

2 ;ωz
`Θ

ÿ

zPN zN˚
BΩ

›

›λ1z oscpf Ih ;ωzq
›

›

2

2 ;ωz

`Θ
ÿ

zPN˚
BΩ

›

›λ1z f
I
h

›

›

2

2 ;ωz

)1{2

, (3.19)

ãäå N ˚
BΩ “ tz P N : xz “ 0 or xz “ 1u (â ñîîòâåòñâèè ñ (3.6)).

Îöåíêè (3.18) and (3.19) â Òåîðåìå 3.5 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî îöåíêàì

(2.28)�(2.30) äëÿ ïîýëåìåíòíûõ íåâÿçîê â �2.5.3 (ïîäðîáíûå æå äîêàçàòåëü-

ñòâà äàíû â [169, �5.3]). Äîêàçàòåëüñòâî æå îöåíêè (3.17) äëÿ íåâÿçîê, àññî-

öèèðóåìûõ ñ ðåáðàìè, íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî äîêàçàòåëüñòâà

â �2.5.2, è ïðèâîäèòñÿ íèæå â �3.5.2.
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Ç à ì å ÷ à í è å 3.6. Íåñêîëüêî óëó÷øåííàÿ âåðñèÿ îöåíêè (3.17) ñ âåñîì

λz “ minthzHz, εHzu óñòàíîâëåíà â Òåîðåìå 4.1 â ðàáîòå [173]. Äëÿ ýòî-

ãî èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ,

îïèñàííûé â Çàìå÷àíèè 3.3.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.7. Â �?? äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè áîëåå îáùèõ, ÷åì

A1�A3, óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà Θ À ~G~ε ;Ω “ 1 (ñì. Òåîðåìó 3.18).

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó ñ Òåîðåìîé 3.5 ïîëó÷àåì äâå àïîñòåðèîðíûå

îöåíêè äëÿ ~uh ´ u~ε ;Ω.

3.5.2 Íåâÿçêè, àññîöèèðóåìûå ñ ðåáðàìè. Äîêàçàòåëüñòâî (3.17)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (3.17). Ïðåäñòàâèì I èç (3.14) â âèäå ñóììû

I “
ř

zPN Iz, ãäå

Iz :“ ε2

ż

γz

pg ´ ḡzqφzJ∇uhK ¨ ν . (3.20)

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü J∇uhK ¨ ν “ JBxuhKνx ` JByuhKνy, ìîæåì ðàçáèòü Iz

êàê

Iz “ I 1z ` I
2
z ` I

3
z :“ ε2

ż

γz

pg ´ ḡzqφzJBxuhK νx

` ε2

ż

γz

rg ´ gpx, yzqsφzJByuhK νy

` ε2

ż

γz

rgpx, yzq ´ ḡzsφzJByuhK νy . (3.21)

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ æåëàåìîé îöåíêè (3.17), äîñòàòî÷íî

óñòàíîâèòü îöåíêè

|I 1z| ` |I
2
z | À ε{{{g{{{1 ;ω˚z

›

›εJz
›

›

8 ;γz
, I3z “ 0, (3.22)

è

|Iz| À ε
Hz

hz

!

hz}g}2 ;ω˚z {{{g{{{2 ;ω˚z

)1{2
›

›εJz
›

›

8 ;γz
, (3.23)
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à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ãåëüäåðà. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà |Iz| À

pθzλzq
1{2}εJz}8 ;γz , ãäå

θz :“ λ´1
z ε2 min

!

{{{g{{{21 ;ω˚z
, H2

z h
´1
z }g}2 ;ω˚z {{{g{{{2 ;ω˚z

)

,

÷òî ïðèâîäèò ê (3.17) â ñèëó
ř

zPN θz À Θ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåé îöåíêè

çàìåòèì, ÷òî minpa, bcq{minp1, cq ď a` b (ïðè ëþáûõ a, b, c ą 0). Ïîñêîëüêó

λz “ hzHz mint1, εHzh
´2
z u, ïîëó÷àåì θz À ε2 {{{g{{{22 ;ω˚z

` ε }g}2 ;ω˚z {{{g{{{2 ;ω˚z
, è

îñòàåòñÿ ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ (3.7) è (2.23), à òàêæå Çàìå÷àíèåì 2.5.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü (3.22) è (3.23). Ïðè ýòîì ñîîòíîøå-

íèÿ (3.22) èäåíòè÷íû ñ (2.32), ïåðåïèñàííûìè â îáîçíà÷åíèÿõ íàñòîÿùåãî

ïàðàãðàôà, è áûëè ïîëó÷åíû â �2.5.2. Ñîîòíîøåíèå æå (3.23) ìîæíî ïîëó-

÷èòü èç (3.20), âîñïîëüçîâàâøèñü Ñëåäñòâèåì 3.2 (â äóõå Ëåììû 3.2 èç [149]).

Áîëåå ïîäðîáíî, âîñïîëüçóåìñÿ |φzJ∇uhK| ď |Jz|, à òàêæå îöåíêîé

hz
Hz

ż

γz

`

|g| ` |ḡz|
˘

À

!

hz}g}2 ;ω˚z {{{g{{{2 ;ω˚z

)1{2

. (3.24)

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (3.9), ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ

{{{g{{{2 ;ωz
À {{{g{{{2 ;ω˚z

(â ñèëó ωz Ď ω˚z è diamωz » diamω˚z ). Ïðè îöåíêå ḡz

â (3.24) èñïîëüçóåòñÿ òàêæå (2.25) (ãäå S̄z Ă ω˚z , à |S̄z| » Hz). Òàêèì îáðàçîì,

(3.23) óñòàíîâëåíî. l

3.6 Àïîñòåðèîðíûé àíàëèç íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíè-

çîòðîïíûõ ñåòêàõ

Àíàëîãè÷íî �2.6, äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ñäåëàåì äâà äîïîëíèòåëüíûõ

ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè.

A1˚. Åñëè z P N ÿâëÿåòñÿ óãëîì ìíîãîóãîëüíèêà Ω, òî z P Nreg (ò. å. âñå

óãëû îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè óçëàìè, è íè îäèí èç íèõ íå ïðè-

íàäëåæèò N ˚
BΩ).



136

A2˚. Ìàêñèìàëüíûé óãîë ïðè ëþáîì z P N ˚
BΩ íå ïðåâîñõîäèò π

2
` α1

hz
Hz

äëÿ

íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé α1 (ñì. Ðèñ. 3.1).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.8 (Óñëîâèÿ A1˚ è A2˚). Óñëîâèå A1˚ ÿâëÿåòñÿ âàðè-

àíòîì A1 èç �2.6. À âîò óñëîâèå A2˚ çíà÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì A2 èç �2.6,
ïîñêîëüêó òåïåðü ìû íàêëàäûâàåì îãðàíè÷åíèÿ ëèøü íà ãåîìåòðèþ ãðàíè÷-

íûõ àíèçîòðîïíûõ óçëîâ èç z P N ˚
BΩ Ă BΩ. Çàìåòèì, ÷òî A2 èñïîëüçóåòñÿ

â �2.6 ëèøü ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè (2.44), â òî âðåìÿ êàê àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà

(3.25) ïîëó÷åíà íèæå ëèøü ïðè óñëîâèè A2˚. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî áî-

ëåå òîíêîãî ðåçóëüòàòà íèæå ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.32) (âìåñòî

ïîëó÷åíèÿ îöåíîê äëÿ I3z ). Ïîõîæèé ïîäõîä áûë ðàíåå ïðèìåíåí â [170, �6],

è, áîëåå òîãî, ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïîëó÷íèÿ îöåíîê â íîðìå ìàêñè-

ìóìà ìîäóëÿ òèïà (2.44) ïðè áîëåå ñëàáîì ïðåäïîëîæåíèè A2˚. (Â �2 áîëåå

ñèëüíîå óñëîâèå A2 ïðåäïîëàãàëîñü ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ.)

Ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíèâàòåëè, àíàëîãè÷íûå (3.17), (3.19), íî äëÿ

áîëåå îáùèõ òðèàíãóëÿöèé, áóäóò ñäåëàíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ. Êàê è â �2.6.4, âåñüìà ñóùåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîýëå-

ìåíòíûå íåâÿçêè áóäóò îöåíèâàòüñÿ íå äëÿ îòäåëüíûõ óçëîâ, à äëÿ öåïî÷åê

àíèçîòðîïíûõ óçëîâ, îáúåäèíåííûõ êîðîòêèìè ðåáðàìè. Äëÿ ýòîãî ìû âíîâü

âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì àíèçîòðîïíîé öåïî÷êè èç �2.6.4, òàêèå öåïî÷êè

áóäóò îïÿòü îáîçíà÷àòüñÿ Ni, à ìíîæåñòâî âñåõ óçëîâ â òàêèõ öåïî÷êàõ áó-
äåò îïÿòü îáîçíà÷àòüñÿ Npaths :“ Ynani

i“1Ni. Áóäåò òàêæå ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A3 èç �2.6.4.

z
θ1

θ2

ˇ

ˇθk ´
π
2

ˇ

ˇ À hz
Hz
, k “ 1, 2

Ðèñ. 3.1: Ãðàíè÷ûé àíèçîòðîïíûé óçåë z P N ˚
BΩ, óäîâëåòâîðÿþùèé A2˚.
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3.6.1 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê

ïðåäñòàâëåíû â âèäå Òåîðåì 3.9 è 3.11.

Ò å î ð å ì à 3.9. Ïóñòü g “ G ´ Gh, ãäå G îïðåäåëåíî â (3.11), ïðè

ëþáîì Gh P Sh, à Θ îïðåäåëåíî â (3.16). Òîãäà ~uh´u~ε ;Ω À I`II`Equad, ãäå

äëÿ Equad ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.13), à ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé A1˚ è A2˚,

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|I| À
!

Θ
ÿ

zPN
λz

›

›εJz
›

›

2

8 ;γz

)1{2

, λz :“ hzHz mint1, εHzh
´2
z u , (3.25)

|II| À
!

Θ
ÿ

zPN

›

›λ1z f
I
h

›

›

2

2 ;ωz

)1{2

, λ1z :“ mint1, Hzε
´1
u . (3.26)

Ç à ì å ÷ à í è å 3.10. Íåñêîëüêî óëó÷øåííàÿ âåðñèÿ îöåíêè (3.25) ñ

âåñîì λz “ minthzHz, εHzu óñòàíîâëåíà â Òåîðåìå 4.3 â ðàáîòå [173]. Äëÿ

ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåí-

òîâ, îïèñàííûé â Çàìå÷àíèè 3.3.

Ò å î ð å ì à 3.11. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 3.9, à òàêæå óñëîâèÿ

A3 èç �2.6.4, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|II| À Θ1{2
!

ÿ

zPNpaths

›

›mint1, hzε
´1
u f Ih

›

›

2

2 ;ωz
`

ÿ

zPN zNpaths

›

›λ1z f
I
h

›

›

2

2 ;ωz

`
ÿ

zPNpaths

›

›λ1z oscpf Ih ;ωzq
›

›

2

2 ;ωz

)1{2

. (3.27)

Òåîðåìà 3.9 áóäåò äîêàçàíà â �3.6.2, à Òåîðåìà 3.11 äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî Òåîðåìå 2.15 â �2.6.4 (ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [169, �6]).

3.6.2 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.9

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (3.25). Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî óçëà z P

Nani, ââåäåì ëîêàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå (2.45) â �2.6.2: ëîêàëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû pξ, ηq è ñî-

îòâåòñòâóþùóþ ñòàíäàðòíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ áàçèñíóþ ôóíêöèþ ϕzpξq ñ
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íîñèòåëåì pξ´z , ξ
`
z q Q 0. Äîïîëíèòåëüíî, â ñèëó A2˚, ïðè z P N ˚

BΩ âûáåðåì

äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñü ξ ïåðïåíäèêóëÿðíà ó÷àñòêó

ãðàíèöû BΩ â z.

Äàëåå, ïîëîæèì ḡz :“ 0, åñëè z P Nreg ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì óçëîì èëè z P

BΩ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ (2.48) ñ òåì æå îïðåäåëåíèåì

ôóíêöèè η̄zpξq (ñì. òàêæå Ðèñ. 3.2, ñëåâà), ò. å. ïóñòü

ż ξ`z

ξ´z

“

gpξ, η̄zpξqq ´ ḡz
‰

ϕzpξq dξ “ 0. (3.28)

Âíîâü ïîëàãàÿ S̄´z :“ tpξ, η̄zpξqq : ξ P pξ´z , 0qu è S̄
`
z :“ tpξ, η̄zpξqq : ξ P p0, ξ`z qu,

è çàòåì âîñïîëüçîâàâøèñü (3.28) è (3.8) ïðèõîäèì ê îöåíêå

hz|ḡz| À
hz
Hz

}g}1 ;S̄´z YS̄
`
z
À {{{g{{{1 ;ωz

. (3.29)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíêå I èç (3.14). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì I â âèäå ñóì-

ìû I “
ř

zPN Iz, ãäå Iz îïðåäåëÿåòñÿ â (3.20). Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå (3.17),

âíîâü ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (3.24) è (3.23), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ω˚z

çàìåíÿåòñÿ íà ωz (ïîñêîëüêó S̄´z Y S̄`z Ă ωz â (3.29)). Òàêæå, àíàëîãè÷íî

ξ

η

η̄zpξq ϕzpξq

ξ`z0ξ´z

ξ˚

η˚

ϕSpξ
˚q

ξ`S0ξ´S

z

z1

η̄Spξ
˚q

µzz1 iξ˚

Ðèñ. 3.2: Ëîêàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, àññîöèèðóåìûå ñ z P N (ñëåâà), è êîðîò-

êèì ðåáðîì S P S˚, ñîåäèíÿþùèì óçëû z è z1 (ñïðàâà).
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(3.21), Iz äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Iz “ ε2

ż

γz

pg ´ ḡzqφzJ∇uhK ¨ ν “ I 1z ` I
2
z ` I

3
z ` I

4
z

:“ ε2

ż

γ̊z

pg ´ ḡzqφzJ∇uhK ¨ ν ` ε2

ż

γz z̊γz

pg ´ ḡzqφzJBξuhK νξ

` ε2

ż

γz z̊γz

rg ´ gpξ, η̄zpξqqs ϕzJBηuhK νη

` ε2

ż

γz z̊γz

rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzs ϕzJBηuhK νη

` ε2

ż

γz z̊γz

pg ´ ḡzqtφz ´ ϕzuJBηuhK νη , (3.30)

ãäå, âíîâü íåñêîëüêî çëîóïîòðåáëÿÿ îáîçíà÷åíèÿìè, g “ gpξ, ηq.

Ñëåäóþùàÿ îöåíêà èäåíòè÷íà (2.51), ïîëó÷åííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå (2.44)

â �2.6.2; çäåñü îíà ïðåäñòàâëåíà â îáîçíà÷åíèÿõ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà:

|I 1z| ` |I
2
z | ` |I

4
z | Àε{{{g{{{1 ;ωz

}εJz}8 ;γz for z P N . (3.31)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ òà-

êîå ïîäìíîæåñòâî ðåáåð S˚ Ă S è ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû IS;z, àññîöè-

èðóåìûå ñ êàæäûì S P Sz X S˚ (ïîñëåäíèå áóäóò îïðåäåëåíû íèæå), ÷òî

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ÿ

zPN

ÿ

SPSzXS˚
IS;z “ 0, (3.32a)

|I3z `
ÿ

SPSzXS˚
IS;z| À ε{{{g{{{1 ;ωz

}εJz}8 ;γz , (3.32b)

|IS;z| À ε
Hz

hz

!

hz}g}2 ;ωz {{{g{{{2 ;ωz

)1{2

}εJz}8 ;γz . (3.32c)

Äåéñòâèòåëüíî, îáúåäèíÿÿ îöåíêó (3.23) äëÿ |Iz| (ãäå ω
˚
z çàìåíåíà íà ωz) ñ

(3.31) è (3.32), ïîëó÷àåì

|Iz `
ÿ

SPSzXS˚
IS;z| À pθzλzq

1{2
}εJz}8 ;γz , (3.33)

ãäå

θz :“ λ´1
z ε2 min

!

{{{g{{{21 ;ωz
, H2

z h
´1
z }g}2 ;ωz{{{g{{{2 ;ωz

)

. (3.34)
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Îòñþäà ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó (3.25), ïîñêîëüêó
ř

zPN θz À Θ (ïîñëåä-

íåå æå ñîîòíîøåíèå âûâîäèòñÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå (3.17) â �3.5.2).

Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ ñîîòíîøåíèé (3.32). Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè

I3z â (3.30) èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzsϕz îäíîé ïåðåìåííîé ξ, à

νη|dν| “ ´sgnpξq dξ. Ïîýòîìó, â ñèëó (3.28), ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

I3z “ ´ε
2
´

ÿ

SPrS´z YS`z szBΩ

JBηuhK
¯

ż ξ`z

0

rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzsϕzpξq dξ. (3.35)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî I3z “ 0 ïðè z P Nreg Y rpNanizN ˚
BΩq X BΩs.

Äëÿ îñòàëüíûõ óçëîâ z P pNanizBΩq Y N ˚
BΩ ïîëó÷àåì

ř

SPS´z YS`z JBηuhK “

´
ř

SPS̊zJBηuhK (ãäå ïðè z P N ˚
BΩ ïðè âû÷èñëåíèè JBηuhK èñïîëüçóåòñÿ uh “ 0

â R2zΩ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî JBηuhK “ ´µ ¨ iξ Jz íà ëþáîì ðåáðå S P Sz, ãäå µ
� åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç z âäîëü S. (Óáåäèòüñÿ â ïîñëåäíåì

ìîæíî, îáúåäèíÿÿ Bη “ iη ¨ ∇, J∇uhK “ νJz è iη ¨ ν “ ´iξ ¨ µ.) Îáúåäèíÿÿ

âûøåèçëîæåííûå íàáëþäåíèÿ ñ (3.35), ïðè z P pNanizBΩq Y N ˚
BΩ ïîëó÷àåì

ïðåäñòàâëåíèå

I3z “ ´ε
2αz

ÿ

SPS̊z

µ ¨ iξ Jz , αz :“

ż ξ`z

0

rgpξ, η̄zpξqq ´ ḡzsϕzpξq dξ . (3.36)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè z P N ˚
BΩ âåêòîð iξ áûë âûáðàí ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê BΩ â

z, â òî âðåìÿ êàê S̊z Ă BΩ, ïîýòîìó µ ¨ iξ “ 0, è, òàêèì îáðàçîì, I3z “ 0 ïðè

z P N ˚
BΩ.

Â ñëó÷àå æå z P NanizBΩ, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì (3.36), îïðå-

äåëèì ïîäìíîæåñòâî ðåáåð S˚ :“ YzPNanizBΩ S̊z. Äàëåå, äëÿ ëþáîãî ðåáðà

S P S˚, ñîåäèíÿþùåãî óçëû z è z1, ïîëîæèì

IS;z :“ ε2αS µzz1 ¨ iξ˚ Jz
ˇ

ˇ

S
, αS :“

ż ξ`S

0

rgpξ˚, η̄Spξ
˚
qq ´ ḡSsϕSpξ

˚
q dξ˚. (3.37)

Çäåñü µzz1 � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç z â z1, à iξ˚ � åäèíè÷-

íûé âåêòîð âäîëü îñè ξ˚. Ëîêàëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû pξ˚, η˚q, àññîöè-

èðóåìûå ñ ðåáðîì S, ïóñòü ñîâïàäàþò ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè pξ, ηq,



141

àññîöèèðóåìûìè ëèáî ñ óçëîì z P Nani, ëèáî æå ñ óçëîì z1 P Nani (ïî

êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ ïðèíàäëåæèò Nani). Âåëè÷èíû αS îïðåäåëÿþò-

ñÿ àíàëîãè÷íî αz, ïðè ýòîì îïðåäåëåíèåì äëÿ ḡS ïóñòü ñëóæèò ñîîòíîøåíèå
şξ`S
ξ´S
rgpξ˚, η̄Spξ

˚qq´ḡSsϕSpξ
˚q dξ˚ “ 0 (ÿâëÿþùååñÿ âàðèàíòîì (3.28)). Îäíîìåð-

íàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ϕSpξ
˚q àññîöèèðóåòñÿ ñ èíòåðâàëîì pξ´S , ξ

`
S q,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé îáëàñòè ωzXωz1 (ñîñòîÿùåé èç äâóõ òðåóãîëüíè-

êîâ) íà îñü ξ˚. Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ η̄Spξ
˚q îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî

η̄zpξq, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà pξ˚, η̄pξ˚qq P ωz X ωz1 (ñì

Ðèñ. 3.2, ñïðàâà).

Ðàññìîòðèì (3.37). Çàìåòèì, ÷òî µzz1 ` µz1z “ 0, à Jz
ˇ

ˇ

S
“ Jz1

ˇ

ˇ

S
, ïîýòîìó

IS;z ` IS;z1 “ 0, è ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì (3.32a). Äàëåå, îöåíêà (3.32c) ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íî (3.23) äëÿ |Iz|. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (3.32b)

ïðè z P NanizBΩ çàìåòèì, ÷òî µ â (3.36) ñîîòâåòñòâóåò µzz1 â (3.37), â òî

âðåìÿ êàê ëèáî iξ “ iξ˚ , ëèáî, â ñèëó óñëîâèÿ ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè ýëå-

ìåíòîâ, |iξ ´ iξ˚ | » hzH
´1
z (ãäå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî iξ ¨ iξ˚ ą 0). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî |αz ´ αS| À }∇g}1 ;ωz , â òî âðåìÿ êàê

|αz| ` |αS| À Hzh
´1
z {{{g{{{1 ;ωz

(ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç (3.28), (3.29), îáúåäèíåí-

íûõ ñ àíàëîãè÷íûìè îöåíêàìè äëÿ gS è ḡS). Îáúåäèíÿÿ âûøåèçëîæåííûå

íàáëþäåíèÿ, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (3.32b) ïðè ëþáîì z P NanizBΩ.

Íàêîíåö îáñóäèì z R NanizBΩ, äëÿ êîòîðûõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî I
3
z “ 0, è

ïîýòîìó â ñëó÷àå Sz X S˚ “ H íåìåäëåííî ïîëó÷àåì (3.32b). Îäíàêî ìíîæå-

ñòâî SzXS˚ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïóñòûì ïðè íåêîòîðûõ z R NanizBΩ (ïîñêîëü-

êó z P Niso èëè z P pNanizN ˚
BΩq X BΩ ìîæåò ñîåäèíÿòüñÿ êîðîòêèì ðåáðîì ñ

óçëîì â NanizBΩ). Åñëè òàêîé óçåë z P Nreg, òî ñîîòíîøåíèå (3.8) (ñ hz » Hz)

ïðèâîäèò ê |αS| À {{{g{{{1 ;ωz
, à åñëè z P pNanizN ˚

BΩq X BΩ, òî íóæíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ αz “ 0 è |αS ´ αz| À }∇uh}1 ;ωz . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì (3.32b)

òàêæå è ïðè ëþáîì z R NanizBΩ. Äîêàçàòåëüñòâî (3.32), à ñëåäîâàòåëüíî è

(3.25), çàâåðøåíî. l

Ç à ì å ÷ à í è å 3.12. Çàìå÷àíèå 2.13 îñòàåòñÿ âåðíûì, ò. å. ìîæíî
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çàìåíèòü âåëè÷èíû tḡzuzPN íà tḡ˚z uzPN , âîñïîëüçîâàâøèñü ëèáî (2.56a), ëè-

áî (2.56b), è ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ (2.37), êîòîðîå â îáîçíà÷åíèÿõ

äàííîãî ïàðàãðàôà ïðèíèìàåò âèä

Hz|ḡz ´ ḡ
˚
z | À {{{g{{{1 ;ωz

, hzHz|ḡ
˚
z | À }g}1 ;ωz À phzHzq

1{2
}g}2 ;ωz . (3.38)

Äàëåå, âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå âûøåèçëîæåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ïîêàçû-

âàåò, ÷òî ïðè òàêîé çàìåíå çíà÷åíèé tḡzuzPN èç (2.24) íà tḡ˚z uzPN ñîîòíî-

øåíèå (3.25) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà â Iz ïîÿâèòñÿ

äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå I˚z :“ ε2
ş

γz
pḡz ´ ḡ˚z qφzJ∇uhK ¨ ν, êîòîðîå äîëæíî

áûòü ó÷åòíî â îöåíêå (3.33). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëåíèå (3.34) äëÿ θz äîëæíî

áûòü íåñêîëüêî èçìåíåíî è ïðèíèìàåò âèä

θz :“ λ´1
z ε2 min

!

{{{g{{{21 ;ωz
, H2

z h
´1
z }g}2 ;ωz{{{g{{{2 ;ωz

`Hz h
´1
z }g}

2
2 ;ωz

)

. (3.39)

Ïðîêîììåíòèðóåì âêëþ÷åíèå ñëàãàåìîãî Hz h
´1
z }g}

2
2 ;ωz , îòñóòñòâóþùåãî â

(3.34). Âñïîìíèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îöåíêè (3.23) äëÿ |Iz| óæå áûëà

ó÷òåíà êîìïîíåíòà ε2
ş

γz
|ḡz|φzJ∇uhK¨ν èç I˚z , à äëÿ îñòàâøåéñÿ êîìïîíåíòû

ε2
ş

γz
|ḡ˚z |φzJ∇uhK ¨ ν èñïîëüçóåòñÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå èç (3.38), êîòîðîå è

ïðèâîäèò ê âêëþ÷åíèþ Hz h
´1
z }g}

2
2 ;ωz â (3.39).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (3.26). Âîñïîëüçîâàâøèñü Çàìå÷àíèåì 3.12,

çàìåíèì tḡzu â (3.14) íà tḡ
˚
z u. Äàëåå (3.26) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (3.18) ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (3.38). l

3.7 Êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð Πh íà àíèçîòðîï-

íûõ ñåòêàõ

Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â âûøåèçëîæåííûõ Òåîðåìàõ 3.5, 3.9 è 3.11 ñî-

äåðæàò âåëè÷èíó Θ, îïðåäåëåííóþ â (3.16), êîòîðûå ñâÿçàíà ñ èíòåðïîëÿöè-

îííîé îøèáêîé äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà, è êîòîðóþ íàì åùå ïðåäñòîèò îöåíèòü.

Íà÷íåì ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ.
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Ç à ì å ÷ à í è å 3.13. Åñëè Hz Á ε ïðè ëþáîì z P N , òî Θ À 1.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (3.11), ïîëàãàÿ Gh :“ 0 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì æåëà-

åìóþ îöåíêó. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â

ñëó÷àå ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ ñåòîê (ïîñêîëüêó çäåñü ìû íå äåëàåì íèêàêèõ

ïðåäïîëîæåíèé î hz èëè
hz
Hz
).

Äëÿ îöåíêè g “ G´Gh áûëî áû î÷åíü óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðò-

íûìè êâàçèèíòåðïîëÿíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè |G´Gh|k,p ;T À Hj´k
T |G|j,p ;ωT

ïðè ëþáûõ 0 ď k ď j ď 1, 1 ď p ď 8 (êàê ýòî ñäåëàíî â �1 äëÿ ñëó÷àÿ

ëîêàëüíî êâàçèðâàíîìåðíûõ ñåòîê). Îäíàêî â ñëó÷àå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ

àíèçîòðîïíûõ ñåòîê ïîñòðîåíèå òàêèõ èíòåðïîëÿíòîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæ-

íîé çàäà÷åé. Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð, â Ãëàâå 3 ìîíîãðàôèè [56]

äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîóãîëüíûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê. Äëÿ ñëó÷àÿ æå áîëåå îáùèõ

àíèçîòðîïíûõ ñåòîê îöåíêè îøèáêè äëÿ ñòàíäàðòíûõ êâàçèèíòåðïîëÿíòîâ

ïîëó÷åíû â ðàáîòå [90, �3], íî òîëüêî â íîðìå L2, â òî âðåìÿ îáîáùåíèå ðå-

çóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû äëÿ ãðàäèåíòà êâàçèèíòåðïîëÿöèîííîé îøèáêè ïðè-

âîäèò ê îöåíêàì, ÿâëÿþùèìñÿ íåäîñòàòî÷íî òî÷íûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ öåëåé

íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà.

Ïîýòîìó çäåñü áóäåò ïîñòðîåí íîâûé êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð

Πh äëÿ ñëó÷àÿ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî, âûáèðàÿ Gh :“

ΠhG P Sh, óäàñòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó Θ À 1. Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ äàííîãî

îïåðàòîðà.

Äëÿ ëþáîãî óçëà z P N , ïóñòü σz áóäåò íåêîòîðûì ðåáðîì, èñõîäÿùèì

èç z. Ïðè z P BΩ, áóäåì äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàòü, ÷òîáû σz Ă BΩ. Òåïåðü

ïîëîæèì Πhvpzq ðàâíûì ñðåäíåìó çíà÷åíèþ v íà σz (êîòîðîå òàêæå áóäåò

îáîçíà÷àòüñÿ Aσzv):

Πhvpzq :“ Aσzv :“ |σz|
´1

ż

σz

v , (3.40)

à çàòåì Πhv :“
ř

zPN φz|σz|
´1
ş

σz
v.

Äàëåå, íàëîæèì âàæíûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð σz (ïðè
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ýòîì íèêàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà òðèàíãóëÿöèþ íàëîæåíû íå áó-

äóò).

• Ïðè ëþáîì z P N zN ˚
BΩ, ïóñòü |σz| » Hz.

• Äëÿ ëþáîé ïàðû óçëîâ z è z1 èç NanizN ˚
BΩ ñ îáùèì êîðîòêèì ðåáðîì

(ò. å. |z´ z1| » hz), σz è σz1 âûáèðàþòñÿ îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûìè â

òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ýòè äâà ðåáðà ñîîòâåòñòâåííî ñîåäèíÿþò z ñ óçëîì

ẑ è z1 ñ óçëîì ẑ1, òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå |ẑ ´ ẑ1| À hz; ñì. Ðèñ. 3.3.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ë å ì ì à 3.14. Äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà T ñ âåðøèíàìè z, z1, z2 è ñîîò-

âåòñòâóþùèìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ðåáðàìè S, S 1, S2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-

øåíèå

|AS1 v ´AS2 v| À |S||T |´1
}∇v}1 ;T .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Æåëàåìàÿ îöåíêà íåìåäëåííî âûòåêàåò èç

íàáëþäåíèÿ, ÷òî, åñëè ìû ââåäåì îñü ζ ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðåííåé íîðìàëè

ê S, è ïîëîæèì ~ :“ 2|T ||S|´1, òî AS1 v ´AS2 v “ ~´1
ş~
0

`

v|S1 ´ v|S2
˘

dζ. l

Ë å ì ì à 3.15. (i) Åñëè z P Nani ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà T , òî

|T |1{2|Πhvpzq| À }v}2 ;T `HT }∇v}2 ;ωz . (3.41)

Ðèñ. 3.3: Âûáîð σz â (3.40): äîïóñòèìûå îòðåçêè σz âûäåëåíû äëÿ êàæäîãî

âûäåëåííîãî óçëà z.
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(ii) Åñëè æå z, z1 P Nani ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè T , òî, ïðè p “ 1, 2, ñïðàâåä-

ëèâî ñîîòíîøåíèå

|T |1{p
|Πhvpzq ´ Πhvpz

1q|

|z ´ z1|
À }∇v}p ;ωzYωz1

. (3.42)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (i) Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü z P NanizBΩ,

ïîñêîëüêó ïðè z P BΩ ðåçóëüòàò î÷åâèäåí. Ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ ëþáûì äëèííûì

ðåáðîì â T , ò. å. |S| » HT . Òîãäà (âîçìîæíî, ìíîãîêðàòíîå) ïðèìåíåíèå

Ëåììû 3.14 ïðèâîäèò ê |Πhvpzq´AS v| “ |Aσzv´AS v| À h´1
T }∇v}1 ;ωz . Òåïåðü

ïðèìåíåíèå âàðèàíòà Ëåììû 3.1 äëÿ T (ñ îáëàñòüþ ωz, çàìåíåííîé íà T , à

γz z̊γz íà S, à òàêæå hz íà hT è Hz íà HT ) ïðèâîäèò ê |AS v| À H´1
T }v}1 ;S À

h´1
T {{{v{{{1 ;T . Ïîýòîìó ïîëó÷àåì îöåíêó

|Πhvpzq| À phTHT q
´1
}v}1 ;T ` h

´1
T }∇v}1 ;ωz , (3.43)

ýêâèâàëåíòíóþ (3.41) â ñèëó |T | » hTHT » |ωz|; ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî ïî-

ñêîëüêó z P Nani.

(ii) Ðàññìîòðèì óçëû z, z1 P NanizN ˚
BΩ. Åñëè |z ´ z1| » HT , òî âîñïîëüçî-

âàâøèñü âûøåèçëîæåííûìè ðàññóæäåíèÿìè, ïîëó÷àåì |Πhvpzq ´ Πhvpz
1q| À

h´1
T }∇v}1 ;ωzYωz1

. Åñëè æå |z ´ z1| » hT , òî ïðèìåíåíèå Ëåììû 3.14 (ïðè ýòîì

âàæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ ðåáåð σz è σz1) ïðèâîäèò

ê |Πhvpzq ´ Πhvpz
1q| À H´1

T }∇v}1 ;ωzYωz1
. Îáúåäèíÿÿ ýòè äâà ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì

æåëàåìóþ îöåíêó (3.42) (îïÿòü âîñïîëüçîâàâøèñü |T | » hTHT » |ωz Y ωz1 |).

Åñëè æå îáà óçëà z, z1 P BΩ, òî ðåçóëüòàò î÷åâèäåí. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé, êîãäà z P N ˚
BΩ, à z

1 R BΩ. Òîãäà |z ´ z1| » HT , è ìû îïÿòü ïîëó÷àåì

(3.42). l

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.16. Åñëè âñå âåðøèíû z, z1, z2 òðåóãîëüíèêà T P T
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Nani, òî

H´1
T }v ´ Πhv}2 ;T ` }∇pv ´ Πhvq}2 ;T À }∇v}2 ;ωT ,

ãäå ωT “ ωz Y ωz1 Y ωz2 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ, êàñàþùèõñÿ T .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó Πhv P Sh, òî, îáúåäèíÿÿ (3.41) è (3.42),

íåìåäëåííî ïîëó÷àåì }Πhv}2 ;T À }v}2 ;T`HT }∇v}2 ;ωT è }∇Πhv}2 ;T À }∇v}2 ;ωT .

Äàëåå, äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé C ñïðàâåäëèâî ΠhC “ C. Âûáåðåì C òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû }v ´ C}2 ;T À HT }∇v}2 ;T . Ñëåäîâàòåëüíî

}v ´ Πhv}2 ;T “ }pv ´ Cq ´ Πhpv ´ Cq}2 ;T À HT }∇v}2 ;ωT .

Ýòî ïðèâîäèò ê æåëàåìîé îöåíêå. l

Ç à ì å ÷ à í è å 3.17 (Êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð Π˚h). Çàìåòèì,

÷òî ïîñòðîåííûé îïåðàòîð Πh óñòîé÷èâ â íîðìàëèçîâàííîé íîðìå H
1, íî íå

â íîðìå L2, â òî âðåìÿ êàê ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàì ïîíàäîáèòüñÿ ïðè îöåíêå

Θ â ñëó÷àå ε À HT . Ïîýòîìó ìû íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì îïðåäåëåíèå Πh

äëÿ óçëîâ z R BΩ, ÷òî áóäåò ñäåëàíî â äâà øàãà.

Âî-ïåðâûõ, ââåäåì êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð rΠh, çàìåíèâ â îïðå-

äåëåíèè Πh êàæäîå èç ðåáåð σz åãî ïîëîâèíêîé rσz, èñõîäÿùåé èç z (ñì.

Ðèñ. 3.4). Ïðè ýòîì è Ëåììà 3.15, è Ñëåäñòâèå 3.16 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû-

ìè. (Â ÷àñòíîñòè, â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 3.15(ii) ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó-

÷àÿ |z´z1| » HT òåïåðü ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà |A
rσz v´Aσzzrσz v| À h´1

T }∇v}1 ;ωz .

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òðîåêðàòíûì ïðèìåíåíèåì Ëåì-

ìû 3.14 äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñ ðåáðîì σz.)

Ïîñòðîåíèå Π˚h çàâåðøàåòñÿ çàìåíîé êàæäîé ïîëîâèíêè ðåáðà rσz íà ïà-

ðàëëåëîãðàìì σ˚z , ïîñòðîåííûé íà rσz è ïðèëåãàþùåé ê íåìó ïîëîâèíêå ëþáî-

ãî êîðîòêîãî ðåáðà èç γ̊z êàê íà ñòîðîíàõ (ñì. Ðèñ 3.4; çàìåòèì, ÷òî âñåãäà

σz rσz σ˚z

Ðèñ. 3.4: Âûáîð ïîëîâèíêè ðåáðà rσz (öåíòð) è ïàðàëëåëîãðàììà σ˚z (ñïðàâà),

îïèñàííûõ â Çàìå÷àíèè 3.17.
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ìîæíî âûáðàòü ðåáðî σz ñî âñåìè âûøåïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè òà-

êèì îáðàçîì, ÷òî îäíî èç ïðèëåãàþùèõ ê íåìó ðåáåð ïðèíàäëåæèò γ̊z).

Âåñüìà âàæíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå |σ˚z | » |ωz|. Äàëåå, ïîëîæèì

Π˚hvpzq :“ Aσ˚z v. Òîãäà íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

|ωz|
1{2
|Π˚hvpzq| À }v}2 ;ωz , |ωz||Π

˚
hvpzq ´

rΠhvpzq| À hz}∇v}1 ;ωz . (3.44)

Çäåñü ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê }Π˚hv}2 ;T À }v}2 ;ωT , èç âòîðîãî æå

ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (3.41) è (3.42) äëÿ Π˚h, ò. å. è Ëåììà 3.15, è

Ñëåäñòâèå 3.16 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ Π˚h. Îáúåäèíÿÿ âñå ýòè ñâîé-

ñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè j “ 0, 1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

}v ´ Π˚hv}2 ;T À Hj
T |v|j,2 ;ωT , }∇pv ´ Π˚hvq}2 ;T À }∇v}2 ;ωT . (3.45)

Ò å î ð å ì à 3.18. Ïðè N “ Nani (ò. å. åñëè âñå óçëû ÿâëÿþòñÿ àíèçî-

òðîïíûìè), ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåðïîëÿíò Gh P Sh, ÷òî äëÿ Θ èç (3.16)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà Θ À 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì Gh :“ Π˚hG è ïðèìåíèì (3.45). Òîãäà

Θ À ~G~ε ;Ω À 1, ãäå ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî HT » diamωT » Hz

ïðè ëþáîì T Ă ωz. (ÅñëèHT À ε ïðè ëþáîì T P T , òî, â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 3.16,
ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ïðîñòûì èíòåðïîëÿíòîì Gh :“ ΠhG.) l

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.19. Ïðè N “ Nani YNreg, ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåð-

ïîëÿíò Gh P Sh, ÷òî äëÿ Θ èç (3.16) ñïðàâåäëèâà îöåíêà Θ À 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âàðèàíò Òåîðåìû 3.18

ñïðàâåäëèâ è äëÿ ëîêàëüíî êâàçèðâàíîìåðíûõ ñåòîê. l

Ç à ì å ÷ à í è å 3.20. Âàðèàíò Òåîðåìû 3.18 äëÿ áîëåå îáùèõ òèïîâ

óçëîâ, îïðåäåëåííûõ â �2.2, ïîëó÷åí ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ î òðèàíãóëÿöèè â [169, �7.2].



148

Òàáëèöà 3.1: Çíà÷åíèÿ îøèáêè
 

ε2}∇uh´ p∇uqI}22 ;Ω` }uh´ u
I}22 ;Ω

(1{2
, îöåíè-

âàòåëÿ
 

E2
p3.25q ` E2

p3.27q

(1{2
è îòíîøåíèÿ Ep3.25q ê Ep3.27q.

N ε “ 1 ε “ 2´5 ε “ 2´10 ε “ 2´15 ε “ 2´20 ε “ 2´25 ε “ 2´30

Îøèáêè (íå÷åòíûå ðÿäû) & Ïîðÿäêè Ñõîäèìîñòè (÷åòíûå ðÿäû)

64 3.202e-2 5.081e-3 7.993e-4 1.408e-4 2.489e-5 4.399e-6 7.777e-7

1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

128 1.602e-2 2.564e-3 3.991e-4 7.028e-5 1.242e-5 2.196e-6 3.882e-7

1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

256 8.011e-3 1.289e-3 1.997e-4 3.511e-5 6.207e-6 1.097e-6 1.940e-7

1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00

512 4.006e-3 6.461e-4 1.002e-4 1.755e-5 3.102e-6 5.484e-7 9.695e-8

Îöåíèâàòåëè (íå÷åòíûå ðÿäû)&ÈíäåêñûÝôôåêòèâíîñòè (÷åòíûå ðÿäû)

64 1.041e-1 2.102e-2 4.129e-3 7.393e-4 1.308e-4 2.311e-5 4.086e-6

3.25 4.14 5.17 5.25 5.25 5.25 5.25

128 5.147e-2 1.051e-2 2.050e-3 3.711e-4 6.566e-5 1.161e-5 2.052e-6

3.21 4.10 5.14 5.28 5.29 5.29 5.29

256 2.559e-2 5.269e-3 1.006e-3 1.858e-4 3.290e-5 5.817e-6 1.028e-6

3.19 4.09 5.04 5.29 5.30 5.30 5.30

512 1.276e-2 2.645e-3 4.883e-4 9.287e-5 1.647e-5 2.912e-6 5.147e-7

3.19 4.09 4.87 5.29 5.31 5.31 5.31

Çíà÷åíèÿ Îòíîøåíèÿ Ep3.25q{Ep3.27q

64 1.66 1.31 0.82 0.81 0.81 0.81 0.81

128 1.67 1.48 0.83 0.80 0.80 0.80 0.80

256 1.67 1.57 0.86 0.80 0.79 0.79 0.79

512 1.66 1.60 0.93 0.79 0.79 0.79 0.79

3.8 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ïðîòåñòèðóåì îöåíèâàòåëè, âûòåêàþùèå èç Òåîðåì 3.9 è 3.11, íà ïðîñòîé

òåñòîâîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (3.1) ïðè Ω “ p0, 1q2 è f “ u ´

F px, yq, è ãäå F ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ u “ 4y p1 ´ yq r1 ´ x2 ´

pe´x{ε ´ e´1{εq{p1 ´ e´x{εqs (ïîñëåäíåå èìååò ïîãðàíè÷íûé ñëîé âäîëü x “ 0).
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Òàáëèöà 3.2: Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòû îøèáêè }u ´ uI}2 ;Ω èç (3.47), îöåíèâà-

òåëÿ Ep3.15q è åãî èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè.

N ε “ 1 ε “ 2´5 ε “ 2´10 ε “ 2´15 ε “ 2´20 ε “ 2´25 ε “ 2´30

Îøèáêè }u´ uI}2 ;Ω (íå÷åòíûå ðÿäû)&ÏîðÿäêèÑõîäèìîñòè (÷åòíûå ðÿäû)

64 2.242e-4 6.120e-4 6.496e-4 6.567e-4 6.571e-4 6.571e-4 6.571e-4

2.00 2.00 2.01 2.01 2.01 2.01 2.01

128 5.607e-5 1.525e-4 1.617e-4 1.635e-4 1.636e-4 1.636e-4 1.636e-4

2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00

256 1.402e-5 3.807e-5 4.036e-5 4.077e-5 4.080e-5 4.080e-5 4.080e-5

2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00

512 3.505e-6 9.510e-6 1.008e-5 1.018e-5 1.019e-5 1.019e-5 1.019e-5

Ep3.15q (íå÷åòíûå ðÿäû) & Èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè Ep3.15q{}u´ u
I}2 ;Ω

(÷åòíûå ðÿäû)

64 2.661e-3 5.762e-4 6.484e-4 6.567e-4 6.571e-4 6.571e-4 6.571e-4

11.87 0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

128 6.671e-4 1.435e-4 1.614e-4 1.634e-4 1.636e-4 1.636e-4 1.636e-4

11.90 0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

256 1.670e-4 3.579e-5 4.029e-5 4.077e-5 4.079e-5 4.080e-5 4.080e-5

11.91 0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

512 4.178e-5 8.938e-6 1.006e-5 1.018e-5 1.019e-5 1.019e-5 1.019e-5

11.92 0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåíà îäíà àïðèîðíî ïîñòðîåííàÿ àäàïòèâíàÿ ñåòêà òèïà

Áàõâàëîâà, îïèñàííàÿ â �2.5.4.

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè Òåîðåì 3.9 è 3.11, ïðèõîäèì ê àïîñòåðèîðíîé îöåíêå

~uh ´ u~ε ;Ω À E :“
!

E2
p3.25q ` E2

p3.27q ` E2
p3.15q

)1{2

, (3.46)

ãäå îáîçíà÷åíèå Ep¨.¨q èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåé îöåí-

êè (¨.¨) (íàïðèìåð, Ep3.15q “ }fh ´ f Ih}2 ;Ω). Ïðè ýòîì ïîëîæèì Θ :“ 1 âî âñåõ

èñïîëüçóåìûõ îöåíêàõ, à â Ep3.15q áóäåì èñïîëüçîâàòü T0 :“ H. Òàêæå âå-

ëè÷èíû Hz â (3.4) áûëè çàìåíåíû íà maxTĂωz HT » Hz, à âåëè÷èíû òèïà

mint1, a ε´1u áûëè çàìåíåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè áîëåå ãëàäêèìè çíà÷åíèÿìè
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Òàáëèöà 3.3: Çíà÷åíèÿ îöåíèâàòåëÿ Ep3.26q è åãî èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè

(âû÷èñëÿåìûõ êàê îòíîøåíèå Ep3.26q ê ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (3.47)).

N ε “ 1 ε “ 2´5 ε “ 2´10 ε “ 2´15 ε “ 2´20 ε “ 2´25 ε “ 2´30

Îöåíèâàòåëè (íå÷åòíûå ðÿäû)&ÈíäåêñûÝôôåêòèâíîñòè (÷åòíûå ðÿäû)

64 1.268e-1 4.661e-2 1.565e-2 2.850e-3 5.043e-4 8.916e-5 1.576e-5

3.93 8.19 10.80 3.57 0.74 0.13 0.02

128 6.449e-2 3.111e-2 1.519e-2 2.847e-3 5.043e-4 8.915e-5 1.576e-5

4.01 11.45 27.08 12.18 2.87 0.54 0.10

256 3.253e-2 1.868e-2 1.435e-2 2.842e-3 5.042e-4 8.915e-5 1.576e-5

4.05 14.08 59.76 37.45 10.73 2.13 0.38

512 1.634e-2 1.039e-2 1.291e-2 2.831e-3 5.042e-4 8.915e-5 1.576e-5

4.07 15.84 117.06 102.07 37.94 8.30 1.53

a
ε`a

(íàïðèìåð, âìåñòî λ1z èñïîëüçîâàëîñü
Hz
ε`Hz

). Íàêîíåö, âî âñåõ âû÷èñëå-

íèÿõ âìåñòî ôóíêöèé fh è u èñïîëüçîâàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòè÷íûå

èíòåðïîëÿíòû Ëàãðàíæà.

Äëÿ îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ðàçóìíî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî

~uh ´ u~ε ;Ω »
 

ε2
}∇uh ´ p∇uqI}22 ;Ω ` }uh ´ u

I
}

2
2 ;Ω

(1{2
` }u´ uI}2 ;Ω . (3.47)

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå îøèáêè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì, ïîñêîëüêó äâå êîìïî-

íåíòû îøèáêè â ïðàâîé ÷àñòè (3.47) âåëè ñåáÿ íåñêîëüêî ïî-ðàçíîìó â íàøèõ

ýêñïåðèìåíòàõ: ñîîòâåòñòâåííî êàê » ε1{2N´1 è » N´2 (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ñðàâíèòü âåðõíèå ÷àñòè Òàáëèö 3.1 è 3.2; ñì. òàêæå Òàáëèöó 3.4 è Çàìå÷à-

íèå 3.21). Áîëåå òîãî, ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî êîìïîíåíòû îöåíèâà-

òåëÿ Ep3.25q » Ep3.27q õîðîøî îöåíèâàþò ïåðâóþ êîìïîíåíòó îøèáêè â ïðàâîé

÷àñòè (3.47) (ñì. Òàáëèöó 3.1), â òî âðåìÿ êàê Ep3.15q ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì îöåíè-

âàòåëåì äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû îøèáêè â (3.47) (ñì. Òàáëèöó 3.2). Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî äëÿ îöåíèâàòåëåé, ïðåäñòàâëåííûõ â Òâáëèöàõ 3.1 è 3.2, èíäåêñû

ýôôåêòèâíîñòè (âû÷èñëÿåìûå êàê îòíîøåíèå îöåíèâàòåëÿ ê îøèáêå) íå ïðå-

âîñõîäÿò 11.92. Â Òàáëèöå 3.1 òàêæå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ Ep3.25q ê
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Òàáëèöà 3.4: Êîìïîíåíòû îøèáêè (ñì (3.47)) è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðÿäêè

ñõîäèìîñòè.

N ε “ 1 ε “ 2´5 ε “ 2´10 ε “ 2´15 ε “ 2´20 ε “ 2´25 ε “ 2´30

Îøèáêè ε1{2}∇uh ´ p∇uqI}2 ;Ω (íå÷åòíûå ðÿäû) & Ïîðÿäêè Ñõîäèìîñòè

(÷åòíûå ðÿäû)

64 3.202e-2 2.872e-2 2.532e-2 2.523e-2 2.522e-2 2.522e-2 2.522e-2

1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

128 1.602e-2 1.450e-2 1.265e-2 1.260e-2 1.260e-2 1.260e-2 1.260e-2

1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

256 8.011e-3 7.290e-3 6.336e-3 6.297e-3 6.297e-3 6.297e-3 6.297e-3

1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00

512 4.006e-3 3.655e-3 3.186e-3 3.148e-3 3.148e-3 3.148e-3 3.148e-3

Îøèáêè ε´1{2}uh ´ u
I}2 ;Ω (íå÷åòíûå ðÿäû) & Ïîðÿäêè Ñõîäèìîñòè

(÷åòíûå ðÿäû)

64 1.714e-4 1.173e-3 3.612e-3 3.624e-3 3.624e-3 3.624e-3 3.624e-3

2.00 2.32 1.06 1.04 1.04 1.04 1.04

128 4.290e-5 2.351e-4 1.736e-3 1.757e-3 1.757e-3 1.757e-3 1.757e-3

2.00 2.47 1.07 1.02 1.02 1.02 1.02

256 1.073e-5 4.254e-5 8.267e-4 8.643e-4 8.643e-4 8.643e-4 8.643e-4

2.00 2.44 1.17 1.01 1.01 1.01 1.01

512 2.682e-6 7.826e-6 3.667e-4 4.286e-4 4.287e-4 4.287e-4 4.287e-4

Ep3.27q, êîòîðûå, êàê ìû âèäèì, îñòàþòñÿ ìåæäó 0.79 è 1.67.

Äàëåå, ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ îöåíèâàòåëÿ, ïîëó÷àåìîãî èç Òåîðåìû 3.9,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì (3.46), íî ñ Ep3.27q, çàìåíåííûì íà ìåíåå òî÷íûé

îöåíèâàòåëü äëÿ ïîýëåìåíòíûõ íåâÿçîê Ep3.26q. Òàáëèöà 3.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî

ïðè èñïîëüçîâàíèè Ep3.26q ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ε è N ýôôåêòèâíîñòü

ãëîáàëüíîãî îöåíèâàòåëÿ çíà÷èòåëüíî óõóäøàåòñÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.21 (Ñðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû è íîðìû L2). Ïðè

ε ! 1 Òàáëèöà 3.4 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî }uh ´ uI}2 ;Ω » ε}∇uh ´ p∇uqI}2 ;Ω »

ε1{2N´1 (ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè,

ïðåäñòàâëåííûìè â Òàáëèöå 4 â ðàáîòå [167]). Ñ äðóãîé ñòîðîíå, âåðõíÿÿ
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÷àñòü Òàáëèöû 3.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îøèáêà èíòåðïî-

ëÿöèè }u´uI}2 ;Ω » N´2. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïðè ε ! 1 íå

ñòîèò îæèäàòü, ÷òî }uh ´ u}2 ;Ω ! ~uh ´ u~ε ;Ω, ïîñêîëüêó è }uh ´ u}2 ;Ω, è

}uh ´ u
I}2 ;Ω ìîãóò áûòü òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ~uh ´ u~ε ;Ω.

Ïðè ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèÿõ ε è N àñïåêòíûå ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ

ñåòêè ïðèíèìàëè çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3.6e+8. Ïðè ýòîì îöåíèâàòåëü E èç (3.46)
ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî õîðîøî, à åãî èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè ñòàáèëèçèðóþòñÿ

ïðè ε Ñ 0. Èñïîëüçîâàíèå æå ìåíåå òî÷íîé àëüòåðíàòèâû Ep3.26q äëÿ êîìïî-

íåíòû Ep3.27q â ãëîáàëüíîì îöåíèâàòåëå (3.46) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ε ò

N îêàçûâàåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì.
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Ãëàâà 2

Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ

ðåêîíñòðóêöèé

�4 Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïîëóäèñêðåòíûõ

ìåòîäîâ (áåç äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó)

Äëÿ âðåìåííûõ ïîëóäèñêðåòèçàöèé ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðà-

âíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ äëÿ îøèáêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ïðè ýòîì ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, ìåòîä Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíûé

ìåòîä Ãàëåðêèíà dGprq ñ êâàäðàòóðîé Ðàäî. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿ-

þòñÿ íîâûìè è äëÿ êëàññè÷åñêèõ, è äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé.

Ïðîñòîòà ïðåäëîæåííîãî òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñâÿçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì

èíòåðïîëÿíòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè, ñòåïåíü êîòîðûõ ñîîòâåò-

ñòâóåò ïîðÿäêó ìåòîäà (íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà èñ-

ïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ) è ÿâëÿåòñÿ áîëåå íèçêîé ïî

ñðàâíåíèþ ñ òèïè÷íî èñïîëüçóåìûìè â ëèòåðàòóðå èíòåðïîëÿíòàìè. Òàêæå

âàæíóþ ðîëü â ïðåäñòàâëåííîì àíàëèçå èãðàþò îöåíêè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà

ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [175].
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4.1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ïîëóëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

Mu :“ Btu` Lu` fpx, t, uq “ 0 ïðè px, tq P Q :“ Ωˆ p0, T s, (4.1a)

ãäå L “ Lptq ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿä-

êà, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü Ω Ă Rn èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó. Ïðè ýòîì

íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ:

upx, 0q “ ϕpxq ïðè x P Ω̄, upx, tq “ 0 ïðè px, tq P BΩˆ r0, T s. (4.1b)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â Ω̄ˆr0, T sˆR, äèôôåðåí-
öèðóåìà ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó, à òàêæå ïðè íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

ïîñòîÿííûõ γ è γ̄ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

0 ď γ2
ď Bzfpx, t, zq ď γ̄2 ïðè px, t, zq P Ω̄ˆ r0, T s ˆ R. (4.2)

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ÿâíûõ àïîñòåðèîðíûõ

îöåíîê îøèáêè íåêîòîðûõ ïîëóäèñêðåòíûõ ìåòîäîâ (áåç äèñêðåòèçàöèè ïî

ïðîñòðàíñòâó) äëÿ çàäà÷è (4.1). Áóäóò ðàññìîòðåíû íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà,

ìåòîä Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà dGprq ñ êâàäðàòóðîé

Ðàäî.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò îáñóæäàòüñÿ â êîíòåêñòå ìîäåëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ L :“ ´ε24 “ ´ε2
řn
i“1 B

2
xi
:

Mu :“ Btu´ ε
24u` fpx, t, uq “ 0 (4.3)

â îãðàíè÷åííîé ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè Ω Ă Rn ïðè n “ 1, 2, 3. Ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå áóäåò ðàññìîòðåíî â äâóõ ðåæèìàõ:

(i) ε “ 1, γ ě 0; (ii) ε ! 1, γ ą 0.

Çàìåòèì, ÷òî ðåæèì (ii) ñîîòâåòñòâóåò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîìó óðàâíåíèþ

ðåàêöèè-äèôôóçèè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðîãî õàðàêòåðíû ðåçêèå ïîãðàíè÷íûå
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è âíóòðåííèå ñëîè. Âåñüìà âàæíî, ÷òîáû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè, ïîëó÷åííûå

äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, áûëè ðîáàñòíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ çàâèñèìîñòü

îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà ÿâíûì îáðàçîì [112, 132],

à òàêæå ýôôåêòèâíîñòü òàêèõ îöåíîê íå äîëæíà óõóäøàòüñÿ ïðè óìåíüøå-

íèè ε.

Îøèáêà ðåøåíèÿ â äàííîé ãëàâå áóäåò îöåíèâàòüñÿ â íîðìå ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ, ïîñêîëüêó ýòà íîðìà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíîé è îáåñïå÷èâàåò

äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ ñèíãóëÿðíîñòåé,

à òàêæå â ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîÿõ, ÷òî â îñîáåííîñòè âàæíî, åñ-

ëè óðàâíåíèå (4.1) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì. Ïîëó÷åííûå íàìè

îöåíêè áóäóò òèïà èíòåðïîëÿöèîííûõ â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè áóäóò âêëþ-

÷àòü ñëàãàåìûå, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àïïðîêñèìèðóþùèå

τ pj |B
p
t u|, ãäå p ðàâíÿåòñÿ ïîðÿäêó ìåòîäà, à τj îáîçíà÷àåò ëîêàëüíûé øàã ïî

âðåìåíè.

Âàæíóþ ðîëü â ïðåäñòàâëåííîì àíàëèçå èãðàþò îöåíêè äëÿ ôóíêöèè

Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà, êîòîðûå áóäóò óñòàíîâëåíû àíàëîãè÷íî

ðàáîòå [75], íî ñ òîé ñóùåñòâåííîé ðàçíèöåé, ÷òî ïîëó÷åííûå çäåñü îöåíêè

ïðèìåíèìû äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóëèíåéíîãî è ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíå-

íèÿ (4.3), â òî âðåìÿ êàê â [75] ðàññìàòðèâàëñÿ ëèíåéíûé ïàðàáîëè÷åñêèé

îïåðàòîð Bt ´4.
Ïðîñòîòà ïðåäëàãàåìîãî çäåñü òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñâÿçàíà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì èíòåðïîëÿíòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè ñòåïåíè p´ 1 (äëÿ

ìåòîäà ïîðÿäêà p) è ÿâëÿåòñÿ áîëåå íèçêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ òèïè÷íî èñïîëüçó-

åìûìè â ëèòåðàòóðå èíòåðïîëÿíòàìè [54, 75]. Íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå íåÿâ-

íîãî ìåòîäà Ýéëåðà èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Ïðè

àíàëèçå æå ìåòîäîâ Êðàíêà-Íèêîëñîí è dGp1q ñîîòâåòñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ

êóñî÷íî-ëèíåéíûå è êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûå èíòåðïîëÿíòû ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ ïî âðåìåíè. Ýòî óïðîùàåò àíàëèç, íî ïðè ýòîì â íåâÿçêàõ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ïðèñóòñòâóþò ïðîèçâîäíûå ðàçðûâíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîíèìà-
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þòñÿ êàê îáîáùåííûå ôóíêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî áîëåå ðàííèå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ áûëè ïîëó÷åíû ëèáî äëÿ ðåãóëÿðíûõ

ëèíåéíûõ çàäà÷ [83, 62, 75, 77], ëèáî æå íå ÿâëÿþòñÿ ðîáàñòíûìè, ïîñêîëüêó â

íèõ ïðèñóòñòâóþò íåæåëàòåëüíûå îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà

ε [62]. Áîëåå äåòàëüíîå ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ çäåñü îöåíîê ñ áîëåå ðàííèìè

ðåçóëüòàòàìè áóäåò ïðåäñòàâëåíî â Çàìå÷àíèÿõ 4.12, 5.12, 5.14 è 5.25.

Ïàðàãðàô îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. �4.2 áóäåò ïîñâÿùåí ôóíê-

öèè Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà; â ÷àñòíîñòè, áóäåò óñòàíîâëåíà ëåì-

ìà, îïèñûâàþùàÿ íåêîòîðóþ àïðèîðíóþ îöåíêó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïàðà-

áîëè÷åñêîé çàäà÷è, êîòîðàÿ áóäåò èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü â íàøåì àíàëèçå

êàê çäåñü, òàê è â ïîñëåäóþùåì �5. Ñîäåðæàíèå ïàðàãðàôîâ ��4.3�4.6, à òàê-

æå ñîîòâåòñòâóþùèõ ��5.2�5.5 äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ îïèñàíî

â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Îïèñàíèå Íåÿâíûé Êðàíê-
ðåçóëüòàòîâ Ýéëåð Íèêîëñîí dGprq

Ïîëóäèñêðåòèçàöèè �4.3 �4.4 �4.5 �4.6

Ïîëíûå äèñêðåòèçàöèè �5.2 �5.3 �5.4 �5.5

Îáîçíà÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå C, à òàêæå c áóäóò îáîçíà÷àòü íåêîòî-

ðóþ ïîñòîÿííóþ, ïðèíèìàþùóþ ðàçíûå çíà÷åíèå â ðàçíûõ ôîðìóëàõ, êîòî-

ðàÿ ìîæåò çàâèñåòü îò Ω è f , íî íå çàâèñèò îò øàãîâ ïî âðåìåíè, à òàêæå îò ε.

Áóäåì ïèñàòü |x| äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åâêëèäîâîé íîðìû x P Rn. Áóäóò èñïîëü-

çîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé CpΩ̄q è LppΩq ïðè 1 ď p ď 8 ñ

íîðìîé } ¨ }p,Ω, à òàêæå ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî H
1
0 pΩq ôóíêöèé èç W

1
2 pΩq,

îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà BΩ, â òî âðåìÿ êàê xφ, ψy “
ş

Ω
φpxqψpxq dx áóäåò

îáîçíà÷àòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2pΩq.

Îáîáùåííûå ôóíêöèè, ñîãëàøåíèå î íåïðåðûâíîñòè ñëåâà. Íåêîòîðûå

ôóíêöèè áóäóò ïîíèìàòüñÿ êàê îáîáùåííûå [93], íà ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó-

÷àåâ áóäåò óêàçûâàòüñÿ. Ôóíêöèè æå, èíòåãðèðóåìûå ïî Ëåáåãó â îáëàñòè
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Ωˆ p0, T q, áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûìè. Ïðè ðàññìîòðåíèè ëþáîé êóñî÷íî-

íåïðåðûâíîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ñëåâà ïðè ëþáîì t P p0, T s. Â ÷àñòíîñòè, äàííîå ñîãëàøåíèå áóäåò

óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðàññìîòðåíèè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïî âðåìåíè.

4.2 Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà G, àññîöèèðóåìîé ñ ïàðàáîëè-
÷åñêèì îïåðàòîðîì M èç (4.1). Íàø èíòåðåñ ê ôóíêöèè Ãðèíà îáóñëîâëåí

òåì, ÷òî îíà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïðåäñòàâëåíèè îøèáêè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ÷åðåç íåâÿçêè.

Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è ôóíêöèé Ãðèíà

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàññìàòðè-

âàþòñÿ, íàïðèìåð â Ãëàâå 1 è â �7 Ãëàâû 3 ìîíîãðàôèè [89]. Äëÿ ëþáîé ïàðû

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé v è w, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà BΩ, ñòàíäàðòíàÿ ëè-

íåàðèçàöèÿ ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþMv´Mw “ rBt `L` apx, tqspv´wq,
â êîòîðîì apx, tq :“

ş1

0
Bzfpx, t, w ` zrv ´ wsq dz. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v ´ w

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

rv ´ wspx, tq “

ż

Ω

Gpx, t; ξ, 0q rv ´ wspξ, 0q dξ

`

ż t

0

ż

Ω

Gpx, t; ξ, sq rMv ´Mwspξ, sq dξ ds (4.4)

÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà G, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè

ôèêñèðîâàííûõ px, tq P Q, ôóíêöèÿ Ãðèíà Gpx, t; ξ, sq “: Γpξ, sq ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ñ êîíå÷íûì óñëîâèåì:

r´Bs ´ L˚ ` apξ, sq sΓpξ, sq “ 0 ïðè pξ, sq P Ωˆ r0, tq, (4.5a)

Γpξ, tq “ δpξ ´ xq ïðè ξ P Ω, (4.5b)

Γpξ, sq “ 0 ïðè pξ, sq P BΩˆ r0, ts. (4.5c)
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Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà δp¨q â Rn [93], à òàêæå îïåðàòîð

L˚, ñîïðÿæåííûé ëèíåéíîìó îïåðàòîðó L.
Â ïðåäñòàâëåííîì çäåñü àïîñòåðèîðíîì àíàëèçå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ âû-

ïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ.

Ó ñ ë î â è å 4.1. Íàéäóòñÿ òàêèå ïîñòîÿííûå κ0, κ1 ą 0 è κ2 ě 0, ÷òî

ôóíêöèÿ Ãðèíà G èç (4.5), (4.2) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

}Gpx, t; ¨, sq}1,Ω ď κ0 e´γ
2pt´sq,

ż t´τ

0

}BsGpx, t; ¨, sq}1,Ω ds ď κ1 `pτ, tq ` κ2,

ãäå x P Ω, τ P p0, ts, t P p0, T s, à `pτ, tq :“
şt

τ
s´1e´

1
2
γ2s ds ď lnpt{τq.

Çàìåòèì, ÷òî íàøà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óñëîâèþ.

Ë å ì ì à 4.2. Ïóñòü ε P p0, 1s è γ ě 0. Ïðè âûïîëíåíèè (4.2) ìîäåëüíàÿ

çàäà÷à (4.3) óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 4.1 ñ ïîñòîÿííûìè κ0 :“ 1, κ1 :“ 3n

2n{2`1

è íåêîòîðîé íåçàâèñèìîé îò ε ïîñòîÿííîé κ2 ě 0. Åñëè æå fpx, t, zq “

apxqz ` bpx, tq, òî κ2 “ 0. Â îáùåì ñëó÷àå κ2 “ pγ̄
2 ´ γ2q κ̂2, ãäå κ̂2 “ κ̂2pγq

ïðè γ ą 0 è κ̂2 “ κ̂2pT q ïðè γ “ 0.1

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â �4.7. l

Âûøåîïèñàííîå Óñëîâèå 4.1 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå,

èãðàþùåé êëþ÷åâóþ ðîëü â íàøåì àíàëèçå. Äàííàÿ ëåììà áóäåò ñôîðìóëè-

ðîâàíà â êîíòåêñòå ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè:

0 “ t0 ă t1 ă t2 ă . . . ă tM “ T, τj “ tj ´ tj´1 ïðè j “ 1, . . . ,M. (4.6)

1Ïîñòîÿííûå κ0 è κ1 â Ëåììå 4.2 ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûìè. Íàïðèìåð, â ÷àñòíîì

ñëó÷àå çàäà÷è (4.3) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè Btu ´ ε2B2
xu ` γ2u “ bpx, tq â ïðî-

ñòðàíñòâåííîé îáëàñòè Ω :“ R íåñëîæíî óáåäèòüñÿ [174], ÷òî }Gpx, t; ¨, sq}1,Ω “ e´γ
2
pt´sq

è }BsGpx, t; ¨, sq}1,Ω ď
`
a

2 pπ eq´1 pt´ sq´1 ` γ2
˘

e´γ
2
pt´sq. Òàêèì îáðàçîì, Óñëîâèå 4.1 óäî-

âëåòâîðÿåòñÿ ñ κ0 “ 1 (ò. å. ñ òåì æå çíà÷åíèåì, ÷òî è â Ëåììå 4.2) è κ1 “
a

2 pπ eq´1 « 0.48,

κ2 “ 1, â òî âðåìÿ êàê Ëåììà 4.2 äàåò íåñêîëüêî áîëüøåå çíà÷åíèå κ1 “ 3 ¨ 2´3{2 « 1.06,

ïðè ýòîì κ2 “ 0.
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Ë å ì ì à 4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîðM èç (4.1)

óäîâëåòâîðÿåò (4.2), à òàêæå Óñëîâèþ 4.1, à ôóíêöèè v, w çàäàíû è îãðà-

íè÷åíû â Ω̄ ˆ r0, T s. Ïóñòü òàêæå vp¨, tq, wp¨, tq P H1
0 pΩq X CpΩ̄q ïðè ëþáîì

t P r0, T s, à

Mv ´Mw “ Btµ` ϑ â Q. (4.7)

Ïðè ýòîì ïóñòü ôóíêöèÿ µ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà rt0, t1s

è êàæäîì ptj´1, tjs, à Btµ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà ptm´1, tms

ïðè íåêîòîðîì 1 ď m ď M , â òî âðåìÿ êàê }ϑp¨, sq}8,Ω èíòåãðèðóåìà ïî s

íà p0, tmq. Òîãäà

›

›rv ´ wsp¨, tmq
›

›

8,Ω

ď κ0e´γ
2tm

›

›rv ´ w ´ µsp¨, 0q
›

›

8,Ω
` pκ1 `m ` κ2q sup

sPr0,tm´1s

›

›µp¨, sq
›

›

8,Ω

` κ0 lim
sÑt`m´1

›

›µp¨, sq
›

›

8,Ω
` κ0 τm sup

sPptm´1,tms

›

›Bsµp¨, sq
›

›

8,Ω

` κ0

ż tm

0

e´γ
2ptm´sq

›

›ϑp¨, sq
›

›

8,Ω
ds, (4.8)

ãäå `m “ `mpγq :“
ştm
τm
s´1e´

1
2
γ2s ds ď lnptm{τmq.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.4. Ïðèñóòñòâóþùåå â ïðàâîé ÷àñòè (4.7) ñëàãàåìîå

Btµ ïîíèìàåòñÿ êàê îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì òèïè÷íàÿ ôóíêöèÿ µ

áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî âðåìåíè íà ëþáîì ptj´1, tjs è ðàç-

ðûâíîé ïðè t P ttju
m´1
j“1 . Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàøåíèå î íåïðåðûâíîñòè ñëåâà

ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåîïðåäåëåííîñòè ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, âñå âû÷èñëåíèÿ äàííîãî òèïà äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ ýêâè-

âàëåíòíóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðè íåêîòîðîì ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì çíà-

÷åíèè λ ìîæíî çàìåòèòü t`j íà tj ` λ, à ôóíêöèþ µ íà åå íåïðåðûâíîå íà

r0, T s ïðèáëèæåíèå µλ, ëèíåéíîå íà êàæäîì rtj, tj ` λs è îïðåäåëÿåìîå êàê

µλ “ µ ïðè t P rtj´1`λ, tjs. Òîãäà âìåñòî îáîáùåííîé ôóíêöèè Btµ â âû÷èñëå-

íèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ Btµλ, à òîò æå êîíå÷íûé

ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè λÑ 0`.



160

Àíàëîãè÷íî, âî âñåõ âû÷èñëåíèÿõ, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ Γ, ìîæíî

çàìåíèòü ïîñëåäíþþ åå ðåãóëÿðíûì àíàëîãîì Γλ ïîëó÷àåìûì çàìåíîé δ â

(4.5b) íà íåêîòîðóþ ðåãóëÿðíóþ àïïðîêñèìàöèþ δλ, à çàòåì ïðèìåíèòü

λÑ 0`. ×òî êàñàåòñÿ ðåãóëÿðíîñòè Γ, òî èç Óñëîâèÿ 4.1 ñëåäóåò, ÷òî

BsΓ P L1pΩˆ r0, t´ τ sq ïðè ëþáîì τ P p0, tq, â òî âðåìÿ êàê äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììû 4.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî BsΓ P L2pΩˆ r0, t´ τ sq.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.5. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè γ “ 0 ïîëó÷àåì

`m “ lnptm{τmq. À ïðè γ ą 0 ïîëó÷àåì `mpγq “ E1p
1
2
γ2τmq ´ E1p

1
2
γ2tmq, ãäå

E1ptq “
ş8

t
s´1e´s ds, è ïîýòîìó `mpγq ď | lnp

1
2
γ2τmq| ïðè óñëîâèè

1
2
γ2τm ď 0.67.

(Äëÿ ïðîâåðêè ïîñëåäíåãî íàáëþäåíèÿ äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíå-

íèå E1psq “ | ln s| íà èíòåðâàëå p0, 1q èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü « 0.67.)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî `1 “ 0 ïðè ëþáîì γ ě 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ë å ì ì û 4.3. Îáúåäèíÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (4.4)

ñ îáîçíà÷åíèåì Γpξ, sq :“ Gpx, tm; ξ, sq äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà èç (4.5), ïîëó÷àåì

rv ´ wspx, tmq “
@

rv ´ wsp¨, 0q, Γp¨, 0q
D

`

ż tm

0

@

rMv ´Mwsp¨, sq, Γp¨, sq
D

ds.

Çäåñü, â ñèëó (4.7), â èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè ïðèñóòñòâóþò ôóíêöèè µ è ϑ,

ïîýòîìó äàííûé èíòåãðàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ñîîòâåòñòâóþùèõ

èíòåãðàëîâ Jµ ` Jϑ, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû îòäåëüíî. Âîñïîëüçóåìñÿ

ñîãëàøåíèåì
şb`

:“ limβÑ0`
şb`β

è ðàçîáüåì Jµ êàê

Jµ “ J p1qµ ` J p2qµ :“

ż t`m´1

0

@

Bsµ,Γp¨, sq
D

ds`

ż tm

t`m´1

@

Bsµ,Γp¨, sq
D

ds.

Äëÿ J
p1q
µ âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì:

J p1qµ “
@

µp¨, t`m´1q,Γp¨, tm´1q
D

´
@

µp¨, 0q,Γp¨, 0q
D

´

ż tm´1

0

@

µp¨, sq, BsΓp¨, sq
D

ds.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

rv ´ wspx, tmq “
@

rv ´ w ´ µsp¨, 0q, Γp¨, 0q
D

´

ż tm´1

0

@

µp¨, sq, BsΓp¨, sq
D

ds

`
@

µp¨, t`m´1q,Γp¨, tm´1q
D

`

ż tm

t`m´1

@

Bsµ,Γp¨, sq
D

ds

`

ż tm

0

@

ϑp¨, sq, Γp¨, sq
D

ds, (4.9)

â êîòîðîì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò Jϑ. Ïîñêîëüêó Óñëîâèå 4.1 ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

}Γp¨, sq}1,Ω ď κ0 e´γ
2ptm´sq ď κ0,

ż tm´1

0

}BsΓp¨, sq}1,Ω ds ď κ1 `m ` κ2,

òî èç (4.9) ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó. l

Äàëåå ðàññìîòðèì âàðèàíò Ëåììû 4.3, â êîòîðîì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

íåêîòîðûå àïïðîêñèìàöèè Γjh äëÿ Γp¨, tjq.

Ë å ì ì à 4.3˚. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëåììû 4.3 ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âìåñòî (4.7) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå Mv ´Mw “ Btµ ` ϑ ` ϑ˚, â êî-

òîðîì ϑ˚p¨, tq “
řm´1
j“1 ϑj δpt ´ tjq ïðè t P r0, tms. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ôóíêöèè tΓjhu
m´1
j“1 , óäîâëåòâîðÿþùèå xϑ

j,Γjhy “ 0

ïðè j “ 1, . . . ,m ´ 1, à òàêæå
řm´1
j“1 τj }H´2

j tΓp¨, tjq ´ Γjhu}1,Ω ď κ3 `pτ, tq ñ

íåêîòîðûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè tHju ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé κ3. Òî-

ãäà îöåíêà Ëåììû 4.3 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â

ïîñëåäíåé ñòðîêå â (4.8) áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå

κ3 `pτ, tq maxj“1,...,m´1

 

τ´1
j }H2

j ϑ
j}8,Ω

(

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èñïîëüçóå-

ìûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 4.3, âíîâü ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ

îøèáêè (4.9), òîëüêî â íåì òåïåðü ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå
řm´1
j“1 xϑ

j, Γp¨, tjqy “
řm´1
j“1 xϑ

j, Γp¨, tjq ´ Γjhy. l
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4.3 Îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîëóäèñêðåòíûõ ìåòîäîâ

(áåç äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó)

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà äëÿ àáñòðàêòíîé

ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è (4.1) è åå ïîëóäèñêðåòèçàöèé ïî âðåìåíè íà ïðîèç-

âîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå (4.6) íà îñíîâå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà

Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíûõ ìåòîäîâ Ãàëåðêèíà.

Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1), â êîòîðîé ïàðàáîëè÷å-

ñêèé îïåðàòîð M óäîâëåòâîðÿåò (4.2) è Óñëîâèþ 4.1, à ÷èñëåííîå ðåøåíèå

U j P H1
0 pΩq X CpΩ̄q, àññîöèèðóåìîå ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj, ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóäèñêðåòíîé çàäà÷è, ïðè ýòîì U0 “ ϕ. Òîãäà ïðè

m “ 1, . . . ,M áóäóò ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â âèäå

›

›Um
´ up¨, tmq

›

›

8,Ω
ď C1pκ1 `m ` κ2q max

j“1,...,m´1

›

›χj
›

›

8,Ω
` C2 κ0

›

›χm
›

›

8,Ω

` κ0

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

e´γ
2ptm´sq

›

›ϑp¨, sq
›

›

8,Ω
ds . (4.10)

Âåëè÷èíû, ïðèñóòñòâóþùèå â äàííûõ îöåíêàõ, îïèñàíû â Òàáëèöå 4.1. Ñîîò-

âåòñòâóþùèå æå îöåíêè áóäóò ïðåäñòàâëåíû â Òåîðåìàõ 4.8 è 4.10, à òàêæå

â Ñëåäñòâèè 4.15. Ïðè ýòîì ïðè âû÷èñëåíèè χj`1 è ϑ èñïîëüçóþòñÿ

ψj`α :“ Lptj`αqU j`α
` fp¨, tj`α, U

j`α
q, ψ̃ :“ Lptq Ũ ` fp¨, t, Ũq, (4.11)

ãäå α P p0, 1s � ëþáîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìåííîìó óðîâíþ tj`α :“

tj ` ατj`1, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíèå ïîëóäèñêðåòíîãî ìåòîäà ïðåäïîëàãàåò

âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ U j`α. Òàêæå íàì ïîíàäî-

áèòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûé èíòåðïîëÿíò Ũ ñòåïåíè p´1 äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê Ip´1,tψ̃ áóäåò îáîçíà÷àòü êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûé

èíòåðïîëÿíò òîé æå ñòåïåíè è ñ òåìè æå èíòåðïîëÿöèîííûìè òî÷êàìè äëÿ

ψ̃.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.6 (Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè òèïà èíòåðïîëÿöèîí-

íûõ). Âåëè÷èíà |χj| â (4.10) àïïðîêñèìèðóåò τ pj |B
p
t up¨, tjq|. Ýòî äîñòàòî÷-
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p χj`1 ϑ C1 C2

íåÿâíûé Ýéëåð 1 U j`1 ´ U j ψ̃ ´ ψj on ptj´1, tjs 1 2

Êðàíê-Íèêîëñîí 2 τj`1pψ
j`1 ´ ψjq ψ̃ ´ I1,tψ̃

1
8

1
2

dGp1q-Ðàäî 3 3τj`1p2ψ
j ´ 3ψj`1{3 ` ψj`1q ψ̃ ´ I2,tψ̃

2
81

1
6

Òàáëèöà 4.1: Âåëè÷èíû, ïðèñóòñòâóþùèå â îöåíêå (4.10).

íî î÷åâèäíî äëÿ íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà ïðè χj “ U j ´ U j´1. Äëÿ ìå-

òîäîâ æå Êðàíêà-Íèêîëñîí è dGp1q çàìåòèì, ÷òî ψj`α àïïðîêñèìèðóåò

Lu`fp¨, t, uq ïðè t “ tj`α, ïîýòîìó χ
j àïïðîêñèìèðóåò τ pj |B

p´1
t pLu`fp¨, t, uqq|

(áîëåå ïîäðîáíî, χj “ τ pj B
p´1
t pIp´1,tψ̃q), â òî âðåìÿ êàê èç (4.1) ñëåäóåò, ÷òî

|B
p´1
t pLu` fp¨, t, uqq| “ |Bpt u|.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.7 (Îöåíêè ïîðÿäêà p). Çàìå÷àíèå 4.6, à òàêæå îïðå-

äåëåíèÿ äëÿ ϑ â Òàáëèöå 4.1 ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî (4.10) ÿâëÿåòñÿ

àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé ïîðÿäêà p, ãäå p “ 1, 2 è 3, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ

íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ìåòîäà dGp1q ñ êâàä-

ðàòóðîé Ðàäî.

4.4 Ïîëóäèñêðåòíûé íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà

Íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî âðåìåíè (4.6) äëÿ àáñòðàêòíîé

ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è (4.1) ðàññìîòðèì ïîëóäèñêðåòèçàöèþ ïî âðåìåíè, èñ-

ïîëüçóþùóþ íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà. Ïóñòü U j P H1
0 pΩq X CpΩ̄q, ÷èñëåííîå

ðåøåíèå, àññîöèèðóåìîå ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-

íèÿì

δtU
j
` LjU j

` f j “ 0 â Ω, j “ 1, . . . ,M ; U0
“ ϕ, (4.12a)

ãäå δtU
j :“

U j ´ U j´1

τj
, Lj :“ Lptjq è f j :“ fp¨, tj, U

j
q. (4.12b)

Äëÿ äàííûé äèñêðåòèçàöèè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà.
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Ò å î ð å ì à 4.8. Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1) ñ ïàðàáîëè-

÷åñêèì îïåðàòîðîìM, óäîâëåòâîðÿþùèì (4.2) è Óñëîâèþ 4.1, à U j ïóñòü

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóäèñêðåòíîé çàäà÷è (4.12). Òî-

ãäà ïðè m “ 1, . . . ,M ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.10), â êîòîðîé χj “ U j ´ U j´1,

C1 “ 1, C2 “ 2, à ϑ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ϑp¨, tq “ ψ̃p¨, tq ´ ψ̃p¨, tjq, ψ̃p¨, tq “ LptqU j
` fp¨, t, U j

q ïðè t P ptj´1, tjs.

(4.13)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü I1,tU îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé êóñî÷íî-

ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò äëÿ U j ïî âðåìåíè:

I1,tUp¨, tq :“
tj´t

τj
U j´1

`
t´tj´1

τj
U j ïðè t P rtj´1, tjs, j “ 1, . . . ,M. (4.14)

Äîïîëíèòåëüíî ââåäåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé èíòåðïîëÿíò Ũ äëÿ U j â âèäå

Ũp¨, tq :“ U j ïðè t P ptj´1, tjs, j “ 1 . . . ,M ; Ũp¨, 0q :“ U1, (4.15)

(ò. å. èíòåðïîëÿíò Ũ íåïðåðûâåí íà rt0, t1s). Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî

âðåìåíè BtŨ ïîíèìàåòñÿ êàê îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, â òî âðåìÿ êàê BtpI1,tUq

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, ðàâíîé δtU
j ïðè t P ptj´1, tjs (â ñîîòâåòñòâèè

ñ ñîãëàøåíèåì î íåïðåðûâíîñòè ñëåâà äëÿ âñåõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé). Ïîýòî-

ìó èç (4.12a) ïîëó÷àåì

BtpI1,tUq ` ψ̃ “ ϑ ïðè px, tq P Q. (4.16)

Çäåñü ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü íàáëþäåíèåì, ÷òî, â ñèëó (4.15), ðåãóëÿðíàÿ

ôóíêöèÿ ϑ èç (4.13) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ϑ “ ψ̃´rLjU j`f js ïðè

t P ptj´1, tjs.

ÏîñêîëüêóMŨ “ BtŨ ` ψ̃, àMu “ 0, òî èç (4.16) ñëåäóåò, ÷òî

MŨ ´Mu “ BtrŨ ´ I1,tU s ` ϑ â Q.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó äëÿ Um´up¨, tmq “ rŨ´usp¨, tmq, âîñïîëü-

çîâàâøèñü Ëåììîé 4.3 ñ µ :“ Ũ´I1,tU è ϑ èç (4.13). Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñëå-

äóþùèå äâà ñîîáðàæåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, rŨ´u´µsp¨, 0q “ U1´ϕ´pU1´ϕq “ 0.

À âî-âòîðûõ, ïðè t P ptj´1, tjs ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

µ “
tj´t

τj
pU j

´ U j´1
q “

tj´t

τj
χj ùñ |µ| ď

ˇ

ˇχj
ˇ

ˇ , τj |Btµ| “
ˇ

ˇχj
ˇ

ˇ .

Òåîðåìà äîêàçàíà l

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.9. Ïðè óñëîâèè (4.2) àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà Òåîðå-

ìû 4.8 ñïðàâåäëèâà äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è (4.3) ñ ϑ “ fp¨, t, U jq ´ fp¨, tj, U
jq

è ïîñòîÿííûìè κ0, κ1, κ2 èç Ëåììû 4.2.

4.5 Ïîëóäèñêðåòíûé ìåòîä Êðàíêà-Íèêîëñîí

Íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî âðåìåíè (4.6) äëÿ àáñòðàêòíîé

ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è (4.1) ðàññìîòðèì ïîëóäèñêðåòèçàöèþ ïî âðåìåíè, èñ-

ïîëüçóþùóþ ìåòîä Êðàíêà-Íèêîëñîí. Ïóñòü U j P H1
0 pΩq X CpΩ̄q, ÷èñëåííîå

ðåøåíèå, àññîöèèðóåìîå ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-

íèÿì

δtU
j
` 1

2

`

Lj´1U j´1
` LjU j

˘

` 1
2
pf j´1

` f jq “ 0 â Ω, j “ 1, . . . ,M, (4.17a)

ãäå ìû âíîâü ïîëàãàåì

U0
“ ϕ, δtU

j :“
U j ´ U j´1

τj
, Lj :“ Lptjq è f j :“ fp¨, tj, U

j
q. (4.17b)

×òîáû îïèñàòü àïîñòåðèîðíóþ îøèáêó äëÿ äàííîãî ìåòîäà, âîñïîëüçóåì-

ñÿ ñòàíäàðòíûì êóñî÷íî-ëèíåéíûì èíòåðïîëÿöèîííûì îïåðàòîðîì I1,t, êîòî-

ðûé äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè w “ wptq îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

I1,twptq :“
tj´t

τj
wptj´1q `

t´tj´1

τj
wptjq ïðè t P rtj´1, tjs, j “ 1, . . . ,M. (4.18)

Äàííîå îïðåäåëåíèå èäåíòè÷íî îïðåäåëåíèþ (4.14) êóñî÷íî-ëèíåéíîãî èí-

òåðïîëÿíòà I1,tU äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.
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Ò å î ð å ì à 4.10. Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1) ñ ïàðàáîëè-

÷åñêèì îïåðàòîðîìM, óäîâëåòâîðÿþùèì (4.2) è Óñëîâèþ 4.1, à U j ïóñòü

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóäèñêðåòíîé çàäà÷è (4.17). Òîãäà

ïðè m “ 1, . . . ,M ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.10), â êîòîðîé χj “ τj
`

ψj ´ ψj´1
˘

,

ãäå ψj “ LjU j ` f j, C1 “
1
8
, C2 “

1
2
, à ϑ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ϑ “ ψ̃ ´ I1,tψ̃, ψ̃ “ LptqŨ ` fp¨, t, Ũq, Ũp¨, tq “ I1,tUp¨, tq (4.19)

ïðè t P r0, T s, è ãäå òàêæå èñïîëüçóþòñÿ I1,tUp¨, tq èç (4.14) è I1,t èç (4.18).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì t P rtj´1, tjs. Çàìåòèì, ÷òî ψ̃ “

I1,tψ̃`ϑ “
1
2

`

ψj´1`ψj
˘

`Btµ`ϑ, ãäå µ :“
şt

tj

“

I1,tψ̃´
1
2

`

ψj´1`ψj
˘‰

dt, è ïîýòîìó

µ “ τ´1
j χj

ż t

tj

pt´tj´1{2q dt “ ´1
2
ptj´tqpt´tj´1q¨τ

´2
j χj ïðè t P rtj´1, tjs. (4.20)

Äàëåå, èç Ũp¨, tq “ I1,tUp¨, tq ñëåäóåò, ÷òî BtŨ “ δtU
j “ ´1

2
pψj´1 ` ψjq ïðè

t P ptj´1, tjs (ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå (4.17a)). Îáúåäèíÿÿ ýòè

äâà ñîîáðàæåíèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî BtŨ ` ψ̃ “ Btµ ` ϑ. Ïîñêîëüêó æå MŨ “

BtŨ ` ψ̃, àMu “ 0, òî

MŨ ´Mu “ Btµ` ϑ â Q. (4.21)

Îáå ñòîðîíû äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè, ò. å.

îíî ñïðàâåäëèâî ïðè t P p0, T s, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ µ èç (4.20) íåïðåðûâíà

ïðè t P r0, T s.

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü Ëåììîé 4.3, èç (4.21) ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåí-

êó äëÿ Um´up¨, tmq “ rŨ´usp¨, tmq ñ µ èç (4.20) è ϑ èç (4.19). Òàêæå èñïîëüçó-

þòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñîîáðàæåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî rŨ´u´µsp¨, 0q “

U0 ´ ϕ´ 0 “ 0. Âî-âòîðûõ, ïðè t P ptj´1, tjs ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

|µ| ď 1
8
|χj| è τj |Btµ| ď

1
2
|χj|, (4.22)

â òî âðåìÿ êàê µp¨, t`m´1q “ 0. Òåîðåìà äîêàçàíà. l
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.11. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4.2) äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è

(4.3) ñïðàâåäëèâà àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà Òåîðåìû 4.10 ñ ϑ “ fp¨, t, I1,tUq ´

I1,trfp¨, t, ItUqs è ïîñòîÿííûìè κ0, κ1, κ2 èç Ëåììû 4.2.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.12. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà Òåîðåìû 4.10 àíàëîãè÷íà

îöåíêàì, ïîëó÷åííûì â [54] (õîòÿ äàííûå îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ èäåíòè÷íû-

ìè). Ïðåäñòàâëåííûé çäåñü àíàëèç äëÿ ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûì, ïîñêîëüêó ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûé

êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê â [54]

êîíñòðóèðóåòñÿ áîëåå ñëîæíûé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûé èíòåðïîëÿíò ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè. Â äîïîëíåíèå, â �5.4 áóäóò ïîëó÷åíû àïîñòå-

ðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ íà îñíîâå âðåìåííîé

äèñêðåòèçàöèè òèïà Êðàíêà-Íèêîëñîí, êîòîðûå â [54] íå ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ.

4.6 Ïîëóäèñêðåòíûé ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà dG(r)

ñ êâàäðàòóðîé Ðàäî

Íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî âðåìåíè (4.6) äëÿ àáñòðàêòíîé

ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è (4.1) ðàññìîòðèì ïîëóäèñêðåòèçàöèþ ïî âðåìåíè, èñ-

ïîëüçóþùóþ ïîëóäèñêðåòíûé ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà dG(r) (îïèñàí-

íûé, íàïðèìåð, â [84, 145]).

Ââåäåì ìíîæåñòâî êâàäðàòóðíûõ óçëîâ Ðàäî AR :“ tαk : 0 ă α0 ă α1 ă

. . . ă αr “ 1u (ãäå, íàïðèìåð, r “ 1 ñîîòâåòñòâóåò AR “ t1
3
, 1u). Ïîëåçíûì

òàêæå áóäåò äîïîëíåííîå íóëåì ìíîæåñòâî A :“ t0uYAR, âêëþ÷àþùåå r ` 2

òî÷åê. Äàëåå íà îòðåçêå r0, 1s ââåäåì áàçèñíûå ôóíêöèè tφkpsqu
r
k“0 äëÿ ìíî-

ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè r, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ ϕkpαlq “ δk l, à òàêæå

ìíîãî÷ëåí ζr`1 ñòåïåíè r ` 1, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ζr`1p0q “ 1, ζr`1pαkq “ 0 ïðè k “ 0, . . . , r, Cζ :“ dr`1

dsr`1 ζr`1psq.

(4.23)
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Òàêæå íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà èíòåðïîëÿöèîííûõ îïåðàòîðà íà ptj, tj`1s, ñî-

îòâåòñòâåííî, ñòåïåíåé r è r ` 1, êîòîðûå äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè φ

îïðåäåëÿþòñÿ êàê Îr,tφ P Πr, ïðè ýòîì
`

Îr,tφ
˘

ptj`αq “ φptj`αq ïðè α P AR, à
òàêæå Ir`1,tφ P Πr`1, ïðè ýòîì

`

Ir`1,tφ
˘

ptj`αq “ φptj`αq ïðè α P A.
Ïóñòü U0 :“ ϕ. Ïðè çàäàííîì ÷èñëåííîì ðåøåíèè U j P H1

0 pΩq X CpΩ̄q, àñ-

ñîöèèðóåìûì ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj, ïóñòü U j`αk P H1
0 pΩq X CpΩ̄q ïðè

k “ 0, . . . , r, ñîîòâåòñòâåííî àññîöèèðóåìûå ñ âðåìåííûìè óðîâíÿìè tj`αk ,

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

“

Up¨, t`j q ´ U
j
‰

ϕkp0q `

ż tj`1

t`j

“

BtU ` Îr,tψ
‰

ϕk
` t´tj
τj`1

˘

dt “ 0 ïðè k “ 0, . . . , r,

(4.24a)

ãäå U :“
r
ÿ

k“0

U j`αk ϕkp
t´tj
τj`1
q, ψ :“ LptqU ` fp¨, t, Uq ïðè t P ptj, tj`1s.

(4.24b)

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.24) îïèñûâàþò ìåòîä dGprq ñ êâàäðàòóðîé Ðà-

äî, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2r. Åñëè æå ñëàãàåìîå

Îr,tψ çàìåíèòü íà ψ, òî ïîëó÷èì ìåòîä dGprq áåç êâàäðàòóðû.

Äàëåå, ïðèìåíèâ èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð Ir`1,t ê tU
j`α, α P Au, ïî-

ëó÷àåì èíòåðïîëÿíò Ũ è ñâÿçàííóþ ñ íèì ôóíêöèþ ψ̃:

Ũ :“ U ´
“

Up¨, t`j q ´ U
j
‰

ζr`1p
t´tj
τj`1
q, ψ̃ “ Lptq Ũ ` fp¨, t, Ũq. (4.25)

Çàìåòèì, ÷òî Ir`1,tψ̃ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Ir`1,tψ̃ “ Îr,tψ ` χ
j`1 τ´1

j`1C
´1
ζ ζr`1

` t´tj
τj`1

˘

, (4.26)

ãäå χj`1 :“ τ r`2
j`1 B

r`1
t rIr`1,tψ̃s, ïîýòîìó, îáîçíà÷àÿ ψ

j`α “ ψp¨, tj`αq, ïîëó÷àåì

χj`1
“ τj`1Cζ

”

ψj ´ Îr,tψp¨, t
`
j q

ı

“ τj`1Cζ

”

ψj ´
r
ÿ

k“0

ψj`αk ϕkp0q
ı

. (4.27)

Ò å î ð å ì à 4.13. Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1) ñ ïàðàáîëè-

÷åñêèì îïåðàòîðîìM, óäîâëåòâîðÿþùèì (4.2) è Óñëîâèþ 4.1, à U j ïóñòü
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóäèñêðåòíîé çàäà÷è (4.24). Òî-

ãäà ïðè m “ 1, . . . ,M ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.10), â êîòîðîé èñïîëüçóþò-

ñÿ ϑ “ ψ̃ ´ Ir`1,tψ̃ è ïîñòîÿííûå C1 “ C´1
ζ maxsPr0,1s |

şs

0
ζr`1pσq dσ| è C2 “

C´1
ζ maxsPr0,1s |ζr`1psq|, à òàêæå îáîçíà÷åíèÿ (4.23), (4.25), (4.27).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.24a) ýêâèâàëåíòíî

ñîîòíîøåíèþ

ż tj`1

tj

“

BtŨ ` Îr,tψ
‰

ϕk
` t´tj
τj`1

˘

dt “ 0 ïðè k “ 0, . . . , r. (4.28)

Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ïðåäñòàâèâ BtrŨ´U s ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ñîîòíî-

øåíèÿ èç (4.25), à òàêæå âîñïîëüçîâàâøèñü
ştj`1

tj
Bt
 

´ζr`1

` t´tj
τj`1

˘(

¨ϕk
` t´tj
τj`1

˘

dt “

ϕkp0q (ïîñëåäíåå æå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, ïî-

ñêîëüêó
ştj`1

tj
pptq dt “ 0 äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p ñòåïåíè 2r, ðàâíîãî íóëÿ â

òî÷êàõ Ðàäî).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî èç (4.28) ñäåäóåò BtŨ ` Îr,tψ “ 0 (ïîñêîëüêó äàííàÿ

ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè r íà rtj, tj`1s). À ïîñêîëüêóMŨ “

BtŨ ` ψ̃ èMu “ 0, â òî âðåìÿ êàê ψ̃ “ Ir`1,tψ̃ ` ϑ, òî

MŨ ´Mu “ Btµ` ϑ, µ :“

ż t

tj

rIr`1,tψ̃ ´ Îr,tψs dt ïðè t P rtj, tj`1s.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó (4.26) ôóíêöèÿ µ íåïðåðûâíà ïî âðåìåííîé

ïåðåìåííîé (ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí ζr`1 ðàâåí íóëþ â òî÷êàõ Ðàäî). Òàêæå

µ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (4.22), â êîòîðîé ïîñòîÿííûå 1
8
è 1

2
ñîîòâåòñòâåííî

çàìåíåíû íà C1 è C2, â òî âðåìÿ êàê µp¨, t
`
m´1q “ 0. Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü

Ëåììîé 4.3, ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó äëÿ Um´ up¨, tmq “ rŨ ´ usp¨, tmq. l

Ç à ì å ÷ à í è å 4.14. Àíàëîãè÷íî Çàìå÷àíèþ 4.6, âåëè÷èíà |χj| â îöåíêå

(4.10) àïïðîêñèìèðóåò τ r`2
j |B

r`2
t up¨, tjq|, ïîýòîìó Òåîðåìà 4.13 îïèñûâàåò

àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó ïîðÿäêà r ` 2.
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4.6.1 ×àñòíûé ñëó÷àé dG(1)

Ïðè r “ 1 èñïîëüçóþòñÿ òî÷êè Ðàäî AR “ t1
3
, 1u, ïîýòîìó (4.24) ýêâèâàëåíò-

íî ñîîòíîøåíèÿì2

U j`1
´ U j

` 1
4
τj`1

`

3ψj`1{3
` ψj`1

˘

“ 0, (4.29a)

U j`1{3
´ U j

` 1
12
τj`1

`

5ψj`1{3
´ ψj`1

˘

“ 0. (4.29b)

Âîñïîëüçîâàâøèñü æå (4.23) è (4.27), ïðèõîäèì ê ζ2psq “ 3ps ´ 1qps ´ 1
3
q è

Cζ “ 6, à òàêæå

I2,tψ̃ “ ψj`1
´ tψj`1

´ ψj`1{3
u ¨ 3

2

` tj`1´t

τj`1

˘

` χj`1
¨ 1

6
τ´1
j`1 ζ2

` t´tj
τj`1

˘

, (4.30)

ãäå äëÿ χj`1 “ τ 3
j`1 B

2
t pI2,tψ̃q ïîëó÷àåì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå

χj`1
“ 3τj`1 p2ψ

j
´ 3ψj`1{3

` ψj`1
q. (4.31)

Îòìåòèì, ÷òî Ũ êîíñòðóèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî I2,tψ̃, ïðèìåíÿÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íûé îïåðàòîð I2,t ê ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿì tU j, U j`1{3, U j`1u.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.15 (dG(1)). Äëÿ ïîëóäèñðåòíîãî ìåòîäà (4.29) Òåî-

ðåìà 4.13 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ñ îáîçíà÷åíèÿìè (4.30), (4.31) è ïîñòîÿí-

íûìè C1 “
2
81
, C2 “

1
6
.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.16. Âû÷èñëåíèå ïðàâîé ñòîðîíû îöåíêè (4.10) òðåáóåò

âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí χj`1 èç (4.31) ïðè j ă m. Çàìåòèì, ÷òî ψj`1{3 è ψj`1,

êîòîðûå âõîäÿò â (4.31), äîïóñêàþò ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå èç ñîîòíîøåíèé

(4.29).

2Îòìåòèì, ÷òî ýòî íåÿâíûé äâóõñòàäèéíûõ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ïîðÿäêà 3. Ôóíêöèè

U j`1{3 è U j`1, ïîëó÷àåìûå èç (4.29), ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ

òî÷íîãî ðåøåíèÿ u ñîîòâåòñòâåííî íà âðåìåííûõ óðîâíÿõ tj`1{3 è tj`1.
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4.6.2 Ïðèìåíåíèå ê íåçàâèñèìîìó îò t îïåðàòîðó L è ìîäåëüíîé

çàäà÷å (4.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lptq
íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé t; äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà-

÷åíèå L̊ :“ L.
Âñïîìíèì, ÷òî â îöåíèâàòåëå èç Òåîðåìû 4.13 (à òàêæå èç Ñëåäñòâèÿ 4.15)

ïðèñóòñòâóåò ϑ “ ψ̃´Ir`1,tψ̃, ãäå ψ̃ “ L̊ Ũ`fp¨, t, Ũq. Ïîñêîëüêó æå Ir`1,trL̊ Ũ s “
L̊ rIr`1,tŨ s “ L̊ Ũ , òî äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå

ϑ “ fp¨, t, Ũq ´ Ir`1,trfp¨, t, Ũqs. (4.32)

Òàêèì îáðàçîì, â ϑ íå èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð L̊, è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-

ùåìó ðåçóëüòàòó.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.17. Ïóñòü ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð Lptq “ L̊ íå çà-

âèñèò îò ïåðåìåííîé t. Òîãäà Òåîðåìà 4.13 è Ñëåäñòâèå 4.15 îñòàþòñÿ

ñïðàâåäëèâûìè ïðè áîëåå ïðîñòîì ñîîòíîøåíèè (4.32) äëÿ ϑ.

Íàêîíåö, âñïîìíèì, ÷òî â íàøåé ìîäåëüíîé çàäà÷å (4.3) íå çàâèñèò îò t,

ïîýòîìó ê äàííîé çàäà÷å ïðèìåíèìî Ñëåäñòâèå 4.17.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.18. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4.2) àïîñòåðèîðíûå

îöåíêè Òåîðåìû 4.13 è Ñëåäñòâèÿ 4.15 ïðèìåíèìû ê ìîäåëüíîé çàäà÷å (4.3)

ñ ïîñòîÿííûìè κ0, κ1, κ2 èç Ëåììû 4.2 è óïðîùåíèåì (4.32).

4.7 Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.2

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà G, àññîöèèðóåìàÿ ñ íà-
øåé çàäà÷åé (4.3) â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè Ω, è ôóíêöèÿ Ãðèíà Ĝ, àññî-
öèèðóåìàÿ ñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé M̂û :“ Btû ´4û ` fpx{ε, t, ûq “ 0 â ïðî-

ñòðàíñòâåííîé îáëàñòè Ω̂ :“ Ω{ε, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì }BksGpx, t; ¨, sq}1,Ω “
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}Bks Ĝpx{ε, t; ¨, sq}1,Ω̂ ïðè k “ 0, 1. Ñëåäîâàòåëüíî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âûïîë-

íåíèå Óñëîâèÿ 4.1 äëÿ ñëó÷àÿ ε “ 1 ñ íåêîòîðûìè κ0, κ1 è κ2, íåçàâèñÿùèìè

îò |Ω|. Ïîýòîìó ïîëîæèì L˚ “ ´4 â (4.5a).

(i) Íà÷íåì ñ ïðîâåðêè ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â Óñëîâèè 4.1. Ôóíêöèÿ Ãðè-

íà Ḡ, àññîöèèðóåìàÿ ñ M̄ :“ Bt´4`γ2 â ïðîñòðàíòñâåííîé îáëàñòè Ω̄ :“ Rn,

äîïóñêàåò ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ óðàâíå-

íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [46, �III.3], [85, �2.3.1]. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì

Ḡpx, t; ξ, sq “ gpx´ ξ, t´ sq, ãäå gpx, tq :“
e´γ

2t

p4πtqn{2
exp

´

´
|x|2

4t

¯

. (4.33)

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (4.2) êîýôôèöèåíò a â (4.5a) óäîâëåòâîðÿåò a ě γ2,

ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è (4.5), ïîëó÷à-

åì 0 ď G ď Ḡ. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî

Ḡpx, t; ξ, sq dξ “ e´γ
2pt´sq ψpζq dζ, ãäå ψpζq :“

e´|ζ|
2

πn{2
, ζ :“

ξ ´ x

2
?
t´ s

. (4.34)

Ïîñêîëüêó
ş

Rn ψpζq dζ “ 1, òî íåìåäëåííî ïîëó÷àåì }Ḡpx, t; ¨, sq}1,Ω ď 1, à

çàòåì è ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â Óñëîâèè 4.1 ñ κ0 “ 1.

(ii) Óñòàíîâèì âòîðîå ñîîòíîøåíèå â Óñëîâèè 4.1 ñ κ2 “ 0 â ñëó÷àå ëè-

íåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ fpx, t, zq “ apxqz` bpx, tq. Â ýòîì ñëó÷àå â äèôôåðåíöè-

àëüíîì îïåðàòîðå â (4.5) ïåðåìåííàÿ s íå ïðèñóòñòâóåò, ïîýòîìó ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ Ñëåäñòâèåì 5 èç ðàáîòû [73] (ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò â

ýòîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, ìû èìèòèðóåì äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.1 â ðàáî-

òå [75]). Â ñèëó ïîëó÷åííîé âûøå îöåíêè 0 ď G ď Ḡ, ïðèìåíÿÿ Ñëåäñòâèå 5

èç [73] ñ ïàðàìåòðàìè β “ 2, γ “ 1, c1 “
1
4
, c2 “

4
9
c1 è ôóíêöèåé αptq “

e´γ
2t

p4πtqn{2
,

ïðèõîäèì ê îöåíêå |BsGpx, t; ξ, sq| ď 18c1c2 pt ´ sq´1 αp1
2
rt ´ ssq e´pc2{c1q|ζ|

2
, ãäå

èñïîëüçóåòñÿ òà æå âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ζ, ÷òî è â ÷àñòè (i) äàííîãî

äîêàçàòåëüñòâà. Äàëåå ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå (4.34), ïðèâîäèò ê îöåí-

êå }BsGpx, t; ¨, sq}1,Ω ď κ1pt ´ sq´1e´
1
2
γ2pt´sq, èç êîòîðîé íåìåäëåííî âûòåêàåò

âòîðîå ñîîòíîøåíèå â Óñëîâèè 4.1 ñ κ2 “ 0.
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(iii) Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü âòîðîå ñîîòíîøåíèå â Óñëîâèè 4.1 â îáùåì ñëó-

÷àå, ò. å. ïðè fpx, t, zq, óäîâëåòâîðÿþùåé (4.2). Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî êîýôôè-

öèåíò a â (4.5a) óäîâëåòâîðÿåò γ2 ď apξ, sq ď γ̄2. Ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ

px, tq P Ωˆp0, T s ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ Ãðèíà Ĝpx, t; ξ, sq “: Γ̂pξ, sq,

àññîöèèðóåìóþ ñ îïåðàòîðîì Bt ´4 ` γ2 â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè Ω. Ò.

å. Γ̂pξ, sq óäîâëåòâîðÿåò âàðèàíòó (4.5) ñ êîýôôèöèåíòîì a, çàìåíåííûì íà

γ2. Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíþþ çàäà÷ó ñ çàäà÷åé (4.5) äëÿ Γ, ïðè ýòîì â îáåèõ

L “ L˚ “ 4, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ px, tq ôóíêöèÿ

vpξ, sq :“ Γ̂pξ, sq ´ Γpξ, sq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ñ êîíå÷íûì

óñëîâèåì:

r´Bs ´4` γ2
s vpξ, sq “ F pξ, sq ïðè pξ, sq P Ωˆ r0, tq, (4.35a)

vpξ, tq “ 0 ïðè ξ P Ω, (4.35b)

vpξ, sq “ 0 ïðè pξ, sq P BΩˆ r0, ts. (4.35c)

Çäåñü F pξ, sq :“ rapξ, sq ´ γ2sΓpξ, sq, ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü Γ ď Ḡ è

(4.33), ïðèõîäèì ê îöåíêå

0 ď F pξ, sq ď pγ̄2
´ γ2

q gpx´ ξ, t´ sq. (4.35d)

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòè (ii) óæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ Γ̂ ñïðàâåäëèâî âòî-

ðîå ñîîòíîøåíèå â Óñëîâèè 4.1 ñ κ2 “ 0. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

äëÿ v òàêæå ñïðàâåäëèâî âòîðîå ñîîòíîøåíèå â Óñëîâèè 4.1 ñ ïîñòîÿííû-

ìè κ1 “ 0 è κ2 “ pγ̄
2 ´ γ2qκ̂2. Ïîñëåäíÿÿ æå îöåíêà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç

Ëåììû 4.19, ïðèâåäåííîé íèæå, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷å ñ êîíå÷íûì

óñëîâèåì (4.35). l

Öåëüþ ñëåäóþùåé ëåììû ÿâëÿåòñÿ åå ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å ñ êîíå÷íûì

óñëîâèåì (4.35), îäíàêî áóäåò óäîáíåå ñôîðìóëèðîâàòü ýòó ëåììó â êîíòåêñòå

çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

Ë å ì ì à 4.19. Ïóñòü v óäîâëåòâîðÿåò rBt´4`γ2s v “ F â Q, ðàâíÿåòñÿ

íóëþ ïðè t “ 0, à òàêæå ïðè x P BΩ, ãäå 0 ď F px, tq ď gpx ´ x0, tq ñ g èç
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(4.33) ïðè íåêîòîðîì x0 P Ω. Òîãäà
şT

0
}Btvp¨, tq}1,Ω dt ď κ̂2, ãäå ïîñòîÿííàÿ

κ̂2 íå çàâèñèò îò |Ω|, à κ̂2 “ κ̂2pγq ïðè γ ą 0, â òî âðåìÿ êàê κ̂2 “ κ̂2pT q ïðè

γ “ 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî x0 “ 0 P Ω, è ñëåäîâàòåëüíî F px, tq ď gpx, tq. Âñïîìíèì, ÷òî M̄g “ 0,

ãäå M̄ “ Bt ´ 4 ` γ2. Îòñþäà M̄ rtgs “ g, è, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì

ìàêñèìóìà, ïðèõîäèì ê

0 ď vpx, tq ď t gpx, tq. (4.36)

(i) Ñíà÷àëà óñòàíîâèì æåëàåìóþ îöåíêó, â êîòîðîé κ̂2 çàâèñèò îò |Ω|.

Ïîëîæèì wpx, tq :“ %ptq v, ãäå èñïîëüçóåòñÿ âåñ % :“ t
1
3 e

1
2
γ2t, ïðè ýòîì %1 “

p1
3
t´1 ` 1

2
γ2q %. Çàìåòèì, ÷òî

}Btv}1,Ωˆr0,T s ď }%
´1
}2,Ωˆr0,T s }% Btv}2,Ωˆr0,T s

ď κ̂3 |Ω|
1
2

´

}Btw}2,Ωˆr0,T s ` }%
1 v}2,Ωˆr0,T s

¯

, (4.37)

ïîñêîëüêó % Btv “ Btw ´ %
1 v, â òî âðåìÿ êàê

}%´1
}

2
2,Ωˆr0,T s “ |Ω|

ż T

0

t´
2
3 e´γ

2t dt “: |Ω| κ̂2
3.

(Òàêèì îáðàçîì, κ̂2
3 ď 3T 1{3 ïðè γ ě 0, à èç

ş8

0
t´

2
3 e´t dt « 2.7 ïîëó÷àåì κ̂2

3 À

2.7γ´2{3 ïðè γ ą 0). ×òîáû îöåíèòü Btw â (4.37), çàìåòèì, ÷òî M̄w “ %F `

%1 v ď % g ` %1 v, è âîñïîëüçóåìñÿ àïðèîðíîé îöåíêîé [31, (6.6) èç Ãëàâû III]:

}Btw}2,Ωˆr0,T s ď }M̄w}2,Ωˆr0,T s. (4.38)

(Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðîöèòèðîâàííàÿ îöåíêà äàíà äëÿ íåñêîëüêî îòëè÷íîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, íî íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïðè-

ìåíèìî è ê M̄). Îáúåäèíÿÿ (4.38) ñ (4.37), à òàêæå ñ %1 v ď p1
3
` 1

2
γ2 tq % g (à

ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç (4.36)), ïðèõîäèì ê îöåíêå

}Btv}1,Ωˆr0,T s ď 2 κ̂3 |Ω|
1
2 }%̂ g}2,Ωˆr0,T s, ãäå %̂ :“ p4

3
` 1

2
γ2 tq %. (4.39)



175

Íàêîíåö, âîñïîëüçîâàâøèñü ζ :“ x?
2t
è ψpζq èç (4.34), ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

}%̂ g}22,Ωˆr0,T s ď

ż T

0

%̂2ptq e´2γ2t

p8πtqn{2

ż

Rn
ψpζq dζ dt “

ż T

0

p4
3
` 1

2
γ2 tq

2
t2{3 e´γ

2t

p8πtqn{2
dt “: κ̂2

4.

(Ïðèñóòñòâóþùèé çäåñü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó n
2
´ 2

3
ă

1 ïðè n ď 3.) Îáúåäèíÿÿ äàííûé ðåçóëüòàò ñ (4.39), ïðèõîäèì ê æåëàåìîé

îöåíêå ñ ïîñòîÿííîé κ̂2 :“ 2 κ̂3κ̂4 |Ω|
1
2 .

(ii) Ïîêàæåì, ÷òî æåëàåìàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è ñ ïîñòîÿííîé κ̂2, íåçà-

âèñÿùåé îò |Ω| (äëÿ ÷åãî ïîòðåáóþòñÿ íåñêîëüêî áîëåå òîíêèå îöåíêè). Ðàçî-

áüåì Rn íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè Ω0 :“ t|x| ă 2u è Ωj :“ t2j ă |x| ă

2j`1u ïðè j “ 1, . . .; ïîëîæèì òàêæå Ω1j :“ t2j´1 ă |x| ă 2j`2u Ą Ωj ïðè

j “ 1, . . .. Î÷åâèäíî, ÷òî

|Ωj|
1
2 ď cn 2

1
2
nj. (4.40)

Äàëåå ìû ÷àñòè÷íî èìèòèðóåì äîêàçàòåëüñòâî èç ÷àñòè (i). Âî-ïåðâûõ, îñòà-

åòñÿ ñïðàâåäëèâîé îöåíêà (4.37) ñ Ω, çàìåíåííîé íà Ωj ïðè j “ 0, 1, . . .. Ïî-

ýòîìó ïðè j “ 0, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîìåæóòî÷íûìè îöåíêàìè èç ÷àñòè (i),

íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

}Btv}1,pΩXΩ0qˆr0,T s ď 2 κ̂3κ̂4 |Ω0|
1
2 . (4.41)

Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò κ̂2 èç ÷àñòè (i), ïðèñóòñòâóþùèé çäåñü ìíîæèòåëü

κ̂3κ̂4 íå çàâèñèò îò |Ω|.

Ïðè j ě 1 îáúåäèíèì âûøåîïèñàííûé ëîêàëüíûé âàðèàíò îöåíêè (4.37)

ñî ñëåäóþùèì ëîêàëüíûì âàðèàíòîì îöåíêè (4.38):

}Btw}2,pΩXΩjqˆr0,T s ď C̄
!

}M̄w}2,pΩXΩ1jqˆr0,T s
` }w}2,pΩXΩ1jqˆr0,T s

)

.

Â ïîñëåäíåé îöåíêå ïîñòîÿííàÿ C̄ íå çàâèñèò îò Ω èëè T (ñì. [31, (6.6),

(6.11) èç Ãëàâû III]). Äàëåå M̄w îöåíèâàåòñÿ êàê â ÷àñòè (i), â òî âðåìÿ

êàê w “ % v ď t% g â ñèëó (4.36). Îáúåäèíÿÿ ýòè íàáëþäåíèÿ, ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùåìó ëîêàëüíîìó âàðèàíòó îöåíêè (4.39):

}Btv}1,pΩXΩjqˆr0,T s ď 2 κ̂3 |Ωj|
1
2 C̄ }p%̂` t%q g}2,Ω1jˆr0,T s ïðè j ě 1. (4.42)
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Îñòàåòñÿ âíîâü âîñïîëüçîâàòüñÿ ζ :“ x
2
?
t
è ψpζq èç (4.34), à òàêæå íàáëþ-

äåíèåì, ÷òî ïðè j ě 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà pexpp´ |x|
2

4t
qq2 ď e´

4j´2

t e´|ζ|
2
ď

c1n p
t

4j
q
n

e´|ζ|
2
. Òàêèì îáðàçîì, ïðè j ě 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

}p%̂` t%q g}22,Ω1jˆr0,T s ď c1n 4´jn
ż T

0

p%̂` t%q2 e´2γ2t tn

p4πtqn{2

ż

Rn
ψpζq dζ dt “ c2n 4´jn.

Îáúåäèíÿÿ åãî ñ (4.42), à çàòåì ñ (4.41) è (4.40), ïðèõîäèì ê îöåíêå

}Btv}1,pΩXΩjqˆr0,T s ď 2 κ̂3 cn

$

&

%

κ̂4 ïðè j “ 0,
?
c2n 2´

1
2
nj ïðè j ě 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó, â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ κ̂2 :“ 2 κ̂3 cnrκ̂4 `
?
c2n p2

1
2
n ´ 1q´1s íå çàâèñèò îò |Ω|. l
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�5 Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïîëíîñòüþ äèñ-

êðåòíûõ ìåòîäîâ

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îáîáùåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â

�4, íà ñëó÷àé ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà áóäóò ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè

â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ îøèáêè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé. Ïðè

ýòîì áóäóò ðàññìîòðåíû ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûå ìåòîäû íà îñíîâå íåÿâíîãî

ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ

êâàäðàòóðîé Ðàäî.

Ïðè îáîáùåíèè ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà íà ñëó÷àé ïîëíî-

ñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà òàê íàçûâàåìûå ýëëèïòè-

÷åñêèå ðåêîíñòðóêöèè (elliptic reconstructions). Äàííûé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò

áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [114, 108, 75] è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåõíèêè íà îñíî-

âå ïðîåêöèè Ðèòöà (Ritz projection) [153], ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ïðè ïîëó÷åíèè

àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ

çàäà÷.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [175], à íåêîòîðûå

åãî ðåçóëüòàòû îáñóæäàþòñÿ è îáîáùàþòñÿ â [174, 176, 177].

Ïàðàãðàô îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �5.1 áóäóò îïèñàíû ïðåäïî-

ëîæåíèÿ î äèñêðåòèçàöèÿõ ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðèìåðû òàêèõ äèñêðåòèçàöèé,

à òàêæå äîñòóïíûå äëÿ íèõ ýëëèïòè÷åñêèå îöåíèâàòåëè ïðèâåäåíû â êîíöå

ïàðàãðàôà, â �5.6. Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòî-

äîâ íà îñíîâå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâ-

íîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà áóäóò ñíà÷àëà îïèñàíû â �5.2, à çàòåì óñòàíîâëåíû,

ñîîòâåòñòâåííî, â �5.3, �5.4 è �5.5.
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5.1 Ïðåäïîëîæåíèÿ î äèñêðåòèçàöèÿõ ïî ïðîñòðàíñòâó

Èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà ýëëèïòè÷åñêèõ ðåêîíñòðóêöèé ïîçâîëÿåò îöå-

íèòü îøèáêó, ïîðîæäåííóþ äèñêðåòèçàöèåé ïî ïðîñòðàíñòâó, ÷åðåç àïîñòåðè-

îðíûå îöåíèâàòåëè, ïîëó÷åííûå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ýòîò ïîäõîä çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò àíàëèç. Â ÷àñòíîñòè, íàì íå ïîíàäîáÿòñÿ

îöåíêè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé Ãðèíà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ

îïåðàòîðîâ. (Ïðè ýòîì âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè ýëëèïòè÷åñêèõ

îöåíèâàòåëåé â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ îöåí-

êè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýë-

ëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ; ñì., íàïðèìåð, ��1�3.)

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé âàðèàíò àáñòðàêòíîé ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà-

÷è (4.1):

Lv ` gp¨, vq “ 0 â Ω, v “ 0 íà BΩ, (5.1)

à òàêæå åãî äèñêðåòèçàöèþ â âèäå

Íàéòè vh P V̊h : Lhvh ` Phrgp¨, vhqs “ 0, ãäå V̊h :“ Vh XH
1
0 pΩq. (5.2a)

Çäåñü Vh Ă CpΩ̄q ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì, è

äëÿ íåêîòîðîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî îïåðàòîðà Ih : CpΩ̄q Ñ Vh îïåðàòîðû Lh
è Ph òàêîâû, ÷òî

Lh : H1
0 pΩq Ñ V̊h ´ Ihrgp¨, 0qs,

Phv P V̊h ` Ihv @ v P CpΩ̄q, Phvh “ vh @ vh P Vh.
(5.2b)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ vh P V̊h îáðàùàåòñÿ â íóëü íà BΩ, òî

V̊h ´ Ihrgp¨, 0qs “ V̊h ´ Ihrgp¨, vhqs, ïîýòîìó ôîðìóëèðîâêà (5.2) êîððåêòíà.

Ïðåäïîëîæåíèÿ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè âñåì ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ôóíêöèÿõ g

(i) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ v è vh çàäà÷ (5.1) è (5.2);

(ii) äëÿ äàííûõ çàäà÷ ñïðàâåäëèâà íåêîòîðàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà âèäà

}v ´ vh}8,Ω ď η
`

Vh, vh, gp¨, vhq
˘

. (5.3)
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5.1.1 Ýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à

Ñòàíäàðòíûå êîíå÷íîýëåìåíòíûå ôîðìóëèðîâêè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé (âêëþ÷àÿ ôîðìóëèðîâêè ñ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè) äîâîëüíî ÷àñòî

ïðåäñòàâèìû â âèäå (5.2). Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé âàðèàíò ïà-

ðàáîëè÷åñêîé ìîäåëüíîé çàäà÷è (4.3) â ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè Ω Ă Rn:

´ε24v ` gpx, vq “ 0 ïðè x P Ω, v “ 0 ïðè x P BΩ, Bzgpx, zq ě γ2
ě 0.

(5.4)

Ïóñòü Vh Ă CpΩ̄q ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì, à

V̊h :“ Vh X H1
0 pΩq. Òîãäà ñòàíäàðòíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ äàííîé çàäà÷è

ïðèíèìàåò âèä

Íàéòè vh P V̊h : ε2
x∇vh,∇why ` xgp¨, vhq, whyh “ 0 @wh P V̊h, (5.5)

ãäå x¨, ¨yh � ëèáî òî÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå x¨, ¨y â L2pΩq, ëèáî æå íåêî-

òîðàÿ êâàäðàòóðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ x¨, ¨y.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.1. Ìåòîä Ãàëåðêèíà (5.5) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòèçàöèåé

òèïà (5.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà Ãðàìà ñ ýëåìåíòàìè xφi, φjyh, ñîîò-

âåòñòâóþùèìè áàçèñó tφiu â V̊h, îáðàòèìà. Òîãäà Lh è Ph ìîãóò áûòü

ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè xLhϕ,whyh “ ε2x∇ϕ,∇why è
xPhq, whyh “ xq, whyh äëÿ ëþáûõ ϕ P H1

0 pΩq, q P CpΩ̄q, wh P V̊h. Ïðè ýòîì,

ðàçóìååòñÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (5.2b).

Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ïðè ëþáûõ qh, wh P Vh ñïðàâåäëèâî ñî-

îòíîøåíèå xqh, whyh “ xqh, why. Òîãäà âûøåîïèñàííûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ Lh
è Ph ìîãóò áûòü íåñêîëüêî óïðîùåíû ê âèäó xLhϕ,why “ ε2x∇ϕ,∇why è
xPhq, why “ xq, whyh äëÿ ëþáûõ ϕ P H1

0 pΩq, q P CpΩ̄q è wh P V̊h ïðè âûïîëíå-

íèè îãðàíè÷åíèé (5.2b). Â ÷àñòíîñòè,

(i) åñëè x¨, ¨yh :“ x¨, ¨y (ò. å. â ñëó÷àå ìåòîäà Ãàëåðêèíà áåç êâàäðàòóð), òî

Ph ñòàíîâèòñÿ ïðîñòî L2 ïðîåêöèåé;
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(ii) åñëè æå èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà âèäà xq, whyh :“ xIhq, why

ñ íåêîòîðûì èíòåðïîëÿöèîííûì îïåðàòîðì Ih íà Vh, òî Ph :“ Ih.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.2. Äîïóñòèì, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè âèäà xq, φiyh “ xIhpqφiq, 1y “ qixφi, 1y äëÿ ëþáîé

áàçèñíîé ôóíêöèè φi èç Vh, ãäå q P CpΩ̄q, ïðè ýòîì
ř

qiφi “ Ihq. Òîãäà

âíîâü Ph :“ Ih, ïðè ýòîì Lhvh :“
ř

aiφi, ãäå äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòêè

ai :“ ε2 x∇vh,∇φiy
xφi,1y

, à äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ ai :“ ´rgp¨, 0qsi. Òàêèì îáðàçîì,

Lhvh ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ëþáîì vh P V̊h óìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèì

îáðàçîì íîðìàëèçîâííîé ìàòðèöû æåñòêîñòè íà âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé

tvh,iu.

Ïðèìåðû äèñêðåòèçàöèé òèïà (5.5) äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (5.4),

à òàêæå äîñòóïíûå äëÿ íèõ ýëëèïòè÷åñêèå îöåíèâàòåëè âèäà (5.3) ïðèâåäåíû

â êîíöå ïàðàãðàôà, â �5.6.

5.2 Îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ

ìåòîäîâ

Äàëåå ìû îïèøåì íàøè àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåò-

íûõ çàäà÷ íà îñíîâå íåÿâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è

ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ àáñòðàêòíîé ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è (4.1),

óäîâëåòâîðÿþùåé (4.2) è Óñëîâèþ 4.1. Ïðè ýòîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðî-

ñòðàíñòâåííûå äèñêðåòèçàöèè òèïà (5.2).

Áóäåì àññîöèèðîâàòü ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj`1 íåêîòîðîå êîíå÷íîýëå-

ìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî V j`1
h Ă CpΩ̄q è ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëåííîå ðåøåíèå

uj`1
h P V̊ j`1

h :“ V j`1
h XH1

0 pΩq. Àíàëîãè÷íî, âñïîìîãàòåëüíîå ÷èñëåííîå ðåøå-

íèå ûjh P H
1
0 pΩq áóäåò àññîöèèðîâàòüñÿ ñ âðåìåííûì óðîâíåì t`j (çàìåòèì,

÷òî, êàê ïðàâèëî, ëèáî ûjh P V j
h , ëèáî æå ûjh P V j`1

h ). Ïîëíàÿ äèñêðåòè-

çàöèÿ èñïîëüçóåò îïðåðàòîðû Lhptq è Pj`1
h , äëÿ êîòîðûõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ

(5.2b), ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñ íåêîòîðûì èíòåðïîëÿöèîííûì îïåðàòîðîì Ij`1
h
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íà V j`1
h ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Lhptq : H1
0 pΩq Ñ V̊ j`1

h ´ Ij`1
h rfp¨, t, 0qsïðè t P ptj, tj`1s,

Pj`1
h v P V̊ j`1

h ` Ij`1
h v @ v P CpΩ̄q, Pj`1

h vh “ vh @ vh P V
j`1
h .

(5.6)

Îòìåòèì äâå âîçìîæíûå ñòðàòåãèè âûáîðà ûjh:

Ñëó÷àé A: ûjh :“ Ij`1
˚ ujh, Ij`1

˚ : V̊ j
h Ñ V̊ j`1

h ñ Pj`1
h ûjh “ ûjh, (5.7a)

Ñëó÷àé B: ûjh :“ ujh ñ ûjh P V̊
j
h , uj`1

h P V̊ j`1
h .

(5.7b)

Çëåñü â ñëó÷àå A ûjh ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî èíòåðïî-

ëÿöèîííîãî îïåðàòîðà Ij`1
˚ ê ujh, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ij`1

˚ wh “ wh

ïðè ëþáîì wh P V̊ j`1
h . Â êà÷åñòâå Ij`1

˚ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèáî ñòàí-

äàðòíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà, ëèáî æå L2 ïðîåêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè

V j
h Ď V j`1

h ñëó÷àè A è B ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ

ìåòîäîâ ïðè m “ 1, . . . ,M ñïðàâåäëèâà àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà âèäà
›

›umh ´ up¨, tmq
›

›

8,Ω
ď κ0 e´γ

2tm
›

›u0
h ´ ϕ

›

›

8,Ω

` pκ1 `m ` κ2q max
j“1,...,m´1

!

C1

›

›χjh
›

›

8,Ω
` C˚1 η

j
)

` C2 κ0

›

›χmh
›

›

8,Ω
` pC˚2κ0 ` 1q ηm

` κ0

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

e´γ
2ptm´sq

›

›ϑhp¨, sq
›

›

8,Ω
ds

` κ0

m´1
ÿ

j“1

e´γ
2ptm´tjq

›

›ûjh ´ u
j
h

›

›

8,Ω
. (5.8)

Ïðè ýòîì âåëè÷èíû, ïðèñóòñòâóþùèå â äàííîé îöåíêå, îïèñàíû â ïîñëåäó-

þùèõ Òåîðåìàõ 5.9, 5.17 and 5.22, à òàêæå ñîáðàíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

p χj`1
h C1 C2 C˚1 C˚2 A

íåÿâíûé Ýéëåð 1 uj`1
h ´ ûjh 1 2 1 1 t1u

Êðàíê-Íèêîëñîí 2 τj`1pψ
j`1
h ´ ψ̂jhq

1
8

1
2

2 3 t0`, 1u

dGp1q-Ðàäî 3 3τj`1p2ψ̂
j
h ´ 3ψ

j`1{3
h ` ψj`1

h q 2
81

1
6

5
3

10 t0`, 1
3
, 1u
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè χj`1
h (àíàëîãè÷íî (4.11)) èñïîëüçóþòñÿ

ôóíêöèè ψ̂jh è ψ
j`α
h , óäîâëåòâîðÿþùèå

Pj`1
h ψ̂jh “ Lhpt`j q ûjh ` Pj`1

h rfp¨, tj, û
j
hqs, (5.9a)

Pj`1
h ψj`αh “ Lhptj`αquj`αh ` Pj`1

h rfp¨, tj`α, u
j`α
h qs, (5.9b)

ãäå α P p0, 1s ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç Azt0`u è ñîîòâåòñòâóåò âðåìåííîìó

óðîâíþ tj`α :“ tj ` ατj`1, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíèå ìåòîäà ïðåäïîëàãàåò

âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ uj`αh . Ïðè α “ 0` èñ-

ïîëüçóþòñÿ ûjh è ψ̂jh. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå A èç (5.7a) ñîîòíîøåíèÿ (5.9)

íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ â ñèëó ψ̂jh “ Pj`1
h ψ̂jh è ψ

j`α
h “ Pj`1

h ψj`αh .

Òàêæå â (5.8) ïðèñóòñòâóþò âåëè÷èíû ηj, ñîîòâåòñòâóþùèå îøèáêå, ïî-

ðîæäàåìîé ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèåé. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ýëëèïòè÷åñêîãî îöåíèâàòåëÿ η èç (5.3):

ηj`1 :“ η
`

V j`1
h , uj`1

h , gj`1
p¨, uj`1

h q
˘

ïðè A “ t1u, (5.10a)

ò. å. â ñëó÷àå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ηj`1 :“ max
!

η
`

V j`1
h , ûjh, ĝ

j
p¨, ûjhq

˘

, max
αPAzt0`u

η
`

V j`1
h , uj`αh , gj`αp¨, uj`αh q

˘

)

,

(5.10b)

ãäå

ĝjp¨, vq :“ fp¨, tj, vq ´ ψ̂
j
h, gj`αp¨, vq :“ fp¨, tj`α, vq ´ ψ

j`α
h . (5.10c)

Âåëè÷èíà ϑh àíàëîãè÷íà ϑ â (4.10), íî â åå îïðåäåëåíèè áóäóò ïðèñóò-

ñòâîâàòü òàê íàçûâàåìûå ýëëèïòè÷åñêèå ðåêîíñòðóêöèè ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ. Îïðåäåëåíèå è îöåíêè äëÿ äàííîé âåëè÷èíû áóäóò îáñóæäàòüñÿ â �5.2.2

and �5.2.3. Ïîñòîÿííûå C1 è C2 â (5.8) òå æå ñàìûå, ÷òî è â àïîñòåðèîðíîé

îöåíêå (4.10) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëóäèñêðåòíîãî ìåòîäà.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.3 (Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè òèïà èíòåðïîëÿöèîííûõ).

Àíàëîãè÷íî Çàìå÷àíèÿì 4.6 è 4.7 äëÿ ïîëóäèñêðåòíûõ ìåòîäîâ, âåëè÷èíà
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|χjh| â (5.8) àïïðîêñèìèðóåò τ pj |B
p
t up¨, tjq|, ïîýòîìó àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà

(5.8) èìååò ïîðÿäîê p ïî âðåìåíè ñ p “ 1, 2 è 3 äëÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íåÿâ-

íîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ìåòîäà dGp1q.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.4. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â îöåíêå (5.8) îáðàùàåòñÿ

â íóëü, åñëè ûjh “ ujh ïðè ëþáîì j “ 1, . . . ,M , ò. å. â ñëó÷àå B èç (5.7), à

òàêæå â ñëó÷àå A ïðè óñëîâèè, ÷òî ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâó ìîæåò ëèøü

ñãóùàòüñÿ ïðè âîçðàñòàíèè j. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â îöåíêå (5.8) ìîæåò áûòü óëó÷øåíî ê âèäó (5.31); ñì.

Çàìå÷àíèå 5.10, êîòîðîå ïðèìåíèìî êàê ê íåÿâíîìó ìåòîäó Ýéëåðà, òàê è

ê äðóãèì ðàññìàòðèâàåìûì çäåñü âðåìåííûì äèñêðåòèçàöèÿì.

5.2.1 Âû÷èñëåíèå âåëè÷èí χj
h è η

j â àïîñòåðèîðíîé îöåíêå (5.8)

Íà÷íåì ñ íàèáîëåå ïðîñòîé ñèòóàöèè è ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå χjh è η
j äëÿ

íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà. Â ýòîì ñëó÷àå (êàê áóäåò ïîêàçàíî â Çàìå÷àíèè 5.8,

ïîñâÿùåííîì ψj`1
h )

χj`1
h “ uj`1

h ´ ûjh, ψj`1
h “ ´

uj`1
h ´ ûjh
τj`1

, gj`1
p¨, uj`1

h q “ fp¨, tj`1, u
j`1
h q ´ ψj`1

h ,

(5.11)

ãäå ñîîòíîøåíèå äëÿ gj`1 ñîîòâåòñòâóåò (5.10c). Ïîñêîëüêó uj`1
j è ûjh äîñòóï-

íû âî âðåìÿ âû÷èñëåíèé, òî âåëè÷èíû χj`1
h è ηj`1 èç (5.10a) ëåãêî âû÷èñëÿ-

åìû â ÿâíîì âèäå.

Äëÿ ìåòîäîâ æå Êðàíêà-Íèêîëñîí è dGp1q âû÷èñëåíèå âåëè÷èí χjh è η
j

èç (5.10) ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî ìåíåå î÷åâèäíûì, è ñâîäèòñÿ ê âû÷èëåíèþ ψ̂jh.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí ìîæíî ÿâíûì îáðàçîì ïîëó-

÷èòü ψj`1
h (âîñïîëüçîâàøèñü (5.35), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåëè÷èíà ψ̂jh äî-

ñòóïíà). Äëÿ ìåòîäà æå dGp1q âåëè÷èíû ψ
j`1{3
h è ψj`1

h ìîãóò âû÷èñëåíû ÿâ-

íûì îáðàçîì (â ñèëó (5.44a)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ χj`1
h è ηj`1

äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ψ̂jh.
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Îáñóäèì âîçìîæíûå ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ ψ̂jh äëÿìîäåëüíîé çàäà÷è (4.3)

â ñëó÷àå A èç (5.7). Â ýòîì ñëó÷àå ûjh P V̊
j`1
h , ïîýòîìó (5.9a) óïðîùàåòñÿ ê

âèäó ψ̂jh “ Lhpt`j q ûjh ` Pj`1
h rfp¨, tj, û

j
hqs. Ïðè îïèñàíèè ýòèõ ïîäõîäîâ, ìû áó-

äåì èìåòü â âèäó Çàìå÷àíèÿ5.1 à 5.2; ñì. òàêæå Çàìå÷àíèå 5.26. (À ñëó÷àé B

áóäåò ðàññìîòðåí â Çàìå÷àíèè 5.5.)

(i)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V j
h “ V j`1

h . Òîãäà, îáúåäèíÿÿ (5.9) ñ ψj`1
h “ Pj`1

h ψj`1
h ,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ψ̂jh “ ψjh, ãäå ψ
j
h óæå áûëî âû÷èñëåíî.

(ii) Äîïóñòèì, ÷òî Pj`1
h ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòóðå ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè

ìàññàìè xq, φiyh. Òîãäà, êàê îïèñàíî â Çàìå÷àíèè 5.2, Pj`1
h “ Ij`1

h ñîâïàäàåò

ñ èíòåðïîëÿöèîííûì îïåðàòîðîì íà V j`1
h , à Lhpt`j q ûjh ëåãêî âû÷èñëÿòåñÿ ïðè

ëþáîì ûjh P V̊
j`1
h óìíîæåíèåì íîðìàëèçîâàííîé ìàòðèöû æåñòêîñòè íà âåê-

òîð óçëîâûõ çíà÷åíèé tûjh,iu. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîëó÷åíèè âåëè÷èíû ψ̂jh,

ðàâíîé â äàííîì ñëó÷àå ïðàâîé ÷àñòè èç (5.9a), èñïîëüçóþòñÿ ëèøü ÿâíûå

âû÷èñëåíèÿ.

(iii) Âû÷èñëåíèå ψ̂jh â îáùåì ñëó÷àå òàêæå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèå ïðà-

âîé ÷àñòè â (5.9a), ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå îïåðàòîðîâ Lhpt`j q è Pj`1
h .

Êàê îáñóæäàëîñü â Çàìå÷àíèè 5.1, ãðóáî ãîâîðÿ, Lhpt`j qvh ïðè íåêîòîðîì

vh P V̊ j`1
h ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðèìåíåíèåì M´1

j`1Kj`1 ê âåêòîðó óçëî-

âûõ çíà÷åíèé tvh,iu, ãäå Mj`1 ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ìàññû à Kj`1 � ìàòðèöåé

æåñòêîñòè, àññîöèèðóåìûìè ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj`1. Òàêèå âû÷èñëåíèÿ

íåñêîëüêî áîëåå äîðîãîñòîÿùè.

Â òî æå âðåìÿ, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èçáåæàòü îáðàùå-

íèÿ ìàòðèöû ìàññû. Äîïóñòèì, â îöåíèâàòåëå ïðèñóòñâóåò ψ̂jh´wh ñ íåêîòî-

ðîé ôóíêöèåé wh, ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ îáðàùåíèå ìàòðèöû ìàññû M :“Mj`1

ïðè âû÷èñëåíèè ψ̂jh. Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé
›

›ψ̂jh ´ wh
›

›

8,Ω
ď

}M´1}8 ¨
›

›Mpψ̂jh´whq
›

›

8,Ω
, ãäå }M´1}8 ìîæåò áûòü îöåíåíà àïðèîðè. Ïîñêîëü-

êóMψ̂jh âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî (ïðèìåíåíèåì íîðìàëèçîâàííîé ìàòðèöû æåñòêî-

ñòè ê âåêòîðó óçëîâûõ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùåìó ûjh), òî âñå âû÷èñëåíèÿ

ñòàíîâÿòñÿ ÿâíûìè.
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.5 (Ñëó÷àé B). Â ñëó÷àå (5.7b) ïðè V j
h Ę V j`1

h ôóíêöèÿ

ψ̂jh äëÿ ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí óæå íå ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè èç (5.9a), ïî-

ýòîìó ψj`1
h è ψ̂jh âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ (5.34), ïðè ýòîì âûøåèçëîæåí-

íûå ïîäõîäû (ii) èëè (iii) ïðèìåíÿþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ψj`1
h . Äëÿ ìåòîäà

dGp1q â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòî èñïîëüçóåòñÿ ψ̂jh “ ψjh (êàê áóäåò îïèñàíî â

Çàìå÷àíèè 5.21).

5.2.2 Ýëëèïòè÷åñêèå ðåêîíñòðóêöèè. Îïðåäåëåíèå ϑh

Ïðè âûâîäå àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ ìû

áóäåì îïèðàòüñÿ íà òàê íàçûâàåìûå ýëëèïòè÷åñêèå ðåêîíñòðóêöèè (elliptic

reconstructions). Äàííûé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [114,

108, 75] è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåõíèêè íà îñíîâå ïðîåêöèè Ðèòöà (Ritz pro-

jection) [153], ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè

äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷.

Áóäåò àññîöèèðîâàòü ýëëèïòè÷åñêóþ ðåêîíñòðóêöèþ R̂j ñ âðåìåííûì óðîâ-

íåì t`j , à Rj`α ïðè α P Azt0`u � ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj`α. Îïðåäåëèì

ïîñëåäíèå ñ ïîìîùüþ ĝj è gj`α èç (5.10c), êàê åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ, ïðè-

íàäëåæàùèå H1
0 pΩq X CpΩ̄q, ñëåäóþùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷:

Lptjq R̂j
` ĝjpx, R̂j

q “ 0, Lptj`αqRj`α
` gj`αpx,Rj`α

q “ 0. (5.12)

Çàìåòèì, ÷òî (5.12) îïèñûâàåò äâà âàðèàíòà ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è (5.1),

ñ L :“ Lptjq, g :“ ĝj, à òàêæå ñ L :“ Lptj`αq, g :“ gj`α, ñ ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè òî÷íûìè ðåøåíèÿìè R̂j è Rj`α. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè

äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó (5.2), â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ V j`1
h , ê âûøå-

îïèñàííûì ýëëèïòè÷åñêèì çàäà÷àì, ïîëó÷àåì

Lhpt`j q R̂j
h ` Pj`1

h rĝjpx, R̂j
hqs “ 0, Lhptj`αqRj`α

h ` Pj`1
h

“

gj`αpx,Rj`α
h q

‰

“ 0.

(5.13)

Ïîñêîëüêó, ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåøåíèÿ äàííûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷

åäèíñòâåííû, çàêëþ÷àåì, ÷òî R̂j
h “ ûjh è R

j`α
h “ uj`αh . Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ,
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îúåäèíèâ (5.13) ñ îïðåäåëåíèÿìè äëÿ ĝj è gj`α â (5.10c), à çàòåì âîñïîëüçî-

âàâøèñü (5.9). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ýëëèïòè÷åñêîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè

(5.3), äëÿ òî÷íûõ ðåøåíèé R̂j è Rj`α è ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé

ûjh è u
j`α
h ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ηj`1 èç

(5.10):

}R̂j
´ ûjh}8,Ω ď ηj`1 åñëè 0` P A, }Rj`α

´ uj`αh }8,Ω ď ηj`1 ïðè α P Azt0`u.
(5.14)

Äàëåå, àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèÿì äëÿ Ũ , ψ̃ è ϑ èç �4.3, ââåäåì êóñî÷íî-

ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ R̃, à çàòåì ψ̃R è ϑh:

R̃ :“ I˚p´1,tR, ψ̃R :“ Lptq R̃ ` fp¨, t, R̃q, ϑh :“ ψ̃R ´ I
˚
p´1,tψ̃R. (5.15)

Çäåñü I˚p´1,t ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûì èíòåðïîëÿöèîííûì îïåðàòî-

ðîì ñòåïåíè p´1, ïîñòðîåííûì ñ ïîìîùüþ óçëîâ ttj`α, α P Au íà êàæäîì èç

îòðåçêîâ ptj, tj`1s (ïðè ýòîì I˚p´1,t îòëè÷àåòñÿ îò Ip´1,t òåì ÷òî èñïîëüçóåòñÿ

óçåë t`j âìåñòî tj, ïðè ýòîì I˚0,t “ I0,t).

Çàìåòèì, ÷òî, îáúåäèíÿÿ (5.12), (5.10c) è îïðåäåëåíèå äëÿ ψ̃R â (5.15),

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

ψ̃Rp¨, t
`
j q “ ψ̂jh åñëè 0` P A, ψ̃Rp¨, tj`αq “ ψj`αh ïðè α P Azt0`u. (5.16)

5.2.3 Âû÷èñëåíèå ϑh

Îáñóäèì âîçìîæíûå ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ ϑh â ñëó÷àå íåçàâèñèìîãî îò t

îïåðàòîðà L, êîòîðûé âêëþ÷àåò è ìîäåëüíóþ çàäà÷ó (4.3). Òîãäà ϑh èç (5.15)

óïðîùàåòñÿ ê âèäó

ϑh “ ϑf,R̃ :“ fp¨, t, R̃q ´ I˚p´1,trfp¨, t, R̃qs. (5.17)

Ç à ì å ÷ à í è å 5.6 (Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà). Äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà R̃ “ Rj,

ïîýòîìó (5.17) óïðîùàåòñÿ ê âèäó ϑh “ ϑf,R̃ “ fp¨, t, Rjq ´ fp¨, tj, R
jq ïðè t P
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ptj´1, tjs. Ïîñêîëüêó â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè ϑf,R̃ ïðèñóòñòâóåò ýëëèïòè-

÷åñêàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ Rj, ÿâíîå âû÷èñëåíèå êîòîðîé ÷èñëåííûì ìåòîäîì

íå ïðåäóñìîòðåíî, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àïïðîêñèìàöèåé ϑf,ũh (ãäå

ũh “ ujh), êîòîðàÿ õîðîøî îöåíèâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì åå çíà÷åíèé äëÿ íåêî-

òîðîãî íàáîðà çíà÷åíèé t íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ ptj´1, tjs. Ïðè ýòîì

ðàçíèöà ìåæäó ϑf,R̃ è ϑf,ũh ìîæåò, íàïðèìåð, áûòü îöåíåíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïðè t P ptj´1, tjs

›

›rϑf,R̃ ´ ϑf,ũhsp¨, tq
›

›

8,Ω
ď ηj sup

ptj´1,tjsˆR

›

›Bzfp¨, t, zq ´ Bzfp¨, tj, zq
›

›

8,Ω

ď τj η
j sup
ptj´1,tjsˆR

›

›BtBzfp¨, t, zq
›

›

8,Ω
,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü (5.14), à ηj âû÷èñëÿåòñÿ èç (5.10a). Åñëè æå âû-

ïîëíÿåòñÿ |BtBzf | ď C, òî }rϑf,R̃ ´ ϑf,ũhsp¨, tq}8,Ω ñòàíîâèòñÿ Opτj ηjq, ò. å.
íåçíà÷èòåëüíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé ηj, êîòîðàÿ ÿâíî ïðèñóòñòâóåò

â (5.8).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.7 (Ìåòîäû Êðàíêà-Íèêîëñîí è dGp1q). Â áîëåå îáùåì

ñëó÷àå ïðè îöåíêå ϑf,R̃ â (5.17) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ϑf,ũh, ãäå ũh :“ I˚p´1,tuh,

ïîñêîëüêó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ϑf,R̃ « ϑf,ũh. Íàïðèìåð, ïðè |Bzf | ď Cf ñ

íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Cf , âîñïîëüçîâàâøèñü

ˇ

ˇϑf,R̃ ´ ϑf,ũh
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇfp¨, t, ũhq ´ fp¨, t, R̃q
ˇ

ˇ`
ˇ

ˇI˚p,trfp¨, t, ũhq ´ fp¨, t, R̃q
ˇ

ˇ,

ëåãêî ïîëó÷èòü äîâîëüíî ãðóáóþ îöåíêó }rϑf,R ´ ϑf,ũhsp¨, tq}8,Ω ď C˚Cf η
j`1

ïðè t P ptj, tj`1s, ãäå C˚ “ 2 äëÿ ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è C˚ “
10
3
äëÿ

ìåòîäà dGp1q. Â íåêîòîðûõ æå ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, åñëè f

ëèíåéíà ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó) ïðè t P ptj, tj`1s ñïðàâåäëèâà áîëåå òî÷íàÿ

îöåíêà }rϑf,R̃ ´ ϑf,Iũhsp¨, tq}8,Ω ď C τj`1 η
j`1 ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C. Â

ýòîì ñëó÷àå ðàçíèöà ìåæäó ϑf,R̃ è ϑf,ũh âíîâü ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîé ïî

ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé ηj`1, êîòîðàÿ ÿâíî ïðèñóòñòâóåò â (5.8).
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5.3 Ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà

Ðàññìîòðèì ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà äëÿ çàäà÷è

(4.3), ïîëó÷àåìûé ïðèìåíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè (5.5) ê ïî-

ëóäèñêðåòíîìó íåÿâíîìó ìåòîäó Ýéëåðà (4.12):

Íàéòè ujh P V̊
j
h : ε2

@

∇ujh,∇wh
D

`
@

fp¨, tj, u
j
hq ` δ

˚
t u

j
h, wh

D

h
“ 0 @wh P V̊

j
h ,

(5.18)

ïðè j “ 1, . . . ,M , ãäå x¨, ¨yh � ëèáî òî÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå x¨, ¨y â

L2pΩq, ëèáî æå íåêîòîðàÿ êâàäðàòóðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ x¨, ¨y.

Çàìåòèì, ÷òî δ˚t u
j
h àïïðîêñèìèðóåò Btu è îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî δt èç

(4.12b):

δ˚t u
j
h :“

ujh ´ û
j´1
h

τj
, ãäå û0

h :“ u0
h. (5.19a)

Òî÷íåå ãîâîðÿ, δ˚t èäåíòè÷íî δt ïðè j “ 1, à ïðè j ą 1 íåñêîëüêî îòëè÷àåò-

ñÿ, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ûj´1
h P H1

0 pΩq,

àññîöèèðóåìîå ñ âðåìåííûì óðîâíåì t`j´1, âîçìîæíûå îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî

îïèñàíû â (5.7).

Òàêèì îáðàçîì ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ìåòîä (5.18) äîïóñêàåò ïðåäñòàâ-

ëåíèå

Ljh ujh ` Pjh rfp¨, tj, ujhq ` δ˚t ujhs “ 0, (5.19b)

ãäå Ljh :“ Lhptjq, à Pjh óäîâëåòâîðÿåò (5.6). Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ

x¨, ¨yh îïåðàòîðû Ljh è Pjh îïèñàíû â Çàìå÷àíèÿõ 5.1 è 5.2, òîëüêî ñåé÷àñ íåîá-

õîäèìî èñïîëüçîâàòü V j
h âìåñòî Vh. Òàêæå (5.19b) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ

êàê ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ìåòîä äëÿ àáñòðàêòíîé ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è

(4.1), ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè (5.2) ê ïî-

ëóäèñêðåòíîé çàäà÷å (4.12).

Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó (5.6), Ljh ujh P V̊ j
h ´ I

j
hrfp¨, tj, 0qs, â òî âðåìÿ êàê è u

j
h,

è δ˚t u
j
h îáðàùàþòñÿ â íóëü íà BΩ, è ïîýòîìó V̊ j

h ´ Ijhrfp¨, tj, 0qs ñîâïàäàåò ñ

V̊ j
h ´ I

j
hrfp¨, tj, u

j
hq ` δ

˚
t u

j
hs, ò. å. ôîðìóëèðîâêà (5.19) êîððåêòíà.
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5.3.1 Àïîñòåðèîðíûé àíàëèç íà îñíîâå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ýëëèï-

òè÷åñêîé ðåêîíòðóêöèè

Äëÿ îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî íåÿâíîãî

ìåòîäà Ýéëåðà (5.19) ïîëîæèì A :“ t1u (ò. å. âñåãäà ñïðàâåäëèâî j`α “ j`

1) è âîñïîëüçóåìñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ðåêîíñòðóêöèÿìè Rj, îïðåäåëåííûìè â

(5.12) ïðè j “ 1, . . . ,M . Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè èñïîëüçóåòñÿ

gj, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ψjh “ ´δ˚t u
j
h, îáà îïèñàíû

â (5.11).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.8. Â ñèëó (5.19b), èç ψjh “ ´δ˚t u
j
h ñëåäóåò, ÷òî

Pjh ψjh “ Ljh ujh ` Pjh rfp¨, tj, ujhqs, ò. å. ψjh óäîâëåòâîðÿåò (5.9b). (Â ñëó÷àå A

èç (5.7) ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó Pjh ψjh “ ψjh.) Ñëåäîâàòåëüíî R
j

óäîâëåòâîðÿåò (5.14) ñ A :“ t1u.

Ìû ãîòîâû ïîëó÷èòü àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî

ìåòîäà (5.19).

Ò å î ð å ì à 5.9. Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ òî÷íîì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1),

(4.2) ñ ïàðàáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì M, óäîâëåòâîðÿþùèì Óñëîâèþ 4.1, à

ujh ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (5.19). Òîãäà ïðè m “ 1, . . . ,M ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(5.8), â êîòîðîé ηj è χjh îïðåäåëåíû â (5.10a), (5.11), C1 “ 1, C2 “ 2, C˚1 “

C˚2 “ 1, à ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ϑh ïðè t P ptj´1, tjs, j “ 1, . . . ,M îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì

ϑhp¨, tq “ ψ̃Rp¨, tq ´ ψ̃Rp¨, tjq, ψ̃Rp¨, tq “ LptqRj
` fp¨, t, Rj

q ïðè t P ptj´1, tjs.

(5.20)

Çäåñü òàêæå èñïîëüçóåòñÿ Rj, ýëëèïòè÷åñêàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ èç (5.12),

(5.11), ïðè ýòîì A :“ t1u.

Ò å î ð å ì à 5.9˚. Òåîðåìà 5.9 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè çàìåíèòü

âåëè÷èíû }χjh}8,Ω è }χmh }8,Ω â îöåíêå (5.8) íà, ñîîòâåòñòâåííî, }ujh´u
j´1
h }8,Ω

è }umh ´ u
m´1
h }8,Ω, à òàêæå çàìåíèòü e´γ

2ptm´tjq íà e´γ
2ptm´tj`1q.
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Óäîáíî ñíà÷àëà óñòàíîâèòü Òåîðåìó 5.9˚, à çàòåì îáîáùèòü äîêàçàòåëü-

ñòâî ïîñëåäíåé äëÿ Òåîðåìû 5.9.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ò å î ð å ì û 5.9˚. Â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 5.8,

}Rj ´ ujh}8,Ω ď ηj, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æåëàåìîé îöåíêè òèïà (5.8)

äëÿ umh ´ up¨, tmq äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó òèïà (5.8)

äëÿ Rm´up¨, tmq, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî pC
˚
2κ0`1q äîëæíà áûòü çàìåíåíà

íà C˚2κ0 “ κ0. Ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ ëèøü ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-

íèêà.

Ïåðåéäåì ê îöåíêå Rm ´ up¨, tmq. Äëÿ ýòîãî, â íåêîòîðîì ñìûñëå, áóäåò

îáîáùåíî äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.8. Ââåäåì I1,tuh, ñòàíäàðòíûé êóñî÷íî-

ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò äëÿ ujh ïî âðåìåíè:

I1,tuhp¨, tq :“
tj´t

τj
uj´1
h `

t´tj´1

τj
ujh ïðè t P rtj´1, tjs, j “ 1, . . . ,M. (5.21)

Äàëåå ââåäåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé èíòåðïîëÿíò R̃ ïî âðåìåíè äëÿ Rj:

R̃p¨, tq :“ Rj ïðè t P ptj´1, tjs, j “ 1 . . . ,M ; R̃p¨, 0q :“ R1, (5.22)

(ò. å. R̃ íåïðåðûâåí íà rt0, t1s, è îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî Ũ â (4.15)). Ïðî-

èçâîäíàÿ ïî âðåìåíè BtR̃ ïîíèìàåòñÿ êàê îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, â òî âðåìÿ

êàê BtpI1,tuhq ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå R̃, à òàêæå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé â

(5.20) èäåíòè÷íû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè â (5.15) (ïðè p “ 1),

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî è íàáëþäåíèå (5.16), êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ψ̃Rp¨, tjq “ ψjh “ ´δ
˚
t u

j
h. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ (5.20), ïîëó÷àåì ψ̃R “ ϑh ´ δ˚t u

j
h, è

ñëåäîâàòåëüíî

BtpI1,tuhq ` ψ̃R “ ϑh ` ϑ˚ â Q, (5.23)

ãäå ϑ˚ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé:

ϑ˚p¨, tq :“ BtpI1,tuhq ´ δ
˚
t u

j
h ïðè t P ptj´1, tjs. (5.24)

ÏîñêîëüêóMR̃ “ BtR̃`ψ̃R, è ïðè ýòîìMu “ 0, òî â ñèëó (5.23) ïîëó÷àåì

MR̃ ´Mu “ BtrR̃ ´ I1,tuhs ` rϑh ` ϑ˚s â Q.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó äëÿ Rm ´ up¨, tmq “ rR̃ ´ usp¨, tmq òèïà

(5.8), íî ñ pC˚2κ0 ` 1q çàìåíåííîé íà C˚2κ0 “ κ0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 4.3 ñ µ :“ R̃´I1,tuh è ϑ :“ ϑh`ϑ˚, à òàêæå ñëåäóþùèìè

òðåìÿ íàáëþäåíèÿìè. Âî-ïåðâûõ,

rR̃ ´ u´ µsp¨, 0q “ R1
´ ϕ´ pR1

´ u0
hq “ u0

h ´ ϕ. (5.25)

Âî-âòîðûõ, ïðè t P ptj´1, tjs ñïðàâåäëèâî µ “ Rj´ujh`
tj´t

τj
pujh´u

j´1
h q. Ïîýòîìó

|µ| ď |Rj
´ ujh| ` |u

j
h ´ u

j´1
h | è τj |Btµ| “ |u

j
h ´ u

j´1
h |, (5.26)

ãäå }Rj´ujh}8,Ω ď ηj. Íàêîíåö, îáúåäèíÿÿ (5.24) ñ (5.19a), (5.21), çàêëþ÷àåì,

÷òî ϑ˚p¨, tq “
1
τj
pûj´1

h ´ uj´1
h q ïðè t P ptj´1, tjs. Ñëåäîâàòåëüíî

ż tj`1

tj

e´γ
2ptm´sq

›

›ϑ˚p¨, sq
›

›

8,Ω
ds ď e´γ

2ptm´tj`1q
›

›ûjh ´ u
j
h

›

›

8,Ω
, (5.27)

ãäå û0
h ´ u0

h “ 0. Äàííûå òðè íàáëþäåíèÿ (5.25), (5.26) è (5.27) ïðèâîäÿò ê

æåëàåìîé îöåíêå äëÿ }Rm ´ up¨, tmq}8,Ω. l

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ò å î ð å ì û 5.9. Áóäåì ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó

Òåîðåìû 5.9˚, íî òåïåðü èíòåðïîëÿíò I1,tuh èç (5.21) áóäåò çàìåíåí âî âñåõ

ðàññóæäåíèÿõ íà êóñî÷íî-íåïðåðûâíûé èíòåðïîëÿíò

I˚1,tuhp¨, tq :“
tj´t

τj
ûj´1
h `

t´tj´1

τj
ujh ïðè t P ptj´1, tjs, j “ 1, . . . ,M, (5.28)

ãäå I˚1,tuhp¨, 0q :“ û0
h “ u0

h. Òàêæå, â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ϑ˚ áóäåò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ íå (5.24), à ñëåäóþùåå:

ϑ˚p¨, tq :“ BtpI
˚
1,tuhq ´ δ

˚
t u

j
h “ rû

j´1
h ´ uj´1

h s δpt´ t`j´1q ïðè t P ptj´1, tjs, (5.29)

ãäå δp¨q � îäíîìåðíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. (Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó û0
h “ u0

h

è ñîãëàøåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà â t “ 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî ϑ˚ “ 0 íà

r0, t1s.) Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî (5.27) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêà

ż tm

0

e´γ
2ptm´sq

›

›ϑ˚p¨, sq
›

›

8,Ω
ds ď

m´1
ÿ

j“1

e´γ
2ptm´tjq

›

›ûjh ´ u
j
h

›

›

8,Ω
. (5.30)
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Íåîáõîäèìàÿ îöåíêà äëÿ Rm´ up¨, tmq “ rR̃´ usp¨, tmq âíîâü óñòàíàâëèâàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ Ëåììû 4.3, òîëüêî òåïåðü µ :“ R̃ ´ I˚1,tuh, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâ

âàðèàíò ñîîòíîøåíèé (5.26), â êîòîðîì uj´1
h çàìåíåíî íà ûj´1

h .

Ç à ì å ÷ à í è å 5.10 (Ýôôåêò èçìåíåíèÿ ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó). Â íåêî-

òîðûõ ñëó÷àÿõ ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñòðîêå (5.8), îòâå÷àþùåå çà îøèáêó

ïðè èçìåíåíèè (â ÷àñòíîñòè, ïðè îãðóáëåíèè) ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè,

ìîæåò áûòü íåñêîëüêî óëó÷øåíî è ïðèíèìàåò âèä

κ3 `pτ, tq max
j“1,...,m´1

 

τ´1
j }H2

j ϑ
j
}8,Ω

(

, ãäå ϑj “ uj´1
h ´ ûj´1

h . (5.31)

Ïðè ýòîì âåñ Hj ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó äèàìåòðó ñåòêè ïî ïðîñòðàí-

ñòâó, àññîöèèðóåìîé ñ êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì V̊ j
h . Îïèñàííûé

âàðèàíò îöåíêè (5.8) ëåãêî óñòàíîâèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü Ëåììîé 4.3˚ ñ

ϑ˚ èç (5.29), ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âàðèàíò Ëåììû 4.2 äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ãðèíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ûj´1
h

áóäåò L2 ïðîåêöèåé äëÿ uj´1
h íà V̊ j

h . Òîãäà xu
j´1
h ´ ûj´1

h ,Γjhy “ 0 ïðè ëþ-

áîì Γjh P V̊ j
h . Âûáåðåì Γjh “ IjhΓp¨, tjq, òîãäà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

}H´2
j tΓp¨, tjq´Γjhu}1,Ω ď κ3

C
tm´tj

. Äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî }Γp¨, tjq}W 2
1 pΩq

ď κ3
C

tm´tj
. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ çäåñü êëþ-

÷åâîé, è òðåáóåò îöåíîê äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ Γ. Òàêàÿ îöåí-

êà ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà, íàïðèìåð, â ñèëó [77, (2.2)] äëÿ ñëó÷àÿ ãëàä-

êîé îáëàñòè è L “ ´4 ` 1, f “ fpx, tq ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé κ3 “ Op1q.
Òàêæå äàííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè L “ ´ε2B2

x1
u ` apx1q ñ

κ3 “ Opε´2q â ñèëó [174, (2.18b)].

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî κ3 “ Opε´2q (ïîñêîëüêó, â ñèëó (4.5a), 4Γ “

ε´2r´Bs ` asΓ; ñì. òàêæå [174]). Ïîýòîìó â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîì ðå-

æèìå ε ! 1, êîìïîíåíòà îöåíèâàòåëÿ âèäà (5.31) ìîæåò îêàçàòüñÿ ñó-

ùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (5.8). Íåêîòîðûå ÷èñëåííûå

ðåçóëüòàòû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíû â [176].

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâó èçìåíÿåòñÿ â ñòîðî-
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íó îãðóáëåíèÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî, òî âûáîð ñòðàòåãèé èíòåðïîëÿöèè ÷èñ-

ëåííûõ ðåøåíèé ñî ñòàðîé ñåòêè íà íîâóþ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî äåëèêàò-

íûì äàæå â ðåãóëÿðíîì ðåæèìå; ñì., íàïðèìåð, êîíòðïðèìåð â [80, �4].

5.3.2 Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à (4.3)

Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.3) â îãðàíè÷åííîé ïîëèãîíàëü-

íîé îáëàñòè Ω Ă Rn, n “ 1, 2, 3, à ujh � ðåøåíèåì äèñêðåòíîé çàäà÷è (5.18),

ïðè ýòîì V j
h è x¨, ¨yh íà êàæäîì âðåìåííîì óðîâíå tj òàêîâû, ÷òî ñïðàâåä-

ëèâà àïîñòåðèîðíàÿ îøèáêà òèïà (5.3) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé

çàäà÷è.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.11. Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè Òåîðåì 5.9 and 5.9˚ ñïðà-

âåäëèâû äëÿ çàäà÷è (4.3), ïðè ýòîì ϑh óïðîùàåòñÿ ê âèäó (5.17) è ìîæåò

áûòü îöåíåíî, êàê îïèñàíî â Çàìå÷àíèè 5.6, à

ηj :“ η
`

V j
h , u

j
h, fp¨, tj, u

j
hq ` δ

˚
t u

j
h

˘

ïðè j “ 1, . . . ,M,

ãäå èñïîëüçóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé îöåíèâàòåëü η èç (5.3).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.12 (Ðåãóëÿðíûé ðåæèì ε “ 1). Ïóñòü ε “ 1, γ ě 0,

à V j
h è x¨, ¨yh îïðåäåëåíû êàê îïèñàíî â �5.6.1, ò. å. T jh ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íî êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèåé îáëàñòè Ω̄, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ

T , V j
h � ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè l ě 1, à V̊ j
h :“ V j

h XH1
0 pΩq. Ïðè

ýòîì èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà âèäà xϕ,wyh :“
ř

TPT jh
QT pϕwq,

îïèñàííàÿ â �5.6.1. Òîãäà Ñëåäñòâèå 5.11 ïðèìåíèìî ñ η “ η0 èç (5.51).

Çàìåòèì, ÷òî íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òèïà

(4.3) ïðè ε “ 1 ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [83, 62, 75, 77] â ñëó÷àå B èç

(5.7). (Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé B ýêâèâàëåíòåí ñëó÷àþ A, åñëè ûj´1
h âûáè-

ðàåòñÿ ðàâíîé L2 ïðîåêöèè äëÿ uj´1
h íà V̊ j

h .) Â ýòîì ñëó÷àå âûøåîïèñàííàÿ

àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà àíàëîãè÷íà ïîëó÷åííûì â [83, (1.13)] è [62] (õîòÿ îíè
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è íåèäåíòè÷íû), ïîñêîëüêó âî âñåõ ýòèõ îöåíêàõ ïðèñóòñòâóþò âåëè÷è-

íû |ujh ´ u
j´1
h |, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àïïðîêñèìèðóþùèå

τj|Btu|. Îäíàêî îöåíêà [83, (1.13)] ïðåäñòàâëåíà áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äîêà-

çàòåëüñòâà æå â [62] îñíîâàíû íà îöåíêàõ âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïðîèçâîäíûõ îáîáùåííîé ôóíêöèè Ãðèíà â íîðìå L1pΩq, è ïðåäñòàâëÿþòñÿ

âåñüìà ñëîæíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåííûì çäåñü àíàëèçîì. (Ðàáî-

òà [62] áóäåò òàêæå îáñóæäàòüñÿ â Çàìå÷àíèÿõ 5.14 è 5.25.) Â àïîñòå-

ðèîðíûõ æå îöåíêàõ [75, 77] ïðèñóòñòâóþò âåëè÷èíû (îáîçíà÷åííûå êàê

τj|g
j ´ gj´1| â [75]), êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àïïðîêñèìè-

ðóþùèå τj|B
2
t u ` . . . |, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåñêîëüêî íååñòåñòâåííûì äëÿ

ìåòîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Ñëàãàåìûå æå, îòâå÷àþùèå çà îøèáêó

ïðè èçìåíåíèè (â ÷àñòíîñòè, ïðè îãðóáëåíèè) ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, â

[83, 77] àíàëîãè÷íû (5.31).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.13 (Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûé ðåæèì ε ! 1). Ïóñòü ε P

p0, 1s, γ ą 0, Ω :“ p0, 1q, à V j
h è x¨, ¨yh îïðåäåëåíû êàê îïèñàíî â �5.6.2. Òîãäà

Ñëåäñòâèå 5.11 ïðèìåíèìî ñ η “ ηε èç (5.54). (Â ñëó÷àå æå ïîëèãîíàëüíîé

îáëàñòè, â êà÷åñòâå η ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýëëèïòè÷åñêèå îöåíèâàòåëè èç

��1�3.)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì ïàðàáîëè÷åñêèå îöåíèâàòåëè

ÿâëÿþòñÿ ðîáàñòíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ìàëûé ïàðàìåòð ε ïðèñóòñòâóåò

â îöåíêå (5.8) ëèøü â îöåíèâàòåëÿõ îøèáêè äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàí-

ñòâó ηj. Ðîáàñòíîñòü æå ïîñëåäíèõ ñëåäóåò èç èõ ðîáàñòíîñòè äëÿ ñòàöè-

îíàðíîãî ñëó÷àÿ; ñì. Çàìå÷àíèå 5.27. Ïîñëåäíåå, äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèìî

ê ηj ïðè g˚ “ fp¨, tj, u
j
hq ` δ˚t u

j
h è v, çàìåíåííîì íà up¨, tjq. Â ýòîì ñëó÷àå â

ηj ïðèñóòñòâóþò âåëè÷èíû ε´2h2
i |Ihg˚| è ε

´1h2
i |BxpIhg˚q|, ñîîòâåòñâåííî àï-

ïðîêñèìèðóþùèå h2
i |B

2
xup¨, tjq| è ε h2

i |B
3
xup¨, tjq| » h2

i |B
2
xup¨, tjq|. ×èñëåííûå ðå-

çóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â [174, �4], òàêæå ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü

è ðîáàñòíîñòü ïîëó÷åííîãî çäåñü îöåíèâàòåëÿ.
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.14. Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà äëÿ áîëåå îáùåãî ñèíãó-

ëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ! 1 ðàññìàòðèâàë-

ñÿ â ðàáîòå [62]. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â [62] àïîñòåðèîðíûå îöåíêè

íå ÿâëÿþòñÿ ðîáàñòíûìè, ïîñêîëüêó â íèõ ïðèñóòñòâóþò ñëàãàåìûå âè-

äà ε´1 maxj }u
j
h ´ uj´1

h }8,Ω (âìåñòî maxj }u
j
h ´ ûj´1

h }8,Ω, ïðèñóòñòâóþùèõ â

ïîëó÷åííûõ çäåñü îöåíèâàòåëÿõ).

Àíàëîãè÷íî, â àïîñòåðèîðíûõ îöåíàõ [60] äëÿ áîëåå ñëîæíîãî ñèíãóëÿð-

íî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Àëëåíà-Êàíà (ïîëó÷åííûõ â áîëåå ñëàáîé íîðìå

L8pL2q) ïðèñóòñòâóþò îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ε. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî,

ñòðîãî ãîâîðÿ, íàøè ðåçóëüòàòû íåïðèìåíèìû ê óðàâíåíèþ Àëëåíà-Êàíà,

â ñèëó óñëîâèÿ (4.2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå íàøè ðåçóëüòàòû ìî-

ãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé |Bzfpx, t, zq| ď γ̄2 (ñì. Çàìå÷àíèå 2.2 â [174]),

ïðè ýòîì â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü äîïîëíèòåëü-

íûå ìíîæèòåëè òèïà eγ̄
2tm.

5.4 Ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ìåòîä Êðàíêà-Íèêîëñîí

Ðàññìîòðèì ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ìåòîä Êðàíêà-Íèêîëñîí äëÿ çàäà÷è

(4.3), ïîëó÷àåìûé ïðèìåíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè (5.5) ê ïî-

ëóäèñêðåòíîìó ìåòîäó Êðàíêà-Íèêîëñîí (4.17): Íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå

ujh P V̊
j
h , óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

ε2
@

1
2
∇pûj´1

h ` ujhq,∇wh
D

`
@

1
2
rfp¨, tj´1, û

j´1
h q ` fp¨, tj, u

j
hqs ` δ

˚
t u

j
h, wh

D

h
“ 0,

(5.32)

@wh P V̊
j
h ïðè j “ 1, . . . ,M , ãäå x¨, ¨yh � ëèáî òî÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå x¨, ¨y â L2pΩq, ëèáî æå íåêîòîðàÿ êâàäðàòóðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ x¨, ¨y.

Çäåñü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ujh P V̊
j
h :“ V j

h XH
1
0 pΩq è âñïîìîãàòåëüíîå ÷èñëåííîå

ðåøåíèå ûj´1
h P H1

0 pΩq ñîîòâåòñòâåííî àññîöèèðóþòñÿ ñ âðåìåííûìè ñëîÿìè

tj è t
`
j´1.
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Òàêæå çäåñü èñïîëüçóåòñÿ δ˚t u
j
h, êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåò Btu è îïðåäåëÿ-

åòñÿ èäåíòè÷íî (5.19a) (è àíàëîãè÷íî δt èç (4.17b)):

δ˚t u
j
h :“

ujh ´ û
j´1
h

τj
, ãäå û0

h :“ u0
h. (5.33a)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ìåòîä (5.32) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåí â âèäå

Pjh
“

δ˚t u
j
h

‰

` 1
2

`

L̂j´1
h ûj´1

h `Ljh ujh
˘

` 1
2
Pjh

“

fp¨, tj´1, û
j´1
h q`fp¨, tj, u

j
hq
‰

“ 0, (5.33b)

ãäå L̂j´1
h :“ Lhpt`j´1q, Ljh :“ Lhptjq, à Pjh óäîâëåòâîðÿåò (5.6). Äëÿ íåêîòîðûõ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ x¨, ¨yh îïåðàòîðû Ljh è Pjh îïèñàíû â Çàìå÷àíèÿõ 5.1 è 5.2. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, (5.33) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîëíóþ äèñêðåòèçàöèþ

äëÿ àáñòðàêòíîé çàäà÷è (4.1), ïîëó÷åííóþ ïðèìåíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé

äèñêðåòèçàöèè òèïà (5.2) ê ïîëóäèñêðåòíîé çàäà÷å (4.17).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, â ñèëó (5.6), L̂j´1
h ûj´1

h P V̊ j
h ´ Ihrfp¨, tj´1, 0qs è Ljh ujh P

V̊ j
h´Ihrfp¨, tj, 0qs, â òî âðåìÿ êàê ïðè w P H

1
0 pΩq ñïðàâåäëèâî V̊

j
h´Ihrfp¨, tk, 0qs “

V̊ j
h ´ Ihrfp¨, tk, wqs. Ïîñêîëüêó δ

˚
t u

j
h P H

1
0 pΩq, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà

(5.33b) êîððåêòíà.

5.4.1 Àïîñòåðèîðíûé àíàëèç íà îñíîâå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ýë-

ëèïòè÷åñêèõ ðåêîíòðóêöèé

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè îøèáêè äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ìåòîäà Êðàíêà-

Íèêîëñîí (5.33) ïîëîæèì A :“ t0`, 1u è âîñïîëüçóåìñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ðå-

êîíñòðóêöèÿìè R̂j´1 è Rj (ãäå j “ 1, . . . ,M), îïèñàííûìè â (5.12). Ïðè ýòîì

èñïîëüçóþòñÿ âåëè÷èíû ĝj´1 è gj, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (5.10c), â

êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ψ̂j´1
h è ψjh:

ψ̂j´1
h :“ ´ψjh ´ 2δ˚t u

j
h, ψjh :“ Lhptjqujh ` Pjhrfp¨, tj, ujhqs. (5.34)

Îòñþäà (èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ) ñëåäóåò, ÷òî

δ˚t u
j
h `

1
2

`

ψ̂j´1
h ` ψjh

˘

“ 0. (5.35)
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.15. Îïðåäåëåíèå ψjh â (5.34) ïðèâîäèò ê ψjh P V̊
j
h ,

ñëåäîâàòåëüíî Pjhψjh “ ψjh, è ïîýòîìó ψjh óäîâëåòâîðÿåò (5.9b). Äàëåå, ψ̂j´1
h

èç (5.34) óäîâëåòâîðÿåò Pjhψ̂j´1
h “ ´ψjh´2Pjhrδ˚t ujhs ïðè ëþáîì ûj´1 P H1

0 pΩq,

÷òî, â ñèëó (5.33b), ïðèâîäèò ê Pjhψ̂j´1
h “ Lhpt`j´1q û

j´1
h ` Pjhrfp¨, tj´1, û

j´1
h qs,

ò. å. ψ̂j´1
h óäîâëåòâîðÿåò (5.9a). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî R̂j´1 è Rj óäîâëå-

òâîðÿþò (5.14).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.16. Òåîðåìà 5.17 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîé ïàðû

ψ̂j´1
h , ψjh, óäîâëåòâîðÿþùåé (5.9) è (5.35). Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ

ψjh âìåñòî (5.34), ìîæíî èñïîëüçîâàòü ψjh :“ Lhptjqujh ` fp¨, tj, u
j
hq, îäíàêî

äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ íåñêîëüêî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèå ψjh.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó äëÿ îøèáêè uh´u, ïîëåç-

íûì îêàçûâàåòñÿ îáîáùèòü êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëèðóþùèé îïåðàòîð

I1,t èç (4.18) äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëåâà ôóíêöèé w “ wptq ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I˚1,twptq “
tj´t

τj
wpt`j´1q `

t´tj´1

τj
wptjq ïðè t P ptj´1, tjs, j “ 1, . . . ,M. (5.36)

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíèâ êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëèðóþùèé îïåðàòîð I˚1,t ê

ýëëèïòè÷åñêèì ðåêîíñòðóêöèÿì R̂j´1 è Rj, îïðåäåëèì

R̃p¨, tq “
tj´t

τj
R̂j´1

`
t´tj´1

τj
Rj ïðè t P ptj´1, tjs, j “ 1, . . . ,M, R̃p¨, 0q “ R̂0.

(5.37)

Çàìåòèì, ÷òî è R̃, è I˚1,tw ïîíèìàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå ñïðàâà ïðè t “ 0.

Ò å î ð å ì à 5.17. Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1), (4.2) ñ ïà-

ðàáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîìM, óäîâëåòâîðÿþùèì Óñëîâèþ 4.1, à ujh � ðåøå-

íèåì äèñêðåòíîé çàäà÷è (5.33). Òîãäà ïðè m “ 1, . . . ,M ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(5.8), â êîòîðîé χjh “ τj
`

ψjh ´ ψ̂j´1
h

˘

, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ψj è ψ̂j´1
h èç (5.34),

ηj îïðåäåëåíî â (5.10) ñ A “ t0`, 1u, C1 “
1
8
, C2 “

1
2
, C˚1 “ 2, C˚2 “ 3, à

ϑh :“ ψ̃R ´ I
˚
1,tψ̃R, ψ̃R :“ LptqR̃ ` fp¨, t, R̃q (5.38)

ïðè t P r0, T s, ãäå I˚1,t è R̃ îïèñàíû â (5.36) è (5.37).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 5.15, }Rj´ujh}8,Ω ď ηj, ïîýòîìó

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æåëàåìîé îöåíêè òèïà (5.8) äëÿ umh ´up¨, tmq äîñòàòî÷íî

óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó òèïà (5.8) äëÿ Rm ´ up¨, tmq “ rR̃ ´

usp¨, tmq, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî pC
˚
2κ0`1q äîëæíà áûòü çàìåíåíà íà C˚2κ0 “

3κ0. Ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ ëèøü ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Ïåðåéäåì ê îöåíêå Rm ´ up¨, tmq. Íàøè ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íû

èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 4.10. Ïðè t P ptj´1, tjs ñïðà-

âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ψ̃R “ I˚1,tψ̃R ` ϑh “
1
2

`

ψ̂j´1
h ` ψjh

˘

` Btµh ` ϑh, ãäå

µh :“
şt

tj

“

I˚1,tψ̃R ´
1
2

`

ψ̂j´1
h ` ψjh

˘‰

dt. Çàìåòèì, ÷òî èíòåðïîëÿíò R̃ îïðåäåëåí

òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ â (5.38) èäåíòè÷íû ñ (5.15) (ïðè p “ 2),

ïîýòîìó ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íàáëþäåíèåì (5.16), êîòîðîå ïðèâîäèò

ê ψ̃Rp¨, t
`
j´1q “ ψ̂j´1

h è ψ̃Rp¨, tjq “ ψjh. Ñëåäîâàòåëüíî ìû ïîëó÷àåì âàðèàíò

ïðåäñòàâëåíèÿ (4.20):

µh “ τ´1
j χjh

ż t

tj

pt´ tj´1{2q dt “ ´1
2
ptj ´ tqpt´ tj´1q ¨ τ

´2
j χjh ïðè t P rtj´1, tjs.

(5.39)

Îáúåäèíÿÿ âûøåèçëîæåííûå ñîîòíîøåíèÿ ñ (5.35), ïðèõîäèì ê

δ˚t u
j
h ` ψ̃R “ Btµh ` ϑh ïðè t P ptj´1, tjs. (5.40)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ I˚1,tuh èç (5.28), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû (5.29) è (5.30).

ÏîñêîëüêóMR̃ “ BtR̃ ` ψ̃R, àMu “ 0, òî èç (5.40) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

MR̃ ´Mu “ BtpR̃ ´ I
˚
1,tuhq ` Btµh ` rϑh ` ϑ˚s â Q. (5.41)

Çàìåòèì, ÷òî Btµh ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, ïîñêîëüêó µh, îïðåäåëåí-

íàÿ â (5.39), íåïðåðûâíà ïðè t P r0, T s.

Äàëåå æåëàåìàÿ îöåíêà òèïà (5.8) äëÿ Rm ´ up¨, tmq “ rR̃ ´ usp¨, tmq ñ

pC˚2κ0 ` 1q, çàìåíåííîé íà C˚2κ0 “ 3κ0, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðèìåíåíèåì

Ëåììû 4.3 ê óðàâíåíèþ (5.41). Ïðè ýòîì ïîëîæèì µ :“ µR ` µh :“ pR̃ ´

I˚1,tuhq`µh è ϑ :“ ϑh`ϑ˚, à òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ (5.30) è ñëåäóþùèìè äâóìÿ
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íàáëþäåíèÿìè. Âî-ïåðâûõ, rR̃´u´µsp¨, 0q “ R̂0´ϕ´rpR̂0´u0
hq`0s “ u0

h´ϕ.

Âî-âòîðûõ, ïðè t P ptj´1, tjs ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|µR| ď |R̂
j´1
´ ûj´1

h | ` |Rj
´ ujh| ď 2ηj, |µh| ď

1
8
|χjh|,

τj |BtµR| ď |R̂
j´1
´ ûj´1

h | ` |Rj
´ ujh| ď 2ηj, τj |Btµh| ď

1
2
|χjh|,

êîòîðûå ñëåäóþò èç ïðåäñòàâëåíèÿ µR “ R̃ ´ I˚1,tuh “ I˚1,tpR ´ uhq, îáúåäè-

íåííîãî ñ Çàìå÷àíèåì 5.15, à òàêæå çäåñü èñïîëüçóåòñÿ (5.39). Íàêîíåö, çà-

ìåòèì, ÷òî |µp¨, t`m´1q| “ |µRp¨, t
`
m´1q| ď ηm, ïîýòîìó ìíîæèòåëü ïðè ηm ðàâåí

1` 2 “ 3 “ C˚2 . Òåîðåìà äîêàçàíà. l

5.4.2 Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à (4.3)

Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.3) â îãðàíè÷åííîé ïîëèãîíàëü-

íîé îáëàñòè Ω Ă Rn, n “ 1, 2, 3, à ujh � ðåøåíèåì äèñêðåòíîé çàäà÷è (5.18),

ïðè ýòîì V j
h è x¨, ¨yh íà êàæäîì âðåìåííîì óðîâíå tj òàêîâû, ÷òî ñïðàâåä-

ëèâà àïîñòåðèîðíàÿ îøèáêà òèïà (5.3) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé

çàäà÷è.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.18. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà Òåîðåìû 5.17 ñïðàâåäëèâà

äëÿ çàäà÷è (4.3), ïðè ýòîì ϑh óïðîùàåòñÿ ê âèäó (5.17) ïðè p “ 2, à ηj`1

îïèñàíî â (5.10b) è èñïîëüçóåò ýëëèïòè÷åñêèé îöåíèâàòåëü η èç (5.3).

5.5 Ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêè-

íà dG(1)

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ, íàøå âíèìàíèå áóäåò â îñíîâíîì ïîñâÿùåíî

ìåòîäó dG(r) ïðè r “ 1; ïðè r ą 1 ñì. Çàìå÷àíèå 5.23. Ðàññìîòðèì ïîëíî-

ñòüþ äèñêðåòíûé ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà dG(1) äëÿ çàäà÷è (4.3), ïîëó-

÷àåìûé ïðèìåíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè (5.5) ê ïîëóäèñêðåò-

íîìó ìåòîäó dG(1) (4.29): Ïðè j “ 0, . . . ,M ´ 1 íàéòè u
j`1{3
h , uj`1

h P V̊ j`1
h ,
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óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

@ uj`1
h ´ ûjh
τj`1

, wh
D

h
` ε2

@

1
4
∇p3uj`1{3

h ` uj`1
h q,∇wh

D

` 1
4

@

3f
j`1{3
h ` f j`1

h , wh
D

h
“ 0,

@ u
j`1{3
h ´ ûjh
τj`1

, wh
D

h
` ε2

@

1
12
∇puj`1{3

h ´ uj`1
h q,∇wh

D

` 1
12

@

5f
j`1{3
h ´ f j`1

h , wh
D

h
“ 0,

(5.42)

@wh P V̊
j`1
h , ãäå èñïîëüçóþòñÿ f j`αh :“ fp¨, tj`α, u

j`α
h q. Êàê è ðàíüøå, x¨, ¨yh �

ëèáî òî÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå x¨, ¨y â L2pΩq, ëèáî æå íåêîòîðàÿ êâàä-

ðàòóðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ x¨, ¨y.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ìåòîä (5.42) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåí â âèäå

Pj`1
h

“

uj`1
h ´ ûjh

‰

` 1
4
τj`1

`

3Ψj`1{3
`Ψj`1

˘

“ 0, (5.43a)

Pj`1
h

“

u
j`1{3
h ´ ûjh

‰

` 1
12
τj`1

`

5Ψj`1{3
´Ψj`1

˘

“ 0. (5.43b)

Çäåñü

Ψj`α :“ Lhptj`αquj`αh ` Pj`1
h

“

fp¨, tj`α, u
j`α
h q

‰

ïðè α P t1
3
, 1u, (5.43c)

ãäå Lhptq è Pj`1
h óäîâëåòâîðÿþò (5.6). Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ x¨, ¨yh

îïåðàòîðû Lhptq è Pj`1
h îïèñàíû â Çàìå÷àíèÿõ 5.1 è 5.2. Òàêèì îáðàçîì, (5.43)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîëíóþ äèñêðåòèçàöèþ òèïà dG(1) äëÿ àá-

ñòðàêòíîé ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è (4.1), ïîëó÷àåìóþ ïðèìåíåíèåì ïðîñòðàí-

ñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè (5.2) ê ïîëóäèñêðåòíîé çàäà÷å (5.5).

Çàìåòèì, ÷òî uj`αh îáðàùàåòñÿ â íóëü íà BΩ, ïîýòîìó Ihrfp¨, tj`α, 0qs “

Ihrfp¨, tj`α, u
j`α
h qs íà BΩ, ïîýòîìó Ψj`α P V̊ j`1

h ïðè α P t1
3
, 1u, è ñëåäîâàòåëüíî

ôîðìóëèðîâêà (5.43) êîððåêòíà.

5.5.1 Àïîñòåðèîðíûé àíàëèç íà îñíîâå êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ ýë-

ëèïòè÷åñêèõ ðåêîíòðóêöèé

Äëÿ îöåíêè îøèáêè ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ìåòîäà dG(1) èç (5.43) âîñïîëü-

çóåìñÿ ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè èñïîëüçîâàííûì â �4.6 ïðè àíàëèçå
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ïîëóäèñêðåòíîãî ìåòîäà. Ïîëîæèì A :“ t0`, 1
3
, 1u, ïðè ýòîì ýëëèïòè÷åñêèå

ðåêîíñòðóêöèè R̂j, Rj`1{3 è Rj`1 îïèñàíû â (5.12). Èõ îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçó-

þò ĝj, gj`1{3 è gj`1, îïèñàííûå â (5.10c), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóþò

ψ̂jh, ψ
j`1{3
h è ψj`1

h . Îïðåäåëèì ïîñëåäíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ
j`1{3
h :“ ´

uj`1
h ´ûjh
2τj`1

´ 3
u
j`1{3
h ´ûjh
2τj`1

, ψj`1
h :“ ´5

uj`1
h ´ûjh
2τj`1

` 9
u
j`1{3
h ´ûjh
2τj`1

, (5.44a)

ψ̂jh :“ Lhpt`j q ûjh ` Pj`1
h rfp¨, tj, û

j
hqs. (5.44b)

Çàìåòèì, ÷òî èç (5.44a) ñëåäóåò âàðèàíò (5.43):

uj`1
h ´ ûjh `

1
4
τj`1

`

3ψ
j`1{3
h ` ψj`1

h

˘

“ 0, (5.45a)

u
j`1{3
h ´ ûjh `

1
12
τj`1

`

5ψ
j`1{3
h ´ ψj`1

h

˘

“ 0. (5.45b)

Åñëè æå ûjh P V̊
j`1
h (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ A èç (5.7a)), òî (5.45) è (5.43)

ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ïðè ýòîì Ψj`α “ ψj`αh ïðè α P t1
3
, 1u).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.19. Ñðàâíåíèå (5.45) è (5.43) ïðèâîäèò ê Ψj`α “

Pj`1
h ψj`αh ïðè α P t1

3
, 1u. Ïîýòîìó, â ñèëó (5.43c), çàêëþ÷àåì, ÷òî ψ

j`1{3
h

è ψj`1
h óäîâëåòâîðÿþò (5.9b). Òàêæå, ψ̂jh èç (5.44b) ïðèíàäëåæèò V̊ j`1

h ,

ïîýòîìó ψ̂jh óäîâëåòâîðÿåò (5.9a). Ñëåäîâàòåëüíî R̂j, Rj`1{3 è Rj`1 óäîâëå-

òâîðÿþò (5.14) ïðè A :“ t0`, 1
3
, 1u è ηj`1 èç (5.10b).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.20. Òåîðåìà 5.22 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþ-

áîé òðîéêè ôóíêöèé ψ̂jh, ψ
j`1{3
h ψj`1

h , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (5.9) è (5.45).

Íàïðèìåð, ìîæíî çàìåíèòü Pj`1
h rfp¨, tj, û

j
hqs â (5.44b) íà fp¨, tj, û

j
hq, îäíàêî

äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ íåñêîëüêî óñëîæíèò âû÷èñëåíèå ψ̂jh.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.21 (Ñëó÷àé B). Â ñëó÷àå (5.7b) ïðè ûjh :“ ujh áî-

ëåå åñòåñòâåííî çàìåíèòü (5.44b) íà ψ̂jh :“ ψjh (ïîñêîëüêó òîãäà ψ̂jh ëåã-

êî âû÷èñëÿåòñÿ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè äàííîé çàìåíå (5.9a) ïåðåñòàåò âû-

ïîëíÿòüñÿ, à âîò îöåíêè (5.14) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè ìû çàìå-

íèì η
`

V j`1
h , ûjh, ĝ

jp¨, ûjhq
˘

â (5.10b) íà η
`

V j
h , u

j
h, g

jp¨, ujhq
˘

. Ñëåäîâàòåëüíî Òåî-

ðåìà 5.22 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè îïèñàííûõ ìîäèôèêàöèÿõ.
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×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íàøó îöåíêó äëÿ îøèáêè uh´u, îáîáùèì êóñî÷íî-

êâàäðàòè÷íûé èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð I2,t èç (4.30) äëÿ ëþáîé íåïðå-

ðûâíîé ñëåâà ôóíêöèè w “ wptq. Äëÿ ýòîãî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ èíòåðïî-

ëÿöèîííûå óçëû t`j , tj`1{3 è tj`1:

I˚2,twp0q :“ w0, I˚2,twptq :“ Î1,twptq ` 3 r2ŵj ´ 3wj`1{3
` wj`1

s ¨ 1
6
τ´1
j`1 ζ2

` t´tj
τj`1

˘

,

ãäå Î1,twptq :“ wj`1
´ twj`1

´ wj`1{3
u ¨ 3

2

` tj`1´t

τj`1

˘

(5.46)

ïðè t P ptj, tj`1s, j “ 0, . . . ,M ´ 1, ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ŵj :“

wpt`j q è wj`α :“ wptj`αq. Ïðèìåíÿÿ I˚2,t ê ýëëèïòè÷åñêèì ðåêîíñòðóêöèÿì

R̂j, Rj`1{3 è Rj`1, àññîöèèðóåìûì ñ âðåìåííûìè óðîâíÿìè t`j , tj`1{3 è tj`1,

îïðåäåëèì

R̃p¨, 0q :“ R̂0
“ R0, R̃p¨, tq :“ I˚2,ttR̂

j, Rj`1{3, Rj`1
u ïðè t P p0, T s. (5.47)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîå ïî âðåìåíè ÷èñëåííîå ðå-

øåíèå:

ũhp¨, 0q :“ û0
h “ u0

h, ũhp¨, tq :“ I˚2,ttû
j
h, u

j`1{3
h , uj`1

h u ïðè t P p0, T s. (5.48)

Ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ

ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ìåòîäà dG(1).

Ò å î ð å ì à 5.22. Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1), (4.2),

óäîâëåòâîðÿþùåé Óñëîâèþ 4.1, à ujh ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (5.43) ïðè ëþáûõ

ûjh P H
1
0 pΩq. Òîãäà ñïðàâåäëèâà àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà (5.8), â êîòîðîé

χj`1
h :“ 3τj`1 r2ψ̂

j
h ´ 3ψ

j`1{3
h ` ψj`1

h s, (5.49)

ãäå ψ̂j, ψ
j`1{3
h è ψj`1

h îïèñàíû â (5.44), ηj � â (5.10). Ïðè ýòîì A “ t0`, 1
3
, 1u,

ïîñòîÿííûå C1 “
2
81
, C2 “

1
6
, C˚1 “

5
3
, C˚2 “ 10, à

ϑh :“ ψ̃R ´ I
˚
2,tψ̃R, ψ̃R :“ LptqR̃ ` fp¨, t, R̃q (5.50)

ïðè t P r0, T s, ãäå I˚2,t è R̃ îïèñàíû â (5.46) è (5.47).



203

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàññóæäåíèÿìè,

àíàëîãè÷íûìè èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 4.13. (Ïîäðîá-

íîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [175, �11.1].) l

Ç à ì å ÷ à í è å 5.23 ( dGprq ïðè r ą 1). Âûøåîïèñàííûå ðåçóëüòàòû,

âêëþ÷àÿ àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó èç Òåîðåìû 5.22, ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà

ñëó÷àé ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ òèïà dGprq ñ êâàäðàòóðîé Ðàäî

ïðè r ą 1 (àíàëîãè÷íî àíàëèçó, ïðèâåäåííîìó â �4.6 äëÿ ïîëóäèñêðåòíûõ

ìåòîäîâ òèïà dGprq). Â ýòîì ñëó÷àå â àïîñòåðèîðíîé îöåíêå (5.8) áóäóò

ïðèñóòñòâîâàòü âåëè÷èíû χj`1
h èç (4.27), ïðè ýòîì ψj`α áóäóò çàìåíåíû

íà ψj`αh , à çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ C1 è C2 îñòàíóòñÿ òåìè æå, ÷òî è â

Òåîðåìå 4.13.

5.5.2 Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à (4.3)

Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.3) â îãðàíè÷åííîé ïîëèãîíàëü-

íîé îáëàñòè Ω Ă Rn, n “ 1, 2, 3, à ujh � ðåøåíèåì äèñêðåòíîé çàäà÷è (5.42),

ïðè ýòîì V j
h è x¨, ¨yh íà êàæäîì âðåìåííîì óðîâíå tj òàêîâû, ÷òî ñïðàâåä-

ëèâà àïîñòåðèîðíàÿ îøèáêà òèïà (5.3) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé

çàäà÷è.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.24. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà Òåîðåìû 5.22 ñïðàâåäëèâà

äëÿ çàäà÷è (4.3), ïðè ýòîì ϑh óïðîùàåòñÿ ê âèäó (5.17) ïðè p “ 3, à â

(5.10b) èñïîëüçóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé îöåíèâàòåëü η èç (5.3).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.25 (Ðåãóëÿðíûé ðåæèì ε “ 1). Ïóñòü ε “ 1, γ ě 0,

à V j
h è x¨, ¨yh îïðåäåëåíû êàê îïèñàíî â �5.6.1, ò. å. T jh ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íî êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèåé îáëàñòè Ω̄, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ

T , V j
h � ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè l ě 1, à V̊ j
h :“ V j

h XH1
0 pΩq. Ïðè

ýòîì èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà âèäà xϕ,wyh :“
ř

TPT jh
QT pϕwq,

îïèñàííàÿ â �5.6.1. Òîãäà Ñëåäñòâèå 5.24 ïðèìåíèìî ñ η “ η0 èç (5.51).
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Ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà dG(1) äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òèïà (4.3)

ïðè ε “ 1 ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [83, 62]. Â ýòîì ñëó÷àå f “ fpx, tq,

ïîýòîìó (5.49) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå χj`1
h “ 6τj`1 L̊j`1

h rûjh´ Î1,tuhpt
`
j qs `

τ 3
j`1B

2
t fpx, t

1q ïðè íåêîòîðîì ïðîìåæóòî÷íîì t1 P rtj, tj`1s. Çäåñü èñïîëüçó-

åòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð Î1,t èç (5.46), à òàê-

æå äèñêðåòíûé îïåðàòîð L̊j`1
h , àíàëîãè÷íûé Lj`1

h , òîëüêî òåïåðü L̊j`1
h :

H1
0 pΩq Ñ V̊ j`1

h . Ñ îïèñàííûìè óïðîùåíèÿìè, àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà èç Ñëåä-

ñòâèÿ 5.24 àíàëîãè÷íà ñîîòâåòñâóþùåé îöåíêå [83, (1.14)] (õîòÿ îíè è

íåèäåíòè÷íû). Áîëåå ïîäðîáíî, â ïîñëåäíåé îöåíêå òàêæå ïðèñóòñâóþò

τj`1}L̊j`1
h rûjh´ Î1,tuhpt

`
j qs}8,Ω è τ 3

j`1}B
2
t f}8,Ω. (Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îöåíêà

[83, (1.14)] ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.) Àïîñòåðèîðíàÿ æå îöåíêà èç

[62] èìååò ïîðÿäîê 2 ïî âðåìåíè, ïîñêîëüêó â íåé ïðèñóòñòâóþò ñëàãàå-

ìûå òèïà }ûjh ´ Î1,tuhpt
`
j q}8,Ω “ Opτ 2

j`1q. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [115],

â êîòîðîé ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà â äðóãèõ

íîðìàõ.

5.6 Ýëëèïòè÷åñêèå îöåíèâàòåëè

Çäåñü áóäóò ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ýëëèïòè÷åñêèå îöåíèâàòåëè

òèïà (5.3) äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýëëèïòè÷åñêîé ìîäåëüíîé çàäà÷è (5.4) è åå

äèñêðåòèçàöèé â âèäå (5.5). Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåñòâóþùèõ ñèòóàöèÿõ ïîëó-

÷åííûå â äàííîì ïàðàãðàôå ïàðàáîëè÷åñêèå îöåíèâàòåëè ìîãóò áûòü îáúåäè-

íåíû ñ ýëëèïòè÷åñêèìè îöåíèâàòåëÿìè èç ��1�3. Îäíàêî, ãëàâíûì îáðàçîì

ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ, çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû áîëåå ïðîñòûå, ïî

ñðàâíåíèþ ñ ��1�3, ñëó÷àè, è ñîîòâåòñòâåííî áîëåå ïðîñòûå ýëëèïòè÷åñêèå

îöåíèâàòåëè.

5.6.1 Ýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à: ðåãóëÿðíûé ðåæèì

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé âàðèàíò (5.4) íàøåé ìîäåëüíîé çàäà÷è (4.3) ïðè

ε :“ 1. Ïóñòü v ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5.4) ïðè ε “ 1, γ ě 0
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â îãðàíè÷åííîé ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè Ω Ă Rn, n “ 2, 3, à vh � ðåøåíèåì

äèñêðåòíîé çàäà÷è (5.5) ãäå Vh è x¨, ¨yh îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü T jh ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèåé îáëàñòè Ω̄,

ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ T , V j
h � ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè l ě 1, à

V̊ j
h :“ V j

h X H1
0 pΩq. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ xϕ,wyh :“

ř

TPT jh
QT pϕwq, ãäå QT

� íåêîòîðàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ èíòåãðàëîâ ïî T ñ ïîëîæèòåëüíû-

ìè âåñàìè è êâàäðàòóðíûìè òî÷êàìè â T , ïðè ýòîì ôîðìóëà QT ÿâëÿåòñÿ

òî÷íîé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè q ïðè q ě maxt2l ´ 2, 1u.

Ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ Òåîðåìà 4.2 â ðàáîòå [125] îïèñûâàåò ñëåäóþùóþ

àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó òèïà (5.3):

η0

`

Vh, vh, gp¨, vhq
˘

:“
”

c0 max
TPTh

!

h2
T

›

›p4vh ´ gp¨, vhqq
›

›

8,T
` hT

›

›rrBnvhss
›

›

8,BT zBΩ

)

` c1

›

›νqn{2,T
›

›

ln{2
` c2

›

›hT ν
q´1
n,T

›

›

ln

ı

ˆ | lnhmin|
2. (5.51)

Çäåñü hmin îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíûé äèàìåòð ýëåìåíòîâ ñåòêè, hT � äèà-

ìåòð ýëåìåíòà T , rrBnvhss � ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïðè ïåðåñå÷åíèè

ãðàíèöû ýëåìåíòà. Òàêæå, } ¨ }lp îáîçíà÷àåò íîðìó lp, à âåëè÷èíû

νq
1

n1,T :“ |T |1{n
1 ›

›gp¨, vhq ´ Ih,q1rgp¨, vhqs
›

›

8,T

îïðåäåëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî îïåðàòîðà

Ëàãðàíæà Ih,q1 ñòåïåíè ď q1.

5.6.2 Ýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à: ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííûé

ðåæèì

Äàëåå ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé âàðèàíò (5.4) íàøåé ìîäåëüíîé çàäà÷è (4.3)

ïðè ε ! 1 è n “ 1. Ïóñòü v ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì (5.4) ïðè ε P p0, 1s

è γ ą 0 â îáëàñòè Ω :“ p0, 1q, à vh � ðåøåíèåì äèñêðåòíîé çàäà÷è (5.5),

ãäå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî Vh ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå txiu
N
i“1, ïðè ýòîì

0 “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xN “ 1 è hi :“ xi ´ xi´1.
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Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ âàðèàíòà äëÿ x¨, ¨yh, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî îïåðàòîðà Ih:

xϕ,whyh :“ xIhϕ,why, (ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðà) (5.52a)

xϕ,whyh :“ xIhrϕwhs, 1y. (ñîñðåäîòî÷åííûå ìàññû) (5.52b)

Ç à ì å ÷ à í è å 5.26. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü Çàìå÷àíèÿ 5.1 and 5.2,

ïîêàæåì ÷òî è (5.52a), è (5.52b) ïðèâîäÿò ê äèñêðåòèçàöèÿì òèïà (5.2).

Äåéñòâèòåëüíî, (5.52a) ñîîòâåòñâóåò Lh :“ ´ε2rB2
xsh è Ph :“ Ih. Ïðè ýòîì

îïåðàòîð rB2
xsh : H1

0 pΩq Ñ V̊h ` ε´2Ihrgp¨, 0qs îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

x´rB2
xshϕ, why “ xϕ

1, w1hy ïðè @ϕ P H
1
0 pΩq, wh P V̊h. Ñëåäîâàòåëüíî äèñêðåò-

íàÿ çàäà÷à íà îñíîâå (5.52a) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

´ε2
rB2
xshvh ` Ihrgp¨, vhqs “ 0. (5.53a)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (5.52b) ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíîé òðåõòî÷å÷íîé ðàçíîñò-

íîé ñõåìå ´ε2δ2
xvh,i ` gpxi, vh,iq “ 0 ïðè i “ 1, . . . , N ´ 1, ãäå èñïîëüçóåò-

ñÿ δ2
xvh,i :“ 2

hi`hi`1

“

1
hi`1

pvh,i`1 ´ vh,iq ´
1
hi
pvh,i ´ vh,i´1q

‰

. Ïîëîæèì δ2
xvh,i :“

ε´2 gpxi, vh,iq ïðè i “ 0, N . Òîãäà, ïðèìåíèâ ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ Ih ê

tδ2
xvh,iu

N
i“0, ìîæåì ïðåäñòàâèòü äèñêðåòíóþ çàäà÷ó íà îñíîâå (5.52b) â âè-

äå

´ε2 Ihrδ
2
xvhs ` Ihrgp¨, vhqs “ 0, (5.53b)

ãäå çíà÷åíèÿ δ2
xvh,i ëåãêî âû÷èñëÿåìû.

Îïèøåì àïîñòåðèîðíûå îöåíêè òèïà (5.3) èç [164, 111, 112] ñ η :“ ηε, ãäå

ηε “ ηε,p5.52aq ïðè (5.52a) è ηε “ ηε,p5.52bq ïðè (5.52b):

ηε,(5.52a)
`

Vh, g˚
˘

:“ max
i“1,...,N

!

h2
i

4ε2
}Ihg˚}8,pxi´1,xiq

)

` γ´2
}g˚ ´ Ihg˚}8,p0,1q, (5.54a)

ηε,(5.52b)
`

Vh, g˚
˘

:“ ηε,(5.52a) ` max
i“1,...,N

!

h2
i

6γ ε
}BxpIhg˚q}8,pxi´1,xiq

)

, (5.54b)

ãäå g˚ :“ gp¨, vhq.
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.27. Ýëëèïòè÷åñêèå àïîñòåðèîðíûå îöåíêöè (5.54a) è

(5.54b) ÿâëÿþòñÿ ðîáàñòíûìè íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íèõ ïðèñóòñòâóþò

îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ε. Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâ-

ëåíèÿìè (5.53a) è (5.53b), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ äàííûõ äâóõ äèñêðåòèçà-

öèé âåëè÷èíà ε´2h2
i |Ihg˚| “ ε´2h2

i |Ihrgp¨, vhqs| ñòàíîâèòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

h2
i |rB

2
xshvh| è h2

i |δ
2
xvh|, ò. å. ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê àïïðîêñèìèðóþ-

ùàÿ h2
i |B

2
xv|, ãäå v ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì ´ε2B2

xv ` gp¨, vq “ 0. Àíàëî-

ãè÷íî, ε´1h2
i |BxpIhg˚q| àïïðîêñèìèðóåò ε |B3

xv| » h2
i |B

2
xv|.
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Ãëàâà 3

Íåìîíîòîííûå ýëëèïòè÷åñêèå ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííûå óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè:

àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç è àïðèîðíûå îöåíêè

îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

�6 Àïðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ â ãëàäêîé

îáëàñòè

Ïîä íåìîíîòîííûìè ïîëóëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè áóäóò

ïîíèìàòüñÿ óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü ïî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íå

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, ïîýòîìó òàêèå óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî ðå-

øåíèé. Â ãëàäêîé äâóìåðíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîå ýëëèï-

òè÷åñêîå óðàâíåíèå ðåàêöèè-äèôôóçèè, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ε2 â êîòî-

ðîì ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü

ê îáðàçîâàíèþ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ. Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ

äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, à òàêæå èññëåäîâàíèå

èõ òî÷íîñòè íà ñãóùàþùèõñÿ â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ ñåòêàõ òèïà Áàõâàëîâà

è Øèøêèíà. Óñòàíîâëåí âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì

ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè Øèøêèíà) â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ïðè óñëîâèè ε ď Ch. Çäåñü h ą 0 ÿâëÿåò-
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ñÿ ìàêñèìàëüíûì äèàìåòðîì ýëåìåíòîâ ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî ñòåïåíåé

ñâîáîäû íå ïðåâîñõîäèò Ch´2. Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñõîäèìîñòè

áóäóò ïðîèëëþñòðèðîâàíû ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó íåìîíîòîííîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñî÷åòàíèè

ñ íàëè÷èåì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ñòàíäàðòíûé òåõ-

íè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê îøèá-

êè êàê äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ, òàê è äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ÷èñëåííûõ

ðåøåíèé, ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðèí-

öèïèàëüíî èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äèñêðåòíûõ âåðõíèõ è

íèæíèõ ðåøåíèé, ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûìè ìîäèôèêàöèÿ-

ìè àñèìòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Äàííûé ïîäõîä ðàíåå

èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ [70, 143, 182] äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, è âïåðâûå áûë îáîáùåí àâòîðîì äèññåðòàöèè íà ñëó÷àè ýë-

ëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â [163, 181]. Îñíîâíîé ìàòåðèàë

ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [163], à îáîáùåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà êðàòêî

îïèñàíû â �6.5 è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [179, 180, 181, 183].

6.1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ïîëóëèíåéíîå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå óðàâíåíèå ðåàêöèè-

äèôôóçèè

Fu ” ´ε24u` bpx, uq “ 0, x “ px1, x2q P Ω Ă R2, (6.1a)

upxq “ gpxq, x P BΩ, (6.1b)

ãäå ε � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷å-

íèÿ, 4 “ B2
x1
`B2

x2
îáîçíà÷àåò îïåðàòîð Ëàïëàñà, à Ω ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé

äâóìåðíîé îáëàñòüþ ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé BΩ. Òàêæå ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè b è g ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè. Íàñ èíòåðåñóþò

ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ (6.1). Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèÿ (6.1) ìîãóò òàêæå
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èìåòü âíóòðåííèå ïåðåõîäíûå ñëîè, êîòîðûå â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðè-

âàþòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [19, 38, 147, 183]).

Ïîëàãàÿ ε “ 0 â (6.1a), ïîëó÷àåì âûðîæäåííóþ âåðñèþ (6.1):

bpx, u0pxqq “ 0 äëÿ x P Ω. (6.2)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå u0 óðàâíåíèÿ (6.2), âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â (6.1b).

Â ëèòåðàòóðå ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå íåðåäêî ïðåäïîëàãàåòñÿ

(ñì., íàïðèìåð, [14, 133, 10]), ÷òî óðàâíåíèå (6.1a) ìîíîòîííî ïî u è, áîëåå òî-

ãî, bupx, uq ą γ2 ą 0 ïðè ëþáûõ px, uq P ΩˆR1 äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé

ïîñòîÿííîé γ. Ïðè äàííîì óñëîâèè âûðîæäåííàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì â Ω̄ (÷òî, â ñèëó êîìïàêò-

íîñòè Ω̄, ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè). Òåì íå ìåíåå,

äàííîå ãëîáàëüíîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñåðüåçíûì îãðàíè÷åíèåì. Íà-

ïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âîçíèêàþùèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè-

÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íåðåäêî èñïîëüçóþò óðàâíåíèÿ òèïà (6.1), â

êîòîðûõ bpx, uq íåìîíîòîííà ïî u [120, �14.7], [94, �2.3]. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â

íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå (6.1) áóäåò ðàññìîòðåíî ïðè ñëåäóþùèõ áîëåå ñëàáûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ [88, 38]:

A1 Ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå âûðîæäåííîå ðåøåíèå, ò. å. âûðîæäåííàÿ çàäà-

÷à (6.2) èìååò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå u0, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè

íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ ą 0 óñëîâèþ

bupx, u0q ą γ2
ą 0 äëÿ ëþáîãî x P Ω.

A2 Ãðàíè÷íîå óñëîâèå gpxq óäîâëåòâîðÿåò
ż v

u0pxq

bpx, sq ds ą 0 äëÿ ëþáîãî v P
`

u0pxq, gpxq
‰1
, x P BΩ.

Èñïîëüçóåìîå çäåñü îáîçíà÷åíèå pa, bs1 ñîâïàäàåò ñ pa, bs ïðè a ă b è

rb, aq ïðè a ą b, â òî âðåìÿ êàê pa, bs1 “ H ïðè a “ b.
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Ðèñ. 6.1: Ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è (6.37): âî âíóòðåííåé

÷àñòè îáëàñòè upxq « ū0pxq (ñëåâà) èëè upxq « ´ū0pxq (ñïðàâà), ãäå ˘ū0pxq

� óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è (6.2).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè gpxq « u0pxq, òî A2 ñëåäóåò èç A1 è (6.2), â òî âðåìÿ êàê

åñëè gpxq “ u0pxq â íåêîòîðîé òî÷êå x P BΩ, òî A2 íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì

íà g â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Óñëîâèÿ A1 è A2 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ çàäà÷è (6.1) è ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî-

ãðàíñëîéíîå ðåøåíèå u, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå u « u0 âî

âíóòðåííåé ÷àñòè îáëàñòè, â òî âðåìÿ êàê âäîëü ãðàíèöû îáëàñòè âîçíèêà-

åò ïîãðàíè÷íûé ñëîé øèðèíû Opε| ln ε|q [88, 38]; ñì. Òåîðåìó 6.2, à òàêæå

[182], ãäå óñëîâèÿ A1 è A2 îáñóæäàþòñÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî

óñëîâèå A1 ëîêàëüíî, ò. å. âûðîæäåííàÿ çàäà÷à (6.2) ìîæåò îáëàäàòü áîëåå,

÷åì îäíèì óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì. Åñëè æå íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé

âûðîæäåííîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì A2, òî èñõîäíàÿ çàäà÷à (6.1)

îáëàäàåò íåñêîëüêèìè ïîãðàíñëîéíûìè ðåøåíèÿìè; ñì. Ðèñ. 6.1.

Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ÷èñëåííûé ìåòîä èñïîëüçóåò äèñêðåòèçàöèþ îá-

ëàñòè, êîòîðóþ èëëþñòðèðóåò Ðèñ. 6.2, (áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå äàíî â

�6.3.1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñãóùàþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè ïîãðàíñëîÿ ñåòîê òèïà

Áàõâàëîâà è Øèøêèíà, ÷èñëî óçëîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò Ch´2. Çäåñü
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Ðèñ. 6.2: Ïðèìåð ñãóùàþùåéñÿ â ïîãðàíñëîå ñåòêè.

h ą 0 � ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ýëåìåíòîâ ñåòêè.

×òî êàñàåòñÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (6.1a), òî îíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íà êðèâîëèíåéíîé ïðÿìîóãîëü-

íîé ÷àñòè ñåòêè è ëèíåéíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè

ìàññàìè íà êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå (Delaunay) âî âíóòðåí-

íåé ÷àñòè îáëàñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçóåìîãî çäåñü òåõíè÷åñêîãî àïïà-

ðàòà, êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì ðàññìàòðèâàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ îïåðàòîðà ´4 ñîîòâåòñòâóåò M -ìàòðèöå. Ïîñëåäíåå

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûå íèæíèå è âåðõíèå ðåøåíèÿ ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèè åãî òî÷íîñòè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà, Òåîðåìà 6.28, óñòàíàâëèâàåò âòî-

ðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè

Øèøêèíà) â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïà-

ðàìåòðó ε.

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäóò ñäåëàíû åùå äâà ïðåäïîëîæåíèÿ.

×òîáû íå ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

u0pxq ă gpxq äëÿ âñåõ x P BΩ. (6.3)
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Òàêæå â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ε ď Ch. (6.4)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà ïðàêòèêå ïðè ìàëûõ çíà÷å-

íèÿõ ε, â òî âðåìÿ êàê ε “ Op1q ïðèâîäèò ê çàäà÷å (6.1), êîòîðàÿ ïðèíöè-

ïèàëüíî îòëè÷íà îò ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü è ñ òåîðåòè÷åñêîé, è ñ âû÷èñëè-

òåëüíîé òî÷åê çðåíèÿ.

Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà (6.1) áûëî èçó÷åíî â

ðàáîòàõ [70, 143, 182]. Äàííûé ïàðàãðàô â áîëüøîé ñòåïåíè îáîáùàåò ïîä-

õîä [182] íà ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ëèíåéíûå ìîíîòîííûå âåð-

ñèè çàäà÷è (6.1) ðàññìàòðèâàëèñü â [117, 66]. Â [117] Ìåëåíê óñòàíàâëèâàåò

îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå äëÿ hp ìåòîäîâ

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ñãóùàþùèõñÿ â ïîãðàíñëîÿõ ñåòêàõ â ñëó÷àå êðèâî-

ëèíåéíîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè. Â ðàáîòå [66] ïîëó÷åíû îöåíêè ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèèÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íà

ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå Øèøêèíà â êâàäðàòíîé îáëàñòè. Ïîëóëèíåéíàÿ çàäà÷à

(6.1) ïðè óñëîâèè bu ą γ2 ą 0 äëÿ âñåõ px, uq ðàññìîòðåíà â [133, 10, 11]. Â

ðàáîòå [133], àâòîðû óñòàíàâëèâàþò ïîòî÷å÷íûå îöåíêè îøèáêè äëÿ ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ.

Áëàòîâ [10, 11] ïîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà â íîðìå ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ (ïðè óñëîâèè ε| ln ε| ď Ch àíàëîãè÷íîì (6.4)). Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàò-

ðèâàåìûå çäåñü ñåòêè àíàëîãè÷íû [10, 11], â òî âðåìÿ êàê ðàññìàòðèâàìûé

÷èñëåííûé ìåòîä îòëè÷åí, ïîñêîëüêó â [10, 11] ðàññìàòðèâàþòñÿ áèëèíåéíûå

êîíå÷íûå ýëåìåíòû íà ïðÿìîóãîëüíîé â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ÷àñòè

ñåòêè (èñïîëüçóåìîé âäîëü ãðàíèöû). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåõíèêà àíàëè-

çà, èñïîëüçóåìàÿ â äàííîì ïàðàãðàôå, âåñüìà ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òåõíèêè

Áëàòîâà. Â ÷àñòíîñòè, Áëàòîâ îöåíèâàåò îøèáêó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç

îøèáêó èíòåðïîëÿöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê âåñüìà òåõíè÷åñêè òðóäîåìêèì äîêà-

çàòåëüñòâàì, â òî âðåìÿ êàê â äàííîì ïàðàãðàôå ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàí ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä, îñíîâàí-
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íûé íà íåëèíåéíîé ìîäèôèêàöèè àñèìòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ èñõîäíîé

çàäà÷è (6.1) ïðè ïîñòðîåíèè äèñêðåòíûõ íèæíèõ è âåðõíèõ ðåøåíèé.

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû íà÷íåì ñ îá-

ñóæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷è (6.1) è ïîñòðîåíèÿ âåðõ-

íèõ è íèæíèõ ðåøåíèé â �6.2. Äàëåå, â �6.3 áóäóò îïèñàíû ñãóùàþùèåñÿ â

îêðåñòíîñòè ïîãðàíñëîÿ ñåòêè, à òàêæå ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ÷èñëåííûé

ìåòîä äëÿ çàäà÷è (6.1). Òàêæå áóäóò óñòàíîâëåíû ñóùåñòâîâàíèå è îöåíêè

ñõîäèìîñòè äëÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ íà ñåòêàõ òèïà Áàõâàëîâà

è Øèøêèíà. Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè áóäóò ïðîèëëþñòðèðîâàíû

ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ â �6.4. Â çàêëþ÷åíèå, îáîáùåíèÿ èñ-

ïîëüçóåìîãî ïîäõîäà áóäóò êðàòêî îïèñàíû â �6.5

Îáîçíà÷åíèÿ. Â äàííîì ïàðàãðàôå C èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïî-

ëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ, âîçìîæíî ïðèíèìàþùèõ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, íî

âñåãäà íåçàâèñÿùèõ îò h è ε. Ïðîíóìåðîâàííûå ïîñòîÿííûå C (íàïðèìåð,

C1) ïðèíèìàþò ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ, îñòàâàÿñü íåçàâèñèìûìè îò h è ε.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåëè÷èí w1 è w2, îáîçíà÷åíèå w1 “ Opw2q ïîäðàçóìåâàåò,

÷òî |w1| ď Cw2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g P CpΩ̄q, îáîçíà÷åíèÿ gi èëè gij ñîîò-

âåòñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ gpXiq èëè gpxijq, ãäå Xi P Ω̄ è xij P Ω̄ ÿâëÿþòñÿ

óçëàìè ñåòêè.

6.2 Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç, âåðõíèå è íèæíèå ðåøå-

íèÿ

Êðàòêî îïèøåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èç [38]; ñì. òàêæå [21, �4],

[147, �3.1.1]) äëÿ ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ. Äàëåå, îíî áóäåò ìîäèôèöèðîâàíî, îïÿòü

÷àñòè÷íî ñëåäóÿ [38], ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé äëÿ

çàäà÷è (6.1).
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6.2.1 Ëîêàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

Ïàðàìåòðèçóåì ãðàíèöó îáëàñòè BΩ:

x1 “ ϕplq, x2 “ ψplq, 0 ď l ď L,

ãäå pϕp0q, ψp0qq “ pϕpLq, ψpLqq, è ïðè âîçðàñòàíèè l îáëàñòü îñòàåòñÿ ñëåâà.

Âñå ôóíêöèè ïåðåìåííîé l îïðåäåëåííûå çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà r0, Ls áóäóò

ïîíèìàòüñÿ êàê L-ïåðèîäè÷åñêèå. Áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå τ ą 0

äëÿ äëèíû òàíãåíöèàëüíîãî âåêòîðà pϕ1, ψ1q, à òàêæå êðèâèçíà κ ãðàíèöû â

òî÷êå pϕplq, ψplqq, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

τ “
a

ϕ12 ` ψ12, κ “ κplq “
ϕ1ψ2 ´ ψ1ϕ2

τ 3
.

Â óçêîé îêðåñòíîñòè BΩ, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà ïîçæå, ââåäåì êðèâîëè-

íåéíûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû pr, lq:

x1 “ ϕplq ` rn1plq, x2 “ ψplq ` rn2plq, (6.5)

ãäå pn1, n2q åäèíè÷íûé âíóòðåííèé íîðìàëüíûé âåêòîð ê ãðàíèöå BΩ â òî÷-

êå pϕplq, ψplqq. Òàêèì îáðàçîì ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí ê òàíãåíöèàëüíîìó

âåêòîðó pϕ1, ψ1q è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

n1 “
´ψ1

τ
, n2 “

ϕ1

τ
.

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà BΩ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íàéäåòñÿ òàêàÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ

ïîñòîÿííàÿ C1, ÷òî â ïîäîáëàñòè Ω̄C1 “ t0 ď r ď C1u íîâûå êîîðäèíàòû îä-

íîçíà÷íî è êîððåêòíî îïðåäåëåíû, à îòîáðàæåíèå pr, lq ÞÑ px1, x2q ÿâëÿåòñÿ

âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ïðè èñïîëüçîâàíèè íîâûõ êîîðäèíàò, óäîáíî èñïîëü-

çîâàòü íåîòðèöàòåëüíóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ-ñðåçêó ωpxq, êîòîðàÿ ðàâíà 1 ïðè

r ď C1{2 è èñ÷åçàåò â Ω̄zΩ̄C1 .

Ë å ì ì à 6.1 ([163, Appendix A]). Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (6.5) ÿâ-

ëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, à îïåðàòîð Ëàïëàñà äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

4u “ η´1 B

Br

´

η
Bu

Br

¯

` ζ
B

Bl

´

ζ
Bu

Bl

¯

, ãäå η :“ 1´ κr, ζ :“ pτηq´1. (6.6)
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6.2.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ââåäåì ðàñòÿíóòóþ ïåðåìåííóþ

ξ :“ r{ε (6.7)

è ôóíêöèè v0pξ, lq è v1pξ, lq, óäîâëåòâîðÿþùèå

´
B2v0

Bξ2
` bpx̄, u0px̄q ` v0q“0, (6.8)

´
B2v1

Bξ2
` v1bupx̄, u0px̄q ` v0q“´ξ

d

dr
b
`

x, u0pxq ` t
˘

ˇ

ˇ

ˇ

x“x̄,t“v0

´κ
Bv0

Bξ
(6.9)

ïðè ξ ą 0, à òàêæå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

v0p0, lq “ gpx̄q ´ u0px̄q, v1p0, lq “ 0, v0p8, lq “ v1p8, lq “ 0. (6.10)

Çäåñü x “ xpr, lq îïðåäåëÿåòñÿ (6.5), à

x̄ “ x̄plq :“ pϕplq, ψplqq, η´1Bη

Br

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
“

´κ

1´ κr

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
“ ´κ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî l óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå v0, ÿâëÿåòñÿ àâòîíîì-

íûì íåëèíåéíûì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, à óñëîâèÿ

A1 è A2 îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé

v0 è v1 [182, 38]; ñì. òàêæå Ëåììó 6.4.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îïèñûâàåò çíà÷èòåëüíî óïðîùåííóþ âåðñèþ Òåî-

ðåìû 3 èç [38].

Ò å î ð å ì à 6.2. [38] Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A1 è A2, äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ çíà÷åíèé ε ñóùåñòâóåò ðåøåíèå upxq çàäà÷è (6.1) â îêðåñòíîñòè

àñèìòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà u0pxq ` v0pξ, lqωpxq. Â òî

æå âðåìÿ äëÿ àñèìïòîèòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

uaspxq :“ u0pxq `
“

v0pξ, lq ` εv1pξ, lq
‰

ωpxq

ñïðàâåäëèâî

ˇ

ˇFuaspxq
ˇ

ˇ ď Cε2,
ˇ

ˇupxq ´ uaspxq
ˇ

ˇ ď Cε2 äëÿ ëþáîãî x P Ω̄. (6.11)
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Ç à ì å ÷ à í è å 6.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èç Òåîðåìû 6.2

îïèñûâàåò íåêîòîðûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ u. Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,

âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì ÿâëÿ-

åòñÿ âåñüìà äîðîãîñòîÿùèì, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ðåøèòü, âîç-

ìîæíî ÷èñëåííî, íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ, âîçìîæíî íåëèíåéíûõ, çà-

äà÷. Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíèìûõ

ê ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó çàäà÷, ïðèìåíåíèå ïîñëåäíèõ ê ðåøåíèþ èñõîä-

íîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì è ýôôåêòèâíûì.

6.2.3 Ìîäèôèöèðîâàííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, âåðõíèå è

íèæíèå ðåøåíèÿ

Ïðè ïîñòðîåíèè âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèÿ

vpξ, l; pq, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

´
B2v

Bξ2
` bpx̄, u0px̄q ` vq “ p v, (6.12)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

vp0, l; pq “ gpx̄q ´ u0px̄q, vp8, l; pqq “ 0. (6.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî vpξ, l; pq ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì v0pξ, lq èç (6.8), ïîñêîëüêó vpξ, l; 0q “

v0pξ, lq. Äàëåå ââåäåì

βpx; pq :“ u0pxq `
“

vpξ, l; pq ` εv1pξ, lq
‰

ωpxq ` C0p, (6.14)

ãäå C0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ áóäåò

îïðåäåëåíà íèæå. Îòìåòèì, ÷òî (6.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

βpx; pq “ uaspxq ` wpξ, l; pq ` C0p, wpξ, l; pq :“
“

vpξ, l; pq ´ vpξ, l; 0q
‰

ωpxq.

(6.15)

Äëÿ íåêîòîðûõ ìàëûõ çíà÷åíèé p ą 0 ôóíêöèè βpx;´pq è βpx; pq áóäóò ñî-

îòâåòñòâåííî âûñòóïàòü â ðîëè íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé. Ïàðàìåòð p,
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èñïîëüçóåìûé â îïðåäåëåíèÿõ v è β, âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûì è îáû÷íî âûáèðàåòñÿ opεq èëè, ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé,

ophq. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ñëåäóþùåé ëåììû, îïðåäåëåíèå ôóíêöèè β èìå-

åò ñìûñë.

Ë å ì ì à 6.4. Ïîëîæèì γ2
0 :“ min

xPBΩ
bupx, u0pxqq ą 0. Íàéäåòñÿ òàêîå

çíà÷åíèå p0 P p0, γ
2
0q, ÷òî äëÿ ëþáîãî |p| ď p0 ñóùåñòâóþò v0pξ, lq, v1pξ, lq è

vpξ, l; pq, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (6.8), (6.9), (6.10), (6.12) è (6.13). Òàêæå

v0 ě 0 è v ě 0. Áîëåå òîãî, ïðè γ̃2
0 :“ γ2

0 ´ p0 è ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì

δ P p0, γ̃0q ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ Cδ, ÷òî

Bvpξ, l; pq

Bp
ě 0 (6.16)

è
ˇ

ˇ

ˇ

Bkvpξ, l; pq

Bξk

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

Bkv1pξ, lq

Bξk

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

Bvpξ, l; pq

Bp

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

B2vpξ, l; pq

Bp Bξ

ˇ

ˇ

ˇ
ď Cδe

´pγ̃0´δqξ (6.17)

äëÿ 0 ď ξ ă 8, è ëþáîãî l è k “ 0, 1, . . . , 4.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàñòîÿùàÿ ëåììà îáîáùàåò [182, Ëåììó 2.3 è

(2.15)]. Îöåíêà äëÿ BpBξv äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïîõîæåé îöåíêå äëÿ Bpv.

l

Ç à ì å ÷ à í è å 6.5. Â ñèëó A1, γ0 ą γ. Âûáèðàÿ p0 è δ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûìè, ìîæíî îáåñïå÷èòü, ÷òî âåëè÷èíà γ̃0 ´ δ â (6.17) äîñòàòî÷íî áëèçêà

ê γ0, à γ̃0 ´ δ ą γ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 6.6. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå p1` ξq|w|` |wξ| ď Cp, ãäå

w îïðåäåëÿòñÿ â (6.15).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Æåëàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (6.17) äëÿ

Bpv è BpBξv. l

Ñ ë å ä ñ ò â è å 6.7. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå βpx; pq “ uaspxq `Oppq “

upxq `Opp` ε2q. Òàêæå, åñëè p ě 0, òî βpx;´pq ď βpx; pq.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò, ñîîòâåòñòâåííî,

èç Ñëåäñòâèÿ 6.6 è (6.11), à òàêæå (6.14) è (6.16). l

Ë å ì ì à 6.8. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Fβ “ C0p bupx, u0q ` r1` C0λpxqs p v0pξ, lq `Opε
2
` p2

q,

ãäå λpxq :“ buu
`

x, u0 ` ϑv0

˘

ñ ϑ “ ϑpxq P p0, 1q.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì,

÷òî ôóíêöèÿ-ñðåçêà ω ðàâíà 1 âî âñåé îáëàñòè Ω̄. Ïîñêîëüêó ýòî íåâåðíî ïðè

εξ ą C1{2, ãäå ôóíêöèè v è v1 âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿþòñÿ

ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè, äàííîå ïðåäïîëîæåíèå íå âëèÿåò íà íàøè òåîðåòè-

÷åñêèå âûâîäû.

Íà ïðîòÿæåíèè äîêàçàòåëüñòâà áóäóò èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå äîïîëíè-

òåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ: x̄ :“ pϕplq, ψplqq è ū0 :“ u0px̄q, à u0, v0, v è w ñîîòâåò-

ñòâåííî ïîíèìàþòñÿ êàê u0pxq, v0pξ, lq, vpξ, l; pq and wpξ, l; pq. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî v0 “ vpξ, l; 0q.

Èç (6.11) ñëåäóåò, ÷òî ε24uas “ bpx, uasq`Opε
2q. Äàëåå, â ñèëó (6.6), (6.7),

(6.15) ñïðàâåäëèâî, ÷òî ε24w “ wξξ `Opε|wξ| ` ε
2q. Ïîñêîëüêó â ñèëó Ñëåä-

ñòâèÿ 6.6 |wξ| ď Cp, ïîëó÷àåì

Fβ “ ´bpx, uasq ´ wξξ ` bpx, uas ` w ` C0pq `Opp
2
` ε2

q.

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü (6.12), à òàêæå v “ v0 ` w è w “ Oppq,

wξξ “ rbpx̄, ū0 ` v0 ` wq ´ bpx̄, ū0 ` v0qs ´ pv0 `Opp
2
q.

Ñëåäîâàòåëüíî

Fβ“´bpx, uasq ´ rbpx̄, ū0 ` v0 ` wq ´ bpx̄, ū0 ` v0qs ` pv0

`bpx, uas ` w ` C0pq `Opp
2
` ε2

q.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôóíêöèåé

µptq :“ bpx, uas ` tq ´ bpx̄, ū0 ` v0 ` tq,
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ïåðåïèñûâàåì ñîîòíîøåíèå äëÿ Fβ â âèäå

Fβ “ rbpx, uas`w`C0pq´bpx, uas`wqs`rµpwq´µp0qs`pv0`Opp
2
`ε2

q. (6.18)

Ïîñêîëüêó uas “ u0 ` v0 `Opεq è w “ Oppq, ïîëó÷àåì

bpx, uas ` w ` C0pq ´ bpx, uas ` wq “ rbupx, u0 ` v0q `Opε` pqsC0p, (6.19)

ãäå

bupx, u0 ` v0qC0p “ rbupx, u0q ` λpxqv0sC0p. (6.20)

Äàëåå,

µpwq ´ µp0q “ wµ1pϑ̄wq “ rbupx, uas ` ϑ̄wq ´ bupx̄, ū0 ` v0 ` ϑ̄wqsw,

ãäå ϑ̄ “ ϑ̄pxq P p0, 1q. Ïîýòîìó, â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 6.6, çàêëþ÷àåì, ÷òî

µpwq ´ µp0q “ Opεqr1` ξs|w| “ Opεpq. (6.21)

Îáúåäèíÿÿ (6.18)�(6.21), çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî. l

Ñ ë å ä ñ ò â è å 6.9. Ñóùåñòâóåò C0 ą 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî |p| ď p0

âûïîëíÿåòñÿ

Fβ ě C0p γ
2 `Opε2 ` p2q ïðè p ą 0,

Fβ ď´C0|p| γ
2 `Opε2 ` p2q ïðè p ă 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âñïîìíèì óñëîâèå A1 è ñîîòíîøåíèå v0 ě 0, âû-

òåêàþùåå èç Ëåììû 6.4. Âûáèðàÿ 0 ă C0 ď |λpxq|
´1 äëÿ ëþáîãî x, ïîëó÷àåì

1` C0λpxq ě 0. l

Òàêèì îáðàçîì, åñëè p ą 0 è ñëàãàåìîå C0p γ
2 äîìèíèðóåò â ñîîòíîøåíèÿõ

Ñëåäñòâèÿ 6.9 ïî ñðàâíåíèþ ñ Opε2 ` p2q, òî Fβpx;´pq ď 0 ď Fβpx; pq, â òî

âðåìÿ êàê â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 6.7 βpx;´pq ď βpx; pq. Òàêèå ôóíêöèè βpx;´pq

è βpx; pq íàçûâàþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (6.1).
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6.3 Àíàëèç ÷èñëåííîãî ìåòîäà

6.3.1 Ñãóùàþùèåñÿ â îêðåñòíîñòè ïîãðàíñëîÿ ñåòêè

Ââåäåì äîñòàòî÷íî ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð σ, êîòîðûé áóäåò îïðå-

äåëåí íèæå. Ïóñòü σ ď C1, ñ òåì, ÷òîáû çàìêíóòàÿ êðèâàÿ BΩσ, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì r “ σ, íå èìåëà ñàìîïåðåñå÷åíèé. Äàëåå, ïóñòü Ωσ

ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ âíóòðè BΩσ. Íàøå óðàâíåíèå (6.1a) áóäåò àïïðîêñèìè-

ðîâàòüñÿ îòäåëüíî â ïîäîáëàñòÿõ Ωσ è ΩzΩσ, êîòîðûå ìû, ñîîòâåòñòâåííî,

áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé ïîäîáëàñòüþ è ïîãðàíñëîéíîé ïîäîáëàñòüþ (ñì.

Ðèñ. 6.2).

Ïîãðàíñëîéíàÿ ïîäîáëàñòü ΩzΩσ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì p0, σqˆr0, Ls

â êîîðäèíàòàõ pr, lq. Â äàííûõ êîîðäèíàòàõ, â ýòîé ïîäîáëàñòè ââåäåì ïðÿìî-

óãîëüíóþ ñåòêó tpri, ljq, i “ 0, . . . , N, j “ ´1, . . . Nlu, ãäå, êàê îáû÷íî, r0 “ 0,

rN “ σ, l0 “ 0, lNl “ L, à l´1 “ lNl´1 ´ L. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî tlju ÿâ-

ëÿåòñÿ êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêîé íà îòðåçå r0, Ls, ò. å. C´1h ď lj ´ lj´1 ď Ch.

Âûáîð ñãóùåíèÿ triu â ïîãðàíñëîå íà îòðåçêå r0, σs ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ

ñõîäèìîñòè ìåòîäà è áóäåò îïèñàí íèæå. Ïîêà ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü, ÷òî

ri ´ ri´1 ď h è

C´1h´1
ď N ď Ch´1. (6.22)

Âî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè Ωσ ââîäèòñÿ êâàçèðàâíîìåðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ

Äåëîíå (Delaunay), ò. å. ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ýëåìåíòîâ ñåòêè íå ïðåâîñ-

õîäèò h, ïëîùàäü ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñåòêè îãðàíè÷åíà ñíèçó âåëè÷èíîé

Ch2, à ñóììà óãëîâ, ïðîòèâîïîëîæíûõ ëþáîìó ðåáðó íå ïðåâîñõîäèò π (â òî

âðåìÿ, êàê ëþáîé óãîë íàïðîòèâ BΩσ íå ïðåâîñõîäèò π{2). Äëÿ òàêèõ ñåòîê

èçâåñòíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà ´4 ëèíåéíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåí-

òàìè ïðèâîäèò ê M -ìàòðèöå.

Äàëåå, ïóñòü îáúåäèíåíèå âñåõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè â Ωσ îïðå-

äåëÿåò ïîëèãîíàëüíóþ îáëàñòü Ωh
σ, âñå ãðàíè÷íûå óçëû êîòîðîé ðàñïîëî-

æåíû íà BΩσ. Òàêæå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî óçëû ñåòîê âî âíóòðåííåé
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è ïîãðàíñëîéíîé ïîäîáëàñòÿõ ñîâïàäàþò íà BΩσ. Îòìåòèì, ïðè ÷èñëåííîì

ðåøåíèè èñõîäíàÿ îáëàñòü Ω íå çàìåíÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîëèãîíàëüíîé îáëà-

ñòüþ Ωh, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íå

âîéäåò â ΩzΩh.

Áóäóò ðàññìîòðåíû äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ïîãðàíñëîéíîãî ñãóùåíèÿ triu:

6.3.1(a) Ñåòêà Áàõâàëîâà. [8] Ïîëîæèì σ :“ 2γ´1ε| ln ε| è îïðåäåëèì ñåòêó

ñîîòíîøåíèÿìè

ri :“ r
`

r1´ εs i{N
˘

, i “ 0 . . . , N, rptq :“ ´2γ´1ε lnp1´ tq ïðè t P r0, 1´ εs.

6.3.1(b) Ñåòêà Øèøêèíà. [49] Ïîëîæèì σ “ 2γ´1ε lnN è ââåäåì ðàâíî-

ìåðíóþ ñåòêó triu
N
i“0 íà r0, σs, ò. å. ri ´ ri´1 “ σ{N “ 2γ´1εN´1lnN .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ε ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì (â ñèëó (6.4)), òî âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå σ ď C1 è îáå ñåòêè (a) è (b) îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

Ç à ì å ÷ à í è å 6.10. Åñëè (6.4) íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ, íî (a) σ ď C1 è

ε ď 1{2, èëè (b) σ ď C1, òî ñåòêè 6.3.1(a) è 6.3.1(b) îñòàþòñÿ êîððåêòíî

îïðåäåëåííûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè ε ą C, ðàññìàòðèâàåìàÿ çà-

äà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé. Òîãäà, èìèòèðóÿ [8, 49], ìîæíî

îáîáùèòü ñåòêè 6.3.1(a) è 6.3.1(b), íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ (b), â êîòîðîì ïî-

ëàãàåì σ :“ C1. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû, ìîæíî ïðîñòî èñïîëüçîâàòü

ëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû íà êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå

âî âñåé îáëàñòè Ω̄.

Ç à ì å ÷ à í è å 6.11. Â îïðåäåëåíèÿõ ñåòîê 6.3.1(a) è 6.3.1(b) ïîñòî-

ÿííàÿ γ èç A1 ìîæåò áûòü çàìåíåíà ëþáîé ïîñòîÿííîé γ̃ P p0, γ0q, ãäå

èñïîëüçóåòñÿ γ0 èç Ëåììû 6.4 (ñì. Çàìå÷àíèå 6.5).

6.3.2 Z-ïîëÿ

Î ï ð å ä å ë å í è å 6.12. Îïåðàòîð H : Rn Ñ Rn íàçûâàåòñÿ Z-ïîëåì,

åñëè äëÿ ëþáûõ i ‰ j îòîáðàæåíèå xj ÞÑ
`

Hpx1, x2, . . . , xnq
˘

i
ÿâëÿåòñÿ ìîíî-

òîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé èç R â R ïðè ôèêñèðîâàííûõ x1, . . . , xj´1, xj`1, . . . , xn.
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Ç à ì å ÷ à í è å 6.13. Åñëè H äèôôåðåíöèðóåìî, òî H ÿâëÿåòñÿ Z-

ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû

ßêîáè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïîëîæèòåëüíûìè.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì Ëîðåíöà [113], äîêàçàòåëü-

ñòâî êîòîðîãî òàêæå ìîæíî íàéòè â [182].

Ë å ì ì à 6.14. [113] Ïóñòü îòîáðàæåíèå H : Rn Ñ Rn íåïðåðûâíî

è ÿâëÿåòñÿ Z-ïîëåì, è ïóñòü äàíî íåêîòîðîå r P Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ôóíêöèè α, β P Rn òàêîâû, ÷òî α ď β è Hα ď r ď Hβ. (Çäåñü âåêòîð-

íûå íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ïîòî÷å÷íî.) Òîãäà óðàâíåíèå Hy “ r èìååò

ðåøåíèå y P Rn, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò α ď y ď β.

Ç à ì å ÷ à í è å 6.15. Ôóíêöèè α è β â Ëåììå 6.14 íàçûâàþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè äèñêðåòíîé çàäà÷è Hy “ r.

Ç à ì å ÷ à í è å 6.16. Ïóñòü X1, X2, . . . , Xn ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè

òî÷êàìè Ω, òî÷êè X̄1, X̄2 . . . , X̄m ðàñïîëîæåíû íà BΩ, à U P Rn`m ÿâëÿåò-

ñÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé â ýòèõ òî÷êàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

îïåðàòîð F h : Rn`m Ñ Rn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

F hU “ ε2 ΛU `
“

bpXi, Uiq
‰n

i“1
, (6.23)

ãäå Λ ñîîòâåòñòâóåò M-ìàòðèöå è ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé îïåðàòîðà

´4. Òîãäà îòîáðàæåíèå

pX1, . . . , Xn, X̄1, . . . , X̄mq ÞÑ
`

F hU1, . . . , F
hUn, gpX̄1q, . . . , gpX̄mq

˘

ÿâëÿåòñÿ Z-ïîëåì.

Ç à ì å ÷ à í è å 6.17. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðè-

åé Z-ïîëåé â íàøåì àíàëèçå, áóäóò íàëîæåíû ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ íà

àïïðîêñèìàöèè íàøåé çàäà÷è. Ïóñòü (i) àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà ´4 ñî-

îòâåòñòâóåò M-ìàòðèöå; (ii) àïïðîêñèìàöèÿ bpx, uq â ëþáîé âíóòðåííåé
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òî÷êå ñåòêè Xi èñïîëüçóåò òîëüêî Uk ñ k “ i. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòèì

óñëîâèÿì, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé â ïîãðàíñëîéíîé

ïîäîáëàñòè è ëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè

íà òðèàíãëÿöèÿõ Äåëîíå âî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè.

6.3.3 Àïïðîêñèìàöèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ êðèâîëèíåéíîé ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ñåòêè â ïîãðàíñëîéíîé ïîäîáëàñòè

Âñïîìíèì, ÷òî ΩzΩσ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì p0, σq ˆ r0, Ls â êðèâîëè-

íåéíûõ êîîðäèíàòàõ pr, lq. Ïåðåïèøåì (6.1a) â êîîðäèíàòàõ pr, lq, èñïîëüçóÿ

(6.6), à çàòåì àïïðîêñèìèðóåì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå íà ïðÿìîóãîëüíîé

ñåòêå tpri, ljqu ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [41, 42].

Âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ñåòêè â ΩzΩσ, ò. å. ïðè i “ 1, . . . , N´1, j “ 0, . . . , Nl´1,

áóäåò èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ:

F hUij :“ ´ε2η´1
ij Drrη̃ijD

´
r Uijs ´ ε

2ζijDlrζ̃ijD
´
l Uijs ` bpxij, Uijq “ 0,

Ui,Nl “ Ui,0, Ui,´1 “ Ui,Nl´1, U0,j “ gpx0,jq.
(6.24)

Çäåñü Uij îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â óçëå ñåòêè xij,

D´r vij :“
vij ´ vi´1,j

ri ´ ri´1

, Drvij :“
vi`1,j ´ vij

pri`1 ´ ri´1q{2
,

D´l vij :“
vij ´ vi,j´1

lj ´ lj´1

, Dlvij :“
vi,j`1 ´ vij

plj`1 ´ lj´1q{2
,

è

ηij :“ ηpri, ljq, ζij :“ ζpri, ljq, xij :“ xpri, ljq,

η̃ij :“ ηpri´1{2, ljq, ζ̃ij :“ ζpri, lj´1{2q.

Ç à ì å ÷ à í è å 6.18. Àïïðîêñèìàöèÿ (6.24) ïðèíàäëåæèò òèïó (6.23).

Ë å ì ì à 6.19. Ïóñòü βpx; pq îïðåäåëÿåòñÿ èç (6.14), à ñåòêà triu
N
i“0

ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñåòêîé Áàõâàëîâà èç �6.3.1(a), ëèáî ñåòêîé Øèøêèíà èç
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�6.3.1(b). Òîãäà ïðè ëþáîì |p| ď p0 äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî óçëà ñåòêè

xij, i “ 1, . . . , N ´ 1, j “ 0, . . . , Nl ´ 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ˇ

ˇF hβij ´ Fβpxijq
ˇ

ˇ ď Ch2
| lnh|m,

ãäå m “ 0 äëÿ ñåòêè Áàõâàëîâà (a) è m “ 2 äëÿ ñåòêè Øèøêèíà (b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòà ε2ζBlpζBlβq â Fβ

è åå äèñêðåòíûé àíàëîã â F hβ èìåþò ïîðÿäîê Opε2q ď Oph2q â ñèëó (6.4).

Äàëåå, æåëàåìîå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ èìèòàöèåé äîêàçàòåëüñòâ â

[182, Ëåììå 3.3 è �3.4.2] ñ èñïîëüçîâàíèåì (6.22). l

6.3.4 Àïïðîêñèìàöèÿ â ïîãðàíñëîéíîé ïîäîáëàñòè íà èíòåðôåéñ-

íîé ãðàíèöå BΩσ

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íà èíòåðôåéñíîé ãðàíèöå BΩσ óäîáíî ââåñòè ôèêòèâíîå

óñëîâèå Íåéìàíà
Bu

Br
“ φpxq äëÿ x P BΩσ, (6.25)

êîòîðîå áóäåò èñêëþ÷åíî ïðè îáúåäèíåíèè àïïðîêñèìàöèé âî âíóòðåííåé è

ïîãðàíñëîéíîé ïîäîáëàñòÿõ.

Ïðè i “ N , j “ 0, . . . Nl´1, èñïîëüçóÿ ïîäõîä èç [41, 42], óðàâíåíèÿ (6.1a),

(6.6) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (6.25) àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F h
´UNj :“ ´ε2 δ2

rUNj ´ ε
2 ζNj Dlr ζ̃Nj D

´
l UNjs ` bpxNj, UNjq “ 0,

UN,Nl “ UN,0, UN,´1 “ UN,Nl´1,
(6.26)

ãäå

δ2
rUNj :“ η´1

Nj

ηNj φj ´ η̃Nj D
´
r UNj

hN{2
“

2

hN
φj ´ η

´1
Nj

2

hN
η̃Nj D

´
r UNj, (6.27)

hN :“ rN ´ rN´1, φj :“ φpxNjq.

Îáîçíà÷åíèå F h
´ îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî çäåñü ìû îïèñûâàåì âêëàä â

àïïðîêñèìàöèþ íà BΩσ ëèøü èç îêðåñòíîñòè ýòîé êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé
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r “ σ´. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî F h
´ âêëþ÷àåò íåèçâåñòíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ

ôóíêöèÿ φ. Îêîí÷àòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ áóäåò ïîëó÷åíà ïîñëå òîãî, êàê

ìû òàêæå àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå â îêðåñòíîñòè BΩσ, ñîîòâåòñòâóþùåé

r “ σ´, è îáúåäèíèì äâå ïîëó÷åííûå àïïðîêñèìàöèè, èñêëþ÷èâ φ (ñì. �6.3.6).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäñòàâëÿåò âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé áó-

äåò èñïîëüçîâàí íèæå ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè â Ωσ â îêðåñò-

íîñòè èíòåðôåéñíîé ãðàíèöû BΩσ.

Ë å ì ì à 6.20. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω̃σ Ą Ωσ îãðàíè÷åíà çàìêíó-

òîé êðèâîé r “ σ ´ hN , ãäå σ è triu
N
i“0 âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ �6.3.1(a)

èëè �6.3.1(b). Òîãäà äëÿ βpx; pq èç (6.14) ñïðàâåäëèâî }β}C2pΩ̃σq
ď Cp1`h2{ε2q.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ u0 èç (6.2) ñïðàâåäëèâî }u0}C2pΩq ď C. Ïðî-

èçâîäíûå v è v1 (ñì. (6.12), (6.9)) ïî ïåðåìåííîé l îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Æåëàåìûå îöåíêè äëÿ ïðîèçâîäíûõ v è v1 ïî ïåðåìåííîé r äîêàçûâàþòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê (6.17) ïðè r “ εξ, à òàêæå ñ ó÷åòîì Çàìå÷àíèÿ 6.5

è çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ïàðàìåòðàìè σ è hN â ñëó÷àå ñåòîê (a) è (b). Â

÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ (a) σ´hN “ 2γ´1ε lnr1{Ophqs è (b) hN “ Opεh| lnh|q.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ε´2e´γpσ´hN q{ε îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé Ch2{ε2. l

Ë å ì ì à 6.21. Ïóñòü βpx; pq îïðåäåëÿåòñÿ (6.14), à ñåòêà triu
N
i“0 ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèáî ñåòêîé Áàõâàëîâà �6.3.1(a), ëèáî ñåòêîé Øèøêèíà �6.3.1(b).

Òîãäà ïðè ëþáîì |p| ď p0 âî âñåõ óçëàõ ñåòêè íà èíòåðôåéñíîé ãðàíèöå

xNj P BΩσ ñïðàâåäëèâî

`

F h
´β ´ Fβ

˘

ˇ

ˇ

ˇ

xNjPBΩσ
“

2ε2

hN

`Bβ

Br
´ φ

˘

ˇ

ˇ

ˇ

xNj
`O

`

h2
˘

. (6.28)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî

F h
´βNj ´ FβpxNjq “ ´ε

2 δ2
rβNj `Opε

2
q }β}C2pΩ̃σq

.

Äàëåå,

δ2
rβNj “

φj ´
Bβ
Br

ˇ

ˇ

xNj

hN{2
` η´1

Nj

ηNj
Bβ
Br

ˇ

ˇ

xNj
´ η̃Nj D

´
r βNj

hN{2
,



227

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé C}β}C2pΩ̃σq
. Îáú-

åäèíÿÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ ñ Ëåììîé 6.20 è (6.4), çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî.

l

6.3.5 Àïïðîêñèìàöèÿ âî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè

Óðàâíåíèå (6.1a) â Ωσ, îáúåäèíåííîå ñ ôèêòèâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

(6.25), ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñòàíäàðòíîé âàðèàöè-

îííîé ôîðìóëèðîâêè: íàéòè ôóíêöèþ u P W 1
2 pΩσq òàêóþ, ÷òî @v P W

1
2 pΩσq

ñïðàâåäëèâî

ε2
p∇u,∇vq ` ε2

¿

BΩσ

φ v ds` pbpx, uq, vq “ 0,

ãäå îáîçíà÷åíèå p¨, ¨q èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå L2pΩσq. Çäåñü ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü (6.25), êîòîðîå óäîáíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå Bu
Bn
“ ´φ, ïîñêîëüêó âíåøíÿÿ íîðìàëü íà ãðàíèöå Ωσ èìååò

íàïðàâëåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå ïîëîæèòåëüíîìó r-íàïðàâëåíèþ.

Ââåäåì ñòàíäàðòíîå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî Sh Ă W 1
2 pΩ

h
σq, ñî-

ñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíûìè íà êàæäîì òðå-

óãîëüíîì ýëåìåíòå ñåòêè â Ωh
σ. Äàëåå, ïóñòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå U P Sh âî

âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ε2
p∇U,∇χiq ` ε2φi

¿

BΩhσ

χi ds` bpXi, Uiq p1, χiq “ 0 @ χi P S
h, (6.29)

ãäå Xi � óçåë ñåòêè â Ω̄h
σ, Ui “ UpXiq, φi “ φpXiq, à χi P S

h ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé Xi ñòàíäàðòíîé áàçèñíîé ôóíêöèåé, ò. å. χipXjq ðàâíî 1 ïðè i “ j è

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè äëÿ èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöå è

äëÿ èíòåãðàëîâ ñ b (ñì. Çàìå÷àíèÿ 6.16 è 6.17).

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ (6.29) âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè Xi â Ωσ. Ïîëó-

÷àþùèåñÿ ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ áóäóò íîðìàëèçîâàíû àíàëîãè÷íî îïðåäå-
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ëåííîìó ðàíåå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó îïåðàòîðó F h ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F hUi :“
ε2

p1, χiq
p∇U,∇χiq ` bpXi, Uiq “ 0 @ Xi P Ωσ. (6.30)

Ç à ì å ÷ à í è å 6.22. Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå,

ïåðâîå ñëàãàåìîå â (6.30) ñîîòâåòñòâóåò M-ìàòðèöå. Ïîýòîìó àïïðîê-

ñèìàöèÿ (6.30) âî âíóòðåííèõ ñåòî÷íûõ óçëàõ â Ωσ ïðèíàäëåæèò êëàññó

(6.23).

Ë å ì ì à 6.23. Ïóñòü ôóíêöèÿ β “ βpx; pq îïðåäåëÿåòñÿ (6.14), à

βI P Sh ÿâëÿåòñÿ åå êóñî÷íî-ëèíåéíûì èíòåðïîëÿíòîì, óäîâëåòâîðÿþùèì

βIpXiq “ βpXiq âî âñåõ óçëàõ ñåòêè Xi P Ω̄σ. Òàêæå, ïóñòü ïàðàìåòð σ

âûáðàí â ñîîòâåòñòâèè ñ �6.3.1(a) èëè �6.3.1(b). Òîãäà äëÿ âñåõ |p| ď p0

ñïðàâåäëèâî
ˇ

ˇF hβIi ´ Fβi
ˇ

ˇ ď Ch2
@ Xi P Ωσ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíêè äëÿ

F hβIi ´ Fβ
ˇ

ˇ

Xi
“

ε2

p1, χiq
p∇βI ,∇χiq ` ε24β

ˇ

ˇ

Xi
.

Ïîñêîëüêó Xi ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì óçëîì â Ωσ, òî χi “ 0 íà BΩh
σ, è ñëåäîâà-

òåëüíî

p∇βI ,∇χiq “ p∇rβI ´ βs,∇χiq ´ p4β, χiq. (6.31)

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ îöåíêîé îøèáêè èíòåðïîëÿöèè |∇rβI ´ βs| ď Ch}β}C2pΩ̄σq è

ñòàíäàðòíûìè ñâîéñòâàìè êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòîê p1, |∇χi|q ď Ch è p1, χiq ě

Ch2, ïîëó÷àåì

|F hβIi ´ Fβi| ď C ε2
}β}C2pΩ̄σq.

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 6.20 è (6.4).

l
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6.3.6 Àïïðîêñèìàöèÿ íà èíòåðôåéñíîé ãðàíèöå BΩσ

Äàëåå ðàññìîòðèì (6.29) â óçëàõ ñåòêè Xj íà èíòåðôåéñíîé ãðàíèöå BΩσ è

îïðåäåëèì

F h
`Uj :“

ε2

p1, χjq
p∇U,∇χjq `

ε2aj
h
φj ` bpXj, Ujq “ 0 @ Xj P BΩσ, (6.32)

ãäå

aj :“
h

p1, χjq

¿

BΩhσ

χj ds, 0 ă C´1
ă aj ă C. (6.33)

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (6.33) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì j ïîñêîëüêó òðèàíãó-

ëÿöèÿ â Ωσ ÿâëÿåòñÿ êâàçèðàâíîìåðíîé.

Ë å ì ì à 6.24. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëåììû 6.23, äëÿ ëþáîãî |p| ď p0

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F h
`β

I
j ´ Fβj “ ´aj

ε2

h

´

Bβ

Br
´ φ

¯
ˇ

ˇ

ˇ

Xj
`Oph2

q @ Xj P BΩσ. (6.34)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíêè äëÿ

F h
`β

I
j ´ Fβ

ˇ

ˇ

ˇ

Xj
“

ε2

p1, χjq
p∇βI ,∇χjq ` ε2aj

h
φj ` ε

24β
ˇ

ˇ

ˇ

Xj
.

Äëÿ ýòîãî ìû èìèòèðóåì äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 6.23, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,

÷òî òåïåðü χj íå èñ÷åçàåò íà BΩ
h
σ. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå

ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå èíòåãðàëû ïî BΩh
σ. Ïîýòîìó âìåñòî (6.31) ïîëó÷àåì

p∇βI ,∇χjq “ p∇rβI ´ βs,∇χjq ´ p4β, χjq `
¿

BΩhσ

χj
Bβ

Bn
ds.

Çäåñü Bβ
Bn

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè, êîòîðàÿ

âû÷èñëÿåòñÿ â Ophq-îêðåñòíîñòè òî÷êè Xj, è äëÿ êîòîðîé ïîýòîìó ñïðàâåä-

ëèâî
Bβ

Bn
“ ´

Bβ

Br

ˇ

ˇ

ˇ

Xj
`Ophq }β}C2pΩ̄σq.
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Ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî,

â ñèëó ãëàäêîñòè Ωσ, óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ´r â Xj è íîðìàëüþ n ê

BΩh
σ â Ophq-îêðåñòíîñòè òî÷êè Xj îñòàåòñÿ â ïðåäåëàõ Ophq. Äëÿ çàâåðøå-

íèÿ äîêàçàòåëüñòâà, îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì
ű

BΩhσ
χj ds ď Ch,

Ëåììîé 6.20, è óñëîâèåì (6.4). l

Íàêîíåö, îáúåäèíÿåì F h
´ (6.26), (6.27) è F h

` (6.32), (6.33), èñêëþ÷àÿ âñïî-

ìîãàòåëüíóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ φ, è ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ íà èíòåðôåéñíîé ãðàíèöå BΩσ:

F hUj :“
phN{2qF

h
´Uj ` ph{ajqF

h
`Uj

hN{2` h{aj
@ Xj P BΩσ. (6.35)

Ç à ì å ÷ à í è å 6.25. Â ñèëó (6.26), (6.27), (6.32), (6.33), àïïðîêñèìàöèÿ

(6.35) ïðèíàäëåæèò êëàññó (6.23).

Ë å ì ì à 6.26. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëåììû 6.21, äëÿ F h èç (6.35)

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ˇ

ˇF hβj ´ Fβj
ˇ

ˇ ď Ch2
@ Xj P BΩσ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëîæèì (6.28), óìíîæåííîå íà phN{2q, è (6.34),

óìíîæåííîå íå ph{ajq, è ðàçäåëèì ñóììó íà phN{2` h{ajq. l

6.3.7 Ñóùåñòâîâàíèå è òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, äèñêðåòíûå

âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ

Ë å ì ì à 6.27. Ïîëîæèì p̄ :“ C2h
2| lnh|m, ãäå m “ 0 äëÿ ñåòêè Áà-

õâàëîâà èç �6.3.1(a) è m “ 2 äëÿ ñåòêè Øèøêèíà èç �6.3.1(b), à C2 ą 0

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîñòîÿííîé. Ïóñòü βpx; pq çàäàåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì (6.14), à h ď C3 ïðè íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé C3 ą 0. Òîãäà

βpXi ;´p̄q è βpXi ; p̄q ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè íèæíèì è

âåðõíèì ðåøåíèÿìè (ñì. Çàìå÷àíèå 6.15).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû Ëåìì 6.19, 6.23

è 6.26, è âûáèðàÿ ïîñòîÿííóþ C2 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ïîëó÷àåì |F
hβ´Fβ| ď

Ch2| lnh|m ď p̄{2 äëÿ ëþáîãî |p| ď p0. Äàëåå, â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 6.9 è (6.4), ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîñòîÿííîé C2 è äîñòàòî÷íî ìàëîì h ñïðàâåäëèâû ñîîò-

íîøåíèÿ Fβpx;´p̄q ď ´p̄{2 è Fβpx; p̄q ě p̄{2. Ñëåäîâàòåëüíî F hβpXi ;´p̄q ď 0

è F hβpXi ; p̄q ě 0. Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 6.7, ëåììà äîêàçàíà. l

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå è ε-ðàâíîìåðíóþ òî÷-

íîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé íàøåé äèñêðåòíîé çàäà÷è.

Ò å î ð å ì à 6.28. Ïóñòü triu
N
i“0 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñåòêîé Áàõâàëîâà èç

�6.3.1(a), ëèáî ñåòêîé Øèøêèíà èç �6.3.1(b). Ñóùåñòâóåò äèñêðåòíîå ðå-

øåíèå U çàäà÷è (6.24), (6.30), (6.35) òàêîå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ h ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ˇ

ˇUpXiq ´ upXiq
ˇ

ˇ ď Ch2
| lnh|m äëÿ ëþáîãî óçëà ñåòêè Xi P Ω̄, (6.36)

ãäå m “ 0 äëÿ ñåòêè Áàõâàëîâà (a) è m “ 2 äëÿ ñåòêè Øèøêèíà (b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äèñêðåòíûé îïåðàòîð F h ÿâëÿåòñÿ Z-ïîëåì

â ñèëó Çàìå÷àíèé 6.16, 6.18, 6.22 è 6.25. Â ñèëó Ëåììû 6.27, çàêëþ÷àåì,

÷òî βpXi ;´p̄q è βpXi ; p̄q ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äèñêðåòíûìè íèæíèì è

âåðõíèì ðåøåíèÿìè. Ïîýòîìó, â ñèëó Ëåììû 6.14, ñóùåñòâóåò äèñêðåòíîå

ðåøåíèå U òàêîå, ÷òî βpXi ;´p̄q ď UpXiq ď βpXi ; p̄q. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó

Ñëåäñòâèÿ 6.7, ïîëó÷àåì UpXiq “ upXiq ` Opp̄ ` ε2q. Íàêîíåö, ïðèìåíåíèå

(6.4) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. l

Ç à ì å ÷ à í è å 6.29. Òåîðåìà 6.28 ïîëó÷åíà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(6.4), ò. å. ïðè ε ď Ch. Åñëè æå ε ą Ch, èç îöåíîê äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ [133], ìîæíî îæèäàòü íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ âåðñèþ îöåíêè (6.36):

|u´ U | ď C
“

h2 lnp1` ε{hq ` h2
| lnh|m

‰

.



232

Òàáëèöà 6.1: Ñåòêà Áàõâàëîâà: âû÷èñëèòåëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè r â

pN´1qr è îøèáêè ðåøåíèÿ â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

N ε “ 10´2 ε “ 10´4 ε “ 10´8

32 2.010 2.011 2.011

64 1.995 1.997 1.997

128 1.995 2.001 2.001

32 3.745e-3 3.842e-3 3.843e-3

64 9.296e-4 9.534e-4 9.536e-4

128 2.333e-4 2.388e-4 2.388e-4

256 5.854e-5 5.967e-5 5.968e-5

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà îòëè÷àåòñÿ îò (6.36) äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì h2 lnp1`

ε{hq, êîòîðîå ïðèñóòñòâóåò â ëîêàëüíîé îöåíêå â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

[133, (1.8)]. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äàííàÿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà áóäåò ñïðàâåäëèâà

âî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè, ãäå èñïîëüçóåòñÿ êâàçèðàâíîìåðíàÿ òðèàíãóëÿ-

öèÿ Äåëîíå, ñ âîçìîæíîé äîïîëíèòåëüíîé îøèáêîé Oph2| lnh|mq ïðè m “ 2,

ïîÿâëÿþùåéñÿ â ñèëó íåäîñòàòî÷íî îïòèìàëüíîãî ñãóùåíèÿ ñåòêè â îêðåñò-

íîñòè ïîãðàíñëîÿ. Îòìåòèì, ÷òî h2 lnp1`ε{hq ñòàíîâèòñÿ Oph2q ïðè ε ď Ch, à

ïðè ε, ïîñòåïåííî âîçðàñòàþùåì ê Op1q, ïðèáëèæàåòñÿ ê êëàññè÷åñêîé êîí÷-

íîýëåìåíòíîé îöåíêå îøèáêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ Oph2| lnh|q.

6.4 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Â êà÷åñòâå òåñòà, ðàññìîòðèì çàäà÷ó òèïà (6.1) â îáëàñòè Ω (ñì. òàêæå

Ðèñ. 6.2), ãðàíèöà êîòîðîé BΩ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè x1 “ ϕplq :“ R cos θ è

x2 “ ψplq :“ R sin θ, ãäå l P r0, 2πs,

R “ Rplq “ 0.4` 0.5 cos2l, θ “ θplq “ l ` epl´5q{2 sinpl{2q sin l.
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Òàáëèöà 6.2: Ñåòêà Øèøêèíà: âû÷èñëèòåëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè r â

pN´1 lnNqr è îøèáêè ðåøåíèÿ â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

N ε “ 10´2 ε “ 10´4 ε “ 10´8

32 2.131 2.137 2.137

64 2.210 2.045 2.045

128 2.465 2.009 2.009

32 3.915e-2 3.947e-2 3.948e-2

64 1.318e-2 1.325e-2 1.325e-2

128 4.004e-3 4.400e-3 4.401e-3

256 1.008e-3 1.430e-3 1.430e-3

Â óðàâíåíèè (6.1) áóäåì èñïîëüçîâàòü

bpx, uq “
`

u´ ū0pxq
˘

u
`

u` ū0pxq
˘

, ū0pxq “ x2
1 ` x1 ` 1. (6.37)

Ïðè ýòîì ˘ū0pxq ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ óñòîé÷èâûìè (à 0 � íåóñòîé÷èâûì) ðå-

øåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé âûðîæäåííîé çàäà÷è. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå gpxq “

px1 ´ x2
1q{3 óäîâëåòâîðÿåò A2 äëÿ îáîèõ ðåøåíèé ˘ū0 (ñì. Ðèñ. 6.1). Çäåñü

áóäóò ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ëèøü äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ u, êîòî-

ðîå áëèçêî ê ū0 âî âíóòðåííåé ÷àñòè îáëàñòè (ñì. Ðèñ. 6.1, ñëåâà). Îòìåòèì,

÷òî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåøåíèÿ áëèçêîãî ê ´ū0 âî âíóòðåííåé ÷àñòè

îáëàñòè (ñì. Ðèñ. 6.1, ñïðàâà) ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ.

Ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíîé äèñêðåòíîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Íüþòî-

íà. Â òàáëèöàõ 6.1 è 6.2 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâåííî

äëÿ ñåòîê Áàõâàëîâà è Øèøêèíà ïðè γ :“ 0.8γ0, ãäå γ0 “ 3
?

2{4. Â òàá-

ëèöàõ ïðåäñòàâëåíû âû÷èñëèòåëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè, à òàêæå îøèáêè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà, ïîëó÷åííûå àíàëîãè÷íî

[182, �4].

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ òåî-
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ðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè Òåîðåìû 6.28.

6.5 Îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ñèëó íåìîíîòîííîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñî-

÷åòàíèè ñ íàëè÷èåì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ñòàíäàðò-

íûé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê

îøèáêè êàê äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ, òàê è äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ÷èñëåí-

íûõ ðåøåíèé, ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé áûë èñïîëüçîâàí

ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äèñêðåòíûõ âåðõíèõ

è íèæíèõ ðåøåíèé, ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûìè ìîäèôèêàöè-

ÿìè àñèìòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Äàííûé ïîäõîä ðàíåå

èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ [70, 143, 182] äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, â òî âðåìÿ êàê îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â

[163], ãäå îïèñàííûé ïîäõîä áûë âïåðâûå îáîáùåí íà ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ àâòîðà àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë

îáîáùåí íà ñëó÷àé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [181], à òàêæå ïðèìåíÿëñÿ ïðè

èññëåäîâàíèè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå âíóòðåííèõ ïåðåõîäíûõ ñëîåâ

[183] è â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äåêîìïîçèöèè Øâàðöà [179, 180]. Òàêæå,

ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà îáîáùåíû àâòîðîì â ðàáîòå [166] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ÿâíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ãðàíèöû îáëàñòè íåèçâåñòíî.
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�7 Íåìîíîòîííîå ïîëóëèíåéíîå ñèíãóëÿðíî âîç-

ìóùåííîå óðàâíåíèå ðåàêöèè-äèôôóçèè â

ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè

Â âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîå óðàâ-

íåíèå ðåàêöèè-äèôôóçèè ´ε24u`bpx, uq “ 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðè-

õëå. Ïàðàìåòð ε ïðåäïîëàãàåòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûì, à âûðîæäåííîå óðàâíå-

íèå bpx, u0pxqq “ 0 ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé. Ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷å-

ñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ u, â êîòîðîì áóäóò èñïîëüçîâàíû ïîãðàíñëîé-

íûå è óãëîâûå ôóíêöèè. Ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîé ìîäèôèêàöèè ýòîãî àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîñòðîåíû òàêæå âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ äëÿ

èñõîäíîé çàäà÷è, è, òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ èñ-

õîäíîé çàäà÷è u â îêðåñòíîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Íàëè÷èå óãëî-

âûõ òî÷åê ãðàíèöû ñåðüåçíî óñëîæíÿåò àíàëèç, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê èññëå-

äîâàíèþ íåëèíåéíîãî àâòîíîìíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ´4z`fpzq “ 0

â áåñêîíå÷íîì ñåêòîðå ñ íåìîíîòîííîé ôóíêöèåé f . Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ

òàêæå áóäåò óñòàíîâëåíà êîððåêòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé

çàäà÷è.

Íàø èíòåðåñ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó çàäà÷è (7.1) îáóñëîâëåí òåì,

÷òî ïîñòðîåííîå àñèìïîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå âåðõíèå è

íèæíèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè è òåîðåòè÷åñêîì

èññëåäîâàíèè ε-ðàâíîìåðíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷è (àíàëîãè÷íî �6).

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòàõ [160, 161].
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7.1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííî-

ãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè

Fu ” ´ε24u` bpx, uq “ 0, x “ px1, x2q P Ω Ă R2, (7.1a)

upxq “ gpxq, x P BΩ. (7.1b)

Çäåñü Ω ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ, ïîëîæèòåëüíûé ïàðà-

ìåòð ε ïðèíèìàåò ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ, à 4 “ B2{Bx2
1 ` B

2{Bx2
2 �

îáû÷íûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ ε “ 0 â (7.1a), ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìóþ âûðîæäåí-

íóþ çàäà÷ó äëÿ (7.1):

bpx, u0pxqq “ 0 ïðè x P Ω̄. (7.2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (7.2) èìååò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå u0, êîòîðîå ÿâ-

ëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì (òî÷íîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî íèæå). Îòìåòèì, ÷òî ïðè

íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î b óðàâíåíèå (7.2), à ñëåäîâàòåëüíî è çàäà÷à (7.1),

ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé. Âîîáùå ãîâîðÿ, u0 ‰ g íà BΩ, ïîýòîìó ðå-

øåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ìîãóò èìåòü ïîãðàíè÷íûå ñëîè â îêðåñòíîñòè BΩ.

Çàäà÷è òèïà (7.1) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå áûëè ðàññìîòðåíû â [97], à â ñëó÷àå

ãëàäêîé äâóìåðíîé îáëàñòè Ω � â [88, 163, 38]. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ äëÿ äî-

ñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ε óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (7.1), êîòî-

ðîå áëèçêî ê u0 âî âíóòðåííåé ÷àñòè Ω. ×òî êàñàåòñÿ ε-ðàâíîìåðíûõ ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ äëÿ (7.1), îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [70, 143, 182],

à ñëó÷àé ãëàäêîé äâóìåðíîé îáëàñòè ðàññìîòðåí â [163] (áîëåå ïîäðîáíîå îá-

ñóæäåíèå ïðèâîäèòñÿ â �6).

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå çàäà÷à (7.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â âûïóêëîé ìíî-

ãîóãîëüíîé îáëàñòè. Íàëè÷èå óãëîâûõ òî÷åê íà ãðàíèöå BΩ ïðèâîäèò ê äî-

ïîëíèòåëüíûì ñëîæíîñòÿì â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå. Â äîïîëíåíèå ê äî-

ñòàòî÷íî ñòàíäàðòíûì ïîãðàíñëîéíûì ôóíêöèÿì, â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàç-

ëîæåíèè ïîÿâëÿþòñÿ óãëîâûå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè. Ýòè óãëîâûå ôóíêöèè
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îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â áåñêî-

íå÷íîì âûïóêëîì ñåêòîðå, ÷òî ñåðüåçíî óñëîæíÿåò àíàëèç, ïîñêîëüêó äàæå

ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ äàëåêî íåî÷åâèäíî.

Îòìåòèì, ÷òî íàø èíòåðåñ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó çàäà÷è (7.1) îáó-

ñëîâëåí òåì, ÷òî ïîñòðîåííîå àñèìïîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè

è òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ε-ðàâíîìåðíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è (àíàëîãè÷íî �6; ñì. òàêæå �7.5, ãäå êðàòêî îáñóæäàþò-

ñÿ íåêîòîðûå àñïåêòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (7.1)).

Äëÿ óãëîâûõ òî÷åê îáëàñòè Ω áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ tPju
M
j“1,

à äëÿ ñòîðîí tΓju
M
j“1. Ïðè ýòîì óãëîâûå òî÷êè ïðîíóìåðîâàíû ïðîòèâ ÷à-

ñîâîé ñòðåëêè, è âåðøèíà Pj´1 íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòîðîí Γj´1 è Γj

(ïðè ýòî ñ÷èòàåì, ÷òî ΓM`1 “ Γ1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ b äîñòàòî÷-

íî ãëàäêàÿ, à g ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà êàæäîé èç ñòîðîí Γj è íåïðåðûâíîé â

êàæäîé âåðøèíå Pj. Áóäóò òàêæå ñäåëàíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

A1 (Óñòîé÷èâîå âûðîæäåííîå ðåøåíèå) Ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå âûðîæäåí-

íîå ðåøåíèå, ò. å. âûðîæäåííàÿ çàäà÷à (7.2) èìååò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå

ðåøåíèå u0, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ ą 0 óñëîâèþ

bupx, u0pxqq ą γ2
ą 0 ïðè ëþáîì x P Ω.

A2 (Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ) Ôóíêöèÿ gpxq, èñïîëüçóåìàÿ â ãðàíè÷íîì óñëîâèè

(7.1b), óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
ż v

u0pxq

bpx, sq ds ą 0 äëÿ ëþáîãî v P
`

u0pxq, gpxq
‰1
, x P BΩ.

Èñïîëüçóåìîå çäåñü îáîçíà÷åíèå pa, bs1 ñîâïàäàåò ñ pa, bs ïðè a ă b è

rb, aq ïðè a ą b, â òî âðåìÿ êàê pa, bs1 “ H ïðè a “ b.

A3 (Óãëîâûå óñëîâèÿ) Äëÿ êàæäîé óãëîâîé òî÷êè Pj, ïðè gpPjq ‰ u0pPjq

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
bpPj, gpPjqq

gpPjq ´ u0pPjq
ą 0.
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A4 Ëèøü ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ, òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

u0pxq ă gpxq ïðè ëþáîì x P BΩ.

Çàìåòèì, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì A4, óñëîâèå A3 ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî

â óïðîùåííîé ôîðìå bpPj, gpPjqq ą 0.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè gpxq « u0pxq, òî A2 ñëåäóåò èç A1 è (7.2), â òî âðåìÿ êàê

åñëè gpxq “ u0pxq â íåêîòîðîé òî÷êå x P BΩ, òî A2 íå ïðèâîäèò ê äîïîëíè-

òåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì íà g â ýòîé òî÷êå. Àíàëîãè÷íî, åñëè gpPjq « u0pPjq,

òî A3 ñëåäóåò èç A1 è (7.2), â òî âðåìÿ êàê åñëè gpPjq “ u0pPjq â íåêîòîðîé

óãëîâîé òî÷êå Pj, òî A3 íå ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì íà g

â ýòîé òî÷êå.

Ïðåäïîëîæåíèå A1 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äðó-

ãèå óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è (7.2) ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ äðóãèõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è (7.1). Ïðåäïîëîæåíèå A2 ÿâëÿåò-

ñÿ ñòàíäàðòíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ãëàäêèõ îáëàñòåé [88, 163, 38]; îíî îáåñïå-

÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîãðàíñëîéíûõ èíãðåäèåíòîâ â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàç-

ëîæåíèè.

Îáñóäèì ïðåäïîëîæåíèå A3, êîòîðîå îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì óãëîâûõ òî-

÷åê ãðàíèöû BΩ. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì àíàëèçà, èçëîæåíèþ êîòîðîãî ïîñâÿ-

ùåí äàííûé ïàðàãðàô, áóäåò èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ ðåøåíèé ïîëóëèíåé-

íîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

´4z ` fpzq “ 0 (7.3)

â áåñêîíå÷íîì ñåêòîðå. Óðàâíåíèå òèïà (7.3) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, ïîñêîëü-

êó óãëîâûå ïîãðàíôóíêöèè, àññîöèèðóåìûå ñ âåðøèíîé Pj ìîãóò áûòü îïèñà-

íû ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.3) ïðè fpzq “ bpPj, zq

ñ óñëîâèåì z “ gpPjq íà ãðàíèöå ñåêòîðà (íèæå ñì. îïèñàíèå çàäà÷è (7.12)).

Êàê áóäåò ïîêàçàíî, ïðåäïîëîæåíèå A3 íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ
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ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ z. Ðåçóëüòàò èç [144] ïîêàçûâàåò, ÷òî A3 òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ z, åñëè ìû õîòèì èñêëþ÷èòü

ïîÿâëåíèå îñòðûõ ïèêîâ â ðåøåíèè u çàäà÷è (7.1) â âåñüìà ìàëûõ îêðåñò-

íîñòÿõ óãëîâ Ω (ñì. Çàìå÷àíèå 7.7). Áîëåå òîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì A3 áóäåò

óñòàíîâëåíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé (7.3), ïîíèìàåìàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ãëàâ-

íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà, âîçíèêàþùåãî ïðè ëèíåàðèçàöèè (7.3)

îêîëî ðåøåíèÿ z è ðàññìàòðèâàåìîãî â ñîîòâåòñòâóþùåì ñåêòîðå ðàäèóñà

R, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è îòäåëåíî îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿí-

íîé ðàâíîìåðíî ïî R Ñ 8 (ñì. �7.3.4). Ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé çàäà÷å (7.3) è

ñîîòâåòñòâóþùåìó ëèíåàðèçîâàííîìó îïåðàòîðó, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â íà-

ñòîÿùåì ïàðàãðàôå, è ìîæåò òàêæå ïðåäñòàâëÿòü íåçàâèñèìûé èíòåðåñ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêî-

ãî ðàçëîæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà uas äëÿ çàäà÷è (7.1) è äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è upxq, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî |u ´ uas| ď

Cε2. Òàêæå áóäóò óñòàíîâëåíû ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ äëÿ êîì-

ïîíåíò ïîñòðîåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü

ïîëåçíûìè ïðè ïîñòðîåíèè è òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ

ãëàäêèõ îáëàñòåé áûëè ïîëó÷åíû Ôàéôîì [88], à òàêæå Íåôåäîâûì [38].

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè äëÿ ìíî-

ãîóãîëüíûõ îáëàñòåé. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðåçóëü-

òàòû, àíàëîãè÷íûå íàøèì, áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [15] äëÿ ëèíåéíîãî âàðè-

àíòà çàäà÷è (10). Íåëèíåéíàÿ æå çàäà÷à (10) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [23, 24, 25, 26, 27], íî ïðè âåñüìà áîëåå ñèëüíûõ, ïî

ñðàâíåíèþ ñ A3, îãðàíè÷åíèÿõ â óãëîâûõ òî÷êàõ îáëàñòè. (Íàïðèìåð, â [25]

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî bpPj, ¨q ìîíîòîííà ìåæäó gpPjq è u0pPjq, à â [23, 26] bpPj, ¨q

ïðåäïîëàãàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.) Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà

ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé êóñî÷íî-ãëàäêèõ âûïóêëûõ îáëàñòåé, à òàê-

æå ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.
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Ñëåäóÿ ðàáîòàì [97, 38], äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ áóäåò

èñïîëüçîâàíà òåîðèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå áóäóò

ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîé ìîäèôèêàöèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå-

íèÿ.

Ïàðàãðàô îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �7.2 áóäóò îïðåäåëåíû ïî-

ãðàíñëîéíûå ôóíêöèè, àññîöèèðóåìûå ñî ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè

Ω, à òàêæå óãëîâûå ôóíêöèè, àññîöèèðóåìûå ñ óãëîâûìè òî÷êàìè Ω. Ïî-

ãðàíñëîéíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðàñòÿíóòîé ïåðåìåííîé, íàïðàâëåííîé ïî

íîðìàëè ê ñòîðîíàì îáëàñòè. Óãëîâûå ôóíêöèè áóäóò îïðåäåëåíû êàê ðåøå-

íèÿ íåêîòîðûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàñòÿíóòûõ ïåðåìåííûõ px, yq.

Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà óãëîâûõ ôóíêöèé áóäóò óñòàíîâëåíû â �7.3. Äàí-

íûé ðàçäåë ïðåäñòàâëÿåò êëþ÷åâîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà. Äàëåå â �7.4 ïî-

ñòðîåííûå ïîãðàíñëîéíûå è óãëîâûå ôóíêöèè áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè ïî-

ñòðîåíèè âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è. Ïîñëåäíèå æå ïîòðå-

áóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ðåøåíèÿ (7.1). Íåêîòîðûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ ε-ðàâíîìåðíûõ ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ (7.1) êðàòêî îáñóæäàþòñÿ â �7.5. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà ïîìåùåíû â [160].

Îáîçíà÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå C, C̄, c, c1 îáîçíà÷àþò ïîëîæè-

òåëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ

ôîðìóëàõ, íî ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îò ε (ïðè ýòîì C̄ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîñòîÿííûõ). Îáîçíà÷åíèå C ñ èíäåêñîì (íàïðèìåð,

C1) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ íå çàâè-

ñèò îò ε è ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå. Äëÿ ëþáûõ äâóõ

âåëè÷èí w1 è w2, áóäåì ïèñàòü w1 “ Opw2q ïðè âûïîëíåíèè |w1| ď C|w2|.
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7.2 Ïîãðàíè÷íûå è óãëîâûå ôóíêöèè

Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèõ, àññîöèèðóåìûõ ñî ñòîðî-

íàìè ðàññìàòðèâàåìîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè Ω, à òàêæå óãëîâûõ ôóíêöèé,

àññîöèèðóåìûõ ñ âåðøèíàìè Ω. Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà óãëîâûõ ôóíêöèè

áóäóò óñòàíîâëåíû â �7.3.

Óäîáíî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

Bpx, tq “ bpx, u0pxq ` tq, B̃px, t; pq “ bpx, u0pxq ` tq ´ p t. (7.4)

Âîçìóùåííàÿ âåðñèÿ B̃ ôóíêöèè B áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ, ïðè äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ çíà÷åíèÿõ |p|, ïðè ïîñòðîåíèè âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé äëÿ èñõîäíîé

çàäà÷è. Ïðè ýòîì âîëíèñòàÿ ÷åðòà ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ âîçìóùåí-

íàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p, äàæå åñëè ýòà çàâèñèìîñòü íå

âñåãäà áóäåò ïîêàçàíà ÿâíî (íàïðèìåð, èíîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü B̃px, tq

äëÿ B̃px, t; pq). Òàêæå íàì ïîòðåáóþòñÿ ïðîèçâîäíûå B̃. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî

x áóäåì ïèñàòü ∇xB̃, ∇2
xB̃ è ò. ä. ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà

ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ è ò. ä. Äëÿ ïðîèçâîä-

íûõ æå ïî t áóäåì ïèñàòü B̃t, B̃tt è ò. ä. Çàìåòèì, ÷òî B̃px, 0q “ 0, ïîýòîìó

∇k
xB̃px, 0q “ 0 ïðè k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , è ñëåäîâàòåëüíî

|∇k
xB̃px, tq| ď C|t| ïðè k “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ . (7.5)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ

f
ˇ

ˇ

b

a
“ fpbq ´ fpaq, f

ˇ

ˇ

c

a; b
“ fpcq ´ fpbq ´ fpaq. (7.6)

Ïîñêîëüêó f
ˇ

ˇ

a`b

a; b
` fp0q “ abf2ptq, â ñëó÷àå fp0q “ 0 ïîëó÷àåì f

ˇ

ˇ

a`b

a; b
“ Op|ab|q,

è ñëåäîâàòåëüíî f
ˇ

ˇ

a`b`c

a; b
“ Op|c|`|ab|q. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (7.5), ïîëó÷àåì

∇k
xB̃px, ¨q

ˇ

ˇ

ˇ

c`a`b

a; b
“ Op|c| ` |ab|q. (7.7)
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7.2.1 Ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ïîãðàíñëîéíûõ ôóíêöèé, àññîöèèðóåìûõ ñî ñòî-

ðîíîé Γj ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè Ω. Ïóñòü áåñêîíå÷íàÿ ëèíèÿ Γ ÿâëÿåòñÿ

ïðîäîëæíåíèåì Γj. Ïðîäîëæèì u0 è b ãëàäêèì îáðàçîì, ñ ñîõðàíåíèåì îáî-

çíà÷åíèé u0 è b, ñîîòâåòñòâåííî íà R2 è R2 ˆ R òàêèì îáðàçîì, ÷òî (7.2) è

A1 âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáîì x P R2. Òàêæå ïðîäîëæèì g|Γj íà Γ ãëàäêèì

îáðàçîì è ñ âûïîëíåíèåì A2 è A4 ïðè ëþáîì x P Γ.

Ïóñòü es îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü Γ, îðèåíòèðîâàííûé â íà-

ïðàâëåíèè îò Pj´1 ê Pj. À er ïóñòü îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé âåêòîð ïåðïåíäè-

êóëÿðíûé es è îðèåíòèðîâàííûé âíóòðü îáëàñòè Ω. Ïðè ýòîì s áóäåò îáî-

çíà÷àòü (âîçìîæíî îòðèöàòåëüíóþ) äëèíó âäîëü Γ ñ s “ 0 â Pj´1. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè x P R2 ñïðàâåäëèâî x “ Pj´1 ` ses ` rer. Ïðè ýòîì òî÷êà

x̄ “ Pj´1 ` ses ðàñïîëîæåíà íà Γ è ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê x, à r ÿâëÿåòñÿ

(âîçìîæíî îòðèöàòåëüíûì) ðàññòîÿíèåì îò x̄ ê x, ñ r ą 0 ïðè x P Ω (es, er,

x è x̄ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 7.1).

Îïðåäåëèì ṽ0pξ, s; pq êàê ðåøåíèå àâòîíîìíîé íåëèíåéíîé äâóõòî÷å÷íîé

êðàåâîé çàäà÷è

´
B2ṽ0

Bξ2
` B̃px̄, ṽ0; pq “ 0,

ṽ0p0, s; pq “ gpx̄q ´ u0px̄q, ṽ0p8, s; pq “ 0.

(7.8)

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ðàñòÿíóòàÿ ïåðåìåííàÿ ξ “ r{ε. Ïåðåìåííûå æå p è s

â çàäà÷å (7.8) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè. Ïàðàìåòð p óäîâëåòâîðÿåò |p| ă γ2 è

ïðåäïîëàãàåòñÿ áëèçêèì ê íóëþ. Èíîãäà ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü ṽ0 îò p íå áóäåò

ïîêàçàíà, è ìû áóäåì ïèñàòü ṽ0pξ, sq, ïîäðàçóìåâàÿ ṽ0pξ, s; pq.

Ïîëîæèì v0pξ, sq “ ṽ0pξ, s; 0q. Ôóíêöèÿ v0 èñïîëüçóåòñÿ â àñèìïòîòè÷å-

ñêîì ðàçëîæåíèè â îêðåñòíîñòè ñòîðîíû Γj, à òàêæå ïðè îïðåäåëåíèè v1pξ, sq.

Ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ëèíåéíîé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé
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çàäà÷è

´
B2v1

Bξ2
` v1Btpx̄, v0q “ ´ξ er ¨∇xBpx̄, v0q,

v1p0, sq “ v1p8, sq “ 0.

(7.9)

Îòìåòèì, ÷òî v1 íå çàâèñèò îò p. Òàêæå ââåäåì

˚̃v0pξ; pq “ ṽ0pξ, 0; pq, v̊0pξq “ v0pξ, 0q, v̊1pξq “ v1pξ, 0q,

ṽ “ ṽ0 ` εv1, v “ v0 ` εv1, ˚̃v “ ˚̃v0 ` ε̊v1, v̊ “ v̊0 ` ε̊v1.
(7.10)

Â èñïîëüçóåìûõ çäåñü îáîçíà÷åíèÿõ ìàëåíüêèé êðóæîê íàä èìåíåì ôóíêöèè

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè åå îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåò s “ 0.

×òî êàñàåòñÿ ðàçðåøèìîñòè è ñâîéñòâ çàäà÷ (7.8) è (7.9), ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 7.1. Íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå p0 P p0, γ
2q, ÷òî ïðè ëþáîì

|p| ď p0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ṽ0 è v1, óäîâëåòâîðÿþùèå (7.8), (7.9). Ïðè

ýòîì äëÿ ôóíêöèè ṽ0 “ ṽ0pξ, s; pq ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ṽ0 ě 0,
Bṽ0

Bp
ě 0. (7.11)

Òàêæå, ïðè ëþáîì k ě 0 è ñêîëü óãîäíî ìàëîì ôèêñèðîâàííîì δ, íàéäåò-

ñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C ą 0, ÷òî ïðè 0 ď ξ ă 8, s P R è k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ ,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ˇ

ˇ

ˇ

Bkṽ0

Bξk

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

Bkṽ0

Bsk

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

Bkv1

Bξk

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

Bkv1

Bsk

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

Bṽ0

Bp

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

B2ṽ0

Bp Bs

ˇ

ˇ

ˇ
ď Ce´pγ´

?
|p|´δqξ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ṽ0 ñëåäóþò èç Ëåìì 2.2

è 2.3 èç ðàáîòû [182]. Äëÿ v1 æå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 2.2 [88] (ñì.

òàêæå [147, �2.3.1]). l

7.2.2 Ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ óãëîâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå áóäóò àññîöèèðîâàòüñÿ

ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé Pj´1 ðàññìàòðèâàåìîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè. Ýòè
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Pj−1 = O

Γj−1 = Γ−

Γj = Γ

x

x−

η = x/ε
ξ− = r−/ε
σ− = s−/ε
ξ = r/ε
σ = s/ε
x̄ = ses
x̄− = s−es−

Sj

x̄

x̄−

es

er

es−

er−

Ðèñ. 7.1: Ãåîìåòðèÿ ñåêòîðà Sj “ S

óãëîâûå ôóíêöèè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ðå-

øåíèÿ, à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå íîâûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïîìåñòèì âåðøèíó Pj´1

â íà÷àëî êîîðäèíàò O. Ïóñòü Sj, èëè ïðîñòî S, îáîçíà÷àåò áåñêîíå÷íûé ñåê-

òîð, ïîëó÷àåìûé ïðîäîëæåíèåì äâóõ ñòîðîí Γj è Γj´1 â íàïðàâëåíèè îò O.

Ïðè ýòîì ëó÷, ïðîäîëæàþùèé Γj, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Γ, à ëó÷, ïðîäîëæàþ-

ùèé ñòîðîíó Γj´1 � ñîîòâåòñòâåííî Γ´. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ g|Γj ãëàäêèì

îáðàçîì íà Γ ñ ñîõðàíåíèåì îáîçíà÷åíèÿ g. Àíàëîãè÷íî, ïðîäîëæèì g|Γj´1

íà Γ´ è îáîçíà÷èì ïðîäîëæåííóþ ôóíêöèþ g´. Îòìåòèì, ÷òî äàííûå ïðî-

äîëæåíèÿ ôóíêöèé âûïîëíÿþòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâ A2 è A4. Ïóñòü s

îáîçíà÷àåò äèñòàíöèþ âäîëü Γ îò O, à r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x P S äî

ñòîðîíû Γ. Òàêèì îáðàçîì, x Ñ ps, rq ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îðòîãîíàëüíûì

îòîáðàæåíèåì. Ïðè ýòîì er è es áóäóò îáîçíà÷àòü åäèíè÷íûå âåêòîðû, ñî-

îòâåòñòâåííî íàïðàâëåííûå âäîëü è îðòîãîíàëüíî ê Γ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

x “ rer ` ses. Îáîçíà÷åíèå æå x̄ “ ses áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ áëèæàéøåé

ê x òî÷êå íà Γ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå ps´, r´q

è x̄´, àññîöèèðóåìûå ñî ñòîðîíîé Γ´. Ïåðåìåííàÿ s´ îáîçíà÷àåò äèñòàíöèþ
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âäîëü Γ´, îòìåðÿåìóþ îò O. Òàêæå áóäóò èñïîëüçîâàíû ðàñòÿíóòûå ïåðåìåí-

íûå η “ x{ε, ξ “ r{ε, σ “ s{ε, ξ´ “ r´{ε, σ´ “ s´{ε. Îïèñàííûå ïåðåìåííûå

òàêæå ïîêàçàíû íà Ðèñ. 7.1.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì âíîâü ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, çàìåòèì, ÷òî â � 7.2.1

áûëè îïðåäåëåíû ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè ṽ0pξ, s; pq è v1pξ, sq, àññîöèèðóåìûå

ñî ñòîðîíîé Γ, à òàêæå ṽ´0 pξ
´, s´; pq è v´1 pξ

´, s´q, àññîöèèðóåìûå ñî ñòîðîíîé

Γ´. Âñïîìíèì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ èç (7.10) è âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãè÷íûìè

îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ Γ´. Ôóíêöèÿ ṽ êîìïåíñèðóþò ðàçíèöó ìåæäó ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè (7.1b) è çíà÷åíèÿìè u0 íà Γ, íî îñòàâëÿåò áûñòðîóáûâàþùèé

ñëåä íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ´. Àíàëîãè÷íî, ṽ´ êîìïåíñèðóþò ðàçíèöó ìåæäó

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7.1b) è çíà÷åíèÿìè u0 íà Γ´, íî îñòàâëÿåò áûñò-

ðîóáûâàþùèé ñëåä íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ. Äëÿ êîìïåíñàöèè ýòèõ áûñòðîóáû-

âàþùèõ ñëåäîâ íà ñòîðîíàõ ñåêòîðà S, áóäóò ïîñòðîåíû óãëîâûå ôóíêöèè

z̃0pη; pq è z1pηq, îïðåäåëÿåìûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñòÿíóòîé ïåðåìåííîé η.

Ôóíêöèÿ z̃0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå àâòîíîìíîé íåëè-

íåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è

´4ηz̃0 ` B̃pO, z̃0; pq “ 0 â S,

z̃0 “ A :“ gpOq ´ u0pOq íà BS.
(7.12)

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìîå çäåñü çíà÷åíèå A ą 0, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ A4

â òî÷êå Pj´1 “ O. Òàêæå ââåäåì z0pηq “ z̃0pη; 0q. Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà

z̃0 óñòàíàâëèâàþòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå, äîêàçàòåëüñòâó êîòîðîé áóäåò ïî-

ñâÿùåí �7.3.

Ò å î ð å ì à 7.2. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ p˚, ÷òî

ïðè ëþáîì |p| ď p˚ çàäà÷à (7.12) èìååò ðåøåíèå z̃0, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîò-

íîøåíèÿì z̃0 ď A è

0 ă maxt̊ṽ0,˚̃v
´
0 u ď z̃0pη; pq ď maxt̊ṽ0,˚̃v

´
0 u ` C|η|

´1, (7.13)

à òàêæå ÿâëÿþùååñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé p. Ïðè ýòîì,

|∇z̃0| îãðàíè÷åíî â S. Íàêîíåö, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C ą 0, ÷òî
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ñïðàâåäëèâà îöåíêà

z̃0pηq ď C
´

e´γξ ` e´γξ
´
¯

. (7.14)

Äàëåå ââåäåì ôóíêöèþ z1pηq, óäîâëåòâîðÿþùóþ ëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé

êðàåâîé çàäà÷å

´4ηz1 ` z1BtpO, z0q “ ´η ¨∇xBpO, z0q â S,

z1 “ σ B

Bs
pg ´ u0q

ˇ

ˇ

x“O
íà Γ, z1 “ σ´ B

Bs´
pg´ ´ u0q

ˇ

ˇ

x“O
íà Γ´.

(7.15)

Ôóíêöèè z̃0 è z1 ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü êîððåêöèþ z̃0 ` εz1 ê ðåøåíèþ

âûðîæäåííîé çàäà÷è u0 â îêðåñòíîñòè âåðøèíû O. Çà ïðåäåëàìè æå îêðåñò-

íîñòè O èñïîëüçóþòñÿ êîððåêòèðóþùèå êîíñòðóêöèè ṽ0` εv1 è ṽ
´
0 ` εv

´
1 äëÿ

u0 ñîîòâåòñòâåííî âäîëü ñòîðîí Γ and Γ´. Çàìåòèì, ÷òî äàëåå ìû âîñïîëü-

çóåìñÿ óãëîâûìè ôóíêöèÿìè z̃0 è z1 è ïîãðàíñëîéíûìè ôóêöèÿìè ṽ0, v1, ṽ
´
0 ,

v´1 ïðè ïîñòðîåíèè åùå îäíîé ïàðû óãëîâûõ ôóíêöèé q̃0 è q1. Èìåííî ïî-

ñëåäíèå (à íå z̃0 è z1) áóäóò ôèãóðèðîâàòü â ôîðìàëüíîì àñèìïòîòè÷åñêîì

ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ (7.1) (ñì. �7.4).

×òîáû îïèñàòü q̃0 è q1, âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó η P S. Äàííîé òî÷êå

ñîîòâåòñòâóþò ξ, σ, ξ´, σ´, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì

η “ ξer ` σes “ ξ´er´ ` σ
´es´ (7.16)

(ñì. Ðèñ. 7.1). Òåïåðü, ñ èñïîëüçîâàíèåì z̃0, z1 è ˚̃v0, ˚̃v´0 , v̊1, v̊
´
1 èç (7.8), (7.9),

(7.10), ïîëîæèì

q̃0pη; pq “ z̃0pη; pq ´ ˚̃v0pξ; pq ´ ˚̃v´0 pξ
´; pq, (7.17a)

q1pηq “ z1pηq ´ r̊v1pξq ` σv̊0,spξqs ´ r̊v
´
1 pξ

´
q ` σ´v̊´0,s´pξ

´
qs, (7.17b)

à òàêæå

q̃pη; pq “ q̃0pη; pq ` εq1pηq, q0pηq “ q̃0pη; 0q, qpηq “ q0pηq ` εq1pηq. (7.17c)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ, ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé (7.10), ïîäðàçóìåâàåòñÿ,

÷òî

v̊0,spξq “
B

Bs
v0pξ, sq

ˇ

ˇ

s“0
, v̊´0,s´ “

B

Bs´
v´0 pξ

´, s´q
ˇ

ˇ

s´“0
. (7.17d)
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Ïðè ýòîì êðàåâûå óñëîâèÿ èç (7.15) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå z1 “

σ v̊0,s íà Γ è z1 “ σ´v̊´0,s´ íà Γ´.

Îáúåäèíÿÿ îïðåäåëåíèå q̃0 ñ (7.8), (7.12), ïîëó÷àåì íåëèíåéíóþ êðàåâóþ

çàäà÷ó, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò q̃0:

4η q̃0 “ B̃pO, q̃0 ` ˚̃v0 ` ˚̃v´0 q ´ B̃pO,˚̃v0q ´ B̃pO,˚̃v
´
0 q, (7.18a)

q̃0 “ ´˚̃v´0 íà Γ, q̃0 “ ´˚̃v0 íà Γ´. (7.18b)

Àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçîâàíèåì (7.8), (7.9) è (7.15) (ñì Ëåììó 2.4 â [160]) ìû

ìîæåì ôîðìàëüíî âûâåñòè ëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿ-

åò q1:

´4ηq1 ` q1BtpO, z0q “ ´η ¨∇xBpO, ¨q
ˇ

ˇ

ˇ

z0

v̊0; v̊´0

´p̊v1 ` σv̊0,sq BtpO, ¨q
ˇ

ˇ

ˇ

z0

v̊0

´ p̊v´1 ` σ
´v̊´0,s´q BtpO, ¨q

ˇ

ˇ

ˇ

z0

v̊´0

,

q1 “ ´p̊v
´
1 ` σ

´v̊´0,s´q íà Γ, q1 “ ´p̊v1 ` σv̊0,sq íà Γ´,

(7.19)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (7.6). Íàêîíåö, ôîðìàëüíî äèôôåðåöèèðóÿ ïî

p ñîîòíîøåíèå (7.17a) è çàäà÷ó (7.12) (èëè ýêâèâàëåíòíóþ åé çàäà÷ó (7.18))

è çàòåì âîñïîëüçîâàâøèñü (7.4), ìû ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðîé ôîð-

ìàëüíî óäîâëåòâîðÿåò q̃0,p:

´4η q̃0,p ` q̃0,pB̃tpO, z̃0q “ q̃0 ´ ˚̃v0,p B̃tpO, ¨q
ˇ

ˇ

ˇ

z̃0

˚̃v0

´ ˚̃v´0,p B̃tpO, ¨q
ˇ

ˇ

ˇ

z̃0

˚̃v´0

,

q̃0,p “ ´˚̃v´0,p íà Γ, q̃0,p “ ´˚̃v0,p íà Γ´.

(7.20)

Çàäà÷à (7.18) áóäåò èñïîëüçîâàíà â �7.3.3 ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýêñïîíåí-

öèàëüíîãî óáûâàíèÿ q̃0 ïðè |η| Ñ 8. Òàêæå ìû óâèäèì, ÷òî âñå äàííûå â

ëèíåéíûõ çàäà÷àõ (7.19) è (7.20) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò. Ýòè íàáëþäåíèÿ

áóäóò èñïîëüçîâàíû â �7.3.5 ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè ýòèõ

ëèíåéíûõ çàäà÷, à òàêæå òîãî, ÷òî îíè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå

ðåøåíèÿ. Â ñèëó (7.17b) ñóùåñòâîâàíèå q1 íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâî-

âàíèþ z1. Àíàëîãè÷íî, äîêàçàâ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ (7.20), ñ ïîìîùüþ

èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðî-

èçâîäíîé q̃0 ïî p.
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7.3 Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà óãëîâûõ ïîãðàíôóíêöèé

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ è íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé

z̃0 and z1. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ (7.12) âûòåêàåò èç òåîðèè âåðõíèõ è íèæ-

íèõ ðåøåíèé (ñì. �7.3.1). Ïîñëåäíÿÿ òåîðèÿ òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ â �7.4 ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (7.1). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ z̃0 äëÿ

(7.12) è åãî ñâîéñòâà, îïèñàííûå â Òåîðåìå 7.2, áóäóò äîêàçàíû â �7.3.2. Ïî-

ñêîëüêó (7.12) ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé, ñíà÷àëà ìû ïîñòðîèì îïðå-

äåëåííûå íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ äëÿ (7.12), ïîñëå ÷åãî ôóíêöèÿ z̃0 áó-

äåò âûáðàíà êàê åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ìåæäó âûáðàííûìè

íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè. Â �7.3.3 áóäåò ðàññìîòðåíî ýêñïîíåíöèàëü-

íîå óáûâàíèå êîìïîíåíòû q̃0 â z̃0.

Ïðåæäå ÷åì ìû ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ z1 è Bz̃0{Bp, ïîòðåáó-

åòñÿ ðàññìîòðåòü ëèíåàðèçàöèþ (7.12) îêîëî ôóíêöèè z̃0 (ñì. �7.3.4). Áóäåò

óñòàíîâëåíî, ÷òî ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è ñòðî-

ãî ïîëîæèòåëüíî, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð îáðàòèì. Ýòà

÷àñòü àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé â äàííîì ïàðàãðàôå è ìîæåò ïðåäñòàâ-

ëÿòü íåçàâèñèìûé èíòåðåñ. Ñóùåñòâîâàíèå è íåîáõîäèìûå íàì ñâîéñòâà z1 è

Bz̃0{Bp áóäóò çàòåì óñòàíîâëåíû â �7.3.5.

7.3.1 Âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ

Òåîðèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé îïèñàíà, íàïðèìåð, â [68, 85, 129]. Ìû

îïèøåì îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå âàæíûå ôàêòû ýòîé òåîðèè â êîíòåêñòå

çàäà÷è (7.1), ïîñòàâëåííîé â ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè Ω. Îòìåòèì, ÷òî ýòî

òåîðèÿ ïðèìåíèìà è â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå çàäà÷è

(7.1), ïîñòàâëåííîé â ñåêòîðå S. Ïîñëåäíåå ïîçâîëèò íàì âîñïîëüçîâàòüñÿ

ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå áóäóò ïðåäñòàâëåíû íèæå, ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ (7.1)

è (7.12) (ïîñëåäíÿÿ, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó (7.1) ïðè ε “ 1).

Ôóíêöèÿ β íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì äëÿ çàäà÷è (7.1), åñëè β ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé â Ω̄, ïðè ýòîì β ě g íà BΩ, à äëÿ êàæäîãî
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χ P C80 pΩq, óäîâëåòâîðÿþùåãî χ ě 0, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
żż

Ω

“

´ βε24χ` bpx, βqχ
‰

dx ě 0. (7.21)

Çäåñü C80 pΩq îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Ω. Àíàëîãè÷íî, α íàçûâàåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì

äëÿ (7.1), åñëè α ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé â Ω̄, ïðè ýòîì α ď g

íà BΩ, à òàêæå ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå ê (7.21) íåðàâåíñòâî, ñ β çàìåíåííîé

íà α. Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíîâëåíà â [68, 85, 129].

Ë å ì ì à 7.3. Åñëè β1 è β2 ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ âåðõíèìè ðåøåíèÿìè äëÿ

(7.1), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó C2pΩq, òî mintβ1, β2u òîæå ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì (7.1). Åñëè α1 è α2 ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ íèæíèìè ðå-

øåíèÿìè (7.1), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó C2pΩq, òî maxtα1, α2u

òîæå ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì (7.1).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äåìîíñòðèðóåò ïîëåçíîñòü ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ è íèæ-

íèõ ðåøåíèé, çàêëþ÷àþùóþñÿ â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò îáîñíîâûâàòü ñó-

ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâîäèòñÿ

â [68] è [85] äëÿ ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, à òàêæå â [129] äëÿ áîëåå

îáùèõ îáëàñòåé.

Ë å ì ì à 7.4. Ïóñòü α è β ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèì è

âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (7.1), ïðè ýòîì α ď β â Ω. Òîãäà (7.1) èìååò

ðåøåíèå u, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî α ď u ď β â Ω. Òàêæå äëÿ (7.1) ñóùå-

ñòâóåò ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå um â òîì ñìûñëå, ÷òî α ď um ď β â Ω, à ïðè

ñóùåñòâîâàíèè äðóãîãî ðåøåíèÿ u, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåãî α ď u ď β â

Ω, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå um ď u â Ω.

Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ë å ì ì à 7.5. Ïóñòü um ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì (7.1) â îá-

ëàñòè Ω, ñîîòâåòñòâóþùèì íèæíåìó ðåøåíèþ α, à Ω̂ Ă Ω. Ïóñòü ûm ÿâ-

ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ èç (7.1),
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íî ðàññìàòðèâàåìîãî â îáëàñòè Ω̂, ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ûm|BΩ̂ “ um|BΩ̂, è

ñîîòâåòñòâóþùèì òîìó æå íèæíåìó ðåøåíèþ α, òåïåðü ðàññìàòðèâàå-

ìîìó â Ω̂. Òîãäà ûm “ um â Ω̂.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó um ě α ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è,

êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ûm ě α, ïðè÷åì ûm ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì

ýòîé çàäà÷è, òî ûm ď um â Ω̂. Ââåäåì ôóíêöèþ β â Ω, óäîâëåòâîðÿþùóþ β “

ûm â Ω̂ è β “ um â ΩzΩ̂. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî β ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì

(7.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Γ îáîçíà÷àåò ÷àñòü BΩ̂, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè Ω,

à n � åäèíè÷íóþ íîðìàëü ê BΩ̂, íàïðàâëåííóþ èç Ω̂. Åñëè χ P C80 pΩq è ïðè

ýòîì χ ě 0, òî, â ñèëó ñîîòíîøåíèé ε24ûm “ bpx, ûmq â Ω̂ è ε24um “ bpx, umq

â ΩzΩ̂, ïîëó÷àåì

żż

Ω

“

´ βε24χ` bpx, βqχ
‰

dx “

żż

Ω̂

“

´ ûmε
24χ` bpx, ûmqχ

‰

dx

`

żż

ΩzΩ̂

“

´ umε
24χ` bpx, umqχ

‰

dx

“

ż

Γ

ε2χ
`Bûm
BnΓ

´
Bum
BnΓ

˘

ě 0.

Çäåñü ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ûm ď um â Ω̂. Óáåäèâøèñü, ÷òî β ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì um ď β â Ω. Ñëåäîâàòåëüíî

um ď ûm â Ω̂, ïîýòîìó um “ ûm â Ω̂. l

Ë å ì ì à 7.6. Ïóñòü um ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì (7.1), ñîîò-

âåòñòâóþùèì íèæíåìó ðåøåíèþ α, à Ω̂ Ă Ω. Ïóñòü ūm ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ èç (7.1), íî ðàññìàò-

ðèâàåìîãî â îáëàñòè Ω̂, ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ūm|BΩ̂ ě um|BΩ̂, è ñîîòâåò-

ñòâóþùèì òîìó æå íèæíåìó ðåøåíèþ α, òåïåðü ðàññìàòðèâàåìîìó â Ω̂.

Òîãäà ūm ě um â Ω̂.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ûm èç Ëåììû 7.5 èìååì

ûm ď ūm. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ ûm “ um â Ω̂, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå Ëåììû. l
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7.3.2 Ñóùåñòâîâàíèå z̃0

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 7.2. Ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ñåêòî-

ðîì ñ âåðøèíîé O è ãðàíèöåé Γ Y Γ´. Ïóñòü òàêæå z “ z̃0 è fpzq “ B̃pO, zq.

Òîãäà èíòåðåñóþùàÿ íàñ êðàåâàÿ çàäà÷à (7.12) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, â

òåðìèíàõ z è f , â âèäå

´4z ` fpzq “ 0 â S, z “ A íà BS. (7.22)

Çäåñü A ą 0, â ñèëó A4, è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ |p|, â ñèëó (7.4),

(7.2) è A1�A3, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî

fp0q “ 0, fpAq ą 0, f 1p0q ą γ2,

ż s

0

fptqdt ą 0 ïðè s P p0, As. (7.23)

Çàìåòèì, ÷òî èç (7.23) ñëåäóåò, ÷òî 0 è A ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ íèæ-

íèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè äëÿ (7.22). Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé

ìåðå îäíî ðåøåíèå z P r0, As çàäà÷è (7.22). Îäíàêî, ÷òîáû óñòàíîâèòü æåëà-

åìûå îöåíêè ðåøåíèÿ, íàì ïîòðåáóþòñÿ áîëåå òî÷íûå íèæíåå è âåðõíåå ðå-

øåíèÿ. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî íèæíåãî ðåøåíèÿ çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó Ëåììû 7.3,

ôóíêöèÿ α “ maxt̊ṽ0,˚̃v
´
0 u ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì (7.22) è óäîâëåòâîðÿåò

0 ď α ď A. Òåïåðü îïðåäåëèì z̃0 êàê åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå,

ñîîòâåòñòâóþùåå íèæíåìó ðåøåíèþ α è âåðõíåìó ðåøåíèþ A. Òîãäà z̃0 ď A,

à òàêæå z̃0 ď β äëÿ ëþáîãî âåðõíåãî ðåøåíèÿ β, óäîâëåòâîðÿþùåãî β ě α.

Áîëåå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ z̃0 áóäåò ïîñòðîåíà ïðè äîêàçàòåëüñòâå

Òåîðåìû 7.2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ò å î ð å ì û 7.2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà η0 “ ξ0er ` σ0es â S ðàñïîëîæåíà

áëèæå ê ñòîðîíå Γ, ÷åì ê Γ´. Ïóñòü η̄ “ σ0es, η̄
´ “ σ0es´ , à O îáîçíà÷àåò

êðóã âíóòðè S, êàñàþùèéñÿ Γ â òî÷êå η̄ è Γ´ â òî÷êå η̄´. Çàìåòèì, ÷òî ðàäèóñ

O, ðàâíûé ρ “ σ0 tanpω{2q, ðàñòåò ïðè óäàëåíèè η0 îò O. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(7.22) â îáëàñòè O (âìåñòî S) è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå zO:

´4zO ` fpzOq “ 0 â O, zO “ A íà BO. (7.24)
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Çàìåíà ïåðåìåííûõ η̂ “ η{ρ ïðåîáðàçóåò O â åäèíè÷íûé êðóã Ô. Ïðè ýòîì

çàäà÷à (7.24) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ ẑOpη̂q :“ zOpηq:

´ρ´24η̂ẑO ` fpẑOq “ 0 â Ô, ẑO “ A íà BÔ, (7.25)

ãäå ρ´1 ñòàíîâèòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

σ0, ò. å. ìû èìååì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ çàäà÷ó òèïà (7.1), íî â ãëàäêîé

îáëàñòè (ÿâëÿþùåéñÿ åäèíè÷íûì êðóãîì). Òàêèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü,

íàïðèìåð, â [163]. Â ÷àñòíîñòè, âîñïîëüçîâàâøèñü Ñëåäñòâèåì 2.9 èç [163],

çàêëþ÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííîÿ C, ÷òî ωpd̂q˚̃v0pρd̂; p ` p̂q ` b´1
2 p̂ ñ

p̂ “ Cρ´1 ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (7.25). Çäåñü ïîñòîÿííàÿ b2 ě

|buupO, tq| ïðè t P ru0pOq, gpOqs, d̂ “ d̂pη̂q îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè η̂ P Ô
äî BÔ, à ωpd̂q ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé-ñðåçêîé, ðàâíîé 1 ïðè d̂ ą 1{2 è 0

ïðè d̂ ă 1{4. (Îòìåòèì, ÷òî ˚̃v0pρd̂; p` p̂q çàìåíÿåò vpρd̂, l; p` p̂q â îáîçíà÷åíèÿõ

[163], è â íàñòîÿùåé ñèòóàöèè íå çàâèñèò îò l.)

Èíòåðïðåòèðóÿ íàøè âûâîäû â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé η, äëÿ ÷åãî íàì òàê-

æå ïîòðåáóåòñÿ ðàññòîÿíèå d “ dpηq “ ρd̂ îò òî÷êè η P O äî BO, óáåæäàåìñÿ,
÷òî ωpd{ρq˚̃v0pd; p`p̂q`b´1

2 p̂, ãäå p̂ “ Cρ´1, ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è

(7.24). Ó íàñ óæå åñòü ïàðà ôóíêöèé α “ maxt̊ṽ0,˚̃v
´
0 u è A, êîòîðûå ñîîòâåò-

ñòâåííî ÿâëÿþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèåì äëÿ (7.24). Îáúåäèíÿÿ äâà

âåðõíèõ ðåøåíèÿ, êàê ïîêàçàíî â Ëåììå 7.3, ïîëó÷àåì áîëåå òî÷íîå âåðõíåå

ðåøåíèå βO :“ mintωpd{ρq˚̃v0pd; p` p̂q ` b´1
2 p̂, Au, ãäå p̂ “ Cρ´1.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ zOpηq çàäà÷è (7.24) ìåæäó α è βO, âàæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî α ď βO, ÷òî ñëåäóåò èç α ď ωpd{ρq˚̃v0pd; p` p̂q` b´1
2 p̂. Ïîñêîëü-

êó òî÷êà η ðàñïîëîæåíà áëèæå ê Γ, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî

˚̃v0pξ; pq ď ωpd{ρq˚̃v0pd; p` p̂q ` b´1
2 p̂. Â òîé ÷àñòè îáëàñòè, ãäå ω “ 1, ýòî âûòå-

êàåò èç íåðàâåíñòâ ˚̃v0pξ; pq ď ˚̃v0pξ; p` p̂q ď ˚̃v0pd; p` p̂q, ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü

ìîíîòîííîñòüþ ˚̃v ïî îáîèì àðãóìåíòàì, à òàêæå òåì, ÷òî ξ ě dpηq ïðè ëþáîì

η “ pξ, σq. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè ω ă 1, èìååì ξ ě dpηq ě ρ{2 è

p̂ “ Cρ´1, ñëåäîâàòåëüíî ˚̃v0pξ; pq ď Ce´Cξ ď b´1
2 p̂ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
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çíà÷åíèÿõ ρ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî äåéñòâèòåëüíî α ď βO ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ρ.

Ïóñòü zOpηq ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì (7.24) ìåæäó α è βO. Â ñè-

ëó Ëåììû 7.6, ïðèìåíåííîé ê çàäà÷àì (7.22) è (7.24), çàêëþ÷àåì, ÷òî z̃0pηq ď

zOpηq ď βO â O è, â ÷àñòíîñòè, z̃0pη0q ď βOpη0q. Çàìåòèì ÷òî ïðè η “ η0 ñïðà-

âåäëèâî d “ ξ0, è ñëåäîâàòåëüíî βOpη0q ď ˚̃v0pξ0; p` p̂q ` b´1
2 p̂ ď ˚̃v0pξ0; pq `Cp̂.

Íàêîíåö, âñïîìíèì, ÷òî p̂ “ Cρ´1 “ Cσ´1
0 ď C|η0|

´1. Ýòî äîêàçûâàåò âåðõ-

íþþ îöåíêó äëÿ z̃0 â (7.13) ïðè ëþáîì η “ η0, ðàñïîëîæåííîì áëèæå ê Γ ÷åì

ê Γ´. Òàêèì îáðàçîì, (7.13) äîêàçàíî.

Â ñèëó (7.13) è (7.23), íàéäåòñÿ òàêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî Ξ ą 0,

÷òî ïðè

SΞ :“ tη P S : mintξ, ξ´u ą Ξu, (7.26)

äëÿ ëþáîãî η P SΞ âåëè÷èíà z̃0pη; pq íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî f 1pz̃0q ą γ2. Ïî

òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè, z̃0 óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ´4ηz̃0`

apηqz̃0 “ 0 íà SΞ ñ êîýôôèöèåíòîì apηq ą γ2. Ïîëîæèì W pηq “ e´γξ ` e´γξ
´

.

Òîãäà 4ηW “ γ2W è ñëåäîâàòåëüíî
“

´4η ` apηq
‰

W “
“

apηq ´ γ2
‰

W ą 0.

Ïðè ýòîì W ě e´γΞ íà ãðàíèöå BSΞ, ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ ñîñòîèò èç äâóõ

ëó÷åé, îäèí íà ðàññòîÿíèè Ξ îò Γ, à äðóãîé íà ðàññòîÿíèè Ξ îò Γ´. Ïîýòîìó

íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C ą 0, ÷òî CW ě A ě z̃0 íà BSΞ. Òåïåðü, â ñèëó

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, z̃0pηq ď CW pηq â SΞ. Ýòî äîêàçûâàåò (7.14).

Åñëè p ă p1, òî z̃0p¨, p
1q ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì äëÿ çàäà÷è, óäî-

âëåòâîðÿåìîé z̃0p¨, pq, ïîýòîìó z̃0pη, pq ď z̃0pη, p
1q, ÷òî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî

ìîíîòîííîñòè, çàÿâëåííîå â óòâåðæäåíèè òåîðåìû. Íàêîíåö, ïîñêîëüêó z̃0

óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ 4ηz̃0 “ F ñ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé

F pηq “ B̃pO, z̃0q, ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäèò ê

|∇ηz̃0| ď C â S. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 7.2. �

Ç à ì å ÷ à í è å 7.7. Â êîíòåêñòå çàäà÷è (7.22), ïðåäïîëîæåíèå A3

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ fpAq ą 0, êîòîðîå ïðèñóòñòâóåò â (7.23) è èñïîëü-

çóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ z, óäîâëåòâîðÿþùåãî
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0 ď z ď A. Áîëåå òîãî, A3 íåîáõîäèìî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ

â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ðåçóëüòàò èç [144] ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè â (7.23) ìû

çàìåíèì fpAq ą 0 íà fpAq ă 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå θf P pπ{2, πq,

÷òî â ëþáîì ñåêòîðå S, óãîë ïðè âåðøèíå êîòîðîãî ìåíüøå θf , íå ñóùå-

ñòâóþò ðåøåíèé z çàäà÷è (7.22), óäîâëåòâîðÿþùèõ 0 ď z ď A. (Îòìåòèì,

÷òî â [144] ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åííûå îáëàñòè, íî èçó÷åíèå äîêàçà-

òåëüñòâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòîé ñòàòüè òàêæå ïðèìåíèìû

ê íåîãðàíè÷åííîìó ñåêòîðó S.) Òàêèì îáðàçîì, åñëè óñëîâèå A3 íàðóøåíî,

è âìåñòî ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ fpAq ă 0, òî çàäà÷à (7.22) íå èìååò ðåøå-

íèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ 0 ď z ď A, äàæå åñëè îíà ïîñòàâëåíà â ÷åòâåðòè

ïëîñêîñòè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå 0 ď z ď A èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå ðåçêèõ

ïèêîâ â ðåøåíèÿõ u çàäà÷è (7.1) â îêðåñòíîñòÿõ óãëîâ Ω. Äåéñòâèòåëüíî,

âñïîìíèì, ÷òî z “ z̃0 ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé ïîãðàíôóíêöèåé, êîòîðàÿ áóäåò

ïðèñóòñòâóâàòü â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè, ò. å. z äîëæíà áûòü

ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âäàëè îò Γ Y Γ´, è òàêæå äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü

z « ˚̃v0pξq è z « ˚̃v´0 pξ
´q, ñîîòâåòñòâåííî, îêîëî ãðàíèö Γ è Γ´ âäàëè îò

ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû. Ïîñêîëüêó ˚̃v, ˚̃v´ P r0, As, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñî-

îòíîøåíèå 0 ď z ď A ìîæåò áûòü íàðóøåíî òîëüêî ïðè |x ´ Pj´1| ď Cε,

è ñëåäîâàòåëüíî òàêîå íàðóøåíèå ïðèâåëî áû ê ïîÿâëåíèþ îñòðûõ ïèêîâ â

ðåøåíèè u « zpηq ` u0pPj´1q â Opεq-îêðåñòíîñòè âåðøèíû Pj´1.

7.3.3 Ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ôóíêöèè q̃0

Ôóíêöèÿ q̃0 îïðåäåëÿåòñÿ (7.17a), à òàêæå, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, óäîâëå-

òâîðÿåò íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å (7.18). Â äàííîì ðàçäåëå, ÷òîáû óñòàíî-

âèòü ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå q̃0, ìû âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûì ýêâèâà-

ëåíòíûì âàðèàíòîì êðàåâîé çàäà÷è (7.18).

Ë å ì ì à 7.8. Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C1 è c1, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåä-
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ëèâî ñîîòíîøåíèå

|q̃0| ` |∇q̃0| ď C1e
´c1|η| â S.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ãðàíè÷ûå óñëîâèÿ (7.18b) ÿâëÿþòñÿ ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèìè, íî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ïðàâîé ÷àñòè

â (7.18a) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå ñëèøêîì ïðîñòîé çàäà÷åé. Âìåñòî ýòîãî óäîáíî

èññëåäîâàòü ôóíêöèþ q̃0 ` ˚̃v´. Ââåäåì îïåðàòîðû N è L:

N rW s “ ´4W ` B̃pO, ¨q
ˇ

ˇ

W`˚̃v0

˚̃v0
, LW “ ´4W `WB̃tpO,˚̃v0q.

Òîãäà èìååì

B̃pO, ¨q
ˇ

ˇ

W`˚̃v0

˚̃v0
“ WB̃tpO,˚̃v0q `W

2R,

ãäå |R| ď CR “
1
2

sup |B̃tt|. Ñëåäîâàòåëüíî

N rW s “ LW `W 2R. (7.27)

Îïåðàòîð N áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü â êðàåâîé çàäà÷å äëÿ q̃0`˚̃v´0 . Äåéñòâè-

òåëüíî, èç (7.18a) è (7.8) ïîëó÷àåì

N rq̃0 ` ˚̃v´0 s “ 0 â S. (7.28a)

Äàëåå, èç (7.18b) íåìåäëåííî ñëåäóåò

q̃0 ` ˚̃v´0 “ 0 íà Γ. (7.28b)

Ïîñêîëüêó q̃0 ` ˚̃v´0 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò íå âî âñåì ñåêòîðå S, ñôîð-

ìóëèðóåì íàøó êðàåâóþ çàäà÷ó â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäîáëàñòè ñåêòîðà S.

Ïóñòü ω1 ď ω{2, è ïóñòü Γω1 ÿâëÿåòñÿ ëó÷îì â S, êîòîðûé èìååò óãîë ω1

ñ Γ, à Sω1 Ă S ïóñòü áóäåò ñåêòîðîì ñî ñòîðîíàìè Γ è Γω1 . Ëåãêî óâèäåòü,

÷òî ˚̃v´0 ď ˚̃v0 â Sω1 . Ñëåäîâàòåëüíî, èç (7.13), 0 ă ˚̃v0 ď z̃0 â Sω1 , è äàëåå

0 ď z̃0 ´ ˚̃v0 “ q0 ` ˚̃v´0 ă z̃0 â Sω1 . Òàêæå âîñïîëüçîâàâøèñü (7.14), çàêëþ÷à-

åì, ÷òî ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì c2 ą 0, ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî

áîëüøîå ρ̄ “ ρ̄pc2q ą 0, ÷òî

|q̃0 ` ˚̃v´0 | ď Ce´γξ “ Ce´γptanω1qσ ď c2e
´γptanω1qσ{2 íà Γω1 , σ ą ρ̄. (7.28c)
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Ïóñòü S 1ω1
“ tη P Sω1 : σ ą ρ̄u, ïðè ýòîì Γ1ω1

îáîçíà÷àåò ÷àñòü ëó÷à Γω1 ,

ëåæàùóþ âäîëü S 1ω1
, à Γρ̄ ïóñòü îáîçíà÷àåò ïîðöèþ BS

1
ω1
ñ σ “ ρ̄. Âûáèðàÿ ρ̄

äîñòàòî÷íî áîëüøèì, â ñèëó (7.13), ïîëó÷àåì

|q̃0 ` ˚̃v´0 | “ |z̃0 ´ ˚̃v0| ď C|η|´1
ď C{ρ̄ ď c2 íà Γρ̄. (7.28d)

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ çàäà÷ó

N rW s “ 0 â S 1ω1
, W “ q̃0 ` ˚̃v´0 íà BS 1ω1

. (7.29)

Ïîñòðîèì ýêñïîíåíöèàëüíî-óáûâàþùåå âåðõíåå ðåøåíèå W̄ äëÿ (7.29). Ýòî

âåðõíåå ðåøåíèå îïðåäåëèì êàê W̄ “ wpξqφpσq, ãäå φpσq “ cφe
´aσ, ïðè ýòîì

a è cφ âûáèðàþòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè, à w ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ

´w2 ` wB̃tpO,˚̃v0q “ 1.

×òîáû îïðåäåëèòü w, âñïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ˚̃v0pξq ě 0 ìîíîòîííî ýêñïî-

íåíöèàëüíî óáûâàåò, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ´˚̃v20 ` B̃pO,˚̃v0q “ 0. Ïîëàãàÿ

χpξq “ ´˚̃v0,ξ ě 0, ïîëó÷àåì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.2 â [88])

wpξq “ χpξq

ż ξ

0

χpηq´2 ˚̃v0pηqdη ` χpξq. (7.30)

Ïîñêîëüêó γ˚̃v0 ď χ ď γ̄v̊0 (ñì., íàïðèìåð, [182, îöåíêó (A.2)]), íåñëîæíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ cw è Cw ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

0 ď cw ď wpξq ď Cw.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå a è cφ, ôóíêöèÿ W̄

äåéñòâèòåëüíî ñòàíîâèòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî

LrW̄ s “ ´w2φ´ wφ2 ` rwφsB̃tpO,˚̃v0q “
“

´ w2 ` wB̃tpO,˚̃v0q
‰

φ´ wφ2

“ φ´ wφ2 “ φp1´ a2wq.
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Òàêèì îáðàçîì LrW̄ s ě 1
2
φ ïðè a2 ď 1

2
C´1
w . Òàêæå, âîñïîëüçîâàâøèñü (7.27),

ïîëó÷àåì

N rW̄ s “ LW̄ ` w2φ2R

ě 1
2
φ´ C2

wφ
2CR “ φ r1

2
´ C2

wCRφs “ φ r1
2
´ C2

wCRcφe
´aσ
s

ě 0 “ N rq̃0 ` ˚̃v´0 s ïðè cφ “
1

2
C´2
w C´1

R .

Ïîñêîëüêó W̄ ą 0 íà Γ, èç (7.28b) ïîëó÷àåì W̄ ě q̃0 ` ˚̃v´0 íà Γ. Òåïåðü

ïîêàæåì, ÷òî W̄ ě q̃0 ` ˚̃v´0 íà BS 1ω1
. Âîñïîëüçîâàâøèñü (7.28c), ïîëó÷àåì

|q̃0 ` ˚̃v´0 | ď c2e
´γptanω1qσ{2 ď cw ¨ cφe

´aσ
ď wφ íà Γ1ω1

ïðè âûïîëíåíèè c2 ă cwcφ è a ď γptanω1q{2. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàâøèñü

(7.28c), êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûáðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëóþ ïîñòîÿííóþ c2 çà

ñ÷åò âûáîðà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ρ̄. Íàêîíåö, íà Γρ̄ â ñèëó (7.28d) ïîëó÷àåì

|q̃0 ` ˚̃v´0 | ď c2 ď cw ¨ cφe
´aρ̄

ď wφ íà Γρ̄

ïðè c2 ă cwcφ è äîñòàòî÷íî ìàëîì a. Äëÿ âûïîëíåíèÿ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ

ρ̄ “ ρ̄pc2q âíîâü âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì íåçàâèñèìî îò a, à a “ apρ̄q

äàëåå âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì. Â öåëîì, åñëè ρ̄ âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøèì, à a äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê 0, òî ôóíêöèÿ W̄ ñòàíîâèòñÿ âåðõíèì

ðåøåíèåì çàäà÷è (7.29).

Ïîñêîëüêó z̃0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì, ñîîòâåò-

ñòâóþùèì íèæíåìó ðåøåíèþ maxt̊ṽ0,˚̃v
´
0 u, òî, â ñèëó Ëåììû 7.5, ôóíêöèÿ

W “ q̃0 ` ˚̃v´0 “ z̃0 ´ ˚̃v0, ðàññìàòðèâàåìàÿ â îáëàñòè S
1
ω1
, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì (7.29), ñîîòâåòñòâóþùèì íèæíåìó ðåøåíèþ

W “ maxt̊ṽ0,˚̃v
´
0 u ´

˚̃v0 “ 0. Î÷åâèäíî, ÷òî W ď W̄ , ïîýòîìó çàêëþ÷àåì, ÷òî

0 “ W ď W “ q̃0 ` ˚̃v´0 ď W̄ ď Ce´a|η| â Sω1 .

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ |̊ṽ´0 | ď Ce´a|η| â Sω1 , ïîëó÷àåì |q̃0| ď Ce´a|η| â Sω1 . Àíàëî-

ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |q̃0| ď Ce´a|η| â ñåêòîðå S´ω1
ñ óãëîì ω1,

ðàñïîëîæåííûì âäîëü ñòîðîíû Γ´ ñåêòîðà S. Èç íåðàâåíñòâà (7.14) ñëåäóåò,

÷òî |q̃0| ď C1e
´c1|η| â SzpSω1 Y S

´
ω1
q, ïîýòîìó |q̃0| ď C1e

´c1|η| âî âñåì ñåêòîðå S.
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×òîáû îöåíèòü ïåðâûå ïðîèçâîäíûå q̃0, ââåäåì ω2 P p
1
2
ω, ωq, è ïóñòü Γω2

ÿâëÿåòñÿ ëó÷îì â S, èìåþùèì óãîë ω2 ñ Γ, à Sω2 Ă S áóäåò ñåêòîðîì ñî

ñòîðîíàìè Γ è Γω2 . Âîñïîëüçîâàâøèñü (7.27), (7.28a) è ýêñïîíåíöèàëüíûì

óáûâàíèåì q̃0 è ˚̃v´0 â Sω2 , óáåæäàåìñÿ, ÷òî |4pq̃0 `˚̃v´0 q| ď C|q̃0 `˚̃v´0 | ď Ce´c|η|

â Sω2 . Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëîêàëüíûå îöåíêè òèïà Øàóäåðà äëÿ îöåíêè ïåðâûõ

ïðîèçâîäíûõ ê ïàðàì êîíöåíòðè÷åñêèõ êðóãîâ ðàäèóñîâ 1 è 2, êîòîðûå ìîãóò

ïåðåñåêàòü Γ, íî íå ïåðåñåêàþò Γω2 , óáåæäàåìñÿ, ÷òî |∇pq̃0 ` ˚̃v´0 q| ď Ce´c|η|,

è ñëåäîâàòåëüíî |∇q̃0| ď Ce´c|η| âíóòðè ëþáîãî äîïóñòèìîãî êðóãà ðàäèóñà

1. Ïîñêîëüêó òàêèå åäèíè÷íûå êðóãè ïîêðûâàþò S̄ω{2 X t|η| ě C̄u, â ñèëó

Òåîðåìû 7.2 ïîëó÷àåì æåëàåìîå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå âî âñåì ñåêòîðå

S̄ω{2. l

7.3.4 Êîððåêòíîñòü ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è â ñåêòîðå

Ïóñòü z̃0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7.12), îïèñàííûì â Òåîðåìå 7.2, à ãpηq “

B̃tpO, z̃0pηqq. Â äàííîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì êîððåêòíîñòü çàäà÷è

MW :“ ´4W ` ãW “ F â S, W “ 0 íà BS. (7.31)

Êàê ñëåäñòâèå, áóäåò óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé z1 è z̃0,p è ýêñïî-

íåíöèàëüíîå óáûâàíèå èõ êîìïîíåíò q1 è q̃0,p.

Ïóñòü SR îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åííûé ñåêòîð ðàäèóñà R. Ñòîðîíû SR áóäóò

îáîçíà÷åíû ΓR è Γ´R. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

MΦR “ λRΦR â SR, ΦR “ 0 íà BSR. (7.32)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñòàíäàðòíûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ [85, �6.5.1] äëÿ îïåðàòîðàM`Ca, ãäå Ca ą max |ã|, çàêëþ÷àåì, ÷òî

çàäà÷à (7.32) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé λR,1 ă λR,2 ď ¨ ¨ ¨ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì

ãëàâíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λR,1 ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñîáñòâåí-

íàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì φ, è äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî φ ą 0 â SR.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, êîýôôèöèåíò ã íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì. Òåì íå ìåíåå

áóäåò óñòàíîâëåíî (ñì. Òåîðåìó 7.15), ÷òî λR,1 ïîëîæèòåëüíî è, áîëåå òîãî,

îòäåëåíî îò 0 ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé ðàâíîìåðíî ïî R. Èç ýòîãî ñëå-

äóåò (ñì. Ëåììó 7.16), ÷òî çàäà÷à (7.31), ðàññìàòðèâàåìàÿ â îãðàíè÷åííîì

ñåêòîðå, ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé è èìååò ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå

ðàâíîìåðíî ïî R. Äàëåå, ïîëàãàÿ R Ñ 8, áóäåò óñòàíîâëåíà êîððåêòíîñòü

ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñåêòîðà (ñì. Òåîðåìó 7.17).

Ïóñòü íàïðàâëåíèå îñè ξ̄ ñîâïàäàåò ñ ëó÷îì ω{2, è ïîëîæèì

Zpηq :“ ´
Bz̃0

Bξ̄
. (7.33)

Î÷åâèäíî, ÷òî MZ “ 0 è Z ě 0 íà BS, ïîñêîëüêó z̃0 “ A íà BS è z̃0 ď A

íà S. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ z̃0 ðàâíà ïîñòîÿííîé íà Γ, òî

Z “ ´psin 1
2
ωqz̃0,ξ íà Γ.

Ë å ì ì à 7.9. Ñïðàâåäëèâî, ÷òî 0 ď Z ď C íà S. Òàêæå, äëÿ ëþáîãî

R1 ą 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 “ C1pR
1q ą 0, ÷òî, åñëè η P ΓY Γ´ è

|η| ą R1, òî Zpηq ě C1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îãðàíè÷åííîñòü Z âûòåêàåò èç Òåîðå-

ìû 7.2. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî Z ě 0, âñïîìíèì, ÷òî z̃0 áûëî îïðåäåëåíî â

�7.3.2 êàê ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå (7.12), ñîîòâåòñòâóþùåå íèæíåìó ðåøåíèþ

α “ maxt̊ṽ0,˚̃v
´
0 u. Ïðîñëåæèâàÿ äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 7.1 èç [129], óáåæ-

äàåìñÿ, ÷òî z̃0 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ïðåäåë âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íèæíèõ ðåøåíèé tαpkqu, ò. å. z̃0 “ limkÑ8 α
pkq, ãäå αp0q :“ α, à

ïîñëåäóþùèå αpkq îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî èç

´4αpkq ` C̄αpkq “ C̄αpk´1q
´ B̃pO,αpk´1q

q, αpkq
ˇ

ˇ

ˇ

BS
“ A.

Çäåñü C̄ ě B̃tpO, tq ïðè ëþáîì t P r0, As. Äàëåå, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

r´4` C̄ sαpkq
ξ̄
“ rC̄ ´ B̃tpO,α

pk´1q
qsα

pk´1q

ξ̄
, α

pkq

ξ̄

ˇ

ˇ

ˇ

BS
ď 0,
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ãäå ñîîòíîøåíèå íà ãðàíèöå ïðè êàæäîì k ñëåäóåò èç αpkq ď A â S. Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî äëÿ αp0q “ maxt̊ṽ0,˚̃v
´
0 u òàêæå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

α
p0q

ξ̄
ď 0 â S.

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

´α
pkq

ξ̄
ě 0 â S,

è ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ k Ñ 8, ïîëó÷àåì íåîòðèöàòåëüíîñòü Z.

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî R1 ą 0, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 ą

0, ÷òî ñïðàâåäëèâî Z ě C1 ą 0 ïðè âûïîëíåíèè η P ΓYΓ´ è |η| ě R1. Âñïîì-

íèì, ÷òî Z “ ´Bz̃0{Bξ̄ “ ´r̊ṽ0pξq`˚̃v´0 pξ
´qsξ̄´ q̃0,ξ̄. Ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå

óäîâëåòâîðÿåò æåëàåìîìó ñîîòíîøåíèþ, à â ñèëó Ëåììû 7.8 ñëàãàåìîå q̃0,ξ̄

ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì çà ñ÷åò âûáîðà |η| äîñòàòî÷íî áîëü-

øèì, íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå R2 è C2, ÷òî åñëè |η| ą R2

è η P ΓY Γ´, òî Zpηq ą C2.

Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì R1 ą 0, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ

C 1 ą 0, ÷òî Z ě C 1 ïðè âûïîëíåíèè η P Γ Y Γ´ è R1 ď |η| ď R2. Ýòî

íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ Z ą 0 íà BSzO, êîòîðîå íàì åùå íóæíî

äîêàçàòü. Äëÿ ýòîãî, âñïîìíèì, ÷òî z̃0 ď A ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7.12),

ãäå A ą 0 è B̃pO,Aq ą 0. Îòñþäà íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

r´4` C̄spz̃0 ´ Aq ă pC̄t´ B̃pO, tqq
ˇ

ˇ

ˇ

z̃0

A
ď 0 â S.

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ z̃0´A “ 0 íà BS è ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîëó÷àåì

z̃0 ´ A ă 0 â S. Òàêæå, â ñèëó ëåììû Õîïôà [85, �6.4.2], ïîëó÷àåì Bpz̃0 ´

Aq{Bn ą 0 íà BSzO. Ïîýòîìó Z “ psin 1
2
ωqBz̃0{Bn ą 0 íà BSzO. l

Ïîñêîëüêó ïàðà pλR,1, φq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (7.32), ïðèõîäèì ê óðàâíå-

íèþ

λR,1φZ “ ´p4φqZ ` ãφZ “ ´p4φqZ ` φp4Zq,



261

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå ïî SR, à òàêæå âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî φ “ 0 íà BSR,

ïîëó÷àåì

λR,1

żż

SR

φZ “ ´

ż

BSR

Z
Bφ

Bn
ą 0. (7.34)

Ïîñêîëüêó çäåñü φ è Z ïîëîæèòåëüíû â SR, ñëåäîâàòåëüíî λR,1 ą 0. Äàëåå

íàì åùå ïðåäñòîèò ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ ïî R íèæíþþ îöåíêó äëÿ λR,1.

Ïîëîæèì ρpηq “ ãpηq ´ λR,1, òîãäà ´4φ ` ρφ “ 0. Âñïîìíèì, ÷òî ãpηq “

B̃tpO, z̃0pηqq, à, â ñèëó (7.4) è A1, ñïðàâåäëèâî B̃tpO, 0q ą 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü

(7.14), âûáåðåì òàêîå ÷èñëî Ξ ą 0, ÷òî ñïðàâåäëèâî ãpηq ě p3{4qB̃tpO, 0q ïðè

mintξ, ξ´u ě Ξ. Ïîëîæèì SpΞq “ tη P SR : mintξ, ξ´u ě Ξu. Òàêèì îáðàçîì,

ρpηq ě
1

4
B̃tpO, 0q ïðè λR,1 ď

1

2
B̃tpO, 0q è η P SpΞq. (7.35)

Íàêîíåö, ïðè R1 ă R ïóñòü ΓR1,R îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê η P ΓR, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ |η| ą R1.

Ë å ì ì à 7.10. Åñëè λR,1 ă
1
2
B̃tpO, 0q, òî äëÿ ëþáîãî R1 P p0, Rq ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ íå çàâèñÿøàÿ îò R ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C2pR
1q,

÷òî

λR,1 ě C2

ş

ΓR1,R
Bφ{Bξ

}φ}L1pSRXtξďΞuq

. (7.36)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó Bφ{Bn ď 0 íà BSR è ´Bφ{Bn “ Bφ{Bξ

íà ΓR, ñîîòíîøåíèå (7.34) è Ëåììà 7.9 ïðèâîäÿò ê

λR,1 “

ş

BSR
|Bφ{Bn|Z
ş

SR
φZ

ě 2C1

ş

ΓR1,R
φξ

}Z}L8pSRq}φ}L1pSRq

,

ãäå C1 “ C1pR
1q èç Ëåììû 7.9. Âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêàìè Z, îïèñàííûìè

â Ëåììå 7.9, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

}φ}L1pSRq ď C}φ}L1pSRXtξďΞuq. (7.37)

Èç (7.35) ïîëó÷àåì

0 ě

ż

BSR

Bφ

Bn
“

ż

SR

4φ “
ż

SR

ρφ “

ż

SpΞq

ρφ`

ż

SRzSpΞq

ρφ

ě
1

4
B̃tpO, 0q}φ}L1pSpΞqq ´ pmax

S
|ρ|q }φ}L1pSRzSpΞqq.



262

À ïîñêîëüêó B̃tpO, 0q ą 0, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

}φ}L1pSpΞqq ď C}φ}L1pSRzSpΞqq ď 2C}φ}L1pS:ξďΞq,

ãäå â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñèììåòðèåé φ ïî ξ è ξ´.

Äîáàâëÿÿ }φ}L1pSRzSpΞqq ê îáåèì ñòîðîíàì, ïîëó÷àåì (7.37). l

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé áóäåò ïîëåçåí

ïðè ïîëó÷åíèè íèæíåé îöåíêè äëÿ
ş

ΓR1,R
Bφ{Bξ â ïîñëåäóþùåé Ëåììå 7.13.

Ë å ì ì à 7.11. Ïóñòü äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ρ0, δ̄ è a, ïðè ýòîì

0 ă δ ď δ̄. Ïóñòü Ψ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé íà

R ñ Ψpxq “ 0 ïðè |x| ą a, à îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ψpx, yq îïðåäåëÿåòñÿ ïðè

px, yq P p´8,8q ˆ r0, δs ñîîòíîøåíèÿìè

´4ψ ` ρ0ψ “ 0, ψpx, 0q “ 0, ψpx, δq “ Ψpxq.

Òîãäà ψ ě 0, è íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ā “ āpδ̄q è C0pδ̄q, ÷òî

äëÿ I “
şa

´a
Ψpxqdx ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ż pa`āq

´pa`āq

ψypx, 0qdx ě
C0pδ̄q

δ
I,

ż

|x|ą|a`ā|

ψypx, 0qdx ď
C0pδ̄q

2δ
I.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíÿÿ ê ψ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïå-

ðåìåííîé x, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ψpx, yq “
şa

´a
Gpx´ t, yqΨptqdt,

ãäå

Gpx, yq “
1

π

ż 8

0

cospxsq
sinhpy

a

s2 ` ρ0q

sinhpδ
a

s2 ` ρ0q
ds.

Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, Gpx, yq ě 0, ïðè ýòîì Gpx, 0q “ 0, è ñëåäîâà-

òåëüíî

Gypx, 0q “
1

π

ż 8

0

cospxsq

a

s2 ` ρ0

sinhpδ
a

s2 ` ρ0q
ds ě 0.

Ïîñêîëüêó ψypx, 0q “
şa

´a
Gypx´ t, 0qΨptq dt, ïîëó÷àåì

ż a`ā

´a´ā

ψypx, 0q dx “

ż a

´a

I1ptqΨptqdt, I1ptq :“

ż a`ā´t

´a´ā´t

Gypx, 0q dx.



263

Åñëè t P r´a, as, òî r´a ´ ā ´ t, a ` ā ´ ts Ą r´ā, ās Ą r´δã, δãs, ãäå ã �

ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ã ď ā{δ̄, à δ ď δ̄. Âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü òàêæå Gypx, 0q ě 0, ïîëó÷àåì

I1ptq ě
1

π

ż δã

´δã

dx

ż 8

0

cospxsq

a

s2 ` ρ0

sinhpδ
a

s2 ` ρ0q
ds.

Âîñïîëüçîâàâøèñü çàìåíîé ïåðåìåííûõ x̂ “ x{δ è ŝ “ sδ (ïðè ýòîì xs “ x̂ŝ

è dx ds “ dx̂ dŝ), ïîëó÷àåì

I1ptq ě
1

δ π

ż ã

´ã

dx̂

ż 8

0

cospx̂ŝq

a

ŝ2 ` δ2ρ0

sinhp
a

ŝ2 ` δ2ρ0q
dŝ.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü δ2ρ0 P p0, δ̄
2ρ0q, â òî âðåìÿ êàê e

´s ď s{ sinh s ď 2e´s{2 äëÿ

ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî s. Ñëåäîâàòåëüíî

e´δ̄
?
ρ0e´ŝ ď

a

ŝ2 ` δ2ρ0

sinhp
a

ŝ2 ` δ2ρ0q
ď 2e´ŝ{2.

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ cospx̂ŝq ą 1
2
ïðè ŝ ď 1{|x̂| è | cospx̂ŝq| ď 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ïîëó÷àåì

I1 ě
1

δ π

ż ã

´ã

dx̂
”1

2
e´δ̄

?
ρ0

ż 1{|x̂|

0

e´ŝdŝ´ 2

ż 8

1{|x̂|

e´ŝ{2dŝ
ı

“
C

δ

ż ã

´ã

dx̂
”

1´ e´1{|x̂|
´ C 1e´1{p2|x̂|q

ı

,

ãäå C “ Cpδ̄q è C 1 “ C 1pδ̄q. Âûáåðåì ÷èñëî ã “ ãpδ̄q ą 0 äîñòàòî÷íî ìàëûì,

ñ òåì ÷òîáû ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ áûëà ě C ą 0, ÷òî ïðèâîäèò ê I1 ě

C0pδ̄q{δ.

Äàëåå ðàññìîòðèì
ż 8

a`ā

ψypx, 0q dx “

ż a

´a

I2ptqΨptqdt, I2ptq “

ż 8

a`ā´t

Gypx, 0q dx.

Ïîñêîëüêó t P r´a, as, óáåæäàåìñÿ, ÷òî a ` ā ´ t ě ā ě δā{δ̄. Îáúåäèíÿÿ ýòî

ñ Gypx, 0q ě 0, ïîëó÷àåì

0 ď I2ptq ď

ż 8

δā{δ̄

Gypx, 0q dx “
1

2π

ż 8

δā{δ̄

dx

ż 8

´8

eixs
a

s2 ` ρ0

sinhpδ
a

s2 ` ρ0q
ds.
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Âíîâü âîñïîëüçîâàâøèñü x̂ “ x{δ è ŝ “ sδ, ïîëó÷àåì

I2ptq ď
δ´1

2π

ż 8

ā{δ̄

dx̂

ż 8

´8

eix̂ŝ gpŝqdŝ “
δ´1

2π

ż 8

ā{δ̄

dx̂

pix̂q2

ż 8

´8

eix̂ŝ g2pŝq dŝ,

ãäå

gpŝq “

a

ŝ2 ` δ2ρ0

sinhp
a

ŝ2 ` δ2ρ0q
,

è äâàæäû áûëî èñïîëüçîâàíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Íåñëîæíî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ gpŝq è åå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëåíû êîððåêòíî (íàïðèìåð, îíè

îãðàíè÷åíû â 0), à òàêæå

|gpŝq| ` |g1pŝq| ` |g2pŝq| ď Ce´C|ŝ|.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

I2ptq ď
C

δ

ż 8

ā{δ̄

dx̂

x̂2
“

C

δā{δ̄
“
C0pδ̄q

4δ

ïðè óñëîâèè, ÷òî ā “ āpδ̄q âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Îñòàâøèéñÿ èíòå-

ãðàë ïî p´8,´pa` āqq îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. l

Ñ ë å ä ñ ò â è å 7.12. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëåììû 7.11, ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ ψ̃, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

´4ψ̃ ` ρ0ψ̃ “ 0, ψ̃px, 0q “ 0, ψ̃px, δq “ Ψpxq, ψ̃px,˘pa` āqq ď 0

â îáëàñòè r´pa` āq, a` ās ˆ r0, δs, ïðè ýòîì

ż pa`āq

´pa`āq

ψ̃ypx, 0qdx ě C 10pδ̄q

ż a

´a

Ψpxqdx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ψ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îïèñàííîé â

Ëåììå 7.11, è ïóñòü

ψ̃px, yq :“ ψpx, yq ´ ψp2pa` āq ´ x, yq ´ ψp´2pa` āq ´ x, yq.

Òîãäà ψ̃p˘pa`āqq “ ´ψp¯3pa`āqq ď 0, à ψ̃ óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ,

÷òî è ψ. Îòñþäà âûòåêàåò æåëàåìîå íåðàâåíñòâî ñ C 10pδ̄q “
1
2
δ̄´1C0pδ̄q. l



265

Ë å ì ì à 7.13. Íàéäóòñÿ òàêèå íåçàâèñÿùèå îò R ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà ā è C̄, ÷òî ïðè ëþáûõ σ1, σ2, óäîâëåòâîðÿþùèõ 0 ă σ1 ă σ2 è r0,Ξs ˆ

rσ1 ´ ā, σ2 ` ās Ă SR, ãäå η èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê η “ pξ, σq, ñïðàâåäëèâà

îöåíêà
ż σ2`ā

σ1´ā

φξp0, σqdσ ě C̄}φ}L1pr0,Ξsˆrσ1,σ2sq.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó φ ě 0, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì

çíà÷åíèè ê ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè Φpξq :“
şσ2

σ1
φpξ, σqdσ, ïîëó÷àåì

}φ}L1pr0,Ξsˆrσ1,σ2sq “ Ξ

ż σ2

σ1

φpδ, σqdσ

ïðè íåêîòîðîì δ P p0,Ξq.

Ïðèìåíèì Ñëåäñòâèå 7.12 ñ ρ0 ą 0 òàêèì, ÷òî ρ0 ą maxS ρpηq, δ̄ “ Ξ, à

òàêæå ñ ôóíêöèåé Ψ, îïðåäåëåííîé êàê Ψpσq “ φpδ, σq ïðè σ P rσ1, σ2s, è

Ψpσq “ 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ψ̃, äëÿ

êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ´4ψ̃ ` ρ0ψ̃ “ 0 è
ż σ2`ā

σ1´ā

ψ̃ξp0, σqdσ ě C 10pΞq

ż σ2

σ1

φpδ, σqdσ.

Îòìåòèì, ÷òî âûøåîïèñàííûé âûáîð ρ0 îáåñïå÷èâàåò ´4φ` ρ0φ ě 0. Òîãäà,

â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, φ ě ψ̃pξ, σq, è ñëåäîâàòåëüíî φξp0, σq ě ψ̃ξp0, σq,

÷òî ïðèâîäèò ê
ż σ2`ā

σ1´ā

φξp0, σqdσ ě C 10pΞq

ż σ2

σ1

φpδ, σqdσ “ Ξ´1C 10pΞq}φ}L1pr0,Ξsˆrσ1,σ2sq.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì æåëàåìûé ðåçóëüòàò ñ C̄ “ Ξ´1C 10pΞq. l

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò åùå îäíó íèæíþþ îöåíêó äëÿ èíòåãðàëà
ş

ΓR1,R
φξ èç (7.36).

Ë å ì ì à 7.14. Íàéäóòñÿ òàêèå íåçàâèñÿùèå îò R ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà R1 è C˚, ÷òî, åñëè λR,1 ă
1
2
B̃tpO, 0q, òî R ą 2R1 è

ż

ΓR1,R

φξ ě C˚ max
SR

φ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé òàêîé íîð-

ìàëèçàöèè φ, ÷òî maxSR φ “ 1. Ïóñòü ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â pξ˚, σ˚q,

ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ξ˚ “ ξ˚pRq è σ˚ “ σ˚pRq. Ïîñêîëüêó φ ñèììåòðè÷íà ïî

îòíîøåíèþ ê ΓR è Γ´R, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà pξ
˚, σ˚q, ðàñïîëîæåííàÿ áëèæå ê

Γ. Îòìåòèì, ÷òî ξ˚ ď Ξ, ïîñêîëüêó, â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, φ íå ìîæåò

äîñòèãàòü ñâîåãî ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà â SpΞq, ãäå ´4φ ` ρφ “ 0 ïðè

ρ ą 0. Äàëåå, îáúåäèíÿÿ 4φ “ ρφ ñ φ ď 1 â SR, ïîëó÷àåì |∇φ| ď C â SR,

ãäå C íå çàâèñèò îò R. Ïîýòîìó, âûáèðàÿ δ “ 1{p4Cq, ïîëó÷àåì φpξ˚, σq ě 1
2

ïðè σ P rσ˚, σ˚ ` 2δs. Ñëåäîâàòåëüíî R ą σ˚ ` 2δ ě 2δ, ïðÿìîóãîëüíèê

p0, ξ˚q ˆ pσ˚, σ˚ ` 2δq íàõîäèòñÿ â SR, à íà åãî ãðàíèöå φpξ, σq óäîâëåòâîðÿåò

φpξ˚, σq ě
1

2
ě

1

4

“

cos
`

rσ´pσ˚`δqsπ{δ
˘

`1
‰

, φpξ, pσ˚`δq˘δq ě 0, φp0, σq “ 0.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ż R

δ

φξp0, σqdσ ě

ż σ˚`2δ

σ˚`δ

φξp0, σqdσ ě C˚, (7.38)

èç êîòîðîé íåìåäëåííî âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû ñ R1 “ δ.

×òîáû äîêàçàòü (7.38), ïîëîæèì σ1 “ σ ´ pσ˚ ` δq, è ïóñòü ρ0 ą 0 óäîâëå-

òâîðÿåò ρ0 ą maxS ρpηq, à κ “
a

ρ0 ` pπ{δq2. Ðàññìîòðèì áàðüåðíóþ ôóíêöèþ

ψpξ, σ1q :“ rcospσ1π{δq ` 1s
sinhpκξq

sinhpκξ˚q
pξ, σ1q P r0, ξ˚s ˆ r´δ, δs.

Î÷åâèäíî, ÷òî

ψ ě 0, ψpξ,˘δq “ ψp0, σ1q “ 0, ψpξ˚, σ1q “ cospσ1π{δq ` 1,

à òàêæå

´4ψ ` ρ0ψ “ ´pπ{δq
2 sinhpκξq

sinhpκξ˚q
ď 0.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ξ˚ ď Ξ,

Bψ

Bξ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ“0
“ rcospσ1π{δq ` 1s

κ

sinhpκξ˚q
ě rcospσ1π{δq ` 1s

κ

sinhpκΞq
,
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ïîýòîìó
Bψ

Bξ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ“0,|σ1|ďδ{2
ě

κ

sinhpκΞq
.

Äàëåå, ïðè pξ, σ1q P r0, ξ˚s ˆ r´δ, δs ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî φ ě 1
4
ψ. Ýòî ñëåäóåò

èç ´4φ ` ρ0φ ě ´4φ ` ρφ “ 0 è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà φ â ñèëó ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà, ïðèìåíÿåìîãî â îáëàñòè pξ, σ1q P r0, ξ˚s ˆ r´δ, δs. Ïîýòîìó

φξ
ˇ

ˇ

ξ“0,|σ1|ďδ{2
ě 1

4
κ{ sinhpκΞq, è ñëåäîâàòåëüíî

ż σ˚`2δ

σ˚`δ

φξp0, σqdσ ě

ż δ{2

0

φξp0, σ
1
qdσ1 ě

κδ

8 sinhpκΞq
“ C˚ ą 0.

Òàêèì îáðàçîì îöåíêà (7.38) óñòàíîâëåíà. l

Ò å î ð å ì à 7.15. Äëÿ ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â îáëàñòè SR

ñïðàâåäëèâà îöåíêà λR,1 ě C ą 0, ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò R.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè λ1,R ě
1
2
B̃tpO, 0q æåëàåìîå óòâåðæäåíèå

î÷åâèäíî. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé λ1,R ă 1
2
B̃tpO, 0q. Ïîè ýòîì ïóñòü

R1 âûáðàíî êàê â Ëåììå 7.14. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíî áîëüøóþ îáëàñòü

òèïà Ω0 “ tpξ, σq P r0,Ξs ˆ rσ1, σ2su, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî Ω10 “ tpξ, σq P

r0,Ξs ˆ rσ1 ´ ā, σ2 ` āsu Ă SRzSR1 . Òîãäà, â ñèëó Ëåììû 7.13, ïîëó÷àåì

ż

ΓR1,R

φξ ě

ż σ2`ā

σ1´ā

φξp0, σqdσ ě C̄}φ}L1pΩ0q.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òàêæå Ëåììîé 7.14, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ż

ΓR1,R

φξ ě C
“

}φ}L1pΩ0q `max
SR

φ
‰

. (7.39)

Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáëàñòü SRXtξ ď ΞuzΩ0 èìååò ïëîùàäü Op1q, ñëåäîâàòåëüíî

}φ}L1,SRXtξďΞu ď }φ}L1pΩ0q ` C max
SR

φ. (7.40)

Îáúåäèíÿÿ (7.36), (7.39) è (7.40), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. l
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Ë å ì ì à 7.16. Íàéäåòñÿ òàêàÿ íåçàâèñÿùàÿ îò R ïîñòîÿííàÿ C ą 0,

÷òî, åñëè R ą 0 è F P L2pSRq, òî çàäà÷à

MW “ F â SR, W “ 0 íà BSR (7.41)

èìååò ðåøåíèå W , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

}W }L8pSRq ` }W }H2pSRq ď C}F }L2pSRq. (7.42)

Ïðè ýòîì, åñëè |F pηq| ď Ce´c|η|, òî |W pηq| ď C 1e´c
1|η|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó M ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì

îïåðàòîðîì â L2pSRq, ðàçðåøèìîñòü íàøåé êðàåâîé çàäà÷è è ñîîòíîøåíèå

}W }L2pSRq ď C}F }L2pSRq ñëåäóþò èç Òåîðåìû 7.15 è ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåí-

íûì ôóíêöèÿì. Ïåðåïèøåì íàøå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êàê ´4W “

F1 :“ ´ãW`F . Òîãäà ôóíêöèÿ F1 P L2pRq îãðàíè÷åíà â íîðìå L2 ðàâíîìåðíî

ïî R. Èç "âòîðîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî íåðàâåíñòâà"[32, Ëåììà 8.1] è âûïóêëî-

ñòè ñåêòîðà SR ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå }W }H2pSRq ď C}F1}L2pSRq ď C}F }L2pSRq,

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåðàâåíñòâ â (7.42). Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåí-

ñòâîì Ñîáîëåâà, òàêæå ïîëó÷àåì îñòàâøååñÿ íåðàâåíñòâî â (7.42).

×òîáû ïîêàçàòü ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå, çàìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèåW

ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿìM ïðèâîäèò ê

λR,1}W }
2
L2pSRq

ď pMW,W q,

}∇W }2L2pSRq
“ pMW,W q ´ pãW,W q ď CpMW,W q.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

}W }2H1pSRq
ď CpMW,W q ïðè W P H1

0 pSRq (7.43)

ñ íåçàâèñÿùåé îò R ïîñòîÿííîé C.

Çàìåòèì, ÷òî |η| cospω{2q ď ξ̄ ď |η|, ãäå ïåðåìåííàÿ ξ̄ èìååò òî æå çíà÷å-

íèå, ÷òî è â (7.33). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñâîéñòâî ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî óáûâàíèÿ, îïèñàííîå â ëåììå, ïðè |η| çàìåíåííîì íà ξ̄. Ïðåäïîëîæèì,
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÷òî F óäîâëåòâîðÿåò |F pηq| ď Ce´cξ̄. Ïóñòü κ P p0, cq, è ïîëîæèì W̃ “ eκξ̄W ,

F̃ “ eκξ̄F . Òàêèì îáðàçîì, |F̃ pηq| ď Ce´c
1ξ̄, ãäå c1 “ c ´ κ ą 0. Ôóíêöèÿ W̃

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

MW̃ ` 2κW̃ξ̄ ´ κ
2W̃ “ F̃ . (7.44)

Ïðèìåíÿÿ (7.43), ïîëó÷àåì

}W̃ }2H1pSRq
ď pF̃ ´ 2κW̃ξ̄ ` κ

2W̃ , W̃ q ď }W̃ }L2pSRq}F̃ }L2pSRq ` κ
2
}W̃ }2L2pSRq

,

ãäå ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü pW̃ , W̃ξ̄q “ 0. Âûáèðàÿ κ äîñòàòî÷íî ìàëûì è

âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì äëÿ ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî, ïîëó÷àåì

}W̃ }H1pSRq ď C}F̃ }L2pSRq.

Ïîëîæèì F̃1 “ F̃ ´ 2κW̃ξ̄ ` κ2W̃ , òîãäà }F̃1}L2pSRq ď C}F̃ }L2pSRq. Óðàâíå-

íèå (7.44) ñòàíîâèòñÿ MW̃ “ F̃1, à íåðàâåíñòâî (7.42), ïðèìåíåííîå ê ýòî-

ìó óðàâíåíèþ, ïðèâîäèò ê |W̃ pηq| ď C}F̃ }L2pSRq ïðè η P SR. Ñëåäîâàòåëüíî

|W pηq| ď Ce´κξ̄}F̃ }L2pSRq ď Ce´κξ̄ ïðè η P Sr. Îòìåòèì, ÷òî âñå ïîñòîÿííûå â

ýòèõ íåðàâåíñòâàõ íå çàâèñÿò îò η. l

Ò å î ð å ì à 7.17. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C ą 0, ÷òî, åñëè F P

L2pSq, òî çàäà÷à (7.31) èìååò ðåøåíèå W , óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

}W }L8pSq ` }W }H2pSq ď C}F }L2pSq. (7.45)

Ïðè ýòîì, åñëè |F pηq| ď Ce´c|η|, òîãäà |W pηq| ď C 1e´c
1|η| ïðè c1 ă c.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rj Ñ 8 è ïóñòü

Wj îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé (7.41). Â ñèëó

êîìïàêòíîñòè, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Wj, êîòîðóþ ïðîäîëæèì îáîçíà÷àòüWj, à òàêæå ôóíêöèþW P H1pSq òàêóþ,

÷òî Wj ñëàáî ñõîäèòñÿ ê W â H1pSq. Ïóñòü χ P C80 pSq, è âîçüìåì ïðåäåë

ñîîòíîøåíèÿ
żż

SRj

∇Wj ¨∇χ` ãWjχ “

żż

SRj

Fχ,
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èç ÷åãî ìû âèäèì, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (7.31). Ïðè êàæäîì R ą 0

ïîëó÷àåì

}W }H2pSRq ď lim inf }Wj}H2pSRq ď C}F }L2pSq.

Ïîëàãàÿ R Ñ 8, ïîëó÷àåì âòîðîå íåðàâåíñòâî â (7.45). Ïåðâîå íåðàâåíñòâî

ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà. Óòâåðæäåíèå, êàñàþùååñÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî óáûâàíèÿ, äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî Ëåììå 7.16. l

7.3.5 Ñóùåñòâîâàíèå è ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå q1 è q̃0,p

Ôîðìóëà (7.17b) äàåò îïðåäåëåíèå ôóíêöèè q1 ñ ïîìîùüþ z1 â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (7.15) äëÿ z1 èìååò ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ýòîò

âîïðîñ íåñêîëüêî ñ äðóãîé ñòîðîíû. Èç (7.17b) è (7.15) ìû óæå ïîëó÷èëè êðà-

åâóþ çàäà÷ó (7.19) äëÿ q1. Äàííûå â ýòîé çàäà÷å óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ýòî ïîçâîëèò íàì óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå q1, à äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü

(7.17b), îïðåäåëèòü z1.

Ë å ì ì à 7.18. Ðåøåíèå q1 çàäà÷è (7.19) ñóùåñòâóåò è ýêñïîíåíöèàëüíî

óáûâàåò â S, ò. å. |q1| ď Ce´c|η| ïðè íåêîòîðûõ C, c ą 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì Òåîðåìó 7.17 ê âåðñèè çàäà÷è

(7.19) äëÿ íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè q̂1, êîòîðàÿ êîíñòðóèðóåòñÿ

âû÷èòàíèåì èç q1 ãëàäêîé ýêñïîíåíöèàëüíî-óáûâàþùåé ôóíêöèè, óäîâëå-

òâîðÿþùåé êðàåâûì óñëîâèÿì â (7.19), ñ òåì ÷òîáû q̂1

ˇ

ˇ

BS
“ 0. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî q1 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò íà Γ è Γ´, àMq1 ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî óáûâàåò â S. Ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ãðàíè÷íûõ äàíûûõ

(7.19) è èõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ â Ëåììå 7.1, à òàêæå èç òîãî,

÷òî ξ “ |η| sinω íà Γ´ è ξ´ “ |η| sinω íà Γ. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî íàéäóòñÿ

òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1 è C1, ÷òî ñïðàâåäëèâî

|Mq1| ď C1e
´c1|η|. (7.46)
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Âîñïîëüçóåìñÿ (7.19) è îáîçíà÷èì 3 ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòèMq1 êàê I, II,

è II´. Âñïîìíèì, ÷òî z0 “ q0 ` v̊0 ` v̊´0 , è ïðèìåíèì (7.7) ê I, ÷òî ïðèâîäèò

ê |I| ď C|η|p|q0| ` v̊0v̊
´
0 q. Äëÿ II è II´ ñïðàâåäëèâû |II| ď |̊v1 ` σv̊0,s|p|q0| `

v̊´0 q è |II
´| ď |̊v´1 ` σ´v̊´0,s´p|q0| ` v̊0q. Îáúåäèíÿÿ ýòè îöåíêè ñ Ëåììîé 7.8 è

Ëåììîé 7.1, ïîëó÷àåì ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå âñåõ ñëàãàåìûõ I, II, è

II´, è ñëåäîâàòåëüíî æåëàåìîå ñîîòíîøåíèå (7.46). l

Ôîðìàëüíî äèôôåðåíöèðóÿ îáå ñòîðîíû (7.12) ïî p è âîñïîëüçîâàâøèñü

(7.4), ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ z̃0,p. Îäíàêî äàííûå â ýòîì

óðàâíåíèè íå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûìè, ïîýòîìó Òåîðåìà 7.17

çäåñü íåïðèìåíèìà. Âìåñòî ýòîãî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ q̃0. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ

q̃0,p äàíà â (7.20).

Ë å ì ì à 7.19. Ðåøåíèå q̃0,p çàäà÷è (7.20) ñóùåñòâóåò è ýêñïîíåíöèàëüíî

óáûâàåò â S.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì Òåîðåìó 7.17 ê çàäà÷å (7.20). Äëÿ ýòîãî

íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî q̃0,p ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò íà Γ è Γ´, à òàêæå ÷òî

ïðàâàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò â S. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî

ïðåäûäóùåé ëåììå. l

7.4 Âîçìóùåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, âåðõíèå

è íèæíèå ðåøåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ

Â �7.2.1 ìû îïðåäåëèëè ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè ṽ “ ṽ0` εv1, àññîöèèðó-

åìûå ñî ñòîðîíîé Γ îáëàñòè Ω, à â �7.2.2 áûëè îïðåäåëåíû óãëîâûå ïîãðàí-

ôóíêöèè q̃ “ q̃0 ` εq̃1, àññîöèèðóåìûå ñ âåðøèíîé Pj´1 îáëàñòè Ω. Òåïåðü

ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü âîçìóùåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå βSj , àññî-

öèèðóåìîå ñ âåðøèíîé Pj´1 ìíîãîóãîëüíèêà Ω. Ýòè ôóíêöèè äàëåå áóäóò

ñîáðàíû â àñèìòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå βΩ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è (7.1). Ïðè

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p “ 0 ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå àñèìòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-
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íèå, äëÿ êîòîðîãî íèæå áóäåò óñòàíîâëåíà òî÷íîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà. Âîç-

ìóùåííûå æå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (ïðè p ‰ 0) èñïîëüçóþòñÿ ïðè

ïîñòðîåíèè íèæíèõ è âåðõíèõ ðåøåíèé. Ïîñëåäíèå çàòåì èñïîëüçóþòñÿ ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.1).

Âîñïîëüçóåìñÿ (7.10) è (7.17) ïðè îïðåäåëåíèè âîçìóùåííîãî àñèïòîòè-

÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ βSj è áîëåå ñòàíäàðòíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ

uas,Sj , àññîöèèðóåìûõ ñ âåðøèíîé Pj´1:

βSjpx; pq “ u0pxq ` ṽpξ, s; pq ` ṽ
´
pξ´, s´; pq ` q̃pη; pq ` θp,

uas,Sjpxq “ βSjpx; 0q “ u0pxq ` vpξ, sq ` v
´
pξ´, s´q ` qpηq,

(7.47)

ãäå x P Sj, à ïåðåìåííûå ξ, ξ
´, s, s´, η àññîöèèðóþòñÿ ñ ñåêòîðîì Sj ñ âåð-

øèíîé Pj´1 (ñì. Ðèñ. 7.1). Çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà θ è îáëàñòü

çíà÷åíèé p áóäóò îïðåäåëåíû íèæå. Ôóíêöèè uas,Sj áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè

ïîñòðîåíèè ãëîáàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Äàëåå ìû ïðèâîäèì

Ëåììó 3.1 èç [160].

Ë å ì ì à 7.20. Ñïðàâåäëèâî, ÷òî Fuas,Sj “ Opε2q ïðè ëþáîì x P Sj. Ïðè

ýòîì uas,Sjpxq “ gpxq`Opε2q íà BSj, ãäå gpxq ïðîäîëæåíà ñ Γj´1YΓj íà BSj,

êàê îïèñàíî â �7.2.2.

Ë å ì ì à 7.21. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà θ, ε˚, p˚, c1

è c2, ÷òî ïðè ε ď ε˚ è |p| ď p˚ ñïðàâåäëèâî |βSjpx; pq´uas,Sj | ď Cp, à òàêæå

βSjpx;´pqď βSjpx; pq ïðè p ą 0, (7.48a)

FβSj ě
1
2
θγ2p´ c1ε

2 ïðè p ą 0, (7.48b)

FβSj ď´
1
2
θγ2
|p| ` c1ε

2 ïðè p ă 0, (7.48c)

p´1qsgn pβSj ěp´1qsgn pg ` 1
2
θ|p| ´ c2ε

2 íà BSj ïðè p ‰ 0. (7.48d)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåðàâåíñòâà (7.48b), (7.48c) ïîëó÷åíû â

Ëåììå 4.4 èç [160]. Îòìåòèì, ÷òî ïðè èõ äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî, ÷òî

ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð θ â îïðåäåëåíèè (7.47) äëÿ βSj âûáðàí äîñòàòî÷íî
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ìàëûì è óäîâëåòâîðÿåò 0 ă θ ď |λpxq|´1, ãäå λpxq “ buupx, u0pxq ` ϑrv0` v
´
0 `

q0sq ñ íåêîòîðûì ϑ “ ϑpxq P p0, 1q.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 4.1 èç [160], èç êîòîðîé âûòåêàåò, ÷òî βSj “

uas,Sj ` Oppq, à òàêæå ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε˚ ą 0, åñëè ε ď ε˚ è p ě 0,

òî

βSjpx;´pq ď uas,Sjpxq ´
1
2
θp ď uas,Sjpxq `

1
2
θp ď βSpx; pq. (7.49)

Ýòî íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê (7.48a). Ïðè ýòîì ïðè x P BSj è p ą 0, îáúåäèíÿÿ

(7.49) ñ îöåíêîé uas,Sjpxq “ gpxq `Opε2q èç Ëåììû 7.20, ïîëó÷àåì βSjpx; pq ě

gpxq ´ c2ε
2 ` 1

2
θp, à òàêæå βSjpx;´pq ď gpxq ` c2ε

2 ´ 1
2
θp ïðè p ă 0. Òàêèì

îáðàçîì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå (7.48d) äîêàçàíî. l

×òîáû îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå âîçìóùåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç-

ëîæåíèÿ äëÿ âñåé îáëàñòè Ω, íàì ïîòðåáóþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå ãëàäêèå

ôóíêöèè tχju
M
j“1 Ω̄ Ñ r0, 1s, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

χjpPj´1q “ 1, χjpxq ` χj`1pxq “ 1 íà Γ̄j,
M
ÿ

j“1

χjpxq “ 1 íà Ω̄.

Îïðåäåëèì âîçìóùåííîå àñèïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå βΩ äëÿ çàäà÷è (7.1) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

βΩpx; pq “
M
ÿ

j“1

χjpxq βSjpx; pq,

uas,Ωpxq “ βΩpx; 0q.

Ë å ì ì à 7.22. Íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà θ, ε˚, p˚, c1 è c2,

÷òî ïðè ε ď ε˚ è |p| ď p˚ ñïðàâåäëèâî |βΩpx; pq ´ uas,Ω| ď Cp, à òàêæå

βΩpx;´pqď βΩpx; pq ïðè p ą 0, (7.50a)

FβΩě
1
2
θγ2p´ c1ε

2 ïðè p ą 0, (7.50b)

FβΩď´
1
2
θγ2
|p| ` c1ε

2 ïðè p ă 0, (7.50c)

p´1qsgn pβΩěp´1qsgn pg ` 1
2
θ|p| ´ c2ε

2 íà BΩ ïðè p ‰ 0. (7.50d)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ ëåììû

îïèðàåòñÿ íà íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèé tχju
M
j“1 è ñîîòâåòñòâóþùåå íåðà-

âåíñòâî â Ëåììå 7.21.

Îñòàíîâèìñÿ ïîïîäðîáíåå íà ïîëó÷åíèè (7.50b) è (7.50c), ïîëó÷åíèå êîòî-

ðûõ íåñêîëüêî îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ F íåëèíåéíà. Â ñëó÷àå χjpxq “

1 ïðè íåêîòîðîì j, èìååì βΩpx, pq “ βSjpx, pq, ïîýòîìó (7.50b), (7.50c) î÷åâèä-

íû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x íàõîäèòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ëþáîé âåð-

øèíû Ω. Òåïåðü, åñëè χjpxq`χj`1pxq “ 1 ïðè íåêîòîðîì j, òî ýêñïîíåíöèàëü-

íîå óáûâàíèå q̃ ïðèâîäèò ê βSj`1
px, pq “ βSjpx, pq`Ope

´c{εq, ïîýòîìó βΩpx, pq “

βSjpx, pq ` Ope´c{εq, è ñëåäîâàòåëüíî FβΩpx, pq “ FβSjpx, pq ` Ope´c{εq, ò. å. â

ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû (7.50b), (7.50c) ñ âîçìîæíî íåñêîëüêî áîëüøåé ïî-

ñòîÿííîé c1, ÷åì â (7.48b), (7.48c). Åñëè æå χjpxq ` χj`1pxq ‰ 1 äëÿ ëþáîãî

j, òî x íàõîäèòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò BΩ, ïîýòîìó ýêñïîíåíöèàëüíîå

óáûâàíèå q̃ è ṽ ïðèâîäèò ê βSjpx, pq “ u0pxq` θp`Ope
´c{εq äëÿ ëþáîãî j, ñëå-

äîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî βΩpx, pq “ βS1px, pq `Ope
´c{εq, è ìû ñíîâà ïîëó÷àåì

(7.50b), (7.50c). l

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå.

Ò å î ð å ì à 7.23. Ïóñòü b óäîâëåòâîðÿåò A1�A4. Òîãäà íàéäåòñÿ

òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ε˚, ÷òî ïðè ëþáîì ε P p0, ε˚s çàäà÷à

(7.1) èìååò ðåøåíèå upxq, óäîâëåòâîðÿþùåå |upxq ´ uas,Ωpxq| ď Cε2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà, âûáåðåì ε˚ â Ëåììå 7.22 äîñòà-

òî÷íî ìàëûì, ÷òîáû áûëè ñïðàâåäëèâû c1pε
˚q2 ď 1

2
θγ2p˚ è c2pε

˚q2 ď 1
2
θp˚.

Ïðè ëþáîì ε ď ε˚, âûáåðåì p̄ “ maxtc1ε
2{p1

2
θγ2q, c2ε

2{p1
2
θqu. Äàëåå, â ñèëó

Ëåììû 7.22, ôóíêöèè βΩpx; p̄q è βΩpx;´p̄q ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ âåðõ-

íèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè äëÿ çàäà÷è (7.1), ïðè ýòîì βΩpx;´p̄q ď βΩpx; p̄q.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó Ëåììû 7.4, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u çàäà÷è (7.1) ðàñïî-

ëîæåííîå ìåæäó βΩpx; p̄q è βΩpx;´p̄q. Äàëåå, â ñèëó Ëåììû 7.22, ïîëó÷àåì

îöåíêó |βΩpx;˘p̄q ´ uas,Ωpxq| ď Cp̄ ď Cε2, êîòîðàÿ âåäåò ê æåëàåìîé îöåíêå

|upxq ´ uas,Ωpxq| ď Cε2. l
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7.5 Íåêîòîðûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ ε-ðàâíîìåðíûõ ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íàø èíòåðåñ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó çàäà÷è

(7.1) îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïîñòðîåííîå àñèìïîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è ñîîò-

âåòñòâóþùèå âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïî-

ñòðîåíèè è òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ε-ðàâíîìåðíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (àíàëîãè÷íî �6).

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ (êàê,

íàïðèìåð, γ â ïîñëåäíåé îöåíêå Ëåììû 7.1 äëÿ ṽ0) íåðåäêî ÿâëÿþòñÿ âåñü-

ìà ñóùåñòâåííûìè ïðè àïðèîðíîì ïîñòðîåíèè ñãóùàþùèõñÿ â ïîãðàíè÷íûõ

ñëîÿõ ñåòîê (ñì., íàïðèìåð èñïîëüçîâàíèå êîýôôèöèåíòà ýêñïîíåíöèàëüíî-

ãî óáûâàíèÿ γ ïðè ïîñòðîåíèè ñåòîê Áàõâàëîâà è Øèøêèíà â �6.3.1(a),(b)).

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàííûå êîýôôèöèåíòû ÿâíûì îáðàçîì ïðèñóòñòâóþò

â îïðåäåëåíèÿõ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ òàêèõ ñåòîê, â òî âðåìÿ êàê ïðàâèëü-

íûé âûáîð ýòèõ ïàðàìåòðîâ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â îáåñïå÷åíèè îïðåäå-

ëåííîãî ïîðÿäêà ε-ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà (â êîíòåêñòå

ñåòîê Øèøêèíà äàííûé àñïåêò îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð, â [49, 178]).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïîëó÷åííûõ â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå îöåíêàõ äëÿ

óãëîâûõ ïîãðàíôóíêöèé òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýêñïîíåíöèàëüíî-

ãî óáûâàíèÿ (êàê, íàïðèìåð, c1 â îöåíêå Ëåììû 7.8 äëÿ q̃0) íå îïèñàíû. Òåì

íå ìåíåå, äàæå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü ñãóùàþùèåñÿ â ïîãðàíè÷íûõ

ñëîÿõ ñåòêè, êîòîðûå ïðèâåäóò ê ãàðàíòèðîâàííîìó ïîðÿäêó ðàâíîìåðíîé

ïî ε ñõîäèìîñòè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñåòêè òè-

ïà Øèøêèíà, äîñòàòî÷íî ìîäèôèöèðîâàòü ïàðàìåòð ñåòêè σ “ 2γ´1ε lnN

èç �6.3.1(b) (ãäå îí âûáèðàåòñÿ ñ òåì, ÷òîáû e´γσ{ε “ N´2) ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ïîëàãàÿ σ “ ε ln1`κN , ñ ëþáûì ôèêñèðîâàííûì κ ą 0, ïîëó÷àåì

e´c1σ{ε “ N´c1 lnκN ď CN´r ïðè ëþáîì îæèäàåìîì ïîðÿäêå ñõîäèìîñòè r

(ïîñëåäíèé æå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè èñïîëüçóåìîé äèñêðåòèçàöèè äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, è íå äîëæåí óõóäøàòüñÿ ïðè àäåêâàòíîì âûáîðå
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ñåòêè). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè κ ą 0, ìîæ-

íî îæèäàòü, ÷òî âûøåîïèñàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïàðàìåòðà ñåòêè Øèøêèíà σ

ïðèâåäåò ðàâíîìåðíîé ïî ε ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà r (ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ëîãàð-

ôèìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì) â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì

ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ ðàçóìíàÿ äèñêðåòèçàöèè äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, ïîäîáíàÿ äèñêðåòèçàöèè, îïèñàííîé

â �6, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóþò r “ 2).
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ êîíå÷íîýëåìåíòûõ àï-

ïðîêñèìàöèé íåêîòîðûõ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé

ðåàêöèè-äèôôóçèè. Ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ çàäà÷ õàðàêòåðíû ðåøåíèÿ ñ ïî-

ãðàíè÷íûìè è âíóòðåííèìè ñëîÿìè, îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñëó÷àþ àíè-

çîòðîïíûõ ñåòîê è îöåíêàì îøèáêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Äëÿ ðàñ-

ñìîòðåííûõ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé óñòàíîâëåí ðÿä íîâûõ àïî-

ñòåðèîðíûõ è àïðèîðíûõ îöåíîê.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

1. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòÿõ óñòàíîâëåíû ÿâíûå àïî-

ñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿçîê â íîð-

ìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ. Ïîñòîÿííûå â

ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è ìàëîãî ïà-

ðàìåòðà.

2. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ ïîëó÷åíû ÿâíûå àïîñòå-

ðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà

íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ. Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåí-

êàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè, èõ àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

(ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè) è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïîëó÷åííûå àïîñòåðè-

îðíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïðåäñòàâ-

ëåííûé ïîäõîä îáîáùåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè â

ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

3. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷å-

íû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ îøèáêè ñîîòâåò-

ñâóþùèõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðåíû âðåìåííûå ïîëóäèñêðåòèçàöèè
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è ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûå ìåòîäû íà îñíîâå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòî-

äà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà dGprq ñ êâàäðàòóðîé

Ðàäî.

4. Äëÿ íåìîíîòîííûõ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíû ÷èñ-

ëåííûå ðåøåíèÿ íà ñãóùàþùèõñÿ â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ ñåòêàõ òèïà Áàõâà-

ëîâà è Øèøêèíà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëè-

íåéíûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ è óñòàíîâëåí âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (ñ ëî-

ãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè Øèøêèíà) â ñåòî÷íîé íîðìå

ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ïðè óñëîâèè ε ď Ch,

ïðè ýòîì êàê ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íå ïðåâîñõîäèò Ch´2.

5. Äëÿ íåìîíîòîííîãî ïîëóëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ýëëèï-

òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè â âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè

ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-

íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè ïîñòðîåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-

æåíèÿ.
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