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' 
пц,иссертационная работа Н,в. Коптевой посвящена теоретиtIескому исследо-

ваниЮ широкого круга вопросов? связанных с LIисленны\,{ решениеп,l полулиней-

ных сингУлярно возN,Iущенных уравнений реакции-диффузии. оно охватывает

установление наиболее важных и подлежащих учету при выборе LIисленной схе-

tlплы свойств решений, зависящих от тиtIов нелинеЙЕости, об,пасти и степени вь1-

рождения таких краевых задач) построение эффективных tIри любом знасIении

N.{алого rrараметра схем N{КЭ (п,летода конеLIных элепtентов), и fIолуLIение аlrри-

орныХ и робастнЫх апостерИорЕыХ оценоК погрешности приближенных реше-

ний. .Щля рассматриВаеN{ого в диссертации класса задач при малых значениях

коэффицеНта 11ри старшеМ ЕIлене характерны решения С РеЗКИIчIи пограничныN{и

и внутренними слояN{и. ПоэтомУ основное внимание уделено оценкам ошибки

\,{КЭ на анизотропных сетках, lrриtlеN{ автор концентрирует анализ на наиболее

трудно выводиN{ых оценках в норме макси1\{ума мод}ля,

.Ц,иссертаЦия объемоМ 29В стр. содержиТ введение, три главы? разделенные

на 7 параграфов, заклюLIение и списоК цитируеN{ой литературы с 1Вз названи-

яN{и.

Во Введении дается обстоятельный обзор предшествующих работ гIо рас-

сN{атриваеN{ой тематике? на основе которого обосновывается ее акт},льность и

новизна полуLIенных в диссертации результатов. Также даны общая характери-

стика и краткое сOдержание глав работы, сформутироваIlы основные результа-

ты, выносиN.Iые на защиту.

Глава 1, включаЮп{ая ýý1-3, lrосвящена полу,Iению явных апостериорных

оценоК ошибки коне.IноэлеN.Iентных решений для rтолулинейных эллиптиtIеских

уравнений реакции-диффузии, в том tIисле сингулярно возмущенных, в I\[ного_

угольных 2D и п.rногогранных 3D областях. КоэффициентоI\{ при старшеN{ члене

может lrринимать любые значеЕия б € (0,1]. в ý1 рассматриваются NtКЭ про-

извольногО порядка тоLIности на локально квазиравномерных триаЕгуляциях

области, доказывается оценка ошибки tIисленного решения в норме L{аксимума

N{од_Yля с явныN{ lIредставлением заисимости правой ,Iасти от с, Доказывает-

ся также оII,енка, которую N{ожно назвать оценкой почrпu эффекmuвносrпu или

почlпu обраmной, в которой главные слагаеN{ые апостериорного оценщика оце-

ниваются сверхУ норN{оЙ ошибки с некоторыми дополнительными слагаемыN,Iи,

Подобные оценки принято саIитатЬ tIодтвержДениеN{ правильности основных ко-

эффициентов апостериорного оценщика.



Заметим, tITo ранее аналогичные rrолу.Iенным в ý1 апостериорные оценКи

были получены лишь при в более слабых условиях, например, в энергети.tеской

норме. При этопл автору удалось уточнить степень lnh в коэффициентах оцен-

ки (даже для уравнеия Пуассона), .rTo потребовало развития нового аппарата
на основе не},лучшаеN{ых оценок функции Грина линеаризованного синг},лярно

возмущенного оператора реакции-диффузии в нелипшицевых, NIногоугольных

и N{ногогранных областях.

В ýý2,3 исследуются N4КЭ с линейными конечныN{и элементаN{и для задаLI

в двуNltерных областях, генерируеN{ые на более сложных, aIeM в ý1, неструкту-

рированных анизотропных сетках) доtIускающих сильную сIIлющенность яLIееК.

Апостериорные оценки ошибки LIисленного решения получены в ý2 в норме N{aK-

симуil{а N{од}ля а в ý3 в энергетической Hopr{e.

Наиболее ранние оценки для слуIIая анизотроIIных следуют подходу Г. Ку-
нерта и Р. Ферфюрта и как правило полуtIены в энергетиtIеской Еорме. Их недо-

статок - присутствие в них так называеN{ых функций согласования (matching
functions), зависящих от погрешности tIисленного решения и растущих при от-

сутствии согласования анизотропии сетки с решением. Оценкапl в равнОмеРНОй
N{етрике посвящены работы Ночетто, Эрикссона и.Ц,жонсона, Ночетто и !,жон-
сона) но они зависят от аспектных отношений диашлетров конечных ЭлеМенТОВ.

н.в. Коптевой впервые полуtlены робастные в отношении б и указанных аспект-

ных отношений апостериорные оценки погрешности на анизотропных сетках, В

которых функции согласования не используются. !,ля их вывода ей пришлось
применить целый арсенал технических средств. Например, для анизотроtIных
КОнеЧНЫХ ЭЛеМеНТОВ ДОКаЗаЕЫ ДВе ТеОРеМЫ О СЛеДаХ, ИСПОЛЬЗУеt!'IЫе ПРИ ОЦеНКе

невязок на границах элеI\{еЕтов; предло}кен оригинальныЙ кваЗиинТеРПОЛЯЦИ-

онный оtrератор' позволивший адекватно аппроксимировать фунцию Грина на
неструктурированных анизотроtIных сетках; ITолучено представление ошибки
с использованиеN{ функции Грина линейного оператора, являющегося линеа-

ризацией оператора краевой задачи. Под.lеркнеN{, что оценки Гл. 1 являются
новыми даже для линейного уравнения Пуассона а развитый в ней теоретиче-

ский аппарат имеет саN{остоятельное зрачеЕие и N{ожет быть использован при

анализе более сложных сингулярно возмущенных задаLI. Значительное N,lестО

отведено обсуждению результатов численных экспериментов.
В Главе 2, вклю.Iающей ýý4-5, полуаIены аllостериорные оценки погрешности

для приближенных решений пол},линейных параболиLIеских уравнений втОРОГО

порядка с эллиптиLIескими операторами того же типа, aITo и в Гл. 1. Анали-
зируются вреl,{енные полудискретизации N{етодаNIи Эйлера и Кранка-НикОлСОН
и разрывного метода Галеркина (dG(r)) с квадратурой Радо и lrолные дискре-
тизации с дискретизацией N{КЭ по пространственны\{ перменным. При анали-

зе полЕостью дискретных 1\1Iетодов приN{еняеТся аППараТ ЭЛЛиПТИЧеСКИХ РеКОН-
струкций (elliptic reconstructions). На самом деле развитый подход приN,{еним к
широкоl\{у классу вреN{енных и пространствеЕных дискретизаций.

Основныrч,Iи результата\{и главы являются апостериорные оценки погреШнО-

сти в нор\,{е \.{аксиNIуN{а N{од},ля, которые являются новыми как дЛя КЛаССИtIе-

ских, так и для синг}лярно возмущенных уравнеIlий. Автору уда"пось уrrростить
традиционную технику вывода таких оценок за cTIeT использования интерПО-

лянт LIисленного решения по вреN{ени, степень которых соответствуеТ ПоряДКУ



метода и более низка в сравнении с типиаIно используемыми в литературе ин-
терtrолянтапtи. НаприN{ер, в случае неявного N.lетода Эйлера оказывается доста-
тоtIныN{ приN{енить кусочно-постоянную интерполяцию. Тем не менее, анализ
остается сложным, важную роль в нем играют полуаIенные Н. В. Коптевой
оценки функции Грина параболи.rеского оператора.

Основное содержание Главы 3, вклю.Iаюrцей ýý6-7, - априорные оценки ошиб-
ки аIислеЕных решений на анизотропных сетках для сингулярно возмущенных

уравнений реакции -диффузии с более сложной нелинейностью \{ладшего tIле-

на. НелинеЙность по неизвестноЙ функци не является теITерь NlIонотонноЙ, по-

этому такие уравнения п,{огут и\{еть несколько решений. В этом случае стан-

дартный техниLIеский аппарат fIолучения априорных оценок ошибки как для

конеtIно-разностных7 так и для конечноэлеN{ентных численных решений cTallo-
вится недостаточным. В диссертации для исследования существования и TotIHo-

сти численных решений используется принципиально иной rтодход, основанный
на построении дискретных верхних и нижних решений, которые является нели-
нейныN{и п,rодификациями асиI\{тотитIеского разложения для исходной зада.Iи.
В предшествуюtцих работах такой подход приr{енялся лишь для обыкновенных
ДИфференrlиальных уравнений.

В ý6 в предположеЕии, aITo область гладкая, исследованы численные реше-
ния Еа сгущающихся в пограничных слоях сетках типа Н. С. Бахвалова и Г.
И. Шишкина. ;Ц,оказано существование решений соответствующих нелинейных
дискретных задач и trри условии € < Ch установлен второй порядок сходимости
(с логарифмическим I\{ножителеN{ в слуLIае сетки Г. И. Шишкина) в сетоLIной

норме N{аксиму\{а модуля paBнoi\{epнo tIо N{алому пара\.{етру е. При этом tIисло

степеней свободы не превосходит Ch-2. Здесь h является маки\{а-lrьным диамет-
роN{ эле\{ентов сетки.

В ý7 аналогиtIная задааIа расс\.{атривается в выпуклой п,лногоугольной обла-
сти, при этоi\{ налиLIие угловых ToLIeK границы приводит к существенны1\{ допо.II-
НИТеЛЬНЫlчI СЛОЖНОСТЯМ аНаЛИЗа, ТаК КаК В ДОIrОЛНеНИе К ДОСТаТО'IНО СТаНДаРТ-

ным погранслойным функциям, в асимптотическом разложении tIоявляются уг-
ловые trограниtlные функции. Последние определяются как решения некоторых
нелинейных краевых задач в бесконечном выпукло1\1I секторе7 существование
которых далеко Ее очевидно. Построено асиN.Iптотическое разложение а также

устаIlовлено существование решения исходной задачи в окрестности асимtIтоти-
tIеского разложения. !,анный рез},льтат, значительный сапл по себе, ва}кен также
для tIостроения эффективных численных методов для решения рассN{атривае-
мой зада.Iи. В .rастности, как и в ý6, полученные асимпотиLIеское разложение
и соответствующие верхние и нижние решения N{огут облег.Iить гIостроение и
исследование е-равноr{ерных по точности LIисленных N,Iетодов. Кратко rrути [о-
луLIения таких tIисленных 1\{етодов обсуждается в ý7.5.

Степень обоснованЕости и достоверность научных положений. При
исfIользовании богатого арсенала инструt,{ентов анализа и знаLIительной общ-

ности результатов) уLIитывающих ряд важных для усrrешных выtIислений фак-
торов? диссертация Н. В. Коптевой отлиtIается весьма строгиN{ и полны1\{ из-

ложениеN{ доказательств. Результаты диссертации изложены в 17 публикаци-
ях в журналах, вклюtIенных в системы цитирования WЪЬ of Science и Scopus,
вклюаIая ведущие \{еждународные журналы по вычислительной N{атематике,



такие как N{athematics of Computation, Numегisсhе Mathematik, SIAM Journal
on Numerical Analysis. Они были представлены автором на \.{ногих наиболее

представительных \.{еждународных конференциях, проводившихся в России и

за рубежопл7 и получили одобрение специалистов,

}Iаучная и практическая значимость. Тематика диссертации относит-
ся к одноN{у из иЕтенсивно развиваемых со второй половины прошлого века

направлений наряду с N{ногосетоtIны\{и N.{етодаN{и, N,{етодами декоN{позиции об-

ласти, hр-версией N'IКЭ и др. При зЕаLIительном tIисле предшествующих работ
HecoN{HeHHa оригинальность и существенная научная знаtIимость рез}льтатов
диссертации. Впервые полуtIены робастные по N{алоN{у параN{етру аrrостериор-
ные и априорные оценки tIогрешности аIисленных решениiт для сложного клас-
са rrол}линейных синг}лярно возNIущенных эллиптичесих уравнений реакции-
диффузии. Пр, этом oclloвHoe BHlIN{aHиe уделено оценкам в равно\.{ерной шIет-

рике существенно более тр}дныtl{ для анализа по сравнению с оценками в энер-
гети.rеской нор\{е. Зна.Iительный вклад в rrрактику выаIислений заклю.rается в

обосновании ряда эффективных вычислительных схем и установлении характе-

ра влияния на trогрешность таких факторов как l,лалый параN{етр при старшем
LIлене уравнения7 аЕизотропия сетки7 тип нелинейности младшего LIлена.

замечания
1. Не всегда адекватно характеризуется робастность. На стр. 22 диссерташии

LIитаеI\{ "оценка (3) является робастной по с в тоN{ с\{ысле) что зависиl\{ость от €

в этой оценке показана явно||. То же самое повторено в автореферате. Строгое
определение) наприi\{ер, в работе Р. Верфурта (R. \'еrfurth, Numеr. N{ath. (199В)

ТВ 479-493) подразулtевает,.tIто апостериорная Nlажораflта (оценщик) оценива-
ется глобально сверху и локально снизу энергетиLIеской нормой ошибки причем

так, что отношение оценок сверху и снизу являются постоянныN{и независи1\{о

от шага сетки и rrараметра пертурбации. Нужно отN{етить, tITo определения

робастности повторяются в диссертации несколько раз, и как правило к при-
веденной характеристике добавляется корректирующая фраза типа "при этом
эффективность этих оценок не должна зависеть от малости данного парамет-
pall . На caмoN{ деле только это дополнение и важно, явное представление не

обязательно.
2. Норма N{аксимума N{одуля для рассN{атриваеN{ых оценок tIогрешности ав-

тору "представляется более rrодходящей, поскольку она является достаточно
сильной (в отличие, наприN{ер, от энергети.tеской нормы) для того? Tтобы об-

наружить большую ошибку в зоЕах узких пограничных и внутренних слоев"
(стр. 7 автореферата? стр. 33 диссертации). Это положение было бы хорошо
подтвердить аIисленным rrри\,{ером. Существенная полезность оценок в Hopш{e

пространства Д* Ее вызывает сомнений. Однако даже при одинаковых относи-
тельной точности и простоте обоих типов оценок представляется целесообраз-
ныl\{ сов1\{естное их использование. Особенно, если учесть, LITO по тоLIности и

tIростоте оIIределеЕия постоянных оценки в норме NIаксиl\{уN{а N{одуля нередко

уступают оценкаN{ в энергетической норме и HopN{e пространства L2.
3. На стр. 134 говорится о связи функции О в (3.16) с интерполяционной

ошибкой для функции Грина. О необходиN,Iости I1ового квазиинтерrlоляционно-
го оtrератора для иIlтерполяции функции Грина на анизотропных сетках гово-

рится кроме того во введении к ý2 (стр. 126) а также на стр. 27 при описании



результатов ý2. Однако функция Грина, как и ее интерполяции) в ý2 не исполь-
зуются.

4. Оценки, содержащие в правых аIастях Сtпllfп - /,jll-,u, как в (2.3), см.
также (2.4), (2.26), (2,43), или C||f1 - fillr,n, как в (З.З), не робастны, так
как указанные слагаемые в некоторых ситуациях существенЕо огрубляют оцен-
ки. Обратимся, например, к (3.3) , предположив для наибольшей простоты, что
с € |с,1], с: const, f : f(") С 

'r(О). 
В.rастности, при выпуклой области О

будешt иметь u € Н2(Q). Следовательно, и1\-{еется подN{ножество f С L2(Q), для
которых энергетиtIеская норма погрешности ,l.L7 

- ?-, иN{еет порядок .t/, а будет
оцеЕиваться посредством (3.3) только постоянной (например, С' : Clllr,llr,n),
благодаря слагае\{ому Сllfп- f illr,". К сходным выводам придем и при опреде-
ленных более обrцих [редrlоложениях, подчиненных rrредrтоложениям диссер-
тации.

5. В основе цолученных апостериорных оценок погрешности лежат резуль-
таты, связанные с оценками аппроксимации на различных триангуляциях для
ряда классов функций. Эти результаты заслуживают выделения в отдельную
главу, LITo, на плой взгляд? упростило бы .rтение диссертации.

Приведенные замечания не снижают ценности представлеЕных в диссерта-
ции рез},льтатов.

Заключение. !,иссертация посвящена актуальной тематике. Все резуль-
таты, выносимые на защиту, имеют важное значение для развития одного из
основогIолагающих направлений вы.tислительной \.{атематики, они строго и об-
стоятельно обоснованы с rrомощью обширного, сложного, современного мате-
матического апtтарата7 которым автор свободно владеет. Щиссертация хорошо

структурирована, написана хорошим ITонятным языком, LIисло описок t{ини-

N{ально.

,Щиссертация является законченным самостоятельЕыN[ исследованием и пол-

ностью соответствует паспорту специальности 01.01.07|lВы.Iислительная мате-
N{атика", автореферат соответствует ее содержанию.

!,иссертация Натальи Викторовны Коптевой удовлетворяет требованиям " По-
ложения о порядке присуждения ученых степеней" ВАК, а ее автор заслужи-
вает присвоения у.Iеной степени доктора физико-платеI\{атических наук rrо спе-

циальности 01.01.07 - llВы.lислительная математикаl|.
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