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В В Е Д Е Н И Е 

 Объект исследования и актуальность темы. Диссертация посвящена 

развитию моделей магнитной газодинамики и исследованиям неравновесных 

процессов на фронте ионизации, высокоскоростных трансзвуковых потоков 

низкотемпературной плазмы, компрессионных течений плазмы и динамики 

ионов примесей в коаксиальных плазменных ускорителях (КПУ), 

магнитоплазменных компрессорах (МПК) и квазистационарных сильноточных 

плазменных ускорителях (КСПУ), предложенных А.И. Морозовым [1-14]. 

Представлены также разработанные автором теоретический подход в изучении 

процессов на фронте ионизации и новое направление исследований динамики 

потоков плазмы в КСПУ при наличии продольного магнитного поля.  

В настоящее время исследования, связанные с плазмой, позволяют не 

только прийти к более глубокому пониманию природных явлений, но и находят 

все более широкое применение в различных сферах человеческой деятельности. 

В будущем многие проблемы цивилизации найдут свое решение именно в 

области исследований четвертого состояния материи. 

Менее чем за сто лет, начиная с исследований И. Лэнгмюра и Л. Тонкса, 

которые в 1929 году ввели понятие плазмы, работ Л.Д. Ландау и А.А. Власова в 

30-е годы, монографии основоположника магнитной газодинамики Х. 

Альфвена [15], произошло становление области науки, охватывающей широкий 

круг экспериментальных, теоретических и численных исследований 

плазменного состояния вещества. Наиболее существенный прогресс в 

исследованиях плазмы наблюдался на протяжении последних 50 лет. Речь идет 

не только о разработках новых источников энергии, в частности, на основе 

управляемого термоядерного синтеза (УТС) и новых способов движения с 

помощью плазменных двигателей. Значительный прогресс достигнут в 

реализации различных плазменных технологий и бытовых приложений, а также 

в астрофизических исследованиях, включая процессы в магнитосфере Земли и 

на Солнце. Мировая научная литература представлена целым рядом 
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монографий и сборников, относящихся к исследованиям в области физики 

плазмы, физической кинетики, магнитной газодинамики, как области механики 

сплошных сред, и моделированию разнообразных плазменных процессов (см., 

например, [1,10-59]). “Энциклопедия низкотемпературной плазмы” под 

редакцией В.Е. Фортова [59] содержит на данный момент наиболее полную и 

разностороннюю информацию о плазменном состоянии вещества. В данном 

издании отражены также предшествующие исследования процессов в КСПУ. 

Простейший коаксиальный плазменный ускоритель (см., например, [1-

2,12-14,60]) схематично состоит из двух коаксиальных электродов (см. рис. 1), 

подсоединенных к соответствующей электрической цепи. На вход системы 

непрерывно подается газ, который ионизуется в межэлектродном промежутке. 

Между электродами в плазме протекает ток j, имеющий преимущественно 

радиальное направление. В свою очередь электрический ток, протекающий в 

осевом направление по внутреннему электроду, порождает азимутальное 

магнитное поле . За счет силы Ампера ϕH [ Hj ,1
c

] плазма ускоряется вдоль оси 

системы. Геометрия канала ускорителя, определяемая, в том числе, с помощью 

двумерных аналитических моделей, представляет собой сопло. Аналогично 

газодинамическому соплу в канале плазменного ускорителя при правильной 

организации процесса реализуется трансзвуковое течение так, что в средней 

наиболее узкой части канала происходит переход скорости потока через 

скорость быстрой магнитозвуковой волны.  

                                           
                               Рис. 1. Механизм ускорения плазмы в КПУ  

                                с азимутальным магнитным полем 
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Магнитоплазменные компрессоры (см., например, [1,3-4,12-14,61-62]) 

отличаются от коаксиальных плазменных ускорителей в основном геометрией 

электродов, обеспечивающих целенаправленное схождение плазменного потока 

на ось системы и формирование области компрессии на выходе из ускорителя. 

Несколько малых коаксиальных плазменных ускорителей могут быть 

использованы в качестве первой ступени большой ускорительной системы 

КСПУ (см., например, [1,5-9,13,63-70]). В первой ступени осуществляется 

ионизация и предварительное ускорение плазмы. Вторая ступень представляет 

собой большой коаксиальный плазменный ускоритель, подсоединенный к 

независимой электрической цепи (см. рис. 2). Двухступенчатая схема КСПУ 

предполагает непрерывную подачу плазмы на входе второй ступени или 

основного канала ускорителя. В экспериментальных исследованиях КСПУ и 

МПК (см., например, [1,7-9,61-79]) отмечалась высокая степень устойчивости и 

азимутальной симметризации потоков низкотемпературной плазмы. Во всех 

системах температура не превышает 10 эВ за исключением зоны компрессии.  

 
Рис. 2. Двухступенчатая схема КСПУ:  I – первая ступень, ВИК и АИК –     
  входные и анодные ионизационные камеры, ДрК – дрейфовый канал,  

    II – вторая ступень, TA – анодный трансформер, TK – катодный трансформер 
 

В конце 80-х, начале 90-х годов в рамках общесоюзной государственной 

программы в нескольких научных центрах под руководством академика А.П. 

Александрова и профессора А.И. Морозова были созданы 

высокотехнологичные экспериментальные базы и разработаны КСПУ 

различных модификаций. В настоящее время, несмотря на скромное 
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финансирование науки, исследования КСПУ и их приложений продолжаются в 

ФГУП ГНЦ РФ Троицком институте инновационных и термоядерных 

исследований (ТРИНИТИ, г. Троицк), Институте Физики Плазмы ННЦ ХФТИ 

НАН (Харьков, Украина) и Институте молекулярной и атомной физики НАН 

(Минск, Беларусь). На рис. 3 представлен внешний вид экспериментальных 

стендов в ХФТИ  и ТРИНИТИ на момент их создания.  

 
      Рис. 3а. Экспериментальный стенд 
                          в ТРИНИТИ  

 
  Рис. 3б. Внешний вид вакуумной  
     камеры в ХФТИ. Длина – 10 м. 

 
Новое направление исследований КСПУ связано с введением в систему 

дополнительного продольного магнитного поля, которое позволяет 

сформировать своеобразный дополнительный канал для управления 

динамическими процессами, предотвращения приэлектродных нерегулярностей 

в плазменных ускорителях и других устройствах, принцип действия которых 

основан на использовании азимутальной компоненты магнитного поля. 

Наличие продольного магнитного поля в коаксиальных плазменных 

ускорителях, с одной стороны, усложняет течение, в частности, приводит к 

вращению плазмы вокруг оси, с другой - позволяет исследовать динамику 

потоков во всем многообразии процессов. При этом предшествующие 

исследования потоков плазмы с азимутальным магнитным полем следует 

рассматривать как частный случай в отсутствии вращения. В практическом 

плане введение в систему продольного поля предусматривает разработку 

модифицированных  плазменных  ускорителей   (см.,   например,   [74],   рис.  4)  
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Рис. 4. Схема плазменного ускорителя с 

дополнительным продольным магнитным полем. 
 

дополнительно к существующим КСПУ со сложной и громоздкой системой 

анодных трансформеров (см., например, [7,63]), эффективность работы которых 

до настоящего времени не получила должного подтверждения. На рис. 5а 

представлен внешний вид КСПУ с продольным магнитным полем. 

 

 
        Рис. 5а. Внешний вид КСПУ   
      с продольным магнитным полем  

 
              Рис. 5б. Поток плазмы  
                       из ускорителя. 

 
Создание эффективных квазистационарных сильноточных плазменных 

ускорителей и магнитоплазменных компрессоров, способных генерировать 

потоки относительно плотной плазмы с высоким энергосодержанием (см., 

например, [1,5-9,12-14,60-79]), является одной из актуальных задач науки и 

техники. Исследование высокоскоростных потоков ( 31714 1010 −÷≈ смn ,  

)  представляет интерес для решения задач инжекции в 

термоядерные установки, реализации новых технологий, включая 

cсмV /1010 86 ÷≈
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взаимодействие плазмы с различными материалами, а также с целью 

разработки перспективных электрореактивных плазменных двигателей.   

Данный круг задач актуален для многих плазмодинамических устройств, 

таких как стационарные плазменные двигатели (СПД) [80,81], ионные 

двигатели [82], эрозионные (абляционные) импульсные плазменные двигатели 

(АИПД) [39,83], двигатели с анодным слоем и трехэлектродные торцевые 

ускорители [84,85], плазмотроны [86], импульсные пушки [29], импульсные 

плазменные ускорители [87], торцевые сильноточные двигатели (ТСД) и 

торцевые сильноточные ускорители (ТСУ) [30], торцевые холловские 

двигатели (ТХД) или магнитоплазменные двигатели (МПД) [85], упомянутые 

выше магнитоплазменные компрессоры (МПК) [1,3-4,12-14,61-62,75-79], МГД-

генераторы [26,31,88], а также других генераторов плазмы. Среди 

разнообразных генераторов плазмы одним из наиболее успешных 

плазмодинамических устройств является СПД, предложенный А.И. 

Морозовым. На протяжении 40 лет стационарные плазменные двигатели 

успешно используются для коррекции орбит космических аппаратов. В отличие 

от плазменных ускорителей в СПД ускорение разреженной плазмы 

( ) осуществляется за счет иного механизма, а теоретические и 

численные исследования проводятся на основе кинетических уравнений для 

функции распределения [1,12,89-95]. Следует заметить, что основы теории 

процессов в СПД [91] были разработаны спустя нескольких десятков лет после 

разработки и успешной эксплуатации самой установки. Скорость истечения 

плазмы из СПД составляет примерно 

31210 −≤ смn

скм /10 , а вот расход топлива 

незначительный, порядка сг /10 3− . Поэтому тяга этих систем на уровне одного 

ньютона. Малые значения тяги характерны для большинства существующих 

разработок плазменных двигателей. В обычных жидкостных ракетных 

двигателях, а также в ядерных ракетных двигателях [96], скорость истечения 

топлива  не превышает скм /53 ÷ , а тяга наиболее мощных двигателей может 
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достигать  ньютонов. Соизмеримую с СПД высокую скорость истечения 

имеют разрабатываемые детонационные двигатели [97-99].  

510

В самых простейших плазменных ускорителях скорость истечения 

плазмы еще больше и составляет скм /3020 ÷ . Рекордные значения скм /400  

были достигнуты на двухступенчатой системе КСПУ [63]. В дальнейшем будут 

представлены оценки интегральных параметров КСПУ, в частности, тяги 

системы, если рассматривать возможные модификации плазменных 

ускорителей в качестве электрореактивных плазменных двигателей (ЭРПД). 

Оценка тяги КСПУ дает существенно более высокие значения, соизмеримые с 

тягой мощных обычных ракетных двигателей, выводящих современные 

аппараты в космос. В качестве топлива для ЭРПД может выступать любой газ, 

и, учитывая скорость истечения плазмы, запасы топлива могут быть 

значительно, на порядок, сокращены. Правда, использование ЭРПД 

предполагает наличие источника электрической энергии на борту, например, 

солнечных батарей в случае СПД или атомного реактора для мощных 

электрореактивных плазменных двигателей. При наличии атомного реактора 

ЭРПД могут быть использованы в атмосфере планет и Земли, где топливом 

является окружающий газ.  

В отличие от большинства генераторов плазмы КСПУ имеет 

соплообразный ускорительный канал, сформированный именно двумя 

электродами, а не одним электродом и осью системы, как в торцевых системах. 

Тем самым изначально предусмотрена возможность организации 

трансзвуковых потоков в коаксиальных плазменных ускорителях с переходом 

скорости потока через скорость быстрой магнитозвуковой волны. Кроме того, в 

КСПУ, как проточной системе, могут быть эффективным образом решены 

вопросы, связанные с ионизацией газа, а также приэлектродные проблемы. 

Таким образом, актуальность работы определена потребностью 

исследований плазмодинамических процессов в КСПУ на фундаментальном и 

прикладном уровнях.  
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Цели диссертационной работы.  С плазменными ускорителями связаны 

исследования большого числа принципиальных вопросов плазмодинамики и 

различных классов явлений. К ним относится ионизация газа и ускорение 

плазмы, динамика трансзвуковых потоков плазмы, взаимодействие потоков 

плазмы с поверхностью различных материалов и приэлектродные процессы, 

компрессионное сжатие плазмы, динамика ионов примесей, перенос излучения 

и целый ряд других явлений и процессов.   

Научные цели диссертации включают разработку основ теории течений 

ионизующегося газа с образованием фронта ионизации, потоков плазмы в 

КСПУ при наличии дополнительного продольного магнитного поля, разработку 

соответствующих физико-математических моделей и применение расчетных 

методов, а также проведение на их основе исследований различных процессов.  

Методика исследований. В плазменных ускорителях для достаточно 

плотной плазмы теоретические и численные исследования процессов 

проводятся в рамках МГД-уравнений с учетом различных процессов, включая 

электропроводность и теплопроводность плазмы, эффект Холла и перенос 

излучения. При необходимости система МГД-уравнений дополняются 

уравнением кинетики ионизации и рекомбинации, а также уравнением 

электрической цепи. В данном случае речь идет об исследованиях классической 

идеальной плазмы, для которой показатель неидеальности много меньше 

единицы  и  1/3/12 <<Tkne B .  

Теории аксиально-симметричных течений плазмы посвящены обзоры 

[10,11,13,14] и монографии [1,12,26,58], а также ряд статей (см., например, 

[100-105]). Существенная роль в разработке квазистационарных плазменных 

ускорителей и понимании происходящих процессов отводится численным 

моделям. Основы численного моделирования процессов в КСПУ были 

заложены в Институте прикладной математике им. М.В. Келдыша РАН 

профессором К.В. Брушлинским, под руководством которого сформировалось 

научное направление по математическому моделированию различных 
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плазмодинамических и плазмостатических задач (см., например, 

[6,11,14,58,106-112]). Численным исследованиям динамики плазмы и  

ионизующегося газа в плазменных ускорителях посвящен целый ряд 

публикаций, в том числе, с участием автора (см., например, [6,113-134]).  

Многие работы по моделированию проводились при непосредственном 

участии А.И. Морозова, который осуществлял физическую постановку задач и 

являлся инициатором разработок ряда магнитных ловушек и нескольких 

поколений плазменных ускорителей и стационарных плазменных двигателей. 

Работы в данных направлениях проводились в тесном сотрудничестве и 

взаимодействии с НИЦ «Курчатовский институт», ГНЦ РФ ТРИНИТИ, НИЯУ 

МИФИ, Институтом Физики Плазмы ННЦ ХФТИ НАН (Харьков, Украина), 

Институтом молекулярной и атомной физики НАН (Минск, Беларусь), 

Московским государственным техническим университетом радиотехники, 

электроники и автоматики (МИРЭА), МГТУ им. Н.Э. Баумана, НИУ МАИ, 

кафедрой вычислительной механики Механико-математического факультета 

МГУ им. М.В. Ломоносова и другими организациями.   

Уравнения магнитной газодинамики являются уравнениями смешанного 

типа. При отсутствии диссипаций для идеально проводящей плазмы МГД-

уравнения представляют собой квазилинейную систему дифференциальных 

уравнений в частных производных гиперболического типа [135,136]. Теории 

разностных схем и численным методам решения математических задач, 

возникающих при исследовании физических процессов, посвящен ряд 

монографий, учебных пособий и обзоров [33,35,40,44,53,58,137-157], включая 

оригинальные статьи (см., например, [158-176]). При существующем 

многообразии численных методов решения задач газовой динамики, магнитной 

газодинамики и физической кинетике выбор метода определяется спецификой 

конкретной задачи, вычислительным опытом и практикой, использованием при 

необходимости параллельных вычислительных комплексов и соответствующей 

техники программирования (см., например, [177-181]). 
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В процессе решения гиперболической части МГД-задач для исследования 

динамики потоков в КСПУ использовалось несколько численных методов и 

разностных схем. В ранних работах [11,106-108,113-116] применялась схема 

«крест». В дальнейшем в расчетах МГД-течений использовались схема А. 

Хартена [168] и алгоритм С.Т. Залесака [164]. Большинство исследований, 

представленных в диссертации, проведено с помощью FCT-метода с 

коррекцией потоков [44,161-163] при условии расщепления по физическим 

процессам и координатным направлениям в случае многомерной постановки 

задач.  

Важнейшим фактором в численных МГД-моделях является сохранение 

свойства соленоидальности магнитного поля согласно одному из уравнений 

Максвелла 0 , которое выступает в качестве дополнительного 

соотношения магнитной газодинамики. Существует несколько способов (см., 

например, [53,139,157,165,172]), позволяющих удовлетворить данному 

соотношению в приближенных решениях, полученных разностными методами. 

В диссертации используется вектор потенциал магнитного поля  так, что 

=Hdiv

A

AH rot=  и соотношение 0≡Hdiv  выполнено тождественно в МГД-моделях 

аксиально симметричных течений плазмы в КСПУ при наличии 

дополнительного продольного магнитного поля.  

Проводимость, соответственно, магнитная вязкость и теплопроводность 

обуславливает параболическую часть системы МГД-уравнений. Учет диффузии 

может осуществляться с помощью разных подходов (см., например, [137,143-

147,153,154,182-188]). В представленных исследованиях, как правило, 

использовался потоковый вариант метода прогонки [182], позволяющий 

моделировать процессы, сопровождающиеся резким изменением 

электропроводности и теплопроводности среды. 

Включение в МГД-модель уравнения кинетики ионизации и 

рекомбинации, соответственно, уравнений поуровневой кинетики, также 

предполагает использование отлаженных алгоритмов, предназначенных, в том 
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числе и для решения жестких систем дифференциальных уравнений (см., 

например, [189-191]). Задача о переносе излучения в общем виде может быть 

решена с помощью специальных численных методов (см., например, [40,192-

194]) и вычисления коэффициентов поглощения и излучательной способности 

среды для любого участка спектра и известных значений плотности, 

температуры и скорости. Переносу излучения в КСПУ посвящен ряд работ (см., 

например, [195-198]). Исследование динамики примесных ионов в потоке 

плазмы и расчеты траекторий одиночных частиц основаны на ранее 

разработанном методе пробных частиц [114,127,199-202].  

Математический аппарат магнитной газодинамики основан на различных 

модификациях системы МГД-уравнений, отвечающих одножидкостному 

приближению, модели с учетом эффекта Холла, релятивистскому случаю, а 

также электронной магнитной газодинамике, учитывающей инерцию 

электронов. Учет тех или иных диссипативных факторов и различных 

процессов обусловлен деталями постановки задач. Уравнения магнитной 

газодинамики, основанные на законах сохранения и обладающие большим 

запасом прочности, используются для решения самых разнообразных задач 

плазмостатики и плазмодинамики. Кроме того, в плазмодинамике также как и в 

газодинамике используются два способа описания движения среды с помощью 

системы координат Эйлера и Лагранжа (см., например [33,40,203]). В 

представленных исследованиях используется описание Эйлера. 

Научная новизна. В ИПМ им. М.В. Келдыша автором диссертации были 

разработаны новые модели различного уровня сложности и созданы 

соответствующие компьютерные коды, предназначенные для комплексного 

исследования процессов в КСПУ. На основе разработанных моделей 

сформировались новые направления исследований и получены новые 

результаты, отраженные в диссертации. Кроме того, проведенные исследования 

обеспечили решение актуальной научной проблемы теоретического 

обоснования нового класса установок КСПУ с продольным магнитным полем.  
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Основные новые элементы в диссертационной работе. 

1. Предложена новая МГД-модель течений ионизующегося газа с учетом 

кинетики ионизации и рекомбинации. Исследования, проведенные на основе 

данной модели, изменили прежние представления о природе процессов в 

окрестности формирующегося фронта ионизации. 

2. Разработан новый теоретический подход в исследовании структуры узкого 

фронта ионизации. Впервые выявлена и исследована структура фронта. 

3. Разработаны основы теории и впервые найдено решение задачи о двумерном 

осесимметричном течении плазмы в коаксиальном канале плазменного 

ускорителя при наличии дополнительного продольного магнитного поля. 

Аналитические исследования основаны на приближении плавного канала 

для стационарных уравнений двухжидкостной МГД-модели идеально 

проводящей плазмы. Данная модель дала первичное представление о 

динамике вращающихся потоков плазмы в КСПУ нового поколения.  

4. В рамках одножидкостного приближения разработаны новые численные 

МГД-модели, в общем случае нестационарных, осесимметричных 

двумерных течений плазмы в канале и компрессионных потоков на выходе 

из ускорителя в присутствии дополнительного продольного магнитного 

поля. В моделях используется вектор-потенциал магнитного поля и 

учитывается конечная проводимость среды. Модели впервые позволили 

выявить основные свойства и особенности трансзвуковых потоков плазмы в 

канале и компрессионных течений на выходе из ускорителя в 

рассматриваемом случае трехкомпонентного магнитного поля. В частности, 

обнаружен эффект генерации магнитного поля на формирующейся 

конической ударной волне в компрессионном потоке. 

5.  Впервые разработаны нестационарные двумерные двухжидкостные МГД-

модели с учетом эффекта Холла, тензора проводимости среды и зависимости 

коэффициентов переноса от параметра замагниченности. В данных моделях 

также используется вектор-потенциал магнитного поля в общем случае 
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трехкомпонентного магнитного поля. Модели дали возможность  

исследовать приэлектродные процессы и течения плазмы в ускорителях, 

отвечающих различным режимам токопереноса.  

      а) Расчетные исследования приэлектродных процессов в КСПУ с 

непроницаемыми эквипотенциальными электродами впервые позволили 

провести сопоставление с экспериментальными данными, касающимися 

возникновения явления кризиса тока в традиционном ускорителе с 

азимутальным магнитным полем. Получены новые результаты о влиянии 

продольного магнитного поля на приэлектродные процессы в 

рассматриваемом режиме токопереноса. 

     б) Исследования в канале КСПУ, отвечающего режиму ионного 

токопереноса с проницаемыми электродами, позволили выявить основные 

закономерности динамики потоков и впервые изучить влияние продольного 

магнитного поля на приэлектродные процессы для данного режима. 

6. Исследования динамики ионов примесей в основном потоке водородной 

плазмы впервые позволили выявить условия, при которых возникает 

сепарация примесей и наблюдается эффект самоочистки потока от примесей. 

Научная и практическая значимость. Представленные в диссертации 

новые результаты важны для понимания физики процессов в КСПУ, 

определяют новые направления исследований и дальнейшей модернизации 

плазменных ускорителей. 

Научная ценность диссертационной работы состоит в разработке новых 

подходов в изучении течений ионизующегося газа и нового направления 

исследований динамики потоков плазмы в КСПУ в трехкомпонентном 

магнитном поле при наличии дополнительного продольного магнитного поля.  

Практическая значимость работы связана с разработкой различных 

моделей и комплексными расчетными исследованиями, которые могут быть 

использованы в практических приложениях, направленных на модернизацию и 

применение КСПУ в различных областях, а также могут быть использованы 
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для сравнения с результатами перспективных экспериментальных 

исследований и развития такой области знаний, как плазмодинамика. 

Представленные модели и результаты исследований опубликованы в 

авторитетных научных отечественных и зарубежных изданиях. 

Практическое значение имеют следующие установленные факты. 

Процесс ионизации газа с образованием стационарного неравновесного 

фронта ионизации может происходить при определенных условиях, 

сформулированных и представленных в диссертации. 

Анализ интегральных характеристик потоков в КСПУ с азимутальным 

магнитным полем при использовании различных газов для генерации плазмы 

показал, что при использовании ускорителя в термоядерных целях энергия 

ионов на выходе не зависит от массы иона. Тяга системы при переходе к более 

тяжелым газам также практически не меняется. Поэтому для использования 

перспективных модификаций КСПУ в качестве электрореактивных плазменных 

двигателей наиболее предпочтительными являются легкие газы. 

Исследования приэлектродных процессов в КСПУ с азимутальным 

магнитным полем, эквипотенциальными и непроницаемыми электродами 

показали, что существует область параметров, отвечающих стационарным 

течениям в отсутствии приэлектродных неустойчивостей, обусловленных 

эффектом Холла и предшествующих явлению кризиса тока. В терминах 

разрядного тока и расхода сформулирован критерий устойчивости потоков.  

Наличие дополнительного продольного магнитного поля в системе КСПУ 

является положительным фактором, позволяющим предотвратить 

возникновение приэлектродных неустойчивостей и существенно расширить 

область значений параметров, отвечающих устойчивым течениям. 

Слабое продольное магнитное поле позволяет реализовать трансзвуковые 

течения плазмы, отвечающие правильной организации процесса ускорения в 

профилированном коаксиальном канале ускорителя с переходом скорости 

потока через скорость быстрой магнитозвуковой волны. 
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Сильное продольное магнитное поле приводит к возникновению 

привязок тока на одном из электродов и формированию токового слоя, что 

может быть использовано в приложениях. 

Возможные практические приложения связаны также с обнаруженным 

эффектом генерации продольного магнитного поля на конической ударной 

волне, формирующейся в компрессионном потоке на выходе из КСПУ. 

Расчетные исследования динамики потоков в плазменных ускорителях с 

проницаемыми электродами, отвечающими режиму ионного токопереноса, 

показали, что в этом случае не возникает приэлектродных неустойчивостей и 

явления кризиса тока. Наличие слабого продольного магнитного поля не 

приводит к заметному изменению интегральных характеристик и позволяет 

существенно уменьшить скорость потока плазмы, которую необходимо 

подавать через прозрачный электрод в режиме ионного токопереноса. 

Выявленный эффект сепарации ионов примесей и самоочистки потока 

указывает на возможность генерации чистой, например, дейтериевой плазмы с 

последующей инжекцией высокоэнергетичного потока в термоядерные 

системы. Эффект сепарации может быть использован также для разработки 

масс-сепаратора с целью переработки отходов атомной промышленности. 

На защиту выносятся следующие положения: 

1. Модели течений ионизующегося газа в канале ускорителя и неравновесная 

природа процессов на фронте ионизации, выявленная в рамках МГД-

уравнений, дополненных уравнением кинетики ионизации и рекомбинации.  

2.  Основы теории процесса ионизации и структура фронта ионизации в канале 

плазменного ускорителя с азимутальным магнитным полем.   

3. Основы теории стационарных двумерных осесимметричных течений плазмы 

в канале КСПУ при наличии дополнительного продольного магнитного 

поля, разработанные с помощью двухжидкостной МГД-модели идеально 

проводящей плазмы в приближении плавного канала. Влияние продольного 

магнитного поля на эффект Холла.  
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4. Двумерная численная модель осесимметричных течений плазмы в канале 

ускорителя при наличии продольного магнитного поля, основанная на 

уравнениях классической магнитной газодинамики с учетом конечной 

проводимости среды. Динамические характеристики вращающихся потоков 

плазмы в канале ускорителя. 

5. Течения плазмы при использовании различных газов: сравнение  

интегральных характеристик потоков в канале и компрессионных течений на 

выходе из канала традиционного плазменного ускорителя с азимутальным 

магнитным полем.   

6. Особенности компрессионных потоков плазмы при наличии 

дополнительного продольного магнитного поля. Эффект генерации 

магнитного поля на конической ударной волне - пример гидромагнитного 

или МГД-динамо. 

7. МГД-модель двумерных осесимметричных течений плазмы с учетом 

эффекта Холла, тензора проводимости среды и зависимости коэффициентов 

от параметра замагниченности.  

а) Приэлектродные процессы в канале ускорителя с непроницаемыми 

эквипотенциальными электродами. Сопоставление теоретических, 

расчетных и экспериментальных данных, определяющих возникновение 

явления кризиса тока за счет эффекта Холла. Условие стационарности 

течений плазмы в отсутствии приэлектродных неустойчивостей, 

предшествующих кризису тока. Влияние продольного магнитного поля. 

б) Динамка плазмы в канале КСПУ в режиме ионного токопереноса с 

проницаемыми эквипотенциальными электродами. Отсутствие каких-

либо приэлектродных неустойчивостей для данного режима. Влияние 

продольного магнитного поля на протекание плазмы через проницаемые 

электроды. Формирование токовых слоев в движущейся плазме и 

привязок тока на внешнем аноде для достаточно сильного продольного 

поля в соответствии с классической МГД-моделью. 
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Обоснованность и достоверность результатов обеспечивается 

использование моделей различного уровня сложности и применением хорошо 

зарекомендовавших себя вычислительных методов, точность которых 

проверялась на тестовых задачах. Верификация моделей и решений 

осуществлялась на основе сопоставления результатов расчетных исследований, 

полученных в разных моделях, включая аналитические построения. 

Использовались средства внутреннего контроля, в том числе сравнение 

результатов расчетов, полученных на разных сетках. Валидация моделей и 

результатов исследований проводилась путем сопоставления с имеющимися 

экспериментальными данными. Результаты исследований обсуждались на 

многочисленных конференциях и семинарах. 

Апробация работы. Результаты работы докладывались на семинарах 

Института прикладной математики им. М.В. Келдыша, Троицкого института 

инновационных и термоядерных исследований (ФГУП ГНЦ ТРИНИТИ, г. 

Троицк. РФ), Механико-математического факультета МГУ им. М.В. 

Ломоносова, Института механики МГУ им. М.В. Ломоносова (семинар по 

механике сплошных сред под рук. А.Г. Куликовского, В.П. Карликова и О.Э. 

Мельника), а также на следующих конференциях, школах и съезде: 

Международной конференции по неравновесным процессам в соплах и струях 

(Истра, 2000; Санкт-Петербург, 2002; Самара, 2004; Санкт-Петербург, 2006),  

Международной конференции по вычислительной механике и современным 

прикладным программным системам (Истра, 2001; Владимир,  2003; Алушта, 

2009), Всероссийской научной конференции “Краевые задачи и математическое 

моделирование” (Новокузнецк, 2001, 2004, 2006), Международной 

конференции «Уравнения состояния вещества» (Эльбрус, 2002, 2006, 2008), 

Международной конференции “Plasma Physics and Controlled Fusion” (Алушта, 

Крым, Украина,  2002, 2004, 2006, 2008, 2010, 2012), Всероссийской 

конференции “Аэродинамика и газовая динамика в XXI веке”, посвященной 80-

летию академика Г.Г. Черного (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова, 2003), 



 19

Международной конференции “Актуальные вопросы теплофизики и 

физической гидрогазодинамики” (Алушта, Крым, Украина,  2003, 2004, 2005, 

2006, 2007, 2008), Всероссийской конференции “Теоретические основы и 

конструирование численных алгоритмов для решения задач математической 

физики с приложением к многопроцессорным системам” посвященной памяти 

К.И. Бабенко (Дюрсо, 2004), Международной конференции ”Воздействие 

интенсивных потоков энергии на вещество” (Эльбрус, 2005, 2007, 2009), 

Международной конференции AIAA “Plasmadynamics and Lasers” (США, 2006), 

школе-семинаре по Магнитоплазменной аэродинамике (Институт высоких 

температур РАН, 2008, 2009, 2010), Международной конференции 

“Современные проблемы вычислительной математики и математической 

физики” (МГУ им. М.В. Ломоносова, 2009),  Всероссийской конференции 

“Математика в приложениях”, приуроченной к 80-летию академика С.К. 

Годунова (Новосибирск, 2009), Всероссийской научной конференции 

“Фундаментальные и прикладные вопросы механики и процессов управления”, 

посвященной 75-летию со дня рождения академика В.П. Мясникова 

(Владивосток, 2011), Всероссийском съезде по фундаментальным проблемам 

теоретической и прикладной механики (Нижний Новгород, 2011). 

 Личный вклад автора. Большинство исследований, представленных в 

диссертации, проведено и опубликовано автором на протяжении последних 10 

– 12  лет. Исследования включали физическую и математическую постановку 

задач, разработку моделей, применение вычислительных методов, составление 

компьютерных кодов, расчетные исследования и анализ результатов. В 

некоторых совместных работах последних лет автор определял направления 

исследований, представлял разработанные им компьютерные коды для 

проведения необходимых расчетов и участвовал на равных в совместных 

обсуждениях и интерпретации полученных результатов. 

      Реализация и внедрение результатов работы. Проведенные исследования 

на протяжении многих лет выполнялись в рамках научных планов ИПМ им. 
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М.В.Келдыша РАН и программ Президиума РАН, поддерживались грантами 

Российского фонда фундаментальных исследований, в которых автор выступал 

в качестве исполнителя (7 проектов) и руководителя (№ 06-02-16707_а   и        

№ 12-02-90427_Укр_а). Данные исследования соответствуют приоритетным 

направлениям развития науки, технологий и техники в Российской Федерации 

(п. 7. Транспортные и космические системы, п. 8. Энергоэффективность, 

энергосбережение, ядерная энергетика), а также перечню критических 

технологий РФ (п. 9. Технологии атомной энергетики, ядерного топливного 

цикла, безопасного обращения с радиоактивными отходами и отработавшим 

ядерным топливом, п. 15. Технологии новых и возобновляемых источников 

энергии, включая водородную энергетику, п. 24. Технологии создания ракетно-

космической и транспортной техники нового поколения).  

 Результаты исследований использовались для обоснования и разработки 

концепции КСПУ нового поколения. В рамках проекта РФФИ № 06-02-16707_а 

в ТРИНИТИ была сконструирована и реализована новая экспериментальная 

установка КСПУ с продольным магнитным полем [74]. Проведенные 

эксперименты подтвердили возможность функционирования установки в 

качестве одной из перспективных модификаций КСПУ. 

 Публикации. По теме диссертации опубликовано более 100 работ, в том 

числе более 20 статей в рецензируемых журналах, рекомендованных ВАК для 

опубликования научных результатов докторских диссертаций, 7 статей в 

рецензируемых сборниках, более 15 препринтов ИПМ им. М.В.Келдыша, более 

10 статей в сборниках трудов конференций, а также тезисы докладов на 

всероссийских и зарубежных конференциях и научно-технические отчеты. 

Основное содержание диссертации отражено в следующих публикациях. 
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управления. Всероссийская научная конференция, посвященная 75-летию 
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 Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 5 глав, 

заключения и списка цитируемой литературы. Диссертационная работа 

содержит 273 страницы, 66 рисунков и 3 таблицы. Список цитируемой 

литературы включает 323 наименования. 

Краткое содержание работы.  

Во введении обсуждается современное состояние исследований 

плазменных ускорителей, обосновывается актуальность, формулируются цели 

работы и положения, выносимые на защиту, изложены методы исследований, 

аргументируется научная новизна и обсуждается практическая значимость 

проведенных исследований, приводятся сведения об апробации работы.  

В первой главе представлена иерархия численных моделей течений 

ионизующегося газа и рассмотрены процессы, происходящие на фронте 

ионизации в канале традиционного плазменного ускорителя с азимутальным 

магнитным полем. В разделе 1.1 осуществляется вывод модифицированной 

системы МГД-уравнений, которая единым образом описывает переход от 

слабоионизованной среды к плазме. В этом разделе приводятся оценки 

применимости соответствующих приближений, формулы для расчета 

электропроводности и теплопроводности среды, переноса излучения и потерь 

энергии на излучение. В разделе 1.2 дана безразмерная форма МГД-уравнений 

и основные безразмерные параметры задачи, участвующие в численных 

моделях. В разделе 1.3 изложена постановка задачи о динамике потоков 

плазмы и ионизующегося газа в осесимметричном случае, включая уравнения, 

граничные условия и основные этапы численного моделирования. В разделе 

1.4 рассмотрены модель течения ионизующегося газа со скачком проводимости 

и уравнение электрической цепи для расчета осциллограмм тока и напряжения. 
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Приведен пример расчета течения ионизующегося газа со скачком 

проводимости в двумерной постановке задачи, отвечающей проводившимся 

ранее экспериментам для малых коаксиальных ускорителей или входных 

ионизационных камер КСПУ. Проведено сопоставление расчетных и 

экспериментальных данных для вольт-амперных характеристик разряда, а 

также параметров плазмы в компрессионном потоке на выходе из 

ионизационного блока КСПУ. Раздел 1.5 посвящен исследованиям течений 

ионизующегося газа в приближении локального термодинамического 

равновесия (ЛТР), где также приведен пример расчета течения ионизующегося 

газа в двумерной постановке задачи, результаты расчетов сопоставлены с 

имеющимися экспериментальными данными и рассмотрено эмпирическое 

условие стационарности течений ионизующегося газа. Современная модель 

течений ионизующегося газа с учетом кинетики ионизации и рекомбинации 

представлена в разделе 1.6 на основе квазиодномерного приближения, 

поскольку в потоках ионизующегося газа основной интерес представляет 

зависимость параметров от продольной координаты канала ускорителя, а 

изменением переменных в поперечном направлении можно пренебречь. При 

этом система МГД-уравнений дополнена уравнением кинетики ионизации и 

рекомбинации. Коэффициенты данного уравнения определяются в рамках 

модифицированного диффузионного приближения. Представленные в разделе  

исследования и примеры расчетов позволили выявить новые свойства течений 

ионизующегося газа, что существенно уточняет результаты прежних 

исследований, в том числе в приближении локального термодинамического 

равновесия. В разделе 1.7 сформулированы основные выводы к первой главе. 

Вторая глава посвящена основам теории процесса ионизации в каналах 

квазистационарных плазменных ускорителей с азимутальным магнитным 

полем. Процесс ионизации имеет ряд отличительных особенностей. Если 

температура и степень ионизации резко возрастают на фронте ионизации, то 

плотность среды резко падает в отличие от процессов в ионизующих ударных 
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волнах. Это связано с протеканием значительного тока в плазме и сильным 

изменением магнитного поля в окрестности фронта, что в свою очередь 

приводит к существенному росту скорости. В разделе 2.1 приведены законы 

сохранения, дополненные следствием закона Ома и уравнением кинетики 

ионизации и рекомбинации, при условии, что магнитное и электрическое поля 

взаимно перпендикулярны и параллельны плоскости стационарного фронта 

ионизации, а направление движения ортогонально данной плоскости. В разделе 

2.2 обсуждаются характерные кривые, используемые для изучения структуры 

фронта ионизации. К ним относятся МГД-гипербола, звуковая парабола, кривая 

Жуге и ряд других характерных кривых, позволяющих определить положение 

стационарных особых точек исходной одномерной системы уравнений. В 

разделе 2.3 представлены типичные поля направлений интегральных кривых и 

проведен анализ особых точек. В разделе 2.4 процесс ионизации рассмотрен 

как движение вдоль интегральных кривых в плоскости переменных, 

отвечающих магнитному полю и величине, обратно пропорциональной 

плотности. Эти переменные использованы для описания течения 

ионизующегося газа в пределах узкого фронта ионизации. Раздел 2.5 содержит 

пример течения ионизующегося газа в канале с протяженным участком 

постоянного сечения. Данный пример иллюстрирует возможность того, что 

процесс ионизации может завершиться на фронте в стационарной особой точке, 

отвечающей устойчивому узлу, а дальнейшее ускорение ионизованной среды за 

фронтом в рамках другого течения сопровождается переходом через скорость 

сигнала. Следствием теоретических исследований является ряд соотношений, 

характеризующих процесс ионизации и представленных в разделе 2.6. В 

частности, получены условия, определяющие возможность перехода скорости 

потока ионизующегося газа через газодинамическую скорость звука и выхода в 

стационарные особые точки в пределах узкого фронта ионизации, 

наблюдаемого в расчетах и экспериментах. Основные выводы к данной главе 

сформулированы в разделе 2.7. 



 30

В третьей главе рассмотрены аналитические модели стационарных 

двумерных осесимметричных течений идеально проводящей плазмы. В разделе 

3.1 выписаны исходная система уравнения двухжидкостной магнитной 

газодинамики идеально проводящей плазмы и ее безразмерный аналог. В 

разделе 3.2 вводятся функции потока частиц и функция магнитного потока, в 

терминах которых приведены законы сохранения и преобразована исходная 

система уравнений. Здесь же описаны основные приближения для 

изомагнитных и  изобернуллиевых течений, а также приближение холодной 

плазмы, которые используются при построении аналитических моделей. 

Сравнение режимов ионного и электронного токопереноса в каналах КСПУ 

осуществляется в разделе 3.3, где представлен интегральный параметр обмена 

или параметр Морозова. Приближение “плавных” течений в канале медленно 

меняющегося сечения и переход от системы уравнений в частных производных 

к системе обыкновенных дифференциальных уравнений изложены в разделе 

3.4. В разделе 3.5 приведены алгебраические соотношения, описывающие 

динамику холодной плазмы с азимутальным магнитным полем, а также пример 

двумерного осесимметричного трансзвукового течения плазмы в канале 

медленно меняющегося сечения в отсутствии продольного магнитного поля.  

Раздел 3.6 посвящен постановке задачи при наличии продольного магнитного 

поля и выводу соответствующих уравнений. В разделе 3.7 рассмотрен пример  

трансзвукового течения плазмы при наличии продольного магнитного поля. 

Оценка параметров ускорителя в приближении плавного канала дана в разделе 

3.8. Сравнительная оценка эффективности ускорения в приближении узкого 

коаксиального канала получена в разделе 3.9. Раздел 3.10 обобщает основные 

результаты исследований, изложенных в третьей главе. 

В четвертой главе представлены численные исследования динамики 

потоков плазмы в КСПУ в отсутствии и при наличии дополнительного 

продольного поля. Расчеты двумерных осесимметричных, в общем случае 

нестационарных, течений плазмы в канале и компрессионных потоков на 
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выходе из ускорителя проведены в рамках одножидкостной МГД-модели с 

учетом конечной проводимости среды. В разделе 4.1 рассмотрены 

модифицированные МГД-уравнения в терминах векторного потенциала 

магнитного поля и определены безразмерные параметры задачи. Постановка 

задачи и граничные условия изложены в разделе 4.2. Численные методы, 

использованные для решения МГД-задачи, включая FCT алгоритм с 

коррекцией потоков для обобщенного уравнения переноса и потоковый вариант 

метода прогонки для учета диссипативных факторов, обсуждаются в разделе 

4.3. В разделе 4.4 приведены результаты исследования динамики вращающихся 

потоков плазмы в канале плазменного ускорителя с продольным магнитным 

полем, включая примеры расчетов. Здесь же проводится сопоставление 

численной и аналитической моделей. Описание эффекта формирования 

токового слоя при сильном продольном поле дано в подразделе 4.4.2. Раздел 

4.5 содержит сведения о компрессионных течениях на выходе из ускорителя с 

азимутальным магнитным полем. В данном разделе представлен пример 

компрессионного течения водородной плазмы, исследована степень сжатия в 

области компрессии, рассмотрены интегральные характеристики плазменных 

ускорителей, а также проведено сравнение компрессионных потоков плазмы, 

генерируемой из различных газов: водорода, гелия, аргона и ксенона. В разделе 

4.6 анализируются компрессионные течения плазмы при наличии продольного 

поля, и дано описание эффекта генерации магнитного поля на конической 

ударной волне. Раздел 4.7 резюмирует исследования, изложенные в этой главе. 

 Пятая глава посвящена исследованию приэлектродных процессов в 

КСПУ с азимутальным магнитным полем и в ускорителях с дополнительным 

продольным магнитным полем. Данные исследования выполнены на основе 

двухкомпонентной МГД-модели с учетом эффекта Холла, тензора 

проводимости среды и зависимости коэффициентов от параметра 

замагниченности для различных режимов токопереноса. В разделе 5.1 

представлены уравнения двухжидкостной магнитной газодинамики, 
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коэффициенты переноса в магнитном поле и безразмерные параметры задачи. 

Модифицированные уравнения двухкомпонентной МГД-модели в терминах 

векторного потенциала магнитного поля рассмотрены в разделе 5.2. 

Постановка задач для различных режимов токопереноса и соответствующие 

граничные условия обсуждаются в разделе 5.3. Результаты исследования 

приэлектродных процессов и явления кризиса тока в каналах плазменных 

ускорителей с непроницаемыми электродами изложены в разделе 5.4. Здесь же 

показано как влияет форма электродов на эффект возникновения кризиса тока в 

ускорителях с азимутальным магнитным полем (см. 5.4.1), а в подразделе 5.4.2   

демонстрируется результат воздействия продольного поля на приэлектродные 

процессы в ускорителе с непроницаемыми электродами. Раздел 5.5 

ориентирован на изучение динамики плазмы и приэлектродных процессов в 

режиме ионного токопереноса с проницаемыми и эквипотенциальными 

электродами. В разделе 5.6 приведены результаты исследования динамики 

ионов примесей меди, азота и кислорода в основном потоке дейтериевой 

плазмы. Выявлены условия, при которых сепарация ионов примесей становится 

явно выраженной и возможен эффект самоочищения потока в ускорителе с 

азимутальным магнитным полем. Раздел 5.7 содержит выводы и формулировки 

основных результатов исследований, представленных в пятой главе. 

 В заключении представлены основные результаты диссертации. 

 В диссертационной работе принята нумерация разделов и формул по 

главам: первое число – номер главы, второе – номер раздела и формулы. 

Некоторые разделы содержат подразделы с тройной нумерацией. Для рисунков 

и таблиц принята сквозная нумерация. Список литературы составлен по 

порядку цитирования. 

 Автор выражает глубокую благодарность А.И. Морозову, К.В. 

Брушлинскому, В.А. Левину, А.Г. Куликовскому, А.А. Бармину, а также 

коллегам и соавторам, как в России, так и в зарубежье, способствовавшим 

многим исследованиям и подготовке диссертационной работы. 
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ГЛАВА 1 

ТЕЧЕНИЯ ИОНИЗУЮЩЕГОСЯ ГАЗА И ПРОЦЕССЫ НА ФРОНТЕ 

ИОНИЗАЦИИ В КАНАЛАХ ПЛАЗМЕННЫХ УСКОРИТЕЛЕЙ 

  
В этой главе будут рассмотрены численные модели и результаты 

исследований течений ионизующегося газа в коаксиальных плазменных 

ускорителях с азимутальным магнитным полем. Процесс ионизации 

происходит в небольших ускорителях [1-2,12-14,60], длина канала которых 

порядка 10 см, а разрядный ток не превышает 100 кА. В двухступенчатых 

системах КСПУ большой мощности [1,5-9,13,63-70], в которых разрядные токи 

для второй ступени составляют сотни кА, ионизация газа и предварительное 

ускорение плазмы происходит в первой ступени, представляющей собой набор 

малых ускорителей, расположенных по окружности (см. рис.2). 

 Численное моделирование и расчеты течений  в каналах (см., например, 

[6,11,58,108,112-114,195-196,204-205]) сыграли существенную роль в изучении 

свойств потоков ионизующегося газа. Течение ионизующегося газа имеет ряд 

отличительных особенностей. В плазменных ускорителях процесс ионизации 

сопровождается резким возрастанием температуры, степени ионизации и 

скорости. Одновременно плотность среды резко падает в отличие от процессов 

в ионизующих ударных волнах. Формально фронт ионизации в плазменных 

ускорителях представляет собой скачок разрежения. Известно, что 

газодинамика и магнитная газодинамика не допускают ударных волн 

разрежения. Процесс ионизации в плазменных ускорителях можно 

рассматривать как фазовый переход от газообразного состояния к плазме в 

пределах узкого фронта ионизации. В ускорителях при определенных условиях 

фронт ионизации является устойчивым и стационарным образованием.   

Следует отметить несколько этапов развития численных моделей. 

Первоначально расчеты течений ионизующегося газа были выполнены в 

квазиодномерном приближении на основе скачкообразной зависимости 

проводимости газа от температуры [11]. В этой модели проводимость менялась 
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от некоторого малого значения до конечной величины  при достижении газом 

определенной критической температуры. В рамках данной модели также были 

проведены двумерные численные исследования (см., например, [108,113,195-

196]). В дальнейшем на основе модели для трёхкомпонентной среды, 

состоящей из атомов, электронов и ионов, были проведены расчёты с 

использованием формулы Саха в предположении локального 

термодинамического равновесия (ЛТР) в квазиодномерном и двумерном 

приближениях (см., например, [204-205]). Обе эти модели представлены также 

в монографии [58] и обзоре [112]. Во всех перечисленных моделях и в 

экспериментах (см., например, [1]) при определённых условиях наблюдалось 

развитие периодических режимов в процессе ионизации  газа в канале  

ускорителя. Аналогичные пульсирующие режимы наблюдаются в МГД-

течениях с выключением электропроводности [206] и в расчетах Т-слоев [207]. 

В экспериментальных исследованиях коаксиальных пламенных 

ускорителей на вход в канал подается нейтральный газ, который может быть 

лишь слегка ионизован излучением, идущим от фронта ионизации. Правда, в 

перспективных разработках возможен предварительный СВЧ нагрев 

поступающего газа. Эксперименты [1,30] показали, что в потоке формируется 

четко выраженный узкий фронт ионизации, который ярко светится. При этом 

перед фронтом поток практически не излучает. Кроме того, скоростная 

фоторегистрация показала, что в ряде случаев фронт ионизации неустойчив и 

возможны его продольные колебания при использовании водорода.  

Недостатком указанных численных моделей течения ионизующегося газа 

в канале ускорителя является то обстоятельство, что фронт ионизации в 

расчётах оказался достаточно размытым. Узкий фронт ионизации в 

соответствии с экспериментальными данными удалось получить в рамках 

численной модели [119,208,209], основанной на системе МГД-уравнений для 

трёхкомпонентной среды, дополненной уравнением кинетики ионизации и 

рекомбинации. Эта система единым образом описывает переход 
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слабоионизованного газа к плазме с учётом кинетики ионизации и 

рекомбинации. Соответствующие коэффициенты ионизации и рекомбинации 

определяются в рамках модифицированного диффузионного приближения для 

известных уровней энергетического пространства атома [36,54]. 

В данной главе представлены три указанные модели, включая постановку 

задачи и результаты численных исследований. Поскольку газ и образующаяся 

плазма достаточно плотные, фронт ионизации относится к объектам 

исследования механики сплошной среды. 

 
1.1. МГД-модель динамики трёхкомпонентной среды 

В основе модели течений ионизующегося газа лежат уравнения переноса 

трёхкомпонентной среды [23], состоящей из атомов, электронов и ионов, а 

также уравнений Максвелла для электромагнитного поля. Учитывая, что 

характерные скорости потоков cV << , можно пренебречь током смещения 

tc ∂
∂ E1  в уравнении 

tcc
rot

∂
∂

+=
EjH 14π . Поскольку mmmm aie ==<< , 

инерцией электронов 
td

dm e
e

V  также пренебрегаем. Тогда имеем следующую 

систему уравнений:  

                 aaa
a ndiv
t

n
Γ=+ V

∂
∂                                                         (1.1а) 

                  iii
i ndiv
t
n

Γ=+ V
∂
∂                                                            (1.1б) 

                   eee
e ndiv
t

n
Γ=+ V

∂
∂                                                          (1.1в) 

      aiaea
a

aa P
td

dnm RRV
+=∇+                                                      (1.2а)    

 [ ] ieiaiii
i

ii c
neP

td
dnm RRHVEV

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∇+ ,1                              (1.2б)  
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              [ ] eieaeee c
neP RRHVE ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=∇ ,1                                (1.2в) 

( ) ( ) aaaaa
aBaaB QdivdivPTk

td
Tdnk

+−=+Γ
−

+
−

qV
11 γγ

                              (1.3а) 

     ( ) ( ) iiiii
iBiiB QdivdivPTk

td
Tdnk

+−=+Γ
−

+
−

qV
11 γγ

                              (1.3б) 

( ) ( ) eeeee
eBeeB QdivdivPTk

td
Tdnk

++−=+Γ
−

+
− σγγ

2

11
jqV                         (1.3в) 

              EH rotc
t

−=
∂
∂   ;                       Hj rotc

π4
=                                    (1.4) 

aaBa TnkP = ;          iiBi TnkP = ;           eeBe TnkP =                       (1.5) 

В данной системе индексы  соответствуют компонентам среды: 

атомам, ионам и электронам; 

eia ,,

градэргkB /1038.1 16−⋅= - константа Больцмана. 

Величины , aΓ iΓ ,  определяют скорость рождения частиц данного сорта в 

единице объема в результате процессов ионизации и рекомбинации, так что 

. Силы взаимного трения 

eΓ

aei Γ−=Γ=Γ R  удовлетворяют соотношениям: 

; ; eaae RR −= iaai RR −= eiie RR −= . Теплу, выделяемому в компонентах 

среды за счет взаимодействия и трения с другими компонентами, отвечают 

значения , , . При этом определяющим является взаимодействие 

электронов с ионами и соответствующее слагаемое в уравнении (1.3в) или 

джоулев нагрев , где 

iQ eQ aQ

σ/2j=eiQ σ  - электропроводность среды, представлено 

отдельным слагаемым. В данной системе уравнений пренебрегаем 

молекулярной вязкостью компонент среды в силу пренебрежимо малого 

влияния соответствующих диссипативных факторов. В тоже время тепловые 

потоки  могут быть учтены. Наибольший вклад в диссипацию вносит 

магнитная вязкость, обратно пропорциональная магнитному числу Рейнольдса 

и электропроводности. В данном случае ограничимся исследованием процесса 

ионизации водородной плазмы (

aie qqq ,,

1=iZ ), часто используемой в экспериментах. 
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В соответствии с экспериментами концентрация среды является 

достаточно высокой 31816 1010 −÷= смn . Кроме того, речь идет о генерации 

низкотемпературной плазмы, температура которой эВT 1~ . Поэтому радиус 

Дебая eBD neTkR 24/ π=  является крайне малой величиной по сравнению с 

характерными размерами системы и пространственными масштабами 

процессов, включая толщину фронта ионизации. В этом случае среду можно 

считать квазинейтральной ei nn = .  

Разностью скоростей между электронной и ионной компонентами среды 

e
ie ne

jVVu −=−= , определяющей эффект Холла в магнитной газодинамике, 

можно пренебречь для достаточно плотной среды. Учет эффекта Холла будет 

иметь принципиальное значение в исследованиях приэлектродных процессов. 

Оценки и контрольные расчеты показывают, что также мало отличаются 

скорости ионов и атомов (см. [23]) [ ]
e

a
a

ai nec
jHjGVVw δξ

α
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−=−= ,1 , где 

( ) aiiea PPP ∇−+∇= ξξG ;  
ρ

ξ a
a

nm
= ;   

ρ
ξ i

i
nm

=  ;  1=+ ia ξξ ;  1<<≈
∗

∗

ia

eae
S
S

m
mδ ; 

mTkSnnm Biaaia /∗=α  ;  ∗
eaS  и ∗

iaS  - эффективные сечения столкновений 

атомов с электронами и ионами. Поэтому будем полагать, что скорости всех 

компонент равны между собой VVVV === eia . 

В рассматриваемом диапазоне параметров задачи стандартные оценки 

передачи тепла и характерного времени обмена энергией между компонентами 

показывают, что . Это подтверждают экспериментальные измерения. 

Возможное незначительное превышение электронной температуры  над  и 

 не является существенной деталью проводимых исследований. 

Соответственно предполагаем, что  

TTT ei =≈

eT iT

aT

TTTT eia === . 
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Пусть  и  ia nnn += ( )ia nnm +=ρ  - концентрация и плотность тяжелых 

частиц,  nne /=α  - степень ионизации, ( )αε += 1Tcv  - внутренняя энергия 

единицы объема, ( )( ) TccPPPP vpeia ρα −+=++= 1  - суммарное давление, где 

( 1/ −= )−== γvvpB cccRmk . Введем также обозначения eia qqqq ++=  и   

. Численные эксперименты [205] показали, что eiaтр QQQQ ++=

 [ ]
σ

ξ
α

22
,1 jGHj <<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

c
Q a

a
тр .  

Следствием уравнения (1.2в), в котором пренебрегли инерцией 

электронов, является обобщенный закон Ома в трехкомпонентной среде 

[ ] ( ) [ ]HjGHVjE ,11,1
cne

P
nec e

a
e

e
i

ξδδ
σ

−
−−∇−−=  

Учитывая, что параметр 1<<δ , и пренебрегая эффектом Холла, приходим к 

закону Ома [ HVjE ,1
c

−= ]
σ

 в одножидкостной магнитной газодинамике. 

 Сложив уравнения (1.1а) и (1.1б), (1.2а) с (1.2б) и (1.2в), (1.3а) с (1.3б) и 

(1.3в), с учетом сказанного получим следующую систему уравнений 

0=+ Vρ
∂
ρ∂ div
t

 ;       [ ]HjV ,1
c

P
td

d
=∇+ρ  

                    излтр QQdivdivP
td

d
−+−=+ qjV

σ
ερ

2
                     (1.6) 

 [ ]
σ∂

∂ jHVH rotcrot
t

−= , ;          Hj rotc
π4

= ;        ( )∇+
∂
∂

= ,V
ttd

d       

( )ia nnm +=ρ ;         ( ) εργα )1(1 −=+= TnkP B ;       T∇−= κq  

Данную систему (см., например, [11,113,114,119,195,196,204,205]) вместе с 

указанными далее способами определения εσα ,,  и κ  следует рассматривать 

как обобщение классической магнитной газодинамики [22] на случай частично 

ионизованной плазмы. Система (1.6) лежит в основе трех упомянутых моделей 

процесса ионизации с различными способами определения степени ионизации.  
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 В общем случае внутренняя энергия содержит дополнительные 

слагаемые, позволяющие учесть влияние тех или иных факторов, в частности, 

потери энергии на ионизацию, пропорциональные так называемой цене иона 

IR ςε =  [1,12], где эргэВI 111016.256.13 −⋅==  - потенциал ионизации атома 

водорода. Коэффициент ς  варьируется в пределах от 0 до 2. При 1>ς  

учитываются не только потери энергии на ионизацию, но и радиационные 

потери, сопровождающие данный процесс. Внутренняя энергия на единицу 

массы в уравнениях (1.6) задается в виде 

                ( ) mITcv /1 αςαε ++=                                                (1.7) 

Для полностью ионизованной плазмы имеем 1=α , и второе слагаемое в 

соотношении (1.7) не участвует в решении задач, поскольку уравнение (1.6) 

содержит только производные по ε . Кроме того, в уравнении состоянии среды 

(1.7) можно учесть потери энергии на диссоциацию молекул водорода, которая 

не оказывает заметного влияния на исследуемый процесс ионизации. 

 
1.1.1. Электропроводность в потоке ионизующегося газа 

Электропроводность трехкомпонентной среды определяется формулой 

ee

e

e

ee
m

ne
m
ne

ν
τσ

22
==  , 

 где eτ  и ee τν /1=  - характерное время и частота столкновений электронов с 

другими частицами. Последняя складывается из частот столкновений с атомами 

и ионами (см., например, [23,27]) 

eieae ννν += ;     aeaeea nSV ∗>=<ν  ;     ieieei nSV ∗>=<ν ;    eBe mTkV /2=>< ,  

где  и  - эффективные сечения столкновений электрона с атомами и 

ионами. В результате приходим к соотношению 

∗
eaS ∗

eiS

                                           21 /1/1/1 σσσ += ,                                                  (1.8) 

в котором величины 1σ  и 2σ  отвечают проводимости слабоионизованного 

газа и плазмы. Учитывая, что nnn ie α==  и ( )nnnn ia α−=−= 1 , имеем 
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( ) eBea mTkS
e
21

2
1 ∗−
=

α
ασ ;   

e

eie
m
ne τσ

2
2 = ;    

( )
ii

Be
ei

neZ

Tkm
42

2/3

24

3

Λ
=

π
τ       (1.9)      

где eiτ  - время рассеяния электронов на ионах, Λ  - кулоновский логарифм. 

Видно, что для малой степени ионизации 0→α  проводимость также мала 

01 →≈σσ . Если же 1→α , то приходим к спитцеровской проводимости 

. Следует заметить, что коэффициенты, участвующие, в 

частности, в определении проводимости, допускают определенный разброс в 

зависимости от учета тех или иных поправок авторами различных монографий 

(см., например, [17,20,23,27]). 

2/3
2 ~ Tσσ ≈

 
1.1.2. Теплопроводность среды 

В работах [195,196] исследовано влияние теплопроводности κ  в 

микроскопическом потоке тепла T∇−= κq  в уравнении для внутренней 

энергии (1.6). Теплопроводность определяется как сумма электрон-атомарной и 

лучистой теплопроводности (см., например, [23,25,27,31,40]). При больших 

степенях ионизации заметную часть в суммарной теплопроводности составляет  

электронная теплопроводность поперек  азимутального магнитного поля 

                  ( )χγτκ 0
21

eieeB
e

e Tnk
m

=⊥  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅ градсексм

эрг                          (1.10) 

где ( ) ( ) ( )422
0 79.1477.3/664.492.11 χχχχγ +++=  - функция, учитывающая 

влияние замагниченности электронной компоненты плазмы eieτωχ = . При 

малых степенях ионизации наибольший вклад вносит теплопроводность атомов 

 4/324 Tа ⋅=κ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅ градсексм

эрг . Электрон-атомарная теплопроводность с учетом 

перехода от малой степени ионизации к 1=α  представлена формулой 

             
1
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где  и  - соотношения между 

эффективными сечениями рассеяния частиц. Лучистая теплопроводность равна        

2** 105.1/ −⋅=aaea SS 16.0** 44.1/ TSS aaai ⋅=

                             3
3

16 TLC срлуч =κ   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅ градсексм

эрг ,                                 (1.12) 

где  - константа Стефана-Больцмана. 

Средний пробег фотонов 

425 /1067.5 градсексмэргC ⋅⋅⋅= −

klk

e
ср fne

cmL ω
π

Δ
≈ 2  ( ak nnn ≈= 1 ) определяется на 

основе доплеровского уширения спектральных линий cVkl /ωω =Δ , где  

klkl c λπω /2=  и klf   - спектральная частота и сила осциллятора, например, 

для α-линии Лаймана водородной плазмы. Кроме того, в плазме, генерируемой 

из таких газов, как гелий, аргон, ксенон, заряд иона может быть отличен от 

единицы 1 в зависимости от концентрации и температуры. Влияние 

ионизационного состояния иона на коэффициенты диссипации, включая 

теплопроводность, можно учесть в соответствии с рядом публикаций (см., 

например, [23,210]). Однако проведенные оценки и результаты численных 

экспериментов показывают, что роль теплопроводности в целом незначительна. 

≠iZ

  
1.1.3. Перенос излучения и потери энергии на излучение 

Рассмотрим и оценим влияние основных механизмов излучения и поглощения 

на исследуемые процессы ионизации газа и динамики потоков плазмы в 

плазменных ускорителях. Использованное приближение лучистой 

теплопроводности основано на том, что длина свободного пробега фотонов, 

существенно влияющих на теплообмен в среде, много меньше характерных 

размеров задачи. В этом приближении излучение считается равновесным. 

Участки спектра, в которых чаще всего наблюдается равновесие, отвечают 

центрам отдельных линий, например, α-линии Лаймана. В этом случае среда 

является непрозрачной для излучения. На самом деле фотоны, образовавшихся 

в результате процесса  рекомбинации, как правило, имеют длину пробега 
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превышающую характерные размеры системы, и для них плазма оказывается 

прозрачной. Такие фотоны, покидая вещество, нарушают равновесие. 

Детальное описание взаимодействия плазмы с полем излучения основано 

на решение уравнение переноса излучения. Учитывая, что скорость 

распространения излучения существенно выше скорости потока в плазменном 

ускорителе, поле излучения мгновенно подстраивается под распределение 

параметров потока и можно ограничиться решением стационарного уравнения 

переноса излучения 

                     ( ) ( ) ( ) ( )ΩrrrΩrΩ ,, ωωωω κη II ⋅−=∇⋅ .                               (1.13) 

где ( Ωr, )ωI  - интенсивность излучения с частотой ω  в точке с координатой r , 

распространяющегося в направлении телесного угла . Уравнение (1.13) 

записано в предположении изотропии рассеяния. С помощью  интенсивности 

излучения в канале 

Ω

( Ωr, )ωI , можно найти плотность энергии излучения U  и 

плотность потока энергии излучения :  W

( ) ( )∫ ∫ Ω=
∞

0

4

0
,1 π

ω ωddI
c

U Ωrr ,                   ( ) ( )∫ ∫ Ω=
∞

0

4

0
,

π
ω ωddI ΩΩrrW  

Плотность энергии излучения U  мала по сравнению с энергией газа, и ее 

можно не учитывать в МГД-уравнениях. В то же время поток энергии 

излучения ( ) посредством слагаемого ~W c U WdivQизл =  в (1.6) вносит 

определенный вклад в потери энергии и ее перераспределение за счет переноса 

излучения. Излучательная способность ( )rωη  и коэффициент поглощения 

вещества ( )rωκ  в уравнении (1.13) являются спектральными характеристиками 

вещества, которые зависят от температуры и плотности (см., например, 

[25,36,211]). Для определения значений ωκ  и ωη  следует, в частности, 

рассчитать спектр атома, вычислить населенности состояний атомов, учесть 

различные процессы перехода электрона из одного энергетического состояния 

в другое. В свою очередь возможные электронные переходы, сопровождающие 

процессы излучения и поглощения света, делятся на три  типа:  
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1) связанно-связанные переходы, включая абсорбцию и эмиссию излучения 

jjkk AA ↔+ ωh , а также возбуждение и гашение электронным ударом 

eAeA jk
~+↔+ ;  

2) связанно-свободные переходы, обусловленные, в частности, 

фотоионизацией  и фоторекомбинацией , а также  

столкновительной ионизацией и рекомбинацией 

eAA kk +↔+ +ωh

eeAeA k ˆ~ ++↔+ + ;  

3) свободно-свободные переходы, отвечающие тормозному излучению и  

поглощению eAeA kkk
~+↔++ ωh . 

Здесь  - атом в kA омk  возбужденном состоянии.  

Соответственно коэффициент поглощения и излучательная способность 

складываются из трех частей, отвечающих данным типам переходов. При этом 

используется профиль линии по формуле Фойгта, учитывающей разные по 

природе механизмы уширения спектральных линий [36,51,212].   

Для численного решения уравнения (1.13) разработаны разные методы 

(см., например, [40,192]). В роботах [213,214] использован, в частности, метод 

характеристик для расчета переноса излучения на фронте ионизации в канале 

квазистационарного плазменного ускорителя. Оказалось, что существенный 

вклад в плотность энергии излучения и плотность потока энергии излучения 

водородной плазмы вносит альфа линия Лаймана [197,213,214]. Установлено 

также, что решение уравнения переноса излучения в потоках ионизующегося 

газа и приближение лучистой теплопроводности дают качественно близкие 

результаты для плотности потока энергии излучения. Кроме того, приближение 

лучистой теплопроводности дает верхнюю оценку значений  в случае 

использования упомянутого выше способа определения средней длины пробега 

фотонов на основе доплеровского уширения альфа линии Лаймана. 

W

Полноценное решение уравнение переноса излучение в многогрупповом 

приближении, охватывающем все участки спектра, - это весьма трудоемкая 



 44

задача. Поэтому в представленных исследованиях в ряде случаев используется 

более грубый, но весьма эффективный способ учета потерь энергии на 

излучение, основанный на использовании известных соотношений для 

мощности рекомбинационного и тормозного излучения единицы объема (см., 

например, [1,12,25,31,36]). Рекомбинационное излучение связано с переходами 

электронов из непрерывного в дискретный спектр, и оценки [195] 

коэффициента связанно-свободного поглощения ωκ  водородоподобного газа  

показывают, что средняя длина пробега смLср 1/1 ≥= ωκ  для характерных 

параметров КСПУ. Мощность рекомбинационного излучения равна 

                    
( )эВT
nnZQ

e

ie
iрек
424104.4 −⋅=  ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅ сексм
эрг
3                                   (1.14) 

В случае свободно-свободных переходов оценки коэффициента тормозного 

поглощения дают . Это излучение также отвечает приближению 

оптически тонкой плазмы. Мощность тормозного излучения равна 

смLср 10≥

            ( )эВTnnZQ eieiторм
2251054.1 −⋅=  ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅ сексм
эрг
3                         (1.15) 

Исследования показали [196], что суммарные потери энергии от двух данных 

типов излучения тормрекизл QQQ +=  не оказывают заметного влияния на 

процесс ионизации газа и динамику водородной плазмы в канале плазменного 

ускорителя. 

 

1.2. Безразмерная форма МГД-уравнений и основные параметры задачи 

Системы уравнений (1.1) – (1.5) и (1.6) записаны в гауссовой системе единиц 

измерения (CGSE), наиболее распространенной в магнитной газодинамике и 

физике плазмы. При разработке численных моделей, как правило, используют 

безразмерные переменные. В качестве единиц измерения могут быть выбраны 

соответствующие размерные параметры, например, длина канала либо его 

части L , такие термодинамические величины, как характерная концентрация 
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или плотность газа на входе в канал ускорителя   (on oo nm=ρ ), а также 

температура . Одной из единиц измерения электромагнитных величин 

является характерная величина азимутального магнитного поля на входе в 

канал , которая определяется разрядным током в системе , так что 

, где  - характерный радиус канала. С помощью 

перечисленных величин формируются единицы: давления - , 

скорости - 

oT

oH pJ

opo RcJH /2= oR

π4/2
oo HP =

ooo HV ρπ4/= , времени - oo VLt /= , электрического поля - 

 и тока в плазме cVHE ooo /= LHcj oo π4/= .  

Сохранив прежние обозначения для безразмерных переменных, систему 

МГД-уравнений (1.6) можно представить в следующей безразмерной форме:  

0=+ Vρ
∂
ρ∂ div
t

 ;       [ ]HjV ,=∇+ P
td

dρ  

            излтр QQdivdivP
td

d ~~2 −+−=+ qjV νερ                          (1.16) 

 [ ] jHVH ν
∂
∂ rotrot

t
−= , ;          Hj rot=        

  ( ) TP ραβ
+= 1

2
;        ( )

( )
*

212
1 TT αςβ
γ

αβε +
−
+

= ;          T∇−= κ~q  

Система (1.16) содержит такие безразмерные параметры, как магнитную 

вязкость ν , обратно пропорциональную магнитному числу Рейнольдса ,            mRe

                                σπν om VLc 4/Re/1 2== ,                                            (1.17) 

отношение характерного газового давления к магнитному  

                            (2/8 oo HPπβ = ooBo TnkP = ),                                          (1.18)    

теплопроводность 
LVnkLVH

T

ooBoo

o
2

4~
2

κβκπκ == , изл
oo

изл Q
VH
LQ 2

4~ π
=  и параметр 

TkIT B/* = . Магнитная вязкость ν  и безразмерная проводимость, равная  
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магнитному числу Рейнольдса , содержат величины mRe 10σ  и 20σ , которые   

выражаются через исходные размерные параметры и физические константы: 

21

11
Re

1
σσ

ν +==
m

 ;          ( ) Tα
σα

σ
−

=
1

10
1 ;                          (1.19) 2/3

202 Tσσ =

 Существуют различные формы записи уравнений магнитной 

газодинамики, в том числе, консервативная или дивергентная форма, которая в 

наибольшей степени соответствует законам сохранения. Системы (1.6) и (1.16) 

отвечают наиболее часто встречающейся форме представления МГД-

уравнений. В данном случае вместо уравнения переноса полной энергии, 

включая кинетическую и магнитную составляющие, используется уравнение 

для внутренней энергии, соответственно температуры, которое легко получить 

с учетом закона сохранения электромагнитной энергии, являющегося 

следствием уравнений Максвелла. Для данного класса задач, полная энергия, ее 

кинетическая и магнитная составляющие существенно больше тепловой 

составляющей. Вычисление тепловой энергии на основе разности больших 

величин, может привести в численных моделях к отрицательным значениям 

температуры. Этим объясняется использование уравнения для внутренней 

энергии. Однако это уравнение содержит неконсервативное слагаемое VdivP . 

Поэтому вместо уравнения для внутренней энергии, как правило, в численных 

моделях используется эквивалентное уравнение для энтропии или 

пропорциональной ей функции γρ
PS ln= , так что 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∇+Γ−

+
−

=+ излe QTdivT
T

Sdiv
t
S ~~~

21
12 *2 κςβν

αβ
γρ

∂
ρ∂ jV        (1.20) 

где e
oo

e Vn
L

Γ=Γ~  - соответствующее безразмерное значение правой части 

уравнения (1.1в). Соответственно давление и температура  вычисляются с 

помощью соотношений   SeP γρ= ,      ( )αβ
ργ

+
=

−

1
2 1 SeT . 
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 Следует заметить, что на уравнение энергии или энтропии не ложится 

существенная нагрузка в определении динамики потоков плазмы, поскольку 

роль градиента давления P∇  в уравнении переноса импульса весьма 

незначительна в исследуемых сильноточных разрядах, для которых 1<<β . В то 

же время температура, точнее температура электронной компоненты, участвует 

в определении степени ионизации и коэффициентов ионизации и 

рекомбинации. Уравнение для внутренней энергии (1.6) и (1.16) является 

следствием уравнений (1.3а), (1.3б) и (1.3в), в которых основная часть энергии, 

выделяемой в результате трения, представлена в качестве отдельного 

слагаемого  в уравнении для электронной температуры (1.3в). Поэтому 

уравнения (1.6), (1.16) и (1.20) позволяют найти, по существу, электронную 

температуру, необходимую для вычисления степени ионизации. 

σ/2j

 Достаточно часто делают очевидное на первый взгляд утверждение о том, 

что безразмерные параметры вместе с граничными условиями определяют 

решение той или иной задачи. Однако не следует преувеличивать роль и 

значение безразмерных параметров. Если рассмотреть пространство исходных 

размерных параметров , ,  и on oT pJ L , то в этом пространстве физически 

допустимым значениям отвечает лишь ограниченная область. Отображение 

этой области на пространство безразмерных параметров, например, β  и ν  дает 

также весьма ограниченную область физически допустимых безразмерных 

параметров. При этом варьирование значений , ,  и on oT pJ L  в допустимых 

границах приводит к согласованному изменению параметров β  и ν , которое 

установлено соотношениями (1.17) и (1.18). Существующая практика 

варьирования исключительно безразмерных параметров чревата выходом за 

границы физически допустимой области размерных параметров. Более того, это 

может привести к тому, что те или иные физические закономерности и даже 

эффекты не будут выявлены. Поэтому в проведенных исследованиях в первую 

очередь представлены  и варьируются исходные размерные параметры. 
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1.3. Постановка задачи о динамике осесимметричных потоков  

с азимутальным магнитным полем  

В экспериментальных исследованиях (см., например, [1,5-9,61-79]) 

установлено, что течения ионизующегося газа и плазмы в каналах КСПУ 

являются аксиально симметричными. Об этом говорят результаты скоростной 

фоторазвертки или СФР-граммы с торца ускорителя. Рис. 5б также 

иллюстрирует высокую степень азимутальной симметризации потоков. При 

условии осевой симметрии 0≡
∂
∂
ϕ

 и наличии единственной азимутальной 

компоненты магнитного поля ( )ϕH,0,0=H    в цилиндрической системе 

координат скорость имеет две компоненты ( )0,, rz VV=V  и все переменные 

зависят от двух координат r  и . В осесимметричном случае уравнения (1.16) в 

безразмерной форме  можно записать следующим образом 
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В итоге имеем пять уравнений для переменных ( ) ϕερ HVVST rz ,,,,, . 

Компоненты тока в плазме равны 
( )

r
Hr

r
jz ∂

∂
= ϕ1   и  

z
Hr

r
jr ∂

∂
−= ϕ1 , так что 

изолинии constHr =ϕ   в плоскости координат ( zr, ) определяют направление 

электрического тока в канале ускорителя. 

 
1.3.1. Граничные условия 

Постановка граничных условий предполагает, что на входе в канале ( )0=z  

плазма подается с известными значениями  плотности и температуры  

( ) ( )rfr 1=ρ ,  ( ) (rfrT 2= ) . Если не рассматривать дополнительное уравнение 

электрической цепи, то полагаем, что ток поддерживается постоянным и 

поступает в систему только через электроды, т.е. при 0  имеем 0=z =zj  или  

( ). Дозвуковая подача плазмы осуществляется 

вдоль определенного направления, например, вдоль координатных линий. Тип 

уравнений определяет число граничных условий. Оно равно числу 

характеристик, входящих внутрь области, для гиперболической системы. При 

учете конечной проводимости система МГД-уравнений является параболически 

вырожденной, и условие для магнитного поля необходимо на всех границах.  

constrHr o ==ϕ LRr oo /=

Другой возможный вариант входного граничного условия, содержащего 

электромагнитные величины, предполагает задание разности потенциалов ΔΦ  

между электродами. В этом случае величины  и  связаны на входе 

соотношением, следующим из закона Ома.  

ϕH zV

Граничные условия на электродах  ( )zrr a=   и  , образующих 

стенки канала, предполагают эквипотенциальность электродов и 

непроницаемость их поверхности: 

( )zrr к=

                              0=τE ;                        0=nV                                      (1.22) 

На поверхности изолятора нормальная компонента тока отсутствует 

( ), и нормальная компонента скорости также равна нулю ( ).  0=nj 0=nV
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На выходе для исследуемых трансзвуковых потоков предполагается 

свободное  вытекание плазмы. В средней части канала происходит переход 

скорости потока через скорость быстрой магнитозвуковой волны или скорость 

сигнала  [1] в отсутствии продольного магнитного поля, т.е. при наличии 

единственной азимутальной компоненты поля, 

sC

         22
Ags CCC +=  ;            ;                          (1.23) ργ /2 PCg = ρπ4/22 HCA =

На оси системы при изучении компрессионных течений ставятся условия 

осевой симметрии:  ,  0=ϕH 0=rV . Приведенные граничные условия являются 

традиционными для численных моделей динамики потоков в каналах. 

 
1.3.2. О численном решении МГД-задачи 

Численное интегрирование уравнений (1.21) ведется в области переменных 

, соответствующей форме канала, схематично изображенного на рис. 6.  ( rz, )

 
Рис. 6. Отображение расчетной области 

 
Алгоритм численного решения включает отображение расчетной области 

на единичный квадрат в плоскости ( ) (см. рис. 6) с помощью соотношения  zy,

                              )()()1( zryzryr aк +−= .                                        (1.24) 

Переход к новым координатам означает замену производных в системе (1.19): 

yrr y ∂
∂

→
∂
∂ 1 , 

yr
r

zz y
z
∂
∂

−
∂
∂

→
∂
∂ , где кay rr

y
rr −=
∂
∂

=  и 

)()()1( '' zryzry
z
rr aкz +−=
∂
∂

= . В новых координатах уравнения 

переписываются в дивергентном виде. Например, уравнение неразрывности в 

(1.21) можно записать в следующем виде:  
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 Методика численного решения включает в себя расщепление по 

координатным направлениям и физическим факторам, учитывая смешанный 

тип МГД-уравнений. При интегрировании системы (1.21) используются хорошо 

зарекомендовавшие себя численное методы, представленные во введение, часто 

используемые и апробированные на различных классах задач, включая 

рассматриваемые течения ионизующегося газа. Квазистационарные течения 

рассчитываются методом установления. Контроль качества численной модели 

осуществлялся, в частности, с помощью расчетов на разных сетках. 

  
1.4. Модель течения ионизующегося газа со скачком проводимости 

В основе этой модели лежит предположение о скачкообразной зависимости 

проводимости σ  от температуры T . В отличие от соотношений (1.19) 

слабоионизованному газу перед фронтом ионизации приписывается  малая 

постоянная проводимость const=1σ , а за фронтом в плазме имеем 

спитцеровскую проводимость [17], которая зависит от температуры по закону 

. Процесс ионизации моделируется скачком проводимости 

(

2/3
2 ~ Tσ

21 σσ << ) при условии, что температура среды достигает некоторого 

критического значения . Это означает, что зависимость магнитной вязкости 

от температуры определяется следующим образом: 

∗T

                        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥=

<
==

∗

∗

TTеслиT
TTесли

m
,

,Re1
2/3

202

1
σσ
σ

ν
                             (1.25) 

При этом степень ионизации α , соответственно и давление, также 

скачкообразно меняются при достижении температурой значения : ∗T

                                      ( )
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
∗

∗
TTесли

TTеслиT in
,1

,αα  ,                                    (1.26) 

где степень ионизации на входе в канал 1<<inα . 
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 Данная модель ионизации была реализована в исследованиях течений 

ионизующегося газа в квазиодномерном приближении [1,11-14,26] и в расчетах 

двумерных течений (см., например, [108,113,195-196]) в каналах разной 

геометрии. Модель использовалась, в частности, при численном 

моделировании течений в плазменных ускорителях малой мощности или 

входных ионизационных камерах (ВИК) первой ступени КСПУ. 

Соответствующие исследования были выполнены в рамках государственной 

программы по разработке физико-технических основ и созданию 

сильноточного плазменного ускорителя большой мощности (см., например, [7-

9,215,216]). Модель течений ионизующегося газа и плазмы может включать 

уравнение электрической цепи помимо МГД-уравнений (1.16) или (1.21), а 

также механизма, описывающего сам процесс ионизации. Процессы в 

электрической цепи приводят к изменению тока в системе и согласованному 

изменению динамики потоков в канале ускорителя. Уравнение электрической 

цепи используется для моделирования процессов не только в плазменных 

ускорителях (см., например, [195-196]), но и в других устройствах, в которых 

процессы исследуются также на основе совместного решения уравнения цепи и 

соответствующей задачи магнитной газодинамики (см., например, [33,38,217]).    

 

1.4.1. Уравнение электрической цепи 

Плазменный ускоритель подключен к электрической цепи, содержащей 

конденсатор емкости , обладающей индуктивностью  и сопротивлением 

. Ток в цепи 

eC eL

eR J , напряжение в канале  и на конденсаторе chU ee CQU /= , 

заряд конденсатора  связаны уравнением цепи, которое можно 

записать в гауссовой системе единиц, 

∫−=
t

o tdJQQ
0

eche
e UUJR

td
Jd

c
L

=++2   или               

                        02

2

2 =+++
e

ch
e

e
C
J

td
Ud

td
JdR

td
Jd

c
L ,                               (1.27) 
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поскольку  
td
QdJ −= . В начальный момент ( 0=t ) ток в цепи отсутствует   

                      0=J                    и                     o
e

e U
td
Jd

c
L

=2  ,                            (1.28) 

т.е. предполагаем, что напряжение в канале равно нулю, а разность 

потенциалов между обкладками полностью заряженного конденсатора 

 равна падению напряжения на индуктивности. Такие начальные 

данные являются некоторым упрощением реальных  экспериментов (см., 

например, [7-9,60-79]), согласно которым напряжение на канале в начальный 

момент времени равно , а после пробоя быстро падает, и только потом 

начинает расти вместе с током. Условие (1.28) по существу означает, что не 

рассматриваются переходные процессы на начальном этапе разряда. Детальное 

изучение пробоя и связанных с ним переходных процессов, в том числе в 

электрической цепи, выходит за рамки проведенных исследований.  

eo
o
e CQU /=

o
eU

 Введем магнитный поток ∫∫=Φ
Σ

SdHϕ  через поверхность Σ , 

ограниченную в плоскости переменных ( )zr,  электродами, изолятором, 

входным и выходным сечениями. Интегрируя по поверхности Σ  одно из 

уравнений Максвелла EH rot
tc
=−

∂
∂1  и применяя теорему Стокса, получим 

∫=
Φ

− τ
∂
∂

τ dE
tc

1 . Поскольку вдоль электродов 0=τE , то падение 

напряжения между электродами во входе равно 
tc

rdEU
Lz

rch ∂
Φ∂

+∫=
=

1 , где 

интеграл от электрического поля берется на выходе из ускорителя. 

 В численной модели осуществляется переход к безразмерным 

переменным в соответствии с выбранными ранее единицами физических 

величин. За единицу силы тока примем некое характерное для разряда значение 

. С его помощью формируются, как и ранее, единица напряженности oJ
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магнитного поля , потенциала ooo RcJH /2= cLVHU ooo /=  и времени 

. Тогда уравнение (1.27) и начальные условия (1.28) могут быть 

записаны в безразмерной форме, сохраняя обозначение основных переменных, 

oo VLt /=

     02

2
=+++ J

td
Ud

td
Jd

td
Jd ch μηζ ;         0=t :    0=J ,   θ=

td
Jd              (1.29) 

где  ,   ,   ,   . eoe LtRc /2=ζ oeoo JLtUc /2=η eeo CLtc /22=μ eoeoo CJLtQc /2=θ

Уравнение (1.29) решается совместно с МГД-уравнениями в канале. Расчет 

течения в канале позволяет определить значение 
t

rdEU
z

rch ∂
Φ∂

+∫=
=1

,         

где [ HVjE ,−= ]ν . В свою очередь безразмерная величина тока  участвует 

в задаче в качестве граничного условия на входе ( 0

( )tJ

=z ):    ( ) ( ) ortJrtHr =, . 

 Известны решения уравнения цепи без учета . Если chU eee CLR /2< , 

то имеем периодическое решение с затуханием, а в случае  eee CLR /2>  

решение соответствует апериодическому разряду конденсаторной батареи.  

 В соответствии с изложенной постановкой задачи (см. также [195,196]) 

вычисление зависимостей ( )tJ  и ( )tUch  или, пользуясь экспериментальной 

терминологией, расчет осциллограмм тока и напряжения ведется совместно с 

расчетом течения ионизующегося газа в канале. На рис. 7-9 представлен 

пример расчетов. Геометрия канала на рис. 8 и параметры задачи 

соответствуют экспериментальным исследованиям ускорителей малой 

мощности: фCe μ2800= , гнсмLe
7102.5520 −⋅== , , . 

Изменение тока с течением времени или осциллограмма тока на рис. 7 и 

аналогичная осциллограмма напряжения отвечают периодическому режиму 

разряда. Если сравнивать моменты времени, когда достигаются максимальные 

значения тока  и напряжения  в канале, то 

расчеты подтвердили экспериментальные наблюдения, согласно которым это 

происходит с незначительной задержкой по времени. 

омRe 014.0= кВU o
e 5.1=

кАJ 51max = вольтUch 170max =
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Рис. 7. Изменение тока в электрической цепи с течением времени 

  

 Чтобы решить уравнение электрической цепи, используемое в разных 

задачах динамики излучающего газа и плазмы (см., например, [27,33,38,40,46]), 

применяются стандартные методы, а также полностью консервативная 

разностная схема для уравнения цепи [33]. 

Для данного класса задач установлено [196], что плазмодинамические 

процессы в канале ускорителя не оказывают существенного влияния на 

протекание тока в электрической цепи. Поэтому для построения осциллограмм 

тока можно ограничиться известным решением уравнения (1.27) без учета . chU

 
1.4.2. Расчет течения ионизующегося газа 

Давление газа на входе в канал также отвечает экспериментам: торрPo 10=  

при   и . Кроме того, заданы 31710 −= смno KT o
o 1000= ( ) 1=rρ  и ( ) 1=rT  на 

входе, , , 10=∗T 410−=inα смL 19= , кАJo 45= . При этом имеем 28.01 =σ , 

23.002 =σ , 027.0=β , , cсмVo /1076.2 6⋅= cto μ9.6= , .  вольтUo 1400=

На рис. 8 представлено распределение а) плотности, б) температуры и     

в) электрического тока в момент времени ct μ71=  ( кАJ 45= ) после начала 

разряда конденсаторной батареи. Пунктиром на рис. 8б изображено положение 

фронта ионизации или линии уровня ∗= TT . В процессе разряда картина 

течения сохраняется на качественном уровне. В то же время значения 

переменных в потоке естественно меняются с течением времени в соответствии 

с изменением разрядного тока в цепи.  
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Рис. 8. Изолинии а) плотности, б) температуры и в) электрический ток    
( ) в потоке ионизующегося газа со скачком проводимости constHr =ϕ

 
В качестве примера на рис. 9 для различных моментов времени 

изображены графики зависимости продольной скорости  от  при zV z

( ) ( )( ) 2/zrzrr кa +=  или 5.0=y  согласно (1.24). Значения скорости и 

температуры на выходе достигают максимальных значений в момент времени 

ct μ50≈ , соответствующий максимальному значению тока в цепи. Полезный 

для экспериментаторов результат состоит в том, что расход газа и плазмы 

∫=
=1

2
z

z rdrVm ρπ&  меняется незначительно на протяжении почти всего 

разряда ctc μμ 12010 <<  и составляет в данном случае cгm /5.1≈& . 

 
Рис. 9. Графики зависимости продольной скорости от  при z 5.0=y   

в различные моменты времени 
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Таким образом, в процессе разряда изменение параметров потока 

обусловлено изменением значений тока в цепи. Характерное время oo VLt /=  

соответствует времени пролета частиц в канале ускорителя. Это пролетное 

время много меньше длительности разряда конденсаторной батареи в 

плазменных ускорителях, которое составляет в данном случае более сотни 

микросекунд и может доходить до миллисекунд. Следует заметить, что 

плазменные ускорители изначально создавались в качестве генераторов плазмы 

с высоким энергосодержанием для инжекции в термоядерные системы. В то же 

время существуют установки с аналогичным принципом действия, в которых 

ток в электрической цепи может поддерживаться и иметь постоянное значение 

на протяжении длительного промежутка времени, измеряемого часами (см., 

например, [218]). Если фиксировать значение разрядного тока, то характерное 

время выхода решения на стационар в процессе численного решения МГД-

задачи методом установления соответствует величине  или ot 1=t  в 

безразмерных переменных, и это время установления также много меньше 

длительности разряда. Поэтому исследование фундаментальных свойств 

потоков и выявление основных закономерностей течений ионизующегося газа 

и плазмы основано, как правило, на постановке задачи с заданным значением 

разрядного тока без учета процессов в электрической цепи.   

 
1.4.3. Вольт-амперная характеристика разряда 

В экспериментах (см., например, [1,12,30,215,216]) непосредственное 

измерение локальных параметров потока внутри небольшого канала 

ускорителя, к сожалению, до сих пор не доступно. Однако существуют 

интегральные характеристики, которые можно измерить в экспериментах и 

определить в расчетах. Именно, интегральные характеристики подлежат 

сопоставлению. К ним, помимо расхода, относятся вольт-амперная 

характеристика разряда, представленная на рис. 10. Здесь по осям отложены 

максимальные значения разрядного тока maxJJ p =  и напряжения в канале 
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max
chch UU =  для различных значений первоначального напряжения на 

конденсаторной батареи  и одинаковом значении . Сплошная кривая на 

рис. 10 отвечает теории или расчетам, а крестиками отмечены 

экспериментальные значения, каждое из которых получено усреднением 

соответствующих величин в серии однотипных разрядов [215,216].  

o
eU oP

 

 
Рис. 10. Вольт-амперная характеристика разряда 

 
Несмотря на то, что сам процесс ионизации в расчетах описывается 

достаточно грубой моделью, за фронтом ионизации динамика плазмы 

подчиняется уравнениям магнитной газодинамике, которые основаны на 

законах сохранения и обладают большим запасом прочности. Это объясняет 

удовлетворительное соответствие расчетных и экспериментальных данных для 

вольт-амперной характеристики. 

 
1.4.4. Компрессионное течение на выходе из ионизационного блока КСПУ 

Локальное измерение параметров в потоке плазмы возможно в экспериментах, 

с определенной степенью достоверности, лишь на некотором удалении от 
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канала ускорителя, где формируется компрессионное течение. Моделирование 

течений плазмы за срезом ускорителя дает возможность оценить параметры 

плазмы в зоне компрессии, изучить поведение токов выноса и провести 

сопоставление с экспериментом. Ввиду того, что в зоне компрессии возможны 

относительно высокие значения температуры и ее градиента, расчеты течения 

следует проводить с учетом теплопроводности и потерь энергии на излучение. 

Для исследования динамики плазмы за срезом ускорителя воспользуемся 

результатами расчетов течений ионизующегося газа в канале ускорителя. 

Поскольку характерное время установления течения по порядку величина 

равно  и много меньше длительности разряда, ограничимся исследованием 

компрессионного течения, которое можно получить метод установления, 

используя значения МГД-переменных, отвечающие сверхсигнальному течению 

в сечении EF (см. рис.  8а), для определенного момента времени, например, 

ot

ct μ46= . Этот время соответствует  максимальному значения тока в цепи. 

Именно, с максимальным значением тока в экспериментах связывают 

измеряемые с некоторой погрешностью значения параметров потока на выходе 

из ускорителя. Эти значения получают в результате усреднения 

экспериментальных данных за определенный промежуток времени в серии 

однотипных разрядов. Распределения МГД-переменных в сечении EF на рис. 

8а, отвечающие сверхсигнальному течению плазмы в канале ускорителя, 

берутся в качестве исходных данных на границе EF расчетной области на рис. 

11, используемой для исследования компрессионных течений полностью 

ионизованной плазмы на выходе из ускорителя. 

На рис. 11 представлены распределения плотности и температуры в 

установившемся потоке плазмы на выходе из ускорителя (см. также [196]). 

Здесь также , , и единица длины отвечает 31710 −= смno KT o
o 1000= смL 19= . 

Отчетливо наблюдается компрессионная область, в которой концентрация и 

температура достигают максимальных значений. При этом формируется 

коническая ударная волна, описанная, например, в обзоре [11]. Безразмерное 
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значение теплопроводности плазмы в области компрессии равно 

. Радиационные потери 410~~~ −
⊥= eκκ 4103~~~ −⋅≤+= тормрекизл QQQ  также 

малы. Как показали контрольные расчеты, потери энергии на излучение чистой 

водородной плазмы без примесей не оказывают заметного влияния на значения 

параметров потока. Однако учет теплопроводности в исследовании 

компрессионных течений, несмотря на ее малые значения, приводит к 

заметному сглаживающему эффекту [196].  

 
       Рис.11. Распределение а) плотности и б) температуры  

                   в компрессионном  потоке на выходе из ускорителя 
 

1.4.5. Сопоставление расчетных и экспериментальных данных 

В таблице 1 представлены результаты сравнения локальных параметров потока, 

полученных в эксперименте и  в  расчетах  для  определенной  точки  на  

оси системы 0=r  на расстоянии смzz экс 12==  от среза канала ускорителя 

(рис. 11а). Поскольку в модели со скачком проводимости не учитываются 

потери энергии на ионизацию, значения температуры в расчетах 8.4=T  
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завышено по сравнению с экспериментом [216]. В то же время занижение 

значений плотности 4.1=ρ , полученное в расчетах, по сравнению с 

экспериментом обусловлено отсутствием достоверной информации о 

параметрах среды на входе в канал ускорителя. Дело в том, что 

экспериментальные данные о давлении на входе в канал на самом деле 

отвечают значениям давления, которые были получены в отсутствии разряда на 

выходе из ускорителя. Расчеты наполнения системы газом в отсутствии разряда 

(см. пунктир на рис. 13) показали, что давление газа на входе и выходе из 

ускорителя могут отличаться в несколько раз. Этот пример наглядно 

иллюстрирует возможности моделирования для достижения идеального 

соответствия с результатами экспериментов. В данном случае достаточно было 

бы подобрать соответствующие значение давления на входе . Отвергая такие 

субъективные возможности численного эксперимента, следует заметить, что в 

настоящее время эффективное сопоставление с экспериментом возможно либо 

на уровне общих тенденций либо на основе интегральных параметров. 

oP

 

z = 12 см; r = 0 n * 10 – 15 (см – 3) V * 10 – 6 (см / c) T (эВ) 
  
Эксперимент 
 

 
         4 - 5 

 
          5 - 6 

 
  2 - 3 

  Модель  со    
    скачком    
проводимости 

 
          1.4 

 
           6.6 

 
   4.8 

 
Модель  ЛТР 
 

 
          2.4 

 
           6.0 

 
   2.4 

 
Таблица 1. Сравнение данных эксперимента и расчета на основе модели 

ионизации со скачком проводимости и в приближении ЛТР. 
 

1.5. Течения ионизующегося газа в приближении ЛТР 

В предположении локального термодинамического равновесия (ЛТР) 

концентрации всех трех компонент среды и электронной температуры связаны 

уравнением Саха (см., например, [1,25,27, 28,36,54,59]) 
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                         (1.30) 

где I - потенциал ионизации, aΣ  и iΣ  - статистические суммы атома и иона. 

Величина  называется константой ионизационного состояния. Данное 

уравнение по существу означает, что в любом локальном объеме достаточно 

плотной плазмы с известным значением температуры мы имеем два взаимно 

уравновешенных процесса: прямой процесс ионизации атома из основного 

состояния в результате электронного удара и обратный процесс рекомбинации 

при столкновении иона с электронами. В трехкомпонентной плазме при 

условии квазинейтральности 

1K

ie nn =  уравнение Саха определяет состав плазмы.  

Учитывая, что nnn ie α==  и ( ) nnnn ia α−=−= 1 , для вычисления степени 

ионизации ( )iaee nnnnn +== //α  из (1.30) следует соотношение 

                         ( ) ( )( ) ( ) nTKnTKnTK /2/2/ 1
2

11 ++−=α                           (1.31) 

Постановка задачи моделирования течений ионизующегося газа в приближении 

ЛТР основана на МГД-уравнениях  (1.6) с учетом (1.7)-( 1.12), (1.14), (1.15), в 

которых степень ионизации определяется с помощью (1.30) и (1.31).  

В безразмерных переменных, введя функцию ( ) ( ) ρonTKTS 2/1= , имеем 

                                          ( ) ( ) ( )TSTSTS 22 ++−=α                                      (1.32) 

Соответственно в численной модели двумерных осесимметричных течений 

используется система (1.21) с учетом (1.17)-( 1.19). 

 В отличие от предыдущей модели процесса ионизации со скачком 

проводимости, где проводимость среды перед фронтом не менялась, данная 

модель позволяет более адекватно описать процессы с учетом изменения 

степени ионизации и проводимости среды в зависимости от 

термодинамических параметров потока ионизующегося газа.  

 Как уже отмечалось, в экспериментах (см., например, [12,30]) пробой 

происходит после того, как межэлектродный промежуток заполнится газом. В 



 63

численной модели в качестве начальных данных также используются 

результаты расчета стационарного потока нейтрального газа в отсутствии 

разряда. Сам разряд инициируется заданием в начальный момент времени 

температуры, возрастающей в соплообразной части канала, например, по 

линейному закону. В процессе расчета начальные данные быстро забываются и 

не оказывают влияния на конечный результат. Расчеты течений ионизующегося 

газа на основе ЛТР проводились как при заданном значении разрядного тока, 

так и с учетом изменения тока в соответствии с осциллограммой 

электрического тока, полученной в результате решения уравнения цепи [205].  

 Кроме того, МГД-модель в приближении ЛТР позволяет учесть потери 

энергии на ионизацию с помощью коэффициента ς  в (7) и (16). Согласно 

данным, например, работы [219] значение ς  меняется незначительно ( 21 << ς ) 

при значениях концентрации и температуры, характерных для исследуемого 

класса течений. В свою очередь исследования, представленные в [205], 

показали, что параметры потока ионизующегося газа мало меняются при 

варьировании ς  в диапазоне 21 << ς  по сравнению с расчетом для 1=ς . 

  
1.5.1. Расчет течения ионизующегося газа в приближении ЛТР 

На рис. 12 (см. также [205]) представлено распределение МГД-переменных в 

канале той же формы, что на рис. 8. Течение рассчитано в рамках модели ЛТР с 

учетом уравнения цепи и отвечает моменту времени, когда ток в цепи равен 

кАJ 45= . На входе заданы ( ) 4=rρ  и ( ) 25.0=rT  при тех же значениях 

, , , 31710 −= смno KT o
o 1000= cсмVo /1076.2 6⋅= L  и β  (см. раздел 1.4). 

Видно, что ионизация происходит в наиболее узкой части канала и 

сопровождается нагревом, ускорением потока и одновременным разрежением 

среды. Ток, протекающий в плазме между электродами, имеет максимальные 

значения в окрестности фронта, где наблюдается наибольшие градиенты . В 

объеме плазмы за фронтом ток имеет равномерное распределение, и здесь 

плазма оказывается почти равномерно нагретой до температуры 

ϕH

эВT 1≈ . 
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Рис. 12. Линии уровня а) плотности, б) температуры и в) электрический 
ток ( ) в потоке ионизующегося газа в модели ЛТР constHr =ϕ

 
На рис. 13 изображены соответствующие одномерные графики 

зависимости концентрации , продольной скорости , температуры n zV T  и 

степени ионизации α  от  вдоль координатной линии 5  (см. (1.24)). Из 

рисунков 12а, 13а следует, что для указанных выше параметров газа на входе в 

процессе разряда перед фронтом формируется область с относительно 

высокими значениями концентрации газа. Это можно объяснить чрезмерной 

подачей рабочего вещества для данного разрядного тока. 

z .0=y

При более низких значениях концентрации, подаваемого на входе газа, и 

меньших значениях расхода вещества уменьшается доля энергии, идущая на 

ионизацию, и соответственно возрастает доля энергии, идущая на нагрев и 

ускорение плазмы. В этом случае газ не уплотняется перед фронтом, плазма 

оказывается полностью ионизованной, а скорость и температура на выходе из 

ускорителя имеют существенно более высокие значения. Иначе говоря, 

параметры потока плазмы на выходе из ускорителя в значительной степени 

зависят от параметров газа, подаваемого на входе в канал.  
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Рис. 13. Графики зависимости а) концентрации, б) продольной скорости,  

в) температуры, г) степени ионизации от  вдоль координатной линии z 5.0=y  
 

Используя распределения параметров сверхсигнального потока на 

выходе, также как в предыдущем разделе можно рассчитать компрессионное 

течение плазмы за срезом канала и сопоставить данные расчета с 

экспериментом. Результаты расчета  представлены в таблице 1 для  той же  

точки  на оси системы 0=r  на расстоянии смzz экс 12==  от среза канала 

ускорителя. Поскольку в модели на основе ЛТР учитываются потери энергии 

на ионизацию, значения температуры в расчетах соответствует 

экспериментальным данным [216]. В то же время занижение значений 

плотности 4.2=ρ , полученное в расчетах, по сравнению с экспериментом 

обусловлено теми же причинами: отсутствием достоверной информации о 

параметрах среды на входе в канал ускорителя. Пунктир на рис. 13а отвечает 

распределению плотности в расчете наполнения системы газом в отсутствии 

разряда. Соответственно давление газа на входе и выходе, где проводилось 
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экспериментальное измерение, могут отличаться в несколько раз, и 

экспериментальные данные о давлении на входе в канал требуют коррекции. 

В двух рассмотренных моделях и в экспериментах (см., например, [1,30]) 

при определенных условиях наблюдается развитие периодических режимов 

течения ионизующегося газа. Исследование пульсирующих течений  в рамках 

двумерной модели, в которой ионизация описывается скачком проводимости, 

представлено, например, в работе [113]. Соответствующие исследования в 

приближении ЛТР проведены на основе квазиодномерной модели [204].  

 
1.5.2. Условие стационарности течений ионизующегося газа 

Пульсирующие режимы течения ионизующегося газа в квазистационарных 

плазменных ускорителях наблюдаются при относительно небольших значениях 

разрядного тока  и достаточно большой концентрации газа на входе .  

Данные режимы имеют практически строго периодический характер. В работе 

[204] в рамках квазиодномерной модели в приближении ЛТР были 

систематизированы результаты большой серии расчетов стационарных и 

пульсирующих течений для различных параметров задачи, включая длину 

канала 

pJ on

L , значения ,  и . Все расчеты были проведены при 

фиксированных значениях разрядного тока  без учета процессов в 

электрической цепи. Переход от стационарных к пульсирующим режимам 

анализировался на основе таких параметров, как разрядный ток в системе  и 

расход массы через поперечное сечение канала . В результате анализа 

найдены эмпирические закономерности. Стационарным режимам течения 

ионизующегося газа отвечает неравенство 

on oT pJ

pJ

pJ

m&

                                                                                               (1.33) CmJ p >&/2

Пульсирующие течения наблюдаются при обратном неравенстве. Константа C  

зависит от геометрии канала. Кроме того, установлено, что фронт ионизации, 

местоположение которого отвечает среднему значению координаты области, 
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где происходит резкое изменение переменных, находится на расстоянии  от 

входа, которое характеризуется следующим соотношением: 

frz

pfr Jmz /~ & . 

Согласно неравенству (1.33) периодические режимы течения могут возникать 

при относительно слабых разрядных токах, а их стабилизация возможна при 

увеличении  . При этом фронт ионизации смещается в направлении входа в 

канал. Наоборот, переход от стационарных течений к пульсирующим режимам 

при уменьшении  сопровождается смещением фронта ионизации в 

расширяющуюся часть канала. Данный результат согласуется с 

экспериментами, в которых указано на смещение фронта ионизации в 

направлении входа в канал при увеличении разрядного тока  и уменьшении 

расхода  (см., например, [30], стр. 78-102). 

pJ

pJ

pJ

m&

В целом приближение ЛТР позволяет получить достаточно адекватную 

картину течения ионизующегося газа. Недостатком данной модели является то 

обстоятельство, что фронт ионизации в расчетах по-прежнему оказывается 

достаточно размытым. Очевидно, что в окрестности фронта при наличии 

больших градиентов для описания самого процесса ионизации необходим иной 

способ, не основанный на предположении о локальном равновесии. 

 
1.6. Модель течений ионизующегося газа, дополненная уравнением  

кинетики ионизации и рекомбинации 

В работах [119,208,209] представлена численная модель, основанная на системе 

МГД-уравнений (1.6) или (1.16) для трёхкомпонентной среды. Модель 

включает также уравнение кинетики ионизации и рекомбинации, а  

соответствующие коэффициенты ионизации и рекомбинации определяются в 

рамках модифицированного диффузионного приближения [36,54].  

Полноценное исследование процессов ионизации и рекомбинации 

основано на решение задачи о населенности возбужденных состояний атомов, 

их наполнении или обеднении с учетом переходов электронов из одного 
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энергетического состояния в другое в результате различных элементарных 

процессов, к которым относятся, например, возбуждение и тушение (гашение) 

eAeA mk +↔+ , ионизация электронным ударом и тройная рекомбинация 

eeAeAk ++↔+ + , абсорбция и эмиссия излучения mk AA ↔+ ωh , 

фотоионизация  и фоторекомбинация eAAk +↔+ +ωh , возбуждение и 

тушение при столкновении с атомом в основном состоянии 

, ионизация в атом-атомных столкновениях и 

трехчастичная рекомбинация 

11 AAAA mk +↔+

11 AeAAAk ++↔+ + , ассоциативная 

ионизация и диссоциативная рекомбинация eABBAk +↔+ + , тормозное 

поглощение и излучение света eAeA +↔++ ++ ωh . 

  В основе приближения локального термодинамического равновесия, 

использованного в предыдущем разделе, лежит предположение о прямой 

ионизации из основного состояния и обратном процессе тройной 

рекомбинации. На самом деле, связанный электрон в атоме, прежде чем 

достигнуть континуума или основного состояния, может переходить с уровня 

на уровень по сложному пути (см. рис.14). 

 
Рис. 14. Возможные переходы электрона 

 в энергетическом пространстве атома 
 

 Уравнение поуровневой кинетики, определяющее концентрацию 

возбужденных частиц в k -ом состоянии, имеет вид 

           ( ) kkk
qm

q
kmk

q
mkmkk

k GnFWnWnndiv
t

n
−+∑ −=+

∂
∂

,
)( V                    (1.34) 
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где  - населенность kn k -ого  состояния атома, q
mkW  - вероятности перехода 

атома из - ого  в m k - ое состояние под воздействием элементарных процессов. 

Суммирование в (1.34) проводится по всем дискретным состояниям и 

состоянию континуума, а величины  и  описывают источник 

образования атомов в 

kF kG

k - м состоянии и гибель возбужденных состояний в 

результате процессов, в которых рассматриваемый атом или ион не участвуют 

за исключением пространственного перемещения, учитываемого слагаемым 

 в (1.34). В качестве примера такого процесса может быть 

ассоциативная ионизация и диссоциативная рекомбинация.  

)( kkndiv V

В состояние ионизационного континуума электрона , отвечающего 

достаточно большим значениям 

e

Kk = , и при условии квазинейтральности для 

Kie nnn ==  имеем аналогичное уравнение 

     ( ) eee
qm

q
emie

q
memee

e GnFWnnWnndiv
t

n
−+∑ −=+

∂
∂

,
)( V                 (1.35) 

Решение системы уравнений (1.34), (1.35) в общем случае является 

весьма громоздкой задачей. Существуют приближенные аналитические метода 

вычисления населенностей уровней. К ним относится диффузионное 

приближение, оправданное для высоковозбужденных состояний, разделенных 

малыми энергетическими интервалами. В этом случае осуществляется 

размазывание дискретного энергетического спектра, и для населенности ( )En , 

как непрерывной функции энергии, имеем уравнение Фоккера-Планка (см., 

например, [25,28,36]). Дискретность энергетического спектра учитывается в 

рамках модифицированного диффузионного приближения, предложенного 

авторами книги [36]. Данный подход основан на одноквантовом приближении, 

согласно которому наиболее вероятны переходы между соседними уровнями 

вследствие резкой зависимости ( ) 4~ −− mkkm EEW  для вероятности ударных 

переходов от разности энергии уровней. При этом описание диффузии 

электрона в дискретном энергетическом пространстве также сводится к 
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конечно-разностному аналогу уравнения Фоккера-Планка. В результате 

преобразований в [36] найдены коэффициенты ступенчатой ионизации стβ  и 

рекомбинации стα  для уравнения вида  

              eeeстieстeaee
e GnFnnnnndiv
t

n
−+−=+

∂
∂ αβ 2)( V                    (1.36) 
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Здесь константа  определяется с помощью (1.30), где ;   -  

статистический вес атома; 

1K 1EI = kg

iΣ  - статистическая сумма иона. Эффективные 

вероятности одноквантовых переходов  вычисляются по формулам 1, +kkz
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где ( )( 1/462.0017.1ln3.0 )+−⋅+=Λ kkeBk EETk  - кулоновский логарифм k -ого 

уровня,  учитывающий особенности структуры атомов. 

 
1.6.1. Квазиодномерное приближение 

В потоках ионизующегося газа основной интерес представляет зависимость 

параметров течения от продольной координаты канала ускорителя. Изменение 

переменных в поперечном или радиальном направлениях несущественно, и им 

можно пренебречь. В этом случае можно ограничиться квазиодномерным 

приближением (см., например, [11,26,119,204]) и рассмотреть течение в узкой 

цилиндрической трубке или канале заданного сечения. При этом искомые 

функции усредняются по поперечному сечению канала и удовлетворяют 

уравнениям, которые содержат две независимые переменные: время t   и  

пространственную координату  вдоль канала. Будем считать, что средний 

характерный радиус канала 

z

orr =  является постоянной величиной. В 

уравнениях в качестве коэффициента участвует площадь поперечного сечения 

канала, равная ( ) ( )zrrzf o Δ= π2 , где ( )zrΔ  - зазор между электродами.  
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Рис. 15. Форма канала плазменного ускорителя  

в квазиодномерном приближении 
 

Площадь поперечного сечения канала зададим следующим образом: 

( ) ( )zzzf −−= 18.03.0 ,  если 1≤z , и ( ) 5.08.0 −= zzf , если 31 =≤≤ outzz . Канал 

представляет собой сопло единичной длины, надстроенное справа линейно 

расширяющимся раструбом (рис. 15).  

Рассмотрим течение ионизующегося газа в канале коаксиального 

плазменного ускорителя. На  рис. 15  изображена проекция коаксиальных 

электродов на плоскость (r , z). Допустим, внешний электрод является катодом, 

а внутренний  -   анодом. Соответствующие направления тока, электрического 

поля и азимутального магнитного поля указаны на рисунке. Магнитное поле 

ортогонально направлению электрического тока, потоку и плоскости рисунка.  

На входе в канал плазменного ускорителя осуществляется  подача газа. В 

наиболее узкой части канала (см. промежуток АВ на рис. 15) происходит 

ионизация газа с образованием узкого фронта. За фронтом ионизации плазма 

ускоряется вдоль оси канала за счет силы Ампера [ HjF
c
1

= ], где j- ток в 

плазме, имеющий радиальное направление от одного электрода к другому, а 

азимутальное магнитное поле  генерируется электрическим током, 

протекающим по внутреннему электроду. Процесс ионизации и 

предварительного ускорения плазмы происходит, как уже отмечалось, в первой 

ступени двухступенчатого КСПУ [1,5,7-9,63-70], в котором первая ступень 

состоит из малых коаксиальных плазменных ускорителей. 

ϕH
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В квазиодномерном приближении процесс ионизации описывается с 

помощью модифицированных МГД-уравнений [119,208,209], которые можно 

представить в безразмерной форме. Введем обозначения    и zVV = ϕHH = . С 

учетом уравнения кинетики ионизации и рекомбинации имеем  

e
ee f

z
fVn

t
fn

Γ=
∂

∂
+

∂
∂ ~  ;       ωω αβαβ ~~~~~ 2

iearecieioneae nnnnnnn −+−=Γ  

0=
∂

+
z

fV
t
f ρ∂

∂
ρ∂  ;                  ia nn +=ρ  

         ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=+

2

2HP
z

f
z

VfV
t

fV
∂
∂

∂
ρ∂

∂
ρ∂  ;          ( ) TP ραβ

+= 1
2

          

               ( )
z
qf

z
Hf

z
fVP

z
Vf

t
f

∂
∂

∂
∂ν

∂
∂

∂
ερ∂

∂
ερ∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=+

2
                   (1.38)          

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

z
Hf

zz
fVH

t
fH

∂
∂ν

∂
∂

∂
∂

∂
∂                               

( )
( )

*
212

1 TT αςβ
γ
αβε +
−

+
= ;      ie nn = ;       

ρ
α en
= ;     ( ) ρα−= 1an ;     

z
Tq

∂
∂

−= κ~  

     21 /1/1/1 σσσν +== o ;         ( ) Tασασ −= 1/101 ;          2/3
202 Tσσ =

0=z  :     1=ρ ;  1=T ;  1=H ;   enαα =  

На выходе из ускорителя outzz =  граничные условия отвечают свободному 

вытеканию. В качестве единиц измерения по-прежнему берутся размерные 

константы:  (on oo nm=ρ ), , , а также oT oH L  - длина канала либо его части.  

Характерное магнитное поле opo rcJH /2=  определяется разрядным током в 

системе , неизменным в процессе расчетов данной задачи. Как и ранее, с 

помощью перечисленных величин формируются единицы давления, скорости, 

времени, а безразмерные параметры в (1.38) определяются соотношениями 

(1.17), (1.18). В задаче также участвуют безразмерные коэффициенты 

ионизации  и рекомбинации  

pJ

( ) ionooion VnL ββ /~ = ( ) recoorec VnL αα /~ 2= .                
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Первое из приведённых уравнений системы (1.38) является уравнением 

кинетики ионизации и рекомбинации [36,54], которое определяет скорость 

рождения электронов с учетом различных процессов, описываемых правой 

частью данного уравнения efD Γ= ~ . 

Вместо уравнения для внутренней энергии используется также уравнение 

(1.20) для энтропии, которое в данном случае имеет вид 
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Теплопроводность в уравнении для внутренней энергии в (1.38) или для 

энтропии S , как и ранее, равна сумме электрон-атомарной и лучистой 

теплопроводности, которые определяются соотношениями (1.10)-(1.12) в 

соответствии с работами [23,25,27,31,40].  

В численной модели для расчета гиперболической части уравнений  

используется схема SHASTA-FCT с коррекцией потоков [44,161-163]. Данная 

разностная схема (см. также раздел 4.3) хорошо зарекомендовала себя и 

неоднократно тестировалась на разных задачах. В частности, она оказалась 

одним из лидеров в результате тестирования и сравнительного анализа 

нескольких десятков разностных схем, представленных в работах [220,221]. 

Магнитная вязкость в уравнении для магнитного поля и теплопроводность 

учитывается с помощью метода потоковой прогонки [182], предложенного 

Дегтяревым Л.М. и Фаворским А.П. Поиск стационарных течений 

осуществляется методом установления. 

 
1.6.2. Коэффициенты ионизации и рекомбинации 

Оценки вероятностей различных процессов показывают, что основным 

фактором, приводящим к ионизации и рекомбинации в рассматриваемом случае 

достаточно плотной низкотемпературной плазмы, является взаимодействие 
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электронов с атомами и  ионами, отвечающее следующим элементарным 

прямым и обратным процессам: eAeA mk +↔+  - возбуждение и тушение 

(гашение), eeAeAk ++↔+ +  - ионизация электронным ударом и тройная 

рекомбинация. К этим процессам можно добавить фотоионизацию и 

фоторекомбинацию eAAk +↔+ +ωh . 
Коэффициенты ионизации dsion βββ +=  и рекомбинации dsrec ααα +=  

представляют собой суммы соответствующих коэффициентов, отвечающих 

ступенчатым и прямым процессам. В рамках модифицированного 

диффузионного приближения [36], в котором диффузия связанного электрона 

рассматривается в энергетическом пространстве атома с учетом дискретности 

его уровней,  в соответствие с (1.36) и (1.37) коэффициент ступенчатой 

рекомбинации sα  для водорода определяется соотношением (см. [119]) 
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где , 2
1 / kEEk = эргэВIE 11

1 1016.26.13 −⋅=== . Коэффициенты 

рекомбинации sα  и ионизации sβ , отвечающие ступенчатым процессам, 

связаны между собой через константу ионизационного равновесия  

относительно основного состояния согласно (1.36) и  (1.30).   

Коэффициенты прямой ионизации dα  и рекомбинации dβ  определяются 

стандартным образом (см., например, [25,36,208]). Кроме того, можно учесть 

процессы, связанные с фотоионизацией и фоторекомбинацией [25,208,209]. 

Используя спектральную плотность равновесного излучения или функцию 

Планка, соответствующие коэффициенты определяются соотношениями  
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где 218109.7 смo −⋅=ωσ  - эффективное сечение фотоионизации водорода.  
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1.6.3. Расчеты течений ионизующегося газа  

с учетом кинетики ионизации и рекомбинации 

Представленное в работе [119] и воспроизведенное на рис. 16 стационарное 

течение ионизующегося газа было рассчитано для следующих параметров 

задачи: , KT o
o 4000= 316105.2 −⋅= смno , смL 20= , , кАJ p 50= 7105 −⋅=enα .  

 
Рис. 16. Распределение параметров в потоке ионизующегося газа в рамках   
модифицированного приближения (сплошные кривые) и в случае ЛТР     
(штриховые линии) для 316105.2 −⋅= смno , , KT o

o 4000= кАJ p 50=  :   
 а) степень ионизации,  б) магнитное поле,  в) плотность, г) температура,   

д) скорость, е) отклонение от равновесия efD Γ= ~  
 

На рисунке видно, что для стационарного течения ионизующегося газа 

характерно, с одной стороны, резкое возрастание температуры, скорости  и 

степени ионизации, с другой стороны, резкое падение плотности  и магнитного 

поля на фронте ионизации, расположенном в окрестности наиболее узкой со-

плообразной части канала ускорителя. 

 Сравним полученные результаты с расчетами, проведенными в 

предположение локального термодинамического равновесия  [119,204,208,222]   

(штриховые линии на рис. 16). В этом  случае фронт ионизации в достаточной 

степени ’’размазан’’. В то же время в рамках кинетики ионизации и 



 76

рекомбинации  имеем существенно более резкие зависимости всех переменных 

на фронте ионизации. Это обстоятельство с точки зрения  существующих 

экспериментальных данных говорит о более адекватном описании процесса 

ионизации в канале ускорителя с помощью данной модели, поскольку в 

экспериментах толщина фронта ионизации составляет несколько миллиметров. 

Кроме того, в отличие от модели ЛТР степень ионизации за фронтом (сплошная 

кривая на рис. 16а) практически постоянна. Этот эффект “замораживания” 

степени ионизации также отмечался в экспериментах [30]. 

Согласно представленной модели с учетом кинетики ионизации и 

рекомбинации в узкой области фронта на рис. 16е наблюдается четко выра-

женное отклонение процессов от равновесия и наличие пика функции efD Γ= ~ , 

равной правой части первого уравнения системы (1.38).  

 Задание на входе степени ионизации enα  означает, что в канал подается 

слабоионизованный газ. Численные эксперименты показали, что варьирование 

enα  в широком диапазоне ( 412 1010 −− ÷ ) не оказывает существенного влияния 

на поведение переменных, характеризующих течение ионизующегося газа.  

 Пульсирующие, периодические режимы течения ионизующегося газа, 

наблюдаемые в экспериментах (см., например, [1,12,30]) и расчетах, 

первоначально были исследованы на основе модели со скачком проводимости 

(см., например, [11,113]) и в предположении локального термодинамического 

равновесия [204]. Эти режимы возникают при уменьшении разрядного тока и 

увеличении расхода газа.  На основе серии вычислительных экспериментов в 

приближении ЛТР было получено условие стационарности, отвечающее 

неравенству (1.33). В рамках модели с учетом кинетики ионизации и 

рекомбинации так же происходит переход от стационарных к пульсирующим 

течениям (см., например, [131]) при изменении параметров поступающего газа 

и разрядного тока в соответствии с неравенством (1.33). Возможность 

появления пульсационных режимов доказана также в работах (см., например, 

[206,207, 217]) при исследовании других вопросов магнитной газодинамики.  
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Указанные выше значения концентрации и температуры на входе в канал 

перед фронтом ионизации отвечают давлению торрPo 10≅ , которое согласно 

экспериментальным данным [1,7-9,12,30,216] соответствует рабочему 

диапазону параметров, используемых в КСПУ. К сожалению, характерные 

значения давления диагностированы в экспериментах в отсутствие разряда. 

Детальная информация о том, что происходит перед фронтом ионизации в 

процессе разряда, может быть доступной только в будущих экспериментах. В 

настоящее время принято считать, что давление на входе не меняется или 

меняется незначительно в процессе разряда. Значения температуры газа, 

поступающего в канал в процессе разряда, скорее всего, близки к значениям 

комнатной температуры, если не осуществлять предварительный СВЧ нагрев 

поступающего газа. Соответственно на рис. 17 представлен типичный вариант 

расчёта квазистационарного течения ионизующегося газа, отвечающий 

следующему набору исходных размерных и безразмерных параметров задачи: 

, KT o
o 500= 317102 −⋅= смno , смL 20= , кАJ p 100= , , 7105 −⋅=enα 3/Lro = , 

04.0=β , 313* =T , 6.156601 =σ ,  05.002=σ , . В данном 

случае  на входе незначительно отличается от комнатной температуры, а 

давление по-прежнему равно 

cсмVo /1046.1 6⋅=

oT

торрPo 10≅ . Как и ранее, наблюдаем типичную 

картину течения ионизующегося газа. С одной стороны, температура, скорость  

и степень ионизации резко возрастают, с другой стороны, плотность и 

магнитное поле резко падают на фронте ионизации, расположенном в 

окрестности наиболее узкой соплообразной части канала. Значения 

температуры среды на фронте ионизации  слабо зависят от параметров 

задачи и существенно не изменились по сравнению с ее значениями в расчете, 

представленном на рис. 16. Эти значения по порядку величины равны 

, что согласуется с экспериментальными оценками. Учитывая 

малые значения температуры  на входе в рассматриваемом случае, расчет 

дает существенно более высокие  значения  градиента  температуры на фронте. 

frT

эВT fr 32 ÷≈

oT
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Рис. 17.  Распределение параметров в потоке ионизующегося газа для 
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Контроль качества численных экспериментов осуществлялся с помощью 

расчетов на разных сетках. На рис. 17 разным цветом изображены кривые, 

отвечающие расчетам с числом узлов 101=N  и 201=N . Во всех случаях речь 
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идет о квазистационарных режимах. Если в расчете, представленном в [119], 

относительное изменение переменных не превышало десятых долей процента, 

то в рассматриваемом случае при наличии больших градиентов относительное 

изменение большинства переменных находится в пределах одного процента. 

Для плотности эта величина немного выше. 

На рис. 17в дополнительно показано, как меняется газодинамическая 

ργ /PCg =  и магнитогазодинамическая ρ/22 HCC gs +=  скорости звука 

(скорость сигнала [1] в отсутствии продольного магнитного поля). Видно, что в 

пределах узкого фронта ионизации происходит последовательный переход 

скорости потока сначала через одну, а потом и другую характерные скорости. 

На фронте ионизации (см. рис. 17е) по-прежнему наблюдается четко 

выраженное отклонение от равновесия, что существенно уточняет проведенные 

ранее исследования, в том числе в приближении локального 

термодинамического равновесия.  

 

1.7. Выводы 

Таким образом, на основе модели с учетом кинетики ионизации и 

рекомбинации выявлена неравновесная природа процессов на фронте 

ионизации в потоке ионизующегося газа в канале квазистационарного 

плазменного ускорителя (КСПУ). В рассмотренном неравновесном случае в 

отличие от локального термодинамического равновесия процесс ионизации 

происходит в узкой зоне, что согласуется с имеющимися экспериментальными 

данными. Представленные результаты позволяют также сделать общий вывод о 

том, что учет дискретной энергетической структуры атома, например, в рамках 

использованного модифицированного диффузионного приближения, оказывает 

существенное влияние на макро динамические процессы, относящиеся к 

механике сплошной среды. 
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ГЛАВА 2 

ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ СТАЦИОНАРНОГО ФРОНТА 

ИОНИЗАЦИИ В КАНАЛЕ ПЛАЗМЕННОГО УСКОРИТЕЛЯ 

  
В настоящее время созданы основы теории ионизующих ударных волн  

(см., например, [22,53,223-225]). Такие волны возникают, если по нейтральному 

газу распространяется достаточно сильная ударная волна. В этом случае 

возрастание температуры может вызвать ионизацию газа и взаимодействие 

электропроводящей среды с электромагнитным полем. Изучению процессов, 

происходящих в ионизующих ударных волнах, на фронтах рекомбинации, в 

волнах детонации и при взаимодействии различных разрывов, посвящен ряд 

работ (см., например, [22,25,41,53,206,217,223-231]). Теоретические подходы в 

исследованиях структуры магнитогазодинамических разрывов основаны на 

изучении особых точек и переходов между ними в одномерных МГД-моделях. 

В теории ионизующих ударных волн к особым точкам МГД-уравнений 

добавляются газодинамические особые точки, лежащие на звуковой параболе.            

В данном случае осуществляется развитие и применение имеющихся 

теоретических подходов с целью изучения структуры фронта ионизации в 

канале квазистационарного плазменного ускорителя (КСПУ) и 

магнитоплазменного компрессора (МПК) [1-13,60-79]. В изучении свойств 

потоков ионизующегося газа и плазмы в КСПУ существенную роль сыграли 

численное моделирование и расчеты течений  в каналах (см., например, 

[6,11,14,58,100-134,195-202,204-205]). В первой главе рассмотрены этапы 

развития численных моделей течений ионизующегося газа и показано, что 

процесс ионизации имеет ряд отличительных особенностей. В плазменном 

ускорителе этот процесс сопровождается резким возрастанием температуры и 

степени ионизации. Сильное изменение магнитного поля в окрестности фронта 

связано с протеканием значительного тока в плазме. Это в свою очередь 

приводит к существенному росту скорости. Одновременно плотность среды 

резко падает в отличие от процессов в ионизующих ударных волнах.  



 81

В традиционных плазменных ускорителях присутствует единственная 

азимутальная компонента магнитного поля, ортогональная направлению 

движения потока. Соответственно в данной главе представлено исследование 

структуры фронта ионизации с поперечно ориентированным 

электромагнитным полем. Диссипативные механизмы, в первую очередь 

магнитная вязкость, определяются соотношениями, описывающими переходы 

от слабоионизованного газа к плазме. Процессы на фронте ионизации, главным 

образом, определяются столкновениями электронов с атомами и ионами, 

кинетикой ионизации и рекомбинации, значительным повышением 

температуры среды и ускорением образовавшейся плазмы за счет 

протекающего тока. Все процессы сопровождаются резким изменением МГД-

переменных и магнитной вязкости. В результате выявлена и исследована 

структура фронта ионизации [209,232], который с определенным допущением 

можно рассматривать как специфический разрыв среды. В частных 

предположениях получены соотношения, которые в явном виде определяют 

возможность последовательного перехода из одного стационарного состояния в 

другое стационарное состояние через газодинамическую скорость звука в 

пределах узкого фронта ионизации, отвечающего численному эксперименту 

[119] и имеющимся экспериментальным данным (см., например, [1,7-9,12-13]).    

Согласно квазиодномерной модели, представленной в разделе 1.6, 

азимутальное магнитное поле ортогонально плоскости рисунка 15, 

электрическое поле перпендикулярно магнитному полю и скорости среды. 

Иначе говоря, в потоке ионизующегося газа магнитное и электрическое поля 

взаимно перпендикулярны и параллельны плоскости фронта ионизации, 

ортогональной направлению движения ( VEH ⊥⊥ ).   

Аналогом представленной аксиально симметричной задачи и 

рассмотренного течения является плоский случай, в котором направление 

движения потока ионизующегося газа также ортогонально плоскости узкого 

фронта ионизации и электромагнитному полю.  
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2.1. Законы сохранения на фронте ионизации 

Необходимо различать механизмы, которые приводят к образованию фронта 

ионизации, и механизмы, которые управляют процессом ионизации на уже 

сформировавшемся фронте. Возникновение фронта ионизации в канале 

плазменного ускорителя происходит за счёт внешнего воздействия, а именно, 

первоначально высокого напряжения между электродами и пробоя газа. 

Постановка такой задачи выходит за рамки представленного исследования. В 

данном случае, когда фронт уже сформировался, ионизация обусловлена 

упомянутыми выше процессами, происходящими в окрестности узкого фронта. 

Задача о структуре и переходах в пределах узкого фронта ионизации  

сводится к рассмотрению одномерных стационарных движений в общем случае 

вязкого, теплопроводного и электропроводного газа, в котором процесс 

ионизации описывается дополнительным уравнением. 

Для описания стационарных, одномерных течений ионизующегося газа 

воспользуемся законами сохранения массы, импульса, энергии, соотношениями 

для электромагнитного поля, следующими из уравнений Максвелла, а также 

законом Ома и уравнением кинетики ионизации и рекомбинации, пренебрегая 

незначительным влиянием фотоионизации и фоторекомбинации на фронте.  

                           

Рис. 18.  Направления электрического и магнитного поля в зависимости от 
полярности электродов.  F – плоскость фронта ионизации 



 83

Систему координат свяжем с неподвижным плоским участком фронта 

ионизации, ортогональным направлению оси x  в декартовой системе 

координат (см. рис. 18). В общем случае одномерного движения имеем 

следующие соотношения, записанные в безразмерной форме:     

mVx &=ρ    ,         ,       constEy = constEz =     ,    constH x =  

         recieionea nnnn
xd
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где  , fm& xΓ
~ , yΓ

~ ,  zΓ
~ ,   - постоянные размерные значения потоков массы, 

составляющих импульса  и  энергии;  

Эm ~
&

μ  ,  1μ   - коэффициенты вязкости ; κ  -  

коэффициент теплопроводности; ν  - магнитная вязкость.  

В соотношениях использована непрерывность поперечной составляющей 

электрического поля, продольной составляющей магнитного поля и потока 

массы. Структура фронта ионизации описывается таким решением, в котором 

по обе стороны фронта каждая из величин, составляющих решение, стремится к 

некоторым конечным предельным значениям. Предельные значения 

предполагаются различными по разным сторонам фронта ионизации. В случае 
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течений со скачкообразным изменением электропроводности газа и в 

отсутствии уравнения, описывающего скорость рождения электронов, 

аналогичная система уравнений представлена, например, в [22] и описывает 

решение задачи о структуре магнитогидродинамических ударных волн, 

ионизующих газ. При этом поступательному потоку соответствуют известные 

стационарные  особые точки  исходной системы, а решение задачи 

представляется интегральной кривой в пространстве искомых переменных, 

соединяющей особые точки начального и конечного состояний. 

кА

Расширенное трактование понятия структуры предполагает исследование 

переходов из одного ионизационно равновесного состояния в другое с 

описанием процессов, сопровождающих такие переходы.     

Поворотом системы координат вокруг оси x  можно добиться того, что 

составляющая напряженности электрического поля вдоль оси  и 

составляющие потока импульса 

y

,yΓ  zΓ  равны нулю ( 0=Γ=Γ= zyyE ). 

Кроме того, рассмотрим плоскополяризованный случай 0== zz VH , 

отвечающий исследуемому течению ионизующегося газа. В зависимости от 

полярности электродов существуют две возможности взаимного расположения 

векторов ,  и  , представленные на рис. 18. Если внешний электрод 

является анодом, то  и  . 

zE yH xV

0<zE 0>yH

Диссипативными процессами, связанными с вязкостью и 

теплопроводностью, можно пренебречь ( → 0κ ; 0→μ ; 01 →μ ). 

Соответственно, ограничимся случаем, когда отлична от нуля только магнитная 

вязкость. В данных предположениях течение в пределах стационарной 

структуры описывается в безразмерной форме следующей системой уравнений 

                βα
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                                ( ) ( )2/2/1 22 HUmVT −−Γ=+ &αβ                                    (2.4) 

                                      ( ) ( ) 112/, CHUFo −+= γαα                                       (2.5) 

          ( ) ( ) ( ) ( ) +−−Γ−++= 2222 121, HUUHUmHUF o
xγγγ &                                       

                  ( ) ( ) ( ) ( ЭmHEHUUH o )x 12/1212 22 −+−+−−Γ−+ γγγγ &  , 

где ρ/1=U ,  xVV = ,  , zEE = yHH = , ,  2/*
1 TC ζβ= xΓ=Γ ,  ( )2/ mHU x

o
x &= .  

Задача свелась к исследованию процессов в трехмерном пространстве 

( H ,U ,α ) на поверхности ∑ , задаваемой соотношением (2.5). Будем также 

считать, что  0=xH  и 0=o
xU . Данное предположение отвечает традиционным 

плазменным ускорителям с единственной азимутальной компонентой 

магнитного поля. В качестве параметров задачи выступают безразмерные 

значения , m& E , , Э J , β  или соответствующие размерные величины.  

Решение задачи о структуре соединяет стационарные состояния, в 

которых правые части уравнений (2.2) и (2.3) равны нулю. Перед фронтом 

ионизации газ является слабоионизованным или нейтральным так, что 0→α . 

Поскольку αν ~1− , правые части уравнений (2.2) и (2.3) обращаются в нуль 

при 0=α . Тем самым, состояние нейтрального газа перед фронтом ионизации 

отвечает одному из стационарных состояний системы уравнений. В качестве 

состояния за фронтом могут быть точки, совпадающие с особыми 

стационарными точками kA  системы одномерных МГД-уравнений. 

Продифференцировав (2.5), получим 
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где ( ) ( )Γ−++= 212 22' HUmFu γγ &        и        ( )( )mEHUFн &/12' −+= γγ  . 

В особых стационарных точках kA  имеем   0=
xd

d α ,   0=
xd
Hd ,   0=

xd
Ud . Будем 

считать, что перед фронтом степень ионизации равна нулю 0=α  для значений 
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1=H  и 1=U  в безразмерных переменных. Тогда из уравнения (2.5) определим 

( ) ( ) 112/1,1 CFo −−= γα  и найдем, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ −Γ−+−+
−

= UHUm
C

HU 211
12
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1
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γ
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( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤−−+Γ−− 11221 H
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γγ                   (2.7) 

В соответствии с выбранной “нормировкой” параметр  исключается из 

рассмотрения. Параметры , 

Э

m& E , Γ , β  могут быть взяты произвольно или, 

например, из  численного эксперимента. 

 
2.2. Характерные кривые для изучения структуры фронта  

Согласно соотношению (2.7) степень ионизации α  является однозначной 

функцией H  и U . Поэтому все основные процессы в пространстве ( H , U , α ) 

удобно рассматривать в проекции  на плоскость ( H , U ). На рис. 19 

изображены все основные кривые, участвующие в исследовании.  

Кривая 1 отвечает 0=α . Кривая 2 соответствует МГД-гиперболе 

           0/ =+= mEHU &ϕ                                           (2.8) 

Из  (2.6) с учетом (2.2) и (2.3) следует 
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=  ,                                              (2.9) 

где      ,        ,        ϕβα
'

1 нFFGF −= ϕ'
2 uFF = ( ) 3

1 /12 UmCG &ανγ −=  . 

Согласно (2.9), кривая 3 на рис. 19 определяет горизонтальные изоклины 

( )01 =F . Звуковая парабола, представленная кривой 4 и определяемая 

соотношениями ργ /2 PVx =  или 0 , делит плоскость (' =uF H , U ) на две 

области: дозвукового и сверхзвукового течений. В этом случае имеем 

                                        ( )                                        (2.10) 2/1 22 HUm γγγ −Γ=+ &

Парабола (2.10) и МГД-гипербола являются вертикальными изоклинами 

( ). Переход через магнитогазодинамическую скорость звука  02 =F
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Рис. 19.  Кривые на плоскости ( H , U ), используемые в исследовании      
структуры фронта ионизации 

( ) ργ /22 HPVx +=  характеризуется кривой Жуге (парабола 5 на рис. 19), 

задаваемой соотношением 

                                    ( ) ( ) 2/21 22 HUm γγγ −+Γ=+ &                                     (2.11) 

Условию 0  отвечает равновесная кривая 6. Гиперболе 0  или  =βαF ' =нF

                                           ( ) 0/1 =−+ mEHU &γγ                                           (2.12) 

соответствует кривая 7. Наконец, парабола 0=T , определяемая соотношением 

                                                 ,                                        (2.13) 022 22 =Γ−+ UmH &

представлена на рис. 19  кривой 8. 

Стационарные особые точки  и  лежат на МГД-гиперболе. Их 

точное местоположение определяется пересечением кривых 2 и 6. Из (2.9) 

видно, что в этих точках справедливы равенства  

1A 2A

01 =F  и  . 02 =F
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Кроме стационарных особых точек  и  может существовать особая 

точка , лежащая на звуковой параболе (2.10). Только в этой точке возможен 

непрерывный переход через газодинамическую скорость звука. Точное 

положение точки   определяется пересечением кривых 3 и 4. 

1A 2A

2D

2D

    

2.3. Поле направлений интегральных кривых и анализ особых точек 

Исследуем интегральные кривые системы (2.2) – (2.5), воспользовавшись 

однозначной зависимостью α  от H  и U . Система двух дифференциальных 

уравнений рассматривается на поверхности ∑ ,  заданной соотношением (2.5) 

или (2.7). Спроецируем поверхность ∑  на плоскость . Качественный 

характер поведения интегральных кривых сохранится.  

( UH , )

На рис. 20 для ; 58.0=Γ 9.1−=E ; 15.0=β ; 2=ζ ; 13.39* =T  и разных 

значений расхода представлены характерные распределения поля единичных 

векторов 

( )2'

'

1 н

uнн

U

jUi

+

+
=

rr
rτ , касательных к интегральным кривым. Здесь 

Hd
UdUн =

'  

определяется с помощью (2.9). Указанные параметры и расход 12.0=m&  

соответствуют расчету, представленному в работе [119] и на рис.16. Поля 

направлений интегральных кривых изображены в областях, где 0>α  и 0>T .  

Согласно рис. 20а ( 14.0=m& ), стационарное течение ионизующегося газа 

сопровождается последовательным переходом через газодинамическую и 

магнитогазодинамическую скорости звука, минуя стационарные особые точки 

 и . На рис. 20б ( 11A 2A 2.0=m& ) видно, что процесс ионизации формально 

может завершиться в одной из двух точек или . Рис. 20в (1A 2A 115.0=m& ) 

отвечает случаю, когда процесс ионизации может закончиться только в одной 

особой точке . Из рис. 20г ( 12A .0=m& )  следует, что газовая парабола находится 

в области 0<α  и течение происходит в дозвуковой области. 
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          а) 

   

                 б) 

    
            в) 

   

           г) 

    

Рис. 20.  Поля единичных векторов, касательных к интегральным кривым,       
для различных параметров задачи 

Данные тенденции сохраняются, и общая картина процессов качественно 

не меняется для различных наборов параметров, например, для варианта 

расчета, изображенного на рис. 17, где 04.0=β , 2=ζ , 313* =T  и на фронте 

имеем , 55.0=Γ 4.2−=E  и 07.0=m& . 
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Проанализируем поведение интегральных кривых в окрестности особых 

точек  и , если они существуют. Для уравнения (2.9) рассмотрим 

эквивалентную автономную систему (см., например, [233-235]) из двух 

дифференциальных уравнений в окрестности положения равновесия  

1A 2A

kA ,  

( HUF
td

Ud ,1= );                     ( )HUF
td
Hd ,2=  . 

Искомые функции в уравнениях представим в виде  
t

Ukk eAUUUU λ+=Δ+= ;                   t
Hkk eAHHHH λ+=Δ+= . 

Линеаризовав систему в окрестности точек kA  получим соответствующую 

линейную однородную систему с постоянными коэффициентами: 

HUU A
H
F

A
U
F

A
∂

∂
+

∂

∂
= 11λ ;               HUH A

H
F

A
U
F

A
∂

∂
+

∂

∂
= 22λ . 

Как показали исследования, корни характеристического уравнения  

  0
22

11

=
−

∂

∂

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂

λ

λ

H
F

U
F

H
F

U
F

ted         или         ,                    (2.14) 02 =+− qp λλ

где   HB
U
GUFHp u −

∂
∂

++= '2 ϕγ ;     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

m
EB
&

ϕγ22  ;     kHH = ;    kUU =  

( ) ( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

++−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

+= UB
U
GHFmHB

U
GUFHq uu

'2' 122 ϕγϕγ & , 

имеют действительные  различные значения в окрестности точек . В этом 

случае, согласно теореме Гробмана-Хартмана (см., например, [234]), фазовые 

траектории линеаризованной и нелинейной систем в окрестности точек  

имеют одну и ту же топологическую структуру.  

kA

kA

Точка  всегда расположена в области сверхсигнального течения, выше 

линии Жуге. В этой точке с помощью (2.14) при 0

1A

=ϕ  легко определить, что 

собственные значения 1λ  и 2λ  разных знаков. Поэтому точка , если она 1A
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существует, лежит в области 0>α , 0>T  и всегда является седлом. На рис. 21а 

схематично представлена картина интегральных кривых в окрестности . 

Направления собственных векторов 

1A

1ξ
r

 и 2ξ
r

 для двух различных значений λ  

определяются в плоскости ( )UH ,  с помощью соотношения  

                     
( ) HFm

UFH
A
A

H
U

u

u

H

U
A '2

'

12
2

++

−−
==

Δ
Δ

=
ϕγ
ϕγλξ

&
                                     (2.15) 

 
   а) 

         :    1A 01 <λ ,  02 >λ  

    

                 б) 

        

Рис. 21.  Схематичная и детальная картина интегральных кривых в окрестности 
стационарной особой точки  1A

Вектора 1ξ
r

 и  направлены при 2ξ
r

0=ϕ  соответственно вдоль МГД-

гиперболы (кривая 2) и равновесной линии (кривая 6). Рис. 21б отвечает 

детальному изображению поля интегральных кривых в окрестности  для 

 (см. также рис. 19 и 20б). 

1A

12.0=m&

Стационарное состояние  расположено ниже линии Жуге и отвечает 

досигнальному течению [1]. В этом случае собственные значения 

удовлетворяют неравенству 

2A

021 << λλ . Следовательно, точка  является 

устойчивым узлом. На рис. 22 изображена качественная и детальная картина 

2A
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поля интегральных кривых в окрестности  (см. также рис. 19 и 20б). 

Собственный вектор  направлен вдоль равновесной кривой 6, 

соответственно - вдоль МГД-гиперболы 2. 

2A

1ξ
r

2ξ
r

 
     а) 

           :     2A 021 << λλ  

 

     

                 б) 

        

Рис. 22.  Качественная и детальная картина интегральных кривых в окрестности 
стационарной особой точки  2A

Особая точка  не является положением равновесия, поскольку в ней 2D

0≠ϕ  и 0<
dx
dH . Этой точке отводится особая роль во всей теории процесса 

ионизации газа. Только в этой точке возможен переход через 

газодинамическую скорость звука, т. е. через газовую параболу (кривая 4 на 

рис. 19). Согласно соотношению (2.9), в точке , определяемой как 

пересечение кривых 3 и 4 на рис. 19, имеем 

2D

01 =F  и . Раскроем 

эту неопределенность. В линейном приближении в окрестности точки  

функции  ( 2

)0(0 '
2 == uFF

2D

iF ,1=i ) можно представить в виде:              

           ( ) ( ) Hd
H
FUd

U
FUHFUHF

D

i

D

i
DDii ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+= ,,  ,                        (2.16) 
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где производные рассматриваются в точке 2DD =  и . С учетом 

(2.16) в плоскости  можно определить направления 

( ) 0, =DDi UHF

( UH , )
Hd
Ud

D =ξ , вдоль 

которых возможно прохождение через точку . Поиск этих направлений 

эквивалентен решению спектральной задачи (2.14),  (2.15)  при . 

2D

0' =uF

 

          а) 

 

 

     

                 б) 

       

Рис. 23.  Качественная и детальная картина интегральных кривых                    
в окрестности точки  2D

На рис. 23а схематично представлена картина интегральных кривых в 

окрестности точки . Детальная картина поля единичных векторов, 

касательных к интегральным кривым вблизи точки , изображена на рис. 23б 

и соответствует указанным выше параметрам расчета в [119], представленного 

на рис.16, включая расход 

2D

2D

12.0=m&  (см. рис. 20б). При изменении полярности 

электродов магнитное и электрическое поле меняют знаки. Поэтому 

представленные картины симметричны относительно прямой 0=H , и 

соответствующая точка  будет отвечать случаю 1D 0<H . 
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2.4. Процесс ионизации как движение вдоль интегральных кривых 

Ионизация газа, связанная с переходом через газодинамическую скорость звука  

ργ /2 PVx = , предполагает прохождение интегральной кривой через газовую 

параболу в особой точке  вдоль направления 2D 1ξ
r

 (рис. 23). Решив численно 

уравнение (2.9) или эквивалентную автономную систему с начальными 

данными на прямой  в окрестности , найдем интегральную кривую, вдоль 

которой возможен переход из дозвуковой области в сверхзвуковую область. 

Соответствующая интегральная кривая представлена сплошной линией со 

стрелками на рис. 24а для 

1ξ
r

2D

12.0=m& . В сверхзвуковой области, не доходя линии 

Жуге 5, данная кривая поворачивает на МГД-гиперболе, движется вдоль нее в 

направлении  и заканчивается в этой точке, являющейся устойчивым узлом. 

При этом выход в точку  невозможен. На рис. 24б интегральная кривая 

(сплошная линия черного цвета) отвечает значению расхода 

2A

1A

124.0=m& . В 

данном случае интегральная кривая, выпущенная вдоль направления 1ξ
r

, 

проходит мимо двух близко расположенных точек   и . Точка  является 

седлом. Формально попасть в эту точку можно вдоль собственного 

направления  по касательной к МГД-гиперболе в данной точке (см. рис. 21). 

В этом случае стационарные точки  и , расположенные по разные стороны 

линии Жуге, должны быть близки друг к другу. Можно предположить, что 

существуют значения параметров, отвечающие условию попадания в точку . 

Демонстрация такой возможности находится за пределами точности расчетов.  

2A 1A 1A

1ξ
r

1A 2A

1A

В дозвуковой области интегральную кривую можно рассчитать в 

направлении противоположном 1ξ
r

 (см. рис. 23). На рис. 24а и 24б  сплошные 

кривые в дозвуковой области также отвечают движению вдоль интегральных 

кривых при условии их последующего прохождения через особую точку  . 

Видно, что интегральные кривые не пересекают кривую 1 (
2D

0=α ). Это 

означает, что в данных примерах процесс ионизации нельзя рассматривать как 



 95

переход из одного стационарного состояния ( 0=α ) в другое стационарное 

состояние, отвечающее точке  и при определенных условиях точке . 

Соответственно структура фронта ионизации отсутствует.  

2A 1A

 

     

Рис. 24.  Примеры интегральных кривых (сплошные линии черного цвета со 
стрелками) в отсутствии структуры фронта ионизации 

Следует заметить, что интегральные кривые на рис. 24 в областях, 

отвечающих дозвуковому и сверхзвуковому течениям, пересекают 

равновесную кривую 6 или приближаются к ней. Допуская расширенную 

трактовку понятия структуры, процесс ионизации можно рассматривать как 

переход из одного ионизационно равновесного состояния ( 0=βαF ) в 

дозвуковом потоке в другое ионизационно равновесное состояние в 

сверхзвуковом течении.   

Варьирование параметров задачи позволило выявить структуру фронта 

ионизации в общепринятом смысле. Если положить, что в исходной 

стационарной точке 0=α  не только для значений 1=H  и 1=U , но также и для 

1=T , то из (2.4) получим соотношение, связывающее поток импульса и расход 

                                                                                              (2.17) 22/5.0 m&++=Γ β
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Данная связь сокращает число варьируемых параметров и облегчает 

поиск структуры. С учетом этой связи для 1279.0=m&  на рис. 25 представлен 

соответствующий пример интегральной кривой, отвечающий структуре фронта 

ионизации. В сверхзвуковой области (рис. 25а) интегральная кривая, 

выходящая из  вдоль направления 2D 1ξ
r

 (см. также рис. 23), заканчивается в 

, близко расположенной к . В дозвуковой области (рис. 25б) интегральная 

кривая пересекает  линию 0

2A 1A

=α  (кривая 1), т.е. процесс ионизации начинается 

также из стационарного состояния, связанного с течением нейтрального газа. 

  

  

Рис. 25.  Пример интегральной кривой (сплошные линии черного цвета со 
стрелками), отвечающий структуре фронта ионизации для  1279.0=m&

 

Таким образом, доказано, что структура стационарного неравновесного 

фронта ионизации в канале плазменного ускорителя существует. В этом случае 

процессы на фронте ионизации начинаются из состояния с нулевой степенью 

ионизации 0=α , отвечающей нейтральному газу, и завершаются в 

стационарной особой точке . 2A
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2.5. Течение в канале с протяженным участком постоянного сечения 

При наличии стационарных особых точек следует говорить о весьма 

ограниченной возможности того, что процесс ионизации завершится в точке 

, расположенной выше линии Жуге. Как правило, процесс ионизации 

завершается в точке , лежащей ниже линии Жуге. На это указывают 

направления интегральных кривых в окрестности точек ,  и МГД-

гиперболы (см. рис. 21, 22), а также интегральные кривые на рис. 24а и 25а. 

1A

2A

1A 2A

  В тоже время расчеты течения ионизующегося газа, представленные, в 

частности, в работе [119] и на рис. 16 и 17, демонстрируют последовательный 

переход сначала через газодинамическую скорость звука  и практически 

сразу через скорость сигнала . Можно ли в таком случае говорить о 

противоречии между теорией и расчетами? На самом деле это всего лишь 

кажущееся противоречие. Фронт ионизации в рассчитанных 

квазистационарных течениях расположен в сужающейся и наиболее узкой 

части канала ускорителя. В этом случае попадание в стационарную точку  на 

фронте никак не противоречит дальнейшему переходу скорости потока через 

скорость сигнала в рамках другого течения, возникающего за фронтом. 

gC

sC

2A

Иллюстрацией сказанного мог бы служить расчет, в котором 

местоположения последовательных переходов скорости потока через 

газодинамическую скорость звука и далее через скорость сигнала отстояли бы 

друг от друга на заметном расстоянии. Такой расчет несложно провести, 

перейдя от соплообразного канала, представленного на рис. 15, к каналу, в 

котором имеется протяженный участок постоянного сечения, отвечающий 

наиболее узкой части. Например, рис. 26 соответствует следующему заданию 

площади поперечного сечения канала: ( ) ( zzzf − )−= 18.03.0 ,  если 5.0≤z ; 

 для ; ( ) 1.0=zf 25.0 ≤≤ z ( ) ( )( )zzzf = − − −5.25.18.03.0 , 5 если .22 ≤≤ z ; и 

 в случае ( ) ( ) 5.05.18.0 −−= zzf 35.2 =≤≤ outzz . На данном рисунке 

протяженный участок CD отвечает постоянной площади поперечного сечения. 
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Рис. 26.  Форма канала плазменного ускорителя с протяженным участком 
постоянного сечения 

Результаты расчета квазистационарного течения ионизующегося газа 

представлены на рис. 27. Здесь исходные параметры расчета соответствуют 

течению, изображенному на рис. 17, с точностью до разрядного тока:  

, KT o
o 500= 317102 −⋅= смno , смL 20= , кАJ p 65= , , 7105 −⋅=enα 3/Lro = . 

При этом имеем следующие безразмерные параметры 09.0=β , 313* =T , 

3.101801 =σ ,  03.002=σ , а единица скорости равна . 

Значение разрядного тока  в рассматриваемом течении ионизующегося газа 

подобрано таким образом, чтобы фронт ионизации и пик отклонения от 

равновесия (см. рис. 27е) располагались непосредственно перед началом самой 

узкой протяженной части канала. 

cсмVo /1095.0 6⋅=

pJ

Пересечение кривых на рис. 27в, изображенных красным и синим цветом, 

с одной стороны, а также красным и зеленым цветом, с другой стороны, 

определяют место положения переходов скорости потока V  соответственно 

через газодинамическую скорость звука  и скорость сигнала . Хорошо 

видно, что между данными переходами достаточно большое расстояние и 

между ними расположена область течения, в которой магнитогазодинамические 

параметры потока существенно не меняются.  

gV sV

Плавное изменение параметров потока в канале постоянного сечения 

происходит за счет диффузии магнитного поля, обусловленной магнитной  
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Рис. 27. Распределение параметров потока в канале с протяженным 

участком постоянного сечения: а) температура, б) плотность, в) скорость,         
г) магнитное поле, д) степень ионизации, е) отклонение от равновесия 

 
вязкостью в системе МГД-уравнений (1.38). При наличии плазменного тока, 

протекающего в соответствии с уравнением диффузии магнитного поля, плазма 

ускоряется под действием силы Ампера. В результате скорость потока 
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переходит через магнитогазодинамическую скорость звука  в канале 

постоянного сечения. Данный расчет иллюстрирует то обстоятельство, что 

процесс ионизации может завершиться на фронте в точке , а дальнейшее 

ускорение ионизованной среды за фронтом сопровождается переходом через 

скорость сигнала. 

sV

2A

 
2.6. Соотношения, характеризующие процесс ионизации  

Согласно представленным исследованиям, процесс ионизации в пределах 

узкого фронта можно рассматривать как движение вдоль интегральных кривых 

от одного стационарного и равновесного состояния к другому. 

В пределе гипотетически тонкого фронта ионизации его можно 

представить как поверхность разрыва. В теоретической магнитной 

газодинамике для обоснования возможности реального существования того или 

иного разрыва вводится понятие эволюционности (см., например, 

[22,53,224,225]), согласно которому разрыв должен быть устойчив 

относительно расщепления на несколько других разрывов. Иначе говоря, 

любые бесконечно малые возмущения в случае эволюционности должны 

приводить к бесконечно малым возмущениям начального состояния. Условия 

эволюционности представляют собой требование однозначной разрешимости 

задачи о взаимодействии поверхности разрыва с малыми возмущениями, когда 

граничные условия однозначно определяют дальнейшее развитие возмущений. 

Малые возмущения распространяются налево или направо от разрыва в виде 

волн. Поэтому для эволюционности необходимо, чтобы число различных волн, 

уходящих в обе стороны от поверхности разрыва, было на единицу меньше 

числа соотношений на поверхности разрыва с учетом необходимого 

вычисления скорости движения разрыва. Несложно определить число 

дополнительных соотношений для обеспечения эволюционности в том или 

ином случае. 

Исследуемый процесс ионизации в канале плазменного ускорителя всегда 

является эволюционным по той простой причине, что это реально 
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существующие явления – достаточно включить плазменный ускоритель или 

иной прибор с аналогичным принципом действия. Другое дело, что процесс 

ионизации в ускорителе при определенных условиях может быть 

нестационарным [1,11,58,195,196,204,205]. Поиск условий стационарности и 

устойчивости процесса ионизации является предметом отдельных 

исследований (см. раздел 1.5.2 и работы [204,131]). Данные явления связаны 

между собой. Нестационарные режимы могут возникать вследствие развития 

неустойчивостей. Они могут быть также следствием других процессов, 

например, в электрической цепи питания КСПУ.  

Для рассматриваемого стационарного неравновесного фронта  ионизации 

электрическое поле предполагается достаточно большим так, что МГД-

гипербола (кривая 2 на рис. 19) расположена выше звуковой параболы (кривая 

4) и не пересекает ее. Из  условия пересечения этих кривых, определяемых 

соотношениями (2.8) и (2.10), следует кубическое уравнение 

( ) 0/1223 =+−Γ− γγ EmHH &   

Отсутствие пересечения кривых 2 и 4 означает, что приведенное уравнение  

 имеет одно действительное решение и  дискриминант 03 =++ qHpH

0
23

23
>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

qpd . В результате имеем неравенство 

                                        
( ) 22

32
2

127
8

m
E

&+

Γ
>

γ
γ  ,                                               (2.18) 

которое определяет диапазон допустимых значений электрического поля. При 

условии (2.17) равенству в (2.18) отвечает кривая Е1 на плоскости переменных 

( Em ,& ), представленная на рис. 28 для параметра 15.0=β . В свою очередь, 

неравенству (2.18) отвечает область на данной плоскости, расположенная выше 

кривой Е1 и обозначенная стрелками на рисунке.  
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Рис. 28.  Границы областей, характеризующие процесс ионизации. Область 
выше кривой Е1 отвечает достаточно сильному электрическому полю:  МГД 
гипербола расположена выше звуковой параболы. Область ниже кривой Е2 

определяет возможность выхода в особые точки  и . Область ниже кривой 
Е3 отвечает условию существования особой точки   

1A 2A
2D

Наличие и точное положение точки  определяется пересечением 

кривых 3 и 4 на рис. 19. С известной степенью точности положение точки  

характеризует точка 

2D

2D

D , являющаяся пересечением параболы 4 и гиперболы 

 (кривая 7). Эта точка является локальным экстремумом функции 0' =нF

( UH , )α  вдоль газовой параболы 4. Из соотношений (2.10) и (2.12) следует 

кубическое уравнение  

                              ( ) 0/122 223 =−−Γ− γγ EmHH &  ,                                   (2.19) 

решение которого определяет положение точки D . Условие существования 

точки D  предполагает наличие трех действительных различных корней 

данного уравнения. При этом соответствующий дискриминант 0  или <d

                                             
( ) 222

34
2

127

8

m
E

&−

Γ
<

γ

γ                                                (2.20) 

Данное  неравенство   означает, что существуют точка D  и близкая к ней точка 

. С учетом (2.17) равенству в (2.20) соответствует кривая Е3 на рис. 28. 2D
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Область, отвечающая неравенству (23), расположена ниже кривой Е3 и указана 

стрелками на рисунке. 

Сравнение рис. 20г, с одной стороны, и рисунков 20а, 20б, 20в, с другой 

стороны, приводит к условию существования течения ионизующегося газа с 

переходом через газодинамическую скорость звука. Очевидно, что 

возможность прохождения через газовую параболу (2.10) предопределена 

знаком степени ионизации в особой точке  . Необходимым условием 

прохождения через точку  является неравенство   

2D

2D

                                               ( ) 0, 22 >DD UHα                                                  (2.21) 

Учитывая близость точек D и , неравенство (2.21) можно заменить:  2D

                                                  ( ) 0, >DD UHα                                                  (2.22) 

Согласно соотношению (2.7) из неравенства (2.22) следует, что  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0/11221211 222 >−−+Γ−−Γ−+−+ mEHUHUm && γγγγ  ,      (2.23) 

где ( )
DHm

EU
&γ

γ 1−
−=  и DH  является максимальным корнем уравнения (2.19). 

Как показали расчеты, неравенство (2.23) успешно заменяет условие (2.21) для 

перехода из области дозвукового течения в область сверхзвукового течения.  

Далее исследуем возможность перехода в стационарные особые точки  

и . На рис. 20а видно, что интегральные кривые пересекают линию Жуге 

(кривая 5), но не выходят на МГД-гиперболу. В этом случае стационарные 

точки отсутствуют, а интегральная кривая, вдоль которой происходит переход 

через газодинамическую параболу, после прохождения линии Жуге 

приближается к равновесной кривой (см. также рис. 24б). При этом можно 

говорить о структуре, вкладывая несколько иной смысл в это понятие и 

полагая, что осуществляется переход всего лишь из одного ионизационно 

равновесного состояния (

1A

2A

0=βαF ) в дозвуковой области в другое 

ионизационно равновесное состояние в сверхзвуковой области.  
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Условие существования стационарных особых точек  и  связано с 

тем обстоятельством, что МГД-гипербола 0

1A 2A

=ϕ  (кривая 2) на рис. 20б и 20в 

пересекает область поля интегральных кривых между линиями 0=α  (кривая 1) 

и 0=T  (кривая 8). Такое пересечение возникает при уменьшении расхода по 

сравнению со случаем, изображенным на рис. 20а. Ранее было показано, что 

существует возможность перехода в стационарную особую точку , 

расположенную выше линии Жуге. В этом случае точки  и  должны быть 

расположены близко  друг к другу. Однако такая возможность является скорее 

исключением из правил. Как правило, процесс ионизации завершается в 

стационарной точке . 

1A

1A 2A

2A

Уменьшая расход или уменьшая электрическое поле при фиксированном 

расходе, будем иметь последовательное касание МГД-гиперболы сначала с 

линией   0=T  (кривая 8 на рис. 19 и 20), затем с равновесной кривой 6 и, 

наконец, с линией 0=α . С известной степенью точности, ошибка составляет 

несколько процентов, момент появления стационарных особых точек  и  

можно связать с касанием МГД-гиперболы 2 и кривой 8 (рис. 19 и 20). Касание 

происходит на линии Жуге (кривая 5). С помощью соотношений (2.11) и (2.13) 

легко найти точку пересечения параболы 0

1A 2A

=T  и кривой Жуге   
2

1 3/2 mU &Γ=    ,                  3/21 Γ=H   

Условие касания МГД-гиперболы и кривой 0=T  в данной точке приводит к 

неравенству, определяющему наличие стационарных особых точек  и , 1A 2A

                                                  2

3
2

27
8

m
E

&

Γ
<                                                        (2.24) 

Данное соотношение с учетом (2.17) можно переписать следующим образом  

                                      
3

2
2

2
2

5.0
27

8
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++< m

m
E &

&

β                                         (2.25) 
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Равенству в (2.25) отвечает кривая Е2 на рис. 28 в плоскости переменных 

( Em,& ) для значения параметра 15.0=β . Область, отвечающая неравенству 

(2.25), расположена ниже кривой Е2 и обозначена стрелками на рисунке. 

Таким образом, на плоскости ( Em,& ) условию существования точек  и 

 соответствует область значений расхода и электрического поля, 

расположенная в полосе между кривыми Е1 и Е2 на рис. 28. 

1A

2A

Следует заметить, что согласно имеющимся экспериментальным данным 

(см., например, [1,7-9,30,60-79]) значения расхода в плазменных ускорителях 

находятся в диапазоне 1 . Этому диапазону отвечают  рисунки 29, 30 и 31, 

на которых заштрихованные области, выпадающие из рассмотрения, 

соответствуют отрицательной степени ионизации в точке 

<m&

D  или близкой к ней 

точке . Иначе говоря, заштрихованные области соответствуют неравенствам, 

противоположным (2.22) или (2.23). Вне заштрихованной области значения 

параметров  и 

2D

m& E  допускают реализацию процесса ионизации с переходом 

скорости потока ионизующегося газа через местную газодинамическую 

скорость звука. 

                                     

Рис. 29.  Границы областей, характеризующие процесс ионизации, исключая 
запретную (заштрихованную) область, в которой ( ) 0, <DD UHα , для значения 

параметра 15.0=β  
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Рис. 29 отвечает значению безразмерного параметра 15.0=β  

( , ) и соответствующему набору исходных 

размерных параметров задачи, например, значениям , 

2/8 oo HPπβ = opo rcJH /2=

KT o
o 4000=

316105.2 −⋅= смno ,  , кАJ p 50= смL 20=  и 3/Lro = , использованным, в том 

числе, в расчете течения ионизующегося газа, представленном на рис. 16 и в 

[119]. Для данных параметров, согласно рисунку, стационарному течению 

ионизующегося газа с переходом через газодинамическую скорость звука и 

выходом в особые стационарные точки  и  соответствуют значения  и 1A 2A m& E  

в узкой полосе между кривой Е2 и заштрихованной областью. 

                                    

Рис. 30.  Границы областей, характеризующие процесс ионизации, исключая 
запретную (заштрихованную) область ( ( ) 0, <DD UHα ), для значения 

параметра 075.0=β  

 

Варьирование параметров ,   и  ведет, в частности, к изменению 

безразмерного параметра 

on oT pJ

β , равного отношению газового давления к 

магнитному. Уменьшение ,  и увеличение разрядного тока  приводит к on oT pJ
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уменьшению параметра β  и расширению области между кривой Е2 и 

заштрихованной областью, т.е. приводит к расширению области значений 

параметров   и m& E , для которых возможно существование структуры фронта 

ионизации с переходом скорости потока через газодинамическую скорость 

звука и выходом в стационарную особую точку на МГД-гиперболе. Рис. 30 

отвечает в два раза меньшим значениям  и соответственно KT o
o 2000=

075.0=β . Видно, что в этом случае существует достаточно обширная область 

параметров   и m& E , допускающая структуру фронта ионизации. Наоборот, 

увеличение ,  и уменьшение разрядного тока означает увеличение 

параметра 

on oT

β  и приводит к сокращению области значений параметров  и m& E , 

допускающих структуру фронта ионизации. На рис. 31, где 316104 −⋅= cмno  и 

24.0=β , такая область, допускающая структуру фронта, отсутствует для 

значений расхода .  3.0<m&

 

                                  

 

Рис. 31.  Границы областей, характеризующие процесс ионизации, исключая 
запретную (заштрихованную) область для величины 24.0=β  
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2.7. Выводы 

 
Разработан теоретический подход в изучении процессов в окрестности 

стационарного неравновесного фронта ионизации, формирующегося в канале 

квазистационарного плазменного ускорителя. Исследования выполнены в 

рамках системы МГД-уравнений, дополненных уравнением кинетики 

ионизации и рекомбинации. Проведен анализ особых точек системы уравнений, 

общее число которых равно шести с учетом полярности электродов и 

возможного изменения знака магнитного поля. Представлены поля 

направлений интегральных кривых для различных параметров задачи. 

Рассчитаны отдельные интегральные кривые, характеризующие переходы через 

газодинамическую скорость звука в особой точке, расположенной на границе 

дозвукового и сверхзвукового потоков.   

Выявлена структура фронта ионизации, отвечающая переходам из одного 

стационарного состояния в другое. При этом процесс ионизации начинается из 

стационарного состояния в дозвуковой области с нулевой степенью ионизации, 

отвечающей нейтральному газу, и завершается в сверхзвуковой области в 

стационарной особой точке МГД-уравнений, являющейся устойчивым узлом, в 

среде с отличной от нуля степенью ионизации.  

Допуская расширенную трактовку понятия структуры, процесс 

ионизации также можно рассматривать как переход из состояния 

ионизационного равновесия в дозвуковой области в состояние ионизационного 

равновесия в сверхзвуковой области. 

Сформулированы условия, отвечающие возможности осуществления  

процесса ионизации газа в канале ускорителя, а также условия, определяющие 

возможность перехода скорости потока ионизующегося газа через 

газодинамическую скорость звука и выхода в стационарные особые точки в 

пределах узкого фронта ионизации, наблюдаемого в расчетах и экспериментах. 
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ГЛАВА 3 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ СТАЦИОНАРНЫХ 

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЧЕНИЙ ПЛАЗМЫ В КСПУ 

  
С плазменными ускорителями связаны исследования ряда нетривиальных 

процессов. К ним относятся процесс ионизации, рассмотренный в первой и 

второй главах диссертации, а также приэлектродные процессы, которые 

препятствуют  достижению больших скоростей в плазменных ускорителях и 

устойчивому функционированию установок. Приэлектродные процессы 

приводят, в частности, к явлению кризиса тока [1], обусловленного эффектом 

Холла. Вследствие этого эффекта возникает недостаток ионов в прианодной 

области, появляются особенности в поведении плазменных токов в окрестности 

анода, и происходит срыв процесса ускорения. Для преодоления негативного 

воздействия эффекта Холла был осуществлен  переход к системам типа 

квазистационарного  плазменного  ускорителя (КСПУ), предложенного А.И. 

Морозовым в [5]. Эксперименты [7-9] в целом подтвердили идеи, на основе 

которых были сконструированы  плазменные ускорители данного типа.  

Особенностями полноблочного КСПУ являются наличие анодного и 

катодного трансформеров, а также двухступенчатая схема ускорения плазмы. 

Во введение отмечалось, что первая ступень КСПУ состоит из нескольких 

малых коаксиальных плазменных ускорителей (КПУ) со сплошными 

электродами или входных ионизационных камер (ВИК), в которых происходит 

ионизация, поступающего газа, и предварительное ускорение вещества. Во 

второй ступени осуществляется окончательный разгон плазмы. 

Приэлектродные процессы касаются не только второй ступени, а имеют самое 

непосредственное отношение к одноступенчатым системам КПУ, поскольку за 

фронтом ионизации плазмы также взаимодействует с электродами. 

Появление анодного и катодного трансформеров в КСПУ обусловлено 

необходимостью согласования электромагнитных полей в основном потоке и 

на поверхности электродов, что в итоге должно обеспечить перенос тока в 
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плазме и во внешней цепи. Анодный трансформер предназначен для 

устранения упомянутого кризиса тока. В работе [5] приведены примеры 

трансформеров, которые частично  реализованы в экспериментах [7-9,63-79].  

Основам теории аксиально симметричных течений посвящены обзоры 

[10,11] и монографии [1,12,26,58,236], в которых представлены методы 

исследования плазменных потоков в разных условиях. Одним из аналитических 

способов описания двумерных течений плазмы с помощью стационарных 

двухжидкостных уравнений магнитной газодинамики является метод плавных 

течений, развитый в работах [114,100-105,199,237], где построены конкретные 

примеры аксиально симметричных течений плазмы, определены профили 

электродов и исследованы разные режимы токопереноса.   

Следует заметить, что в объеме анодных трансформеров не 

предусмотрено ускорение плазмы вдоль канала. Поэтому подача плазмы в 

основной канал происходит при малых скоростях, характерных для входной 

части КСПУ. В этом случае образуется область анодного подпотока, на границе 

которой с основным потоком может возникнуть тангенциальный разрыв. 

Наряду с другими факторами, это может приводить к отклонению токов от 

преимущественно радиального направления, необходимого для эффективного 

ускорения. Аналитическое решение задачи о двумерном течении плазмы с 

прианодным потоком в канале медленно меняющегося сечения найдено в [104], 

где исследована возможность плавной стыковки анодного подпотока с 

основным потоком КПУ. Данное теоретическое исследование показало, что 

существует возможность разработки трехэлектродной системы с азимутальным 

магнитным полем, которая обеспечивает согласование анодного и основного 

потоков. Правда, выходная часть среднего электрода будет подвержена 

воздействию высокоскоростного потока. Трехэлектродная система была 

реализована в экспериментах [85], в которых кризис тока не наблюдался.   

Новые возможности в исследовании течений плазмы, в том числе при 

согласовании анодного подпотока и потока плазмы в основном канале КСПУ, 
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открываются при наличии продольного магнитного поля ( )rz HH >> , влияние 

которого можно исследовать наряду с азимутальным полем , традиционно 

участвовавшим в большинстве прежних аналитических и численных моделей. 

Возникновение продольного поля в канале КПУ может быть обусловлено, 

например, токами во внешних катушках [74]. 

ϕH

В работах [100-102] аналитически выявлено влияние продольного 

магнитного поля на двумерные аксиально симметричные течения 

двухкомпонентной плазмы. Исследования проведены в рамках приближения 

плавного канала для уравнений идеальной двухжидкостной магнитной 

газодинамики. Продольное поле естественным образом усложняет течение, 

например, приводит к вращению ионной и электронной компонент плазмы 

вокруг оси системы. Анализ важнейших свойств плазменных потоков показал, 

что благодаря продольному  полю можно существенно уменьшить влияние 

эффекта Холла и область прианодного потока.  

 

3.1. Уравнения идеальной двухжидкостной магнитной газодинамики 

Для стационарных течений водородной плазмы система уравнений идеальной 

двухжидкостной магнитной газодинамики, пренебрегая током смещения, 

может быть записана в следующем виде:  

                      ;          0=iinvid V 0=eenvid V                                        

              ( ) [ ]( )HVEVV iiiiiii nePnm ++−∇=∇                                            

             ( ) [ ]( )HVEVV eeeeeee nePnm +−−∇=∇                                      (3.1)   

                      ;           ( iiii SnPP ,= ) ( ) 0=∇ ii SV        

                      ;           ( eeee SnPP ,= ) ( ) 0=∇ ee SV        

    ( )eeii nn
cc

tor VVjH −==
ππ 44   ;            0=Hvid    

              Φ−∇=E   ;             ( )ei nnevid −= π4E               

Инерцией электронов в (3.1) можно пренебречь, поскольку . ie mm <<
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Данную систему уравнений для электромагнитного поля, концентраций и 

скоростей   соответственно ионной и электронной компонент плазмы 

можно переписать в безразмерной форме, следуя работам [114,100-105] и 

определяя явную зависимость от безразмерных параметров, участвующих в 

постановке задачи. Как и ранее (см. раздел 1.2), в качестве исходных размерных 

единиц выступают характерные на входе в канал значения концентрации  

ei VV ,

( oioo nmn = )ρ , температуры , длины канала плазменного ускорителя либо 

его части 

oT

L , а также напряженности азимутальной составляющей магнитного 

поля , связанной с разрядным током в системе   соотношением 

, где  - характерный радиус канала на входе. 

Безразмерными параметрами в данном случае являются локальный параметр 

обмена 

oH pJ

op
o

o RcJHH /2== ϕ oR

o
i
n

m
Le

c
π

ξ
4

= , характеризующий роль эффекта Холла в 

двухжидкостной модели, а также отношение газового и магнитного давлений 

на входе , где  2/8 oo HPπβ = ooBo TnkP 2= . 

Кроме того, плазму можно считать квазинейтральной ρ=== nnn ei , 

учитывая характерные параметры потоков. В результате приходим к 

следующей системе уравнений для безразмерных переменных: 

           0=ivid Vρ    (а)   ;             0=evid Vρ      (б)                                   (3.2) 

                  ( ) [( HVEVV iiii P ++−∇=∇
ξ

] )ρρ                                                 (3.3) 

                           [( HVE eeP +−−∇=
ξ

] )ρ0                                                        (3.4) 

           ( eitor VVjH −==
ξ

)ρ     (а) ;            0=Hvid   (б)                            (3.5) 

                                             Φ−∇=E                                                                    (3.6) 

Вместо уравнения энергии предполагается изэнтропичность обеих компонент      

                    constPS ii == γρ/   ;                  constPS ee == γρ/  
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3.2. Уравнения для функций потока и законы сохранения   

В случае аксиальной симметрии течения, а это следует из экспериментов, 

уравнения (3.2-а, б) и (3.5-б) позволяют ввести функции потока частиц 

ei ψψ , и  функцию магнитного потока ψ   так, что 

              ( )
z

Vr ei
eir ∂

∂
−= ,

,
ψ

ρ  ,            ( )
r

Vr ei
eiz ∂

∂
= ,

,
ψ

ρ                         (3.7) 

                       
z

Hr r ∂
∂

−=
ψ   ,                          

r
Hr z ∂

∂
=

ψ   ,                             (3.8) 

и уравнения непрерывности (3.2) и (3.5б) удовлетворяются тождественно. 

Следуя [10] , уравнения (3.2) – (3.6) несложно частично проинтегрировать и 

переписать в форме законов сохранения. Для этого введем функции Бернулли 

               ,                 ξ/2/2 Φ++= iii WVU ξ/Φ−= ee WU ,                         (3.9) 

где с учетом изэнтропичности течения и термодинамического соотношения 

STWP ∇−∇=∇ ρ/   энтальпии компонент  ρ/,, ∫= eiei PdW   являются 

известными функциями плотности. Уравнения движения (3.3) и (3.4), учитывая 

векторное соотношение ( ) [ ]VVVV rotV −∇=∇ 2/2 , можно записать в виде  

         ( ) ξ/*HV ×=∇ iiU  ,                  ( ) ξ/HV ×−=∇ eeU  ,                       (3.10)           

где ( )iVHH ×∇+= ξ*   - эффективное магнитное поле. Введя моменты 

                             ,                      i
i VrD ϕξψ += ψ=eD  ,                                (3.11) 

из ϕ -компонент (3.10) следуют законы сохранения: ( )iii DD ψ= , ( )eee DD ψ= . 

Помножая уравнения (3.10) скалярно соответственно на  и , с учетом (3.7) 

и (3.9) получим, что соответствующие якобианы равны нулю 

iV eV

( )
( ) 0

,
,

=
zrD

UD ii ψ   ,                     ( )
( ) 0

,
,

=
zrD

UD ee ψ . 

Это означает, что функции связаны соотношениями ( )eieiei UU ,,, ψ= , т.е. полная 

энергия ионов и электронов сохраняется вдоль их траекторий движения.  

 В результате преобразований получим систему механических уравнений: 
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    ( ) ( ) Φ++
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
ξ

ψ
ρ

ψ
ρ

ψ ϕ
111

2
1 222

i
iii

ii WV
rrzr

U                      (3.12) 

                            ( ) ξψ /Φ−= eee WU                                                                 (3.13) 

                 (а) ;               ( ) i
ii VrD ϕξψψ += ( ) ψψ =eeD    (б)                          (3.14) 

    I
i

I
i

i
ii U

r
DV

r
H

rrrzrzr
ξ

ρ
ψ

ρ
ψ

ρρ
ξ ϕϕ =+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ 11                (3.15) 

                           ,                                        (3.16) I
e

I
e

e UrDVrH ξρ ϕϕ −=+− //

где    ;    . eiei
I

ei dUdU ,,, / ψ= eiei
I

ei dDdD ,,, / ψ=

 Эти уравнения следует дополнить уравнениями Максвелла. Учитывая 

(3.7) и (3.8), ϕ  - компонента, а также r  (или ) - компоненты уравнения (3.5-а), 

приводят к  соотношениям: 

z

                       ( )ei VVr
zrrr

r ϕϕξ
ρψψ

−−=
∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

2

21                                   (3.17) 

                                    eiHr ψψξ ϕ −=                                                               (3.18) 

 Система уравнений (3.12) – (3.18), с точностью до использования 

безразмерных переменных и пренебрежения массой электронов по сравнению с 

массой ионов, аналогична системе уравнений, представленной в обзоре [10]. 

Данные уравнения для  8-ми неизвестных  ψ ,  iψ  , eψ  , ρ , ,  ,   ,  iVϕ
eVϕ ϕH Φ   

содержат  четыре функции ( )iiU ψ , ( )eeU ψ , ( )iiD ψ , ( eeD )ψ ,  которые в общем 

случае могут быть заданы произвольно или в соответствии с известными 

свойствами потоков плазмы.  

 

3.2.1. Изомагнитные и  изобернуллиевые течения   

Уравнение (3.16) отвечает вмороженности магнитного поля в электронную 

компоненту и уточняет известный закон сохранения, согласно которому 

параметр вмороженности constrH =ρϕ /  не зависит от траекторий conste =ψ  
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для одножидкостной МГД в случае осевой симметрии. В двухжидкостной 

магнитной газодинамики течение называется изомагнитным [1,10], если 

 в (3.16) при  . Для изомагнитных течений  имеем constU I
e = 0=eVϕ

                                         ee kU ψ=                                                           (3.19) 

где . Кроме того, будем полагать, что течение является 

изобернуллиевым. Иными словами, интеграл Бернулли также не зависит от 

траектории. Это означает, что функция 

constUk I
e ==

( )iiU ψ  задается следующим образом 

                                      ioi kUU ψ−=                                                       (3.20) 

Действительно, сложив уравнения (3.12)-(3.13) и исключая потенциал Φ , с 

учетом (3.18)-(3.20) запишем интеграл Бернулли в форме [100-102] 

                                                                              (3.21) oi UHrkWV =++ ϕξ2/2

Здесь  и . Из (3.21) после несложных преобразований с 

помощью (3.16), где  согласно (3.7),(3.8) и (3.14-б), вытекает 

ei WWW += constUo =

e
zz

I
e VHD ρ/=

                                       oe
z

e
z

i U
V

VHHH
WV =−++

ρρ
ϕϕϕ

2
2

2
1  

Такой вид имеет уравнение Бернулли при наличии продольного поля в 

одножидкостном случае, когда VVV == ei . В отсутствии продольного поля 

 уравнение Бернулли принимает обычную форму  0=zH

                                                      oUHPV =+∇∫+ ρρ ϕ //2/ 22

Обобщенный интеграл Бернулли, являющийся законом сохранения энергии 

вдоль траекторий, содержит три слагаемых, отвечающих трем видам энергии: 

кинетической, тепловой и магнитной. В ускорительных режимах максимальная 

скорость достигается при переходе всей тепловой и магнитной энергии на 

входе в кинетическую энергию потока плазмы, вытекающего из ускорителя. В 

компрессионных режимах на выходе из ускорителя поток плазмы сходится на 

оси системы, и кинетическая энергия переходит в тепловую.  
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3.2.2. Приближение холодной плазмы   

Если продольное поле и вращение плазмы отсутствуют, то исходная система 

уравнений для двухкомпонентной плазмы сводится к квадратурам в случае 

изомагнитного течения ( ) constU e
I

e =ψ  и в приближении холодной плазмы 

энтальпия 0  . Исследования, представленные, например, в [103] при =W 0≠β  

и 0 , позволили, в частности, рассмотреть течения с выходом на ось 

системы и показали слабую зависимость переменных в канале от безразмерного 

параметра 

≠W

β . Заметим, что для плазменных ускорителей имеем 1<<β , т.е. 

магнитное давление существенно больше газового. Поэтому в течениях, не 

выходящих на ось системы, оправдан переход к случаю 0=β  или 

использование приближения холодной плазмы.  

Решение системы уравнений (3.12) – (3.18) и построение конкретных 

примеров в рамках упомянутых приближений представляет интерес как при 

наличии единственной азимутальной компоненты магнитного поля (см., 

например, [114,103-105]), так и в общем случае в присутствии дополнительного 

продольного магнитного поля и возникающего вращения плазмы (см., [100-

102]) для различных режимов токопереноса.  

    

3.3. Режимы ионного и электронного токопереноса 

Качественный анализ динамики плазмы проведем вначале для коаксиальных 

плазменных ускорителей с азимутальным магнитным полем. Движение 

электронов  происходит практически по эквипотенциальным поверхностям,  с 

точностью до малой величины  в соотношение (3.13). Это означает, что в 

отсутствии диссипативных процессов, обусловленных в первую очередь 

конечной проводимостью среды и магнитной вязкостью в уравнении диффузии 

магнитного поля (см., например, (1.6) или (1.16)), в коаксиальных системах с 

непроницаемыми, сплошными и эквипотенциальными электродами не может 

осуществляться регулярное прохождение электронов через объем плазмы 

между электродами. Возможно несколько способов решения данной проблемы. 

eW
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Можно перейти к неэквипотенциальным или секционированным электродам. 

Такой подход, отвечающий режиму электронного токопереноса, трудно 

реализовать на практике в экспериментальных исследованиях. Другой более 

радикальный выход из положения состоит в том, чтобы отказаться от переноса 

тока с помощью электронов и организовать процесс переноса тока на основе 

ионов. В этом случае речь идет о режиме ионного токопереноса, который и был 

реализован в экспериментах (см., например, [1,7-9,13,63-79]). 

Для наглядности различные режимы токопереноса можно рассмотреть с 

помощью диаграмм или эпюр ускорителей, представленных на рис. 32. 

Ускорительный канал схематично можно изобразить в виде прямоугольника, 

считая для определенности, что внешний электрод является анодом, а 

внутренний - катодом. Левые и правые стороны прямоугольника соответствуют 

входу и выходу канала ускорителя. Штриховые линии на рис. 32 отвечают 

движению электронной компоненты conste =ψ  и в случае холодной плазмы 

совпадают с эквипотенциалями. Скорости электронной и ионной компонент 

плазмы различны. В режиме ионного токопереноса траектории ионов 

consti =ψ  представлены на рис. 32а наклонными линиями. Очевидно, что в 

данном режиме течения предполагается подача вещества через проницаемую 

эквипотенциальную поверхность анода. В некоторых установках КСПУ [7-8,63-

67] режим ионного токопереноса реализован с помощью анодных блоков - 

трансформеров. В более простых вариантах реализации ионного токопереноса 

(см., например, [9,68-79])  анод представляет собой набор стержней.  

Режим электронного токопереноса схематично изображен на рис. 32б.  

Здесь сплошные линии также отвечают движению ионной компоненты 

consti =ψ , а наклонные штриховые линии соответствуют траекториям 

электронов conste =ψ  и расположению эквипотенциалей. Видно, что в этом 

случае электроды должны быть неэквипотенциальными и их следует 

соответствующим образом секционировать. В обоих режимах ускорение ионов 

связано с их перемещением в область с более низким потенциалом. 
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                  а)                            б) 

     

Рис. 32.  Эпюры ускорительного канала для а) ионного и б) электронного 
токопереноса 

Различают два типа эпюр, которые принято называть 

гидродинамическими и холловскими. В первом случае основная часть 

электронов, входящих в ускоритель, выходит из него вместе с ионами при 

условии, что угол между линиями consti =ψ  и conste =ψ  не слишком 

большой. Во втором случае электроны, входящие в ускоритель, полностью 

высаживаются на анод, и дальнейшая компенсация объемного заряда 

происходит за счет электронов, выходящих из катода. При этом значение 

параметра вмороженности ρϕ rH /  может меняться вдоль канала ускорителя. 

Переход от одного типа эпюр к другому характеризуется интегральным 

параметром обмена или параметром Морозова 

                                     mpMo JJ &/=ξ  ,                                                    (3.22) 

где расход вещества  выражен в токовых единицах ∫=
a

к

r

r
z rdrVm ρπ2&

i
m m

meJ &
& = . 

 При наличии внешнего магнитного поля, дополнительного к 

азимутальному полю, т.е. в присутствии всех трех компонент магнитного поля, 

картина процессов принципиально не меняется. В этом случае электроны 

движутся, с одной стороны, вдоль магнитных силовых линий согласно 

уравнению (3.14-б), с другой стороны, их движение происходит практически по 
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эквипотенциальным поверхностям, учитывая соотношение (3.13),  где 

величиной  можно пренебречь. Соответственно магнитные силовые линии 

одновременно являются и эквипотенциалями. 

eW

 
3.4. Течения плазмы в каналах медленно меняющегося сечения 

В основе данного приближения [10] лежит предположение о том, что площадь 

сечения канала медленно меняется вдоль оси и течение слабо зависит от 

координаты  . Пусть искомые функции имеют вид z ( zrf )ε, , где ε  - малый 

параметр. Тогда справедливы следующие оценки ε~
z
f

∂
∂ , 2

2

2

2
~~ ε⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂
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f

z
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Система уравнений  (3.12) – (3.18) не содержит  членов, линейных 

относительно z∂∂ / . Пренебрегая в уравнениях членами, квадратичными по ε , 

можно избавиться от производных по  и получить фактически систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений, которые содержат производные 

только по одной независимой переменной  

z

r  . Используем для уравнений (3.12) 

– (3.18) приближение “плавных” течений, отбросив в них члены, содержащие 

производные по . Кроме того, исключим из уравнений потенциал  с 

помощью (3.13) и скорость электронов  V , которая согласно (3.17) равна 

z Ф
e

ϕ

                                      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+=
rrr

VV ie ψ
ρ
ξ

ϕϕ
1                                          (3.23)  

Комбинируя полученные соотношения, придем в результате к следующим  

уравнениям для   6  неизвестных  ψ ,  iψ ,  eψ , ρ ,  ,   iVϕ ϕH
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Данные соотношения [100-102] необходимо дополнить уравнениями 

(3.14-а) и (3.14-б), в которых согласно (3.18) ϕξψψ Hrie −=  . Функции  

( iiD )ψ  и ( eeD )ψ  в (3.14) будут заданы в соответствии с логикой дальнейших 

построений, используя известные свойства течений и значения переменных на 

границах канала. 

 Следует заметить, что уравнение (3.25) можно представить как уравнение 

радиального равновесия [100-102] 

                              
( )

r
H

r
VHH

P
r

i
z

2222

22
ϕϕϕ ρ

−=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎛
++

∂
∂  ,                          (3.27) 

которое следует из определения энтальпии и (3.8). Видно, что давление зависит 

от радиуса и вращения плазмы. Аналогичные свойства и влияние вращения на 

интегральные эффекты выявлены в плазменном шнуре (см., например, [238]). 

 

3.5. Динамика холодной плазмы с азимутальным магнитным полем 

Поиск аналитических решений задачи о динамике плазмы сильно упрощаются 

для традиционных коаксиальных ускорителей с азимутальным магнитным 

полем в отсутствии дополнительного продольного поля, когда 0=ψ ,  V , 

, 

0=i
ϕ

0=eVϕ ( ) 0=iiD ψ  и ( ) 0=eeD ψ  в уравнениях (3.12) – (3.18). В этом случае 

решения, найденные для различных условий, и соответствующие конкретные 

примеры двумерных осесимметричных течений (см., например, [102-104,114]) 

позволяют наглядно представить основные процессы, исследовать свойства 

потоков, аналитически определить форму электродов, отвечающих 

возможности формирования трансзвуковых потоков в канале ускорителя.  

Если продольное поле отсутствует, уравнения  (3.25) и (3.26) имеют вид:  

                                   0=
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∂
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В предшествующих исследованиях [103,104,114] уравнение (3.28) было 

получено в результате интегрирования изначально упрощенной системы 

уравнений (3.12)- (3.18) в отсутствии продольного магнитного поля. В данном 

случае видно, что соотношение (3.28) является следствием общего уравнения 

(3.25). Кроме того, в указанных работах использовался показатель адиабаты 

2=γ , вместо 3/5=γ . При этом энтальпия линейно зависит от плотности 

( ) ργρβγ γ ~1/1 −= −W . Это упростило интегрирование уравнения (3.28).  

Следуя работам [100-102], рассмотрим изомагнитные течения холодной 

плазмы с учетом (3.19) и 0=β . Тогда из уравнений (3.28), (3.29) следует, что  

            ,              ( ) ( ) rkzCrzH ξϕ /, 1= ( ) ( ) 222
1 /, rkzCrz ξρ = ,                  (3.30)  

где постоянная интегрирования ( )zC1  может быть произвольной медленно 

меняющейся функцией от . Данные зависимости плотности и поля от 

координат содержат особенность при 0

z

→r , что не имеет принципиального 

значения для течений  в промежутке между электродами при  0≠r . 

 Согласно (3.29) параметр вмороженности  равен orskrH // == ξρϕ , 

где  - радиус точки на входе в канал,  в которой or 1=ϕH , 1=ρ , 1±=s   в 

зависимости от полярности внутреннего электрода. Из (3.24) получим  
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т.е. продольная скорость   в рассматриваемом приближении не зависит от 

переменной 

i
zV

r . Константу  в (3.24) удобно определить на входе в точке 

, : . Интегрирование (3.31) с учетом (3.30) дает 

oU

0=z orr = ( ) 12/02 += oo VU

                                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zCrzCzVrrz ooi 21
2 ln, +=ψ  ,                             (3.32)  

где    - вторая произвольная "плавная" функция от  . Остальные функции  ( )zC2 z

eψ  и  Φ  легко находятся из уравнений (3.18), (3.13) и (3.19) при  0=eW   

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ooo rzCsrzCzVrszCrz /ln, 211 −−=Φ ξ                       (3.33) 



 122

 Динамику плазмы в ускорителях можно исследовать в разных режимах 

токопереноса. В режиме электронного токопереноса траектории ионной 

компоненты плазмы  consti =ψ   лежат на поверхности непроницаемых 

электродов: катода   и анода ( )zr k ( )zr a . При этом,  электроды оказываются не 

эквипотенциальными. Наоборот, в режиме ионного токопереноса электроды  

представляют собой эквипотенциальные поверхности. В этом случае они 

должны быть прозрачными для плазмы, поступающей сквозь них в канал. Как 

уже отмечалось, в основе большинства экспериментов [7-9,63-79] и 

соответственно моделей [6,100-105,114] лежит ионный токоперенос. 

 Окончательный выбор функций ( )zC1  и ( )zC2  в соотношениях (3.31) - 

(3.33) производится в зависимости от конкретных деталей постановки задачи. 

Например, можно задать профили электродов ( )zr k ,  и потребовать, 

чтобы они были непроницаемыми для ионов (

( )zr a

consti =ψ ) или сделать их 

эквипотенциальными ( const=Φ ) в зависимости от рассматриваемого режима 

токопереноса. Любое из этих условий однозначно определяет функции  ( )zC1 , 

 и позволяет исследовать динамику плазмы в промежутке между 

заданными электродами. Такой подход, реализованный в [105] в рамках 

приближения плавного канала, предопределяет возникновение нерегулярных 

течений, поскольку форма электродов задается произвольно. 

( )zC2

 Другой подход позволяет определить геометрию ускорительного канала, 

которая обеспечивает формирование трансзвуковых потоков плазмы. При этом 

следует задать форму одного из электродов и ионную скорость ( )zVV o
i

z = , 

которая согласно (3.31) не зависит от радиуса r . Условие того, что электроды 

являются линиями уровня одной из функций iψ  или   в зависимости от  

режима токопереноса, однозначно определяет геометрию канала. Такой подход 

реализован в работах  [100-104,114] в разных режимах токопереноса.  

Φ

 В данной случае рассмотрим течение холодной плазмы в режиме ионного 

токопереноса. Предположим, что задан профиль анода, т.е.  - известная ( )zr a
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функция. В экспериментах, как правило, анод – это внешний электрод, 

отвечающей цилиндрической поверхности ( ) constzr a = . В режиме ионного 

токопереноса коаксиальные электроды, в частности, анод являются 

эквипотенциальными поверхностями. Потенциал анода без ограничения 

общности можно считать равным нулю ( )( ) 0, ==Φ zrrz a . Определив с 

помощью этого соотношения функцию ( )zC2  в (3.33), окончательно получим 

                           ( ) ( ) ( ) ( )⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=Φ

zr
rzCzVrsrz

a
oo ln, 1                                        (3.34) 

                            ( ) ( )rzrsrz oe ,, Φ−=ψ                                                             (3.35) 

                            ( ) ( ) ( rz
r
rsrzrz

o
ei ,,,

2
ρξψ )ψ +=                                            (3.36) 

 Таким образом, считая заданными функцию  и форму одного из 

электродов, например, анода 

( )zVo

( ) constrzr oa == , можно определить форму 

второго электрода и исследовать возникающее течение. На рис. 33 представлен 

соответствующий пример. Здесь изображены а) эквипотенциали, б) 

электрический ток j (линии уровня функции ), в) линии уровня функции ϕHr

iψ  или ионные траектории ( consti =ψ ),  г) векторное поле скоростей ионной 

компоненты ( )i
z

i
ri VV ,0,=V  в проекции на ( )zr,  плоскость, д) двумерное 

распределение плотности или линии уровня функции ( rz, )ρ , а также 

векторное поле скоростей электронной  компоненты  плазмы  ( )e
z

e
re VV ,0,=V  . 

Масштаб векторов определяется характерной скоростью ooo HV ρπ4/= , 

указанной на рис. 33г. Электронные траектории conste =ψ  согласно (3.34)  

совпадают с эквипотенциалями const=Φ . В данном варианте течения 

двухкомпонентной плазмы функция ( )zVo  задана отрезком синусоиды и 

монотонно возрастает от значения  ( )0oV  на входе в канал до значения ( )1oV  на 

выходе. При этом коэффициент ускорения равен ( ) ( )0/1 oo VVK = . 
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      Рис. 33. Трансзвуковое течение плазмы в канале  

            медленно меняющегося сечения в отсутствии продольного поля 

 

Рис. 33 отвечает значениям безразмерных параметров: 0=β , 02.0=ξ , 

10=K ,  и, например, следующему набору соответствующих 

размерных параметров [100]: 

41.0/ == LRr ao

pi mm 5.2= , скорость на выходе из ускорителя - 

, единица скорости - , длина 

канала - 

( ) cсмVVV ooZ /105.11 8
1 ⋅=⋅== cсмVo /101.1 8⋅=

смL 60= , радиус анода - смR a 25= ,  радиус катода на выходе из 

канала - , разрядный ток в системе - ,  расход 

вещества , выраженный в токовых единицах - 

( ) смLrR kk 61 =⋅= MaJ p 3=

( сгm /& ) MammeJ im 10/ == && , 
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характерная концентрация плазмы на ходе - , единица 

магнитного поля - , единица потенциала - 

315109.0 −⋅= смno

кэНo 24= квo 5.26=Φ  . В данном 

примере потенциал катода в безразмерных единицах равен  , 

а интегральный параметр обмена - 

066.01 −=Φ=Φ кк

3.0/ == mpMo JJ &ξ . 

 Пунктиром на рис. 33в изображена ионная траектория, берущая свое 

начало с анода при 0 . Эта кривая =z ( )zrr *=  является границей раздела 

основного потока и анодного подпотока, втекающего в основной канал со 

стороны анода. Значения функции ( )zr* при любом  вычисляются с помощью  

уравнения 

z

( )( ) **, ii zrrz ψψ == , где  согласно (3.36). В свою 

очередь электронные траектории совпадают с эквипотенциалями, которые 

отвечают поверхности анода 

oi rs ξψ =*

( ) oa rzrr == . Линии  и orr = ( )zrr *=  можно 

рассматривать соответственно как электронную и ионную траектории, 

начинающиеся в общей точке 0=z , orr = . Расхождение этих траекторий за 

счет эффекта Холла определяет область анодного потока. 

 В средней части канала скорость потока переходит через местную 

скорость магнитозвуковой волны, т.е. через скорость сигнала (1.23). Этому 

переходу в трансзвуковом потоке соответствует пунктир на рис. 33а. 

  

 
 

Рис. 34. Распределение плотности вдоль анода в отсутствии (штриховая кривая) 
и при наличии (сплошная кривая) продольного магнитного поля. 
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На рис. 34 штриховая кривая соответствует распределению плотности ρ  

вдоль анода при  . Данные значения orr = ρ  и функции  характеризуют 

параметры плазмы, необходимые для организации режима идеального ионного 

токопереноса, предполагающего согласованную подачу через прозрачный 

эквипотенциальный анод, в данном случае, при наличии единственной 

азимутальной компоненты магнитного поля и в отсутствии продольного поля. 

( )zVo

 
3.6. Постановка задачи при наличии продольного магнитного поля  

Следуя [100-102], в качестве основы для исследования влияния продольного 

магнитного поля на осесимметричные течения плазмы с азимутальным полем 

возьмем построенный в предыдущем разделе пример течения холодной плазмы.  

 Будем считать, что геометрия канала задана профилями электродов ( )zr k  

и , приведенными на рис. 33, соответствует возможности трансзвукового 

течения, и внешний электрод является анодом. Значения параметров плазмы на 

входе в канал такие же, как в отсутствии продольного поля и вращения  

плазмы, т.е. при 0  имеем, в частности, , 

( )zr a

=z 0== ei VV ϕϕ constrHr o =−=ϕ .  

Теперь предположим, что в системе присутствует продольное магнитное 

поле 0 , созданное, например, с помощью внешних катушек с током. 

Тогда из (3.25) при 0  на входе в канал получим, что   

≠zH

=W

                               ( ) constH
rr

rzH o
zz ==

∂
∂

==
ψ1,0                                      (3.37) 

Следовательно, необходимо задать величину продольного поля на входе , 

которая не зависит от радиуса 

o
zH

r  . Проинтегрировав (3.37), найдем   

                                                                                      (3.38) ( ) 2/,0 2rHrz o
z==ψ

В силу  (3.35) и (3.34) при  ( ) oa rzr =  имеем ( ) ( )oooe rrrCrz /ln,0 2==ψ ,         

где . Исключая с помощью данного соотношения переменную ( )0oo VC = r  в 

(3.38), найдем ( eeD )ψ  в (3.14-б) при 0=z  
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                             ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== 2

2 2exp
2
1

oo

e
o

o
zee

rC
rHD ψψψ                                    (3.39) 

Далее вычислим функцию ( )iiD ψ  на входе. Согласно (3.14–а) и (3.18) имеем  

       ( )( ) ( rzrzD ii ,0,0 === )ψψ   ;         ( ) ( )ooooi rrrCrrz /ln,0 2+−== ξψ  

Исключив из последнего соотношения и (3.38) переменную r , можно 

представить функцию ( iiD )ψ  при 0=z  в виде 

                              ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
= 2

2 2exp
2
1

oo

oi
o

o
zii

rC
rrHD ξψψ                                    (3.40)  

Используя параметры на входе, интегральные моменты  и  определяются 

только как функции  соответственно 

iD eD

iψ  и eψ  . Задав функции ( iiD )ψ  и ( )eeD ψ  

на входе, тем самым определим эти функции во всем объеме канала ускорителя 

с помощью (3.14–а) и (3.40) для ( )iiD ψ , а с помощью (3.14–б) и (3.39) для 

( eeD )ψ . При этом соотношение (3.39) устанавливает взаимно однозначное 

соответствие между функциями ψ  и eψ , а уравнения (3.14) и (3.40) с учетом 

(3.18) и (3.39) позволяют определить  как функцию iVϕ ψ  и  ϕH

                           
( )

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
= 1

2
exp 2

oo

oi

rC

rHr
r

V ϕ
ϕ

ξ
ξ
ψ                                         (3.41) 

Установленные связи (3.39) и (3.41) сокращают число независимых функций. 

Обратимся к системе уравнений (3.24)–(3.26), которую необходимо 

дополнить полученными соотношениями. Исключим плотность ρ  и функцию 

потока iψ . В итоге останется две независимые функции  и ϕH ψ  (или eψ ).  

Комбинируя соотношения, получим  

                               ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
∂

∂ 2
2

1

i
I

e VAH
A

D
r ϕϕ ξ
ψ

                                       (3.42) 

                      ( ) 2
12

1 iI
e V

r
Hr

A
rrr

DA ϕ
ϕψ
=

∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂  ,                            (3.43) 
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где , rkDVA I
e

i ξϕ +=1 ( ) 2/12
2 22 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−= ϕϕ ξ HrkVUrA i
o , и уравнения 

содержат только две независимые функции ψ  ,   и  производные от них.   ϕH

 Заметим, что в силу (3.13) и (3.19) при 0=eW  функция потока eψ  

связана с потенциалом  простой  линейной зависимостью  Φ

                                                  ke ξψ /Φ−=                                                 (3.44) 

где в силу выбранной полярности электродов параметр ’’вмороженности’’  

равен  ork /1−=ξ . В экспериментах легко определяемой величиной является 

разность потенциалов между электродами ΔΦ . Поэтому естественно считать, 

что известны значения потенциалов на электродах. В связи с этим для 

последующей постановки граничных условий удобно перейти от переменной 

ψ  в системе (3.42)-(3.43) к функции eψ  с учетом (3.39).  

 Путем последовательных преобразований приходим к системе из двух 

дифференциальных уравнений первого порядка [100-102]  

                                          ( )ϕψψ HrF
r e
e ,,1=

∂
∂                                              (3.45) 

                                        ( ϕ
ϕ ψ HrF

r
Hr

e ,,2=
∂

∂ ) ,                                        (3.46)    

где    ;     4
2

1 θoo rCF = 762 / θθ=F ;     ( ) 2/12
1 /22 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−= o
i

o rHrVU ϕϕθ   

( ) 2
12

iVHr ϕϕ ξθθ −= ;                  rrCV oo
i −= ϕψθ 23

324 / θθθ = ;                15 /2 θξθ ϕHr+=  

( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣

⎡ −+−−+=
2

5424
2

413
22

6 /122284/ i
o

ii
oo VrCVVrC ϕϕϕ θθθθψψθθθθ  

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎡
+−++= i

oo
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o
V

rrC
D
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ϕ
ϕ θθψ
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θψ
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Здесь функции ψ  (или eψ ),  и  определяются с помощью соотношений  

(3.39), (3.40) и (3.41).  

iVϕ iD

 Анализ дифференциальных уравнений (3.45) и (3.46) показывает, что в 

предельном случае  или 00→o
zH →ψ  осуществляется переход к 

рассмотренному ранее течению двухкомпонентной плазмы при .  0=o
zH

 Для решения системы (3.45)-(3.46) при 0  можно было бы задать на 

одном из электродов 

≠o
zH

( )zrr a=  или ( )zrr к=  значения двух величин eψ  и . 

Однако величина азимутального магнитного поля  априори неизвестна. В 

тоже время значения 

ϕH

ϕH

eψ  можно определить на обоих электродах. Тогда задав 

значение eψ  на одном из электродов, методом ”пристрелки” по величине eψ  

на другом электроде можно вычислить распределение  и всех искомых 

величин по радиусу в любом сечении канала.  

ϕH

Если разность потенциалов между электродами ΔΦ  известна, не нарушая 

общности постановки задачи, потенциал анода можно считать равным нулю 

. Это условие было использовано выше при определении геометрии 

канала и течения в случае 0 , где потенциал катода равен . Зная 

потенциалы электродов, с учетом (3.44) найдем значения 

0=Φa

=o
zH 1

кк Φ=Φ

eψ  на электродах 

                   ;            ( )( ) a
eae zrrz ψψ ==, ( )( ) к

eкe zrrz ψψ ==,   ,                 (3.47) 

 где , . 0=a
eψ кo

к
e r Φ=ψ

 Таким образом, полная постановка задачи для системы 

дифференциальных уравнений (3.45)-(3.46) включает граничные условия, 

например, в виде (3.47). Основными параметрами задачи, помимо значений 

потенциалов катода  и анода кΦ aΦ  или соответственно значений к
eψ  и    a

eψ  

на электродах с заданными профилями ( )zrr к=  и ,  являются 

параметр обмена  

( )zrr a=

ξ  и значение продольного магнитного поля на входе  .   o
zH
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3.7. Течение плазмы при наличии продольного магнитного поля 

Решение поставленной задачи основано на использовании любого из 

множества известных численных методов, предназначенных для расчета 

системы дифференциальных уравнений первого порядка при заданных 

начальных данных. Поэтому при любом  для известной величины  

 на катоде в процессе расчетов реализован поиск тех 

значений 

z

( )( ) к
eкe zrz ψψ =,

( )( )zrzHr к,ϕ , для которых на аноде   Можно 

показать [100], что результаты решения задачи не зависят от знака продольного 

поля. В связи с этим будем задавать 0 . Напомним, что единицей 

магнитного поля, в том числе продольного, является характерное значение 

азимутального поля . 

( )( ) a
eae zrz ψψ =, .

>o
zH

oH

При достаточно больших значениях продольного магнитного поля 

 решение задачи не было найдено для данной геометрии и любых  

значений потенциала катода 

15.0>o
zH

кΦ . Для значений  и разности 

потенциалов , отвечающей случаю 0 , отсутствует 

трансзвуковое течение. При любом  существует единственное 

значение , при котором осуществляется трансзвуковой режим, причем 

15.0≤o
zH

1
кΦ−=ΦΔ =o

zH

15.00 ≤≤ o
zH

кΦ кΦ  

растет с ростом . Справедливо обратное утверждение:  любой величине o
zH кΦ  

в известном интервале  отвечает определенное значение 

продольного поля, при котором течение является трансзвуковым. В случае  

 трансзвуковое течение также может существовать лишь при 

единственном наборе параметров и разности потенциалов между электродами.  

*
1 Φ<Φ<Φ кк

0=o
zH

 В рамках представленной модели наличие незначительного по величине 

продольного поля позволяет реализовать трансзвуковое течение в канале 

соответствующей геометрии в определенном диапазоне параметров задачи 

путем подбора необходимой  разности потенциалов.  
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Рис. 35. Трансзвуковое течение плазмы при наличии продольного поля: 

а) эквипотенциали const=Φ ; б) электрический ток (изолинии функции )   
и  векторное распределение  магнитного поля;  в) ионные линии тока  

ϕHr

consti =ψ  ;   г) векторное поле скоростей ионной компоненты  ( )i
r

i
z VV ,   и 

азимутальная скорость ионов  (штриховые  изолинии);  д) распределение 

плотности 

iVϕ
( rz, )ρ  ( сплошные кривые ), поле скоростей ( )e

r
e

z VV , и 

азимутальная скорость  электронов (штриховые линии уровня). eVϕ
 

На рис. 35 представлено трансзвуковое течение в режиме ионного 

токопереноса при ; 1.0=o
zH 02.0=ξ   и  . Масштаб векторов на 

рис. 35г  и 35д  определяется значением характерной скорости , указанной на 

рис. 35г . Видно (пунктир на рис. 35а) ,  что в середине канала скорость потока 

1035.1 кк Φ⋅=Φ

oV
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переходит через местную скорость быстрой магнитозвуковой волны. 

Электронные траектории согласно (3.44) совпадают с эквипотенциалями. 

Пунктиром на рис. 35г и 35д изображены линии уровня функций  и ,  

характеризующих вращение при 0  . Азимутальные скорости имеют 

максимальные значения в окрестности анода ближе к выходу. В экспериментах 

при определенных условиях в отсутствии продольного поля, именно, в этой 

области за счет эффекта Холла возникает недостаток ионов, который 

сопровождается явлением кризиса тока. В соответствии с данными 

результатами в присутствии продольного поля значения плотности 

iVϕ
eVϕ

≠o
zH

( )orrz =,ρ  

на аноде (сплошная кривая на рис. 34) увеличились за счет вращения. 

Штриховая кривая на рис. 34 отвечает случаю .  0=o
zH

Область прианодного потока на рис. 35в , где изображены ионные 

траектории consti =ψ ,  ограничена снизу кривой А с началом в точке 0=z ,   

. Эта область, обусловленная расхождением ионной и электронной 

траекторий за счет эффекта Холла, при наличии продольного поля существенно 

меньше, чем в случае 0  (пунктир на рис. 35в).   

orr =

=o
zH

  

3.8. Оценка параметров ускорителя в приближении плавного канала 

В отсутствии продольного магнитного поля вычисление оптимальной 

геометрии ускорительного канала можно осуществить в двух различных 

режимах течения, при условии электронного или ионного токопереноса. Как 

оказалось, профили электродов мало меняются при переходе от одного режима 

токопереноса к другому при прочих равных условиях [103]. Следуя работе 

[102], рассмотрим для определенности режим электронного токопереноса. В 

этом случае результирующие соотношения имеют более простой вид, удобный 

для оценки параметров ускорителя. Без ограничения общности будем считать, 

что в случае электронного токопереноса на одном из электродов, например, 

аноде, ( )( 0, == zrrz ai )ψ . Тогда из (3.32) следует, что  
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                      ( ) ( ) ( ) ( )( )zrrzCzVrrz aooi /ln, 1
2=ψ                                (3.48) 

где  согласно (3.31). Полагая на втором электроде ( ) ( ) 2/2
1 zVUzC oo −=

( )( ) θψ == zrrz кi , , с помощью (3.48) найдем оптимальную геометрию канала  

                    ( ) ( ) ( ) ( )( )zCzVrzrzr ooaк 1
2/exp θ=                                     (3.49) 

В соответствии с экспериментами будем считать, что ( ) constrzr oa == . 

Построение геометрии канала с помощью формулы (3.49) осуществляется при 

условии, что продольная скорость ( )zVV oz =  задана. Соответственно заданы 

значения скорости плазмы на входе ( )0oin VV =  и на выходе ( )1oout VV = .  

Условие ( )( ) ( )( ) θψψ ==== 1,10,0 кiкi rrrr  приводит к соотношению для 

определения коэффициента ускорения inout VVK /=  в канале оптимальной 

геометрии. Допустим, что известны только величина скорости на входе и 

значения  и . Тогда имеем следующее уравнение: ( )0кr ( )1кr

                         ( ) 015.05.0 232 =++− χKVKV inin                                     (3.50) 

где ( )( ) ( )( )1/ln/0/ln кoкo rrrr=χ . Полагая ( ) ( )10 кк rr = , из (3.50) получим 

                                         5.025.0/2 2 −+= inVK                                              (3.51) 

Это соотношение дает оценку максимально допустимого коэффициента 

ускорения. В действительности ускорение плазмы в канале меньше данной 

величины в силу целого ряда причин, включая нагрев и излучение плазмы.  

В экспериментальных исследованиях вполне определенными 

параметрами являются такие интегральные характеристики как разрядный ток в 

системе  и расход вещества pJ ( )сгm /& , который обычно выражается в 

эквивалентных токовых единицах im mmeJ /&& = . Допустим, что на входе в 

канал известна скорость, т.е. ее размерная величина . Расход равен oin
p

in VVV =
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θπ 22 LVnmm ooi=& , где 
( )

( )
( )( 0,0

0

0
кi

r

r
z rrdVr

a

к

ψρθ =∫= ) согласно (3.7). 

Учитывая (3.48), найдем 

       
μ

p
in

in
V

V =2 ;                     ( )⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

0
ln

2
2

2

к

o

mi

p
r
r

Jmc

Je

&

μ                             (3.52) 

Соотношения (3.52) могут быть использованы в (3.50) и (3.51) для того, чтобы 

оценить коэффициент ускорения и значения скорости плазмы на выходе из 

системы. Здесь следует пользоваться гауссовой системой единиц измерения. 

 Возможна другая постановка задачи, когда, например, необходимо 

получить на выходе из ускорителя поток с определенным значением скорости. 

В этом случае будем считать, что задана скорость плазмы на выходе 

. Учитывая, что , вместо (3.51) получим oout
p

out VVV = p
in

p
out VKV =

                                                                                                 (3.53) 1/2 −= p
outVK μ

Данное соотношение позволяет оценить коэффициент ускорения плазмы и 

соответственно значения параметров плазмы на входе, включая скорость, 

необходимую для достижения требуемого конечного результата.  

 На рис. 36 в соответствии с формулой (3.53) представлены графики 

зависимости Kln  от разрядного тока в системе для двух значений расхода 

вещества [102]:  - кривая 1 и MAJm 5=& MAJm 10=&  - кривая 2. На рисунке 

видно, что существует минимальное значение разрядного тока , начиная с 

которого появляется возможность достигнуть какого-либо ускоряющего 

эффекта ( 1

*
pJ

>K ). Кривые 1 и 2 отвечают следующим параметрам: cмR 60= , 

,  и . Выбор скорости на выходе 

аргументирован возможным использованием потока из ускорителя в магнитных 

ловушках и термоядерных системах с температурой, например, 

( ) oк rr ⋅= 25.00 pi mm 5.2= ccмV p
out /105.1 8⋅=

KeV10  для 

смеси дейтерия и трития.  
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Рис. 36. Зависимость коэффициента ускорения K  от разрядного тока 

 

Для данной температуры нетрудно получить оценку необходимой 

скорости плазмы на выходе из ускорителя. Энергия плазмы на выходе 

сосредоточена в основном в кинетической энергии ионов . 

Предположим, что ион, попадая в ловушку, должен будет отдать половину этой 

энергии электронам (

2/2
iii Vm=ε

TTT ei == ). Исходя из равнораспределения энергии по 

степеням свободы, средняя энергия частиц в ловушке равна 2/3 TkB . Поэтому 

необходимо, чтобы TkBi 3≈ε , т.е.  для указанной температуры в cсмVi /108≈

KeV10 . Достижение столь больших скоростей является нетривиальной 

задачей, требует значительного ускоряющего эффекта в канале ускорителя, а 

также использование двухступенчатой схемы ускорения.  

 При наличии небольшого по величине продольного магнитного поля 

приведенные оценки существенно не меняются. Это следует из рисунков 35г и 

35д, на которых представлены распределения азимутальной скорости с 

максимальными значениями в окрестности внешнего электрода. Более того, на 

рис. 35б видно, что продольное поле как бы выталкивается плазмой из объема 

канала ускорителя. Таким образом, ядро потока в известной степени остается 

свободным от продольного поля и его вращение не значительно. Об этом же 
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говорят результаты численных исследований, представленные далее в главах 4, 

5 и проведенные на основе одножидкостной и двухжидкостной МГД-моделей. 

В частности, будет показано, что на выходе из системы доля энергии, обязанная 

вращению, существенно меньше кинетической энергии направленного вдоль 

оси потока плазмы. В то же время, небольшое продольное поле позволяет 

изменить динамику плазмы в окрестности электродов, оказывая заметное 

влияние на приэлектродные процессы и связанные с ними негативные явления. 

                                     

3.9. Оценка эффективности ускорения в узком коаксиальном канале  

Ряд свойств течений плазмы в аксиально-симметричных каналах можно 

выявить, если пренебречь изменением основных переменных поперек узкой 

трубки потока (рис.37). В ускорительных режимах (рис.37а) плотность падает, а 

скорость стремиться к некоторому предельному значению. Наоборот, в 

компрессионных режимах (рис.37б) скорость падает, а плотность растет. В 

данном разделе рассмотрим ускорительный режим течения. Предположим, что 

зазор  между электродами мал и средний радиус канала  является 

постоянной величиной. Площадь сечения трубки равна 

( )zrΔ orr =

( ) ( )zrrzf o Δ= π2 .  

а) 

 

б) 

 
Рис. 37. Течение плазмы в ускорительном и компрессионном режимах 

 

В стационарном случае ( 0/ =∂∂ t ) для идеально проводящей плазмы ( ∞→σ ) 

течение в узкой коаксиальной трубке можно описать системой алгебраических 

уравнений [1,10,12], которая в рассматриваемом случае имеет вид [58,102]: 
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                constfVz == 1αρ ;                    constfH z == 2α                          (3.54) 

    constHV z ==− 321 ααα ϕ ;           constVH ==− 421 / ααρα ϕϕ             (3.55) 

                 ( ) ( ) const
V

VHHH
WVV

z

z
z ==−+++ 5

2
22

2
1 α

ρρ
ρ ϕϕϕ

ϕ                        (3.56) 

Для изоэнтропического течения constPcS V == γρ/ln  энтальпия  

( ) ( )1/ −= γργρ PW , где  γρβ=P  в принятых выше безразмерных единицах 

измерения. Уравнения (3.54) выражают законы сохранения продольных 

потоков плазмы и магнитного поля. Уравнения (3.55) вытекают из законов 

сохранения момента вращения и вмороженности магнитного поля.  Уравнение 

Бернулли в форме (3.56) является следствием сохранения энергии. Система 

(3.54)-( 3.56) содержит пять уравнений и шесть неизвестных величин f , ρ , , 

,  и . Сечение 

zV

ϕV zH ϕH f  может быть задано произвольно. В этом случае 

решение для произвольных величин iα , как правило, будет содержать 

особенности, не имеющие отношения к природе физических процессов. 

 Локальное поведение МГД-переменных может быть также рассмотрено с 

помощью производных. Продифференцируем по  уравнения (3.54)-(3.56) с 

учетом того, что 

z

zd
sdP

zd
dP

zd
Pd

s+=
ρ

ρ , где энтропия consts =  и  

. Полученную систему уравнений разрешим 

относительно производных. В результате найдем (см., например, [102]) 

ργρρ // 2 PVPP T ==∂∂=

( )
zd
fd

fG
VV

H
VVV

zd
Vd z

zAzT
z

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+−= 2

2
222

ρ
ϕ ;   ( )

zd
fd

fG
VVV

zd
d z

Az
2

22 ρρ
−−=    (3.57) 

zd
fd

fG
VH

zd
Hd z

4
ϕϕ −

= ;   
zd
fd

fG
VHH

zd
Vd zz

ρ
ϕϕ

3−
= ;  ( )( )2222

fzsz VVVVG −−=    (3.58) 

где  ( ) ( ) 2222222
, 4/5.0/5.0 ATTTfs VVHVHVV −+±+= ρρ ;    . 222

zHHH += ϕ
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Следует заметить, что оценки на основе системы (3.54)-(3.56) имеют 

весьма условный характер, а соотношения (3.57)-(3.58) позволяют осуществить 

лишь качественный анализ поведения МГД-переменных и особых точек 

системы. В частности, переход через скорость быстрой ( ) и медленной 

( ) магнитозвуковой волны связывают с равенством 

fz VV =

sz VV = 0/ =zdfd , т.е. с 

минимумом функции  в соплообразном канале. ( )zf

Следуя работе [102], оценим параметры ускорения в потоке холодной 

плазмы 0=β , учитывая, что разрядный ток в ускорителях достаточно большой 

и 1<<β  . В отсутствии продольного поля из (3.55) и (3.56) следует, что 

 и constHVz =+ ρϕ /5.0 22 constH =ρϕ / . На входе 0=z  с учетом выбранной 

выше полярности электродов будем считать, что в принятых безразмерных 

единицах ( ) 10 == ρρin , ( )0zin VV =  и  . Соответственно на выходе при 

 имеем  где 

1−=inHϕ

1=z ( ) inzout VKVV == 1 , K - коэффициент ускорения потока. 

Рассмотрим канал, в котором ( ) ( )01 ff = . Тогда из (3.54) следует, что 

Kout /1=ρ . Уравнение Бернулли  дает соотношение outoutin VV ρ+=+ 22 5.015.0

( )22 2/ outout VVK −= , которое перепишем, используя . В результате придем к 

выражению (3.51), полученному в приближении плавного канала.  

inV

Более грубые и завышенные оценки можно получить, если учесть, что в 

канале 1<<outHϕ , 1<<outρ  и outin VV << . Из соотношения Бернулли найдем 

предельное значение скорости плазмы на выходе 2≈outV  и inVK /2≈ . В 

размерных единицам имеем  o
p

out VV 2≈ , где ooo HV ρπ4/=  . Это оценка 

максимально возможной скорости потока на выходе. 

При наличии продольного поля, чтобы чрезмерно не усложнять задачу, 

рассмотрим сверхалфвеновское втекание при 0=z : 1=inρ , , 

 и  

1−=inHϕ

( ) 00 == inVV ϕϕ ( )00
zzin HHV => . Из (3.56) и (3.55) при 0=β   найдем 
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                     ( ) constHVVz =++ 14
22 /2/ αα ϕϕ                                      (3.59) 

Поскольку на выходе справедливы соотношения 1<<outHϕ  и outin VV << , 

очевидно, что  из (3.59) при 14 αα −=  следует ( ) in
out VVK /2

2
ϕ−≈  . Согласно 

соотношениям (3.55) азимутальная скорость равна ( ) ( )ρρϕ
21/1 AAV −−= , где 

. При 1// 0
12 <== inz VHA αα ( ) ( )10 ff =  получим, что на выходе 

( ) ( ) ( ) AAKKAVV out ≈−−== 2/11ϕϕ , если 1>>K . Используя (3.52), имеем 

                                             ( ) p
outVAK /2 2 μ−≈                                                (3.60) 

На рис. 36 (пунктирная кривая) в соответствии с формулой (3.60) представлена 

зависимость коэффициента ускорения от разрядного тока в случае 5.0=A , 

,   и  . MAJm 10=& pi mm 5.2= ccmV p
out /105.1 8⋅=

 Повышенный интерес у зарубежных коллег (см., например, [239-242]), 

вызывает параметр эффективности процесса ускорения, который определяется 

соотношением , где  - 

тяга системы,  - расход и 

DmP &2/2=η ( ) (121 22 fVrdrVzP outout
r

r
z

a

k

ρπρ =∫== )

)( ) (121 fVrdrVzm outout
r

r
z

a

k

ρπρ =∫==& ∫∫∫= rEj dD . 

Согласно закону сохранения электромагнитной энергии имеем 

( ) ( HEEj ×−=+
∂
∂

+ divWW
t HE ), где EW  и HW  - объемные плотности энергии 

магнитного и электрического полей. В стационарном случае в результате 

интегрирования по объему получим  ∫∫ ×−=∫∫∫ SHErEj dd , где электрическое 

поле равно HVE ×−=  согласно закону Ома для идеально проводящей плазмы. 

 В отсутствии продольного магнитного поля в квазиодномерном 

приближении, с учетом сказанного и используя уравнения (3.54) и (3.56), имеем 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )15.010 2222
fVVVfHVfHVD outoutinout

out
out

in
in ρϕϕ −=−=  . Поскольку 

, окончательно получим, что  и outin VV << ( )15.0 3 fVD outout ρ≈ 1≈η . Таким 

образом, в соплообразном канале теоретическая оценка эффективности близка 

к значению 1=η  или 100%. На практике эффективность процесса ускорения 

несколько меньше, учитывая токи выноса, выделяемое тепло и излучение. 

При наличии продольного магнитного поля и вращения плазмы 

, где ( ) ϕHErz ≈×HE ϕϕ HVHVE zzr −= . Используя (3.55), получим 

( )outin HHD ϕϕα −≈ 4 . С учетом соотношения Бернулли в форме (3.59), где 

 и , имеем outin VV << 0=inVϕ ( ) ( )15.0
22 fVVVD outout

out
out ρϕ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +≈  и оценку 

параметра эффективности процесса ускорения [102] .           ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +≈
2

/1/1 out
out VVϕη

 Если продольное магнитное поле мало inin
z HH ϕ<< , то азимутальная 

скорость на выходе также мала, и теоретическая оценка эффективности 

процесса ускорения по-прежнему близка к 100%. 

 

3.9.1. Замечание о степени сжатия в компрессионном потоке  

Из интеграла Бернулли следует, что если в компрессионном потоке на выходе 

из ускорителя скорость будет падать, например, в результате схождения потока 

на ось системы (рис. 37б), то плотность будет расти и в пределе стремится к 

некоторому максимальному значению. Компрессионный режим в приближении 

узкой коаксиальной трубки с азимутальным магнитным полем рассмотрен А.И. 

Морозовым [3] на основе системы алгебраических уравнений в стационарном 

случае при условии, что средний радиус канала ( )zrr =  зависит от координаты 

. Получена следующая формула для максимальной степени сжатия   z

                               ( )( )( ) ( )1/122
max /11/

−
+−=

γ
μγρρ gA CC                             (3.61) 
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где  ,   2/ Ao CW=μ ( )1/ −= γopo TcW ,    ,   . oog PC ργ /2 = ooA HC ρπ4/22 =

Видно, что при заданных на входе значениях , oH oρ  и  коэффициент сжатия 

возрастает по мере того, как 0 . Формула (3.61) дает очень высокие 

значения сжатия для адиабатического процесса (

oT

/ 22 →Ag CC

3/5=γ ) в отсутствии 

возможных ударных волн. Например, для водорода при  и 

 степень сжатия равна . 

cсмCA /108=

cсмCg /106= 5105.5/ ⋅≈ρρмакс

 
3.10. Выводы 

Приближение плавного канала позволяет определить форму электродов и 

геометрию коаксиального канала, оптимальную для достижения требуемого 

ускоряющего эффекта в трансзвуковом потоке плазмы для ускорителей с 

азимутальным магнитным полем. 

 В результате решения задачи в приближении плавного канала в 

присутствии дополнительного продольного поля получено первичное 

представление о динамике вращающихся потоков плазмы, в общем случае, в 

трехкомпонентном магнитном поле. 

Показано, что с помощью продольного магнитного поля можно 

уменьшить влияние эффекта Холла и область прианодного потока в канале 

плазменного ускорителя. Продольное поле открывает новые возможности для 

управления динамическими процессами в канале ускорителя, реализации 

трансзвуковых течений в канале определенной геометрии. Оно позволяет 

достаточно простым образом бороться с недостатком ионов в прианодной 

области благодаря возникающему вращению и тем самым преодолевать 

нежелательные приэлектродные эффекты и явление кризиса тока. 

Данные исследования стимулировали разработку численных моделей в 

рамках одножидкостной и двухжидкостной МГД-моделей с целью создания 

более детальной картины происходящих процессов с учетом диссипативных 

факторов. Соответствующие исследования представлены в следующих главах. 
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ГЛАВА 4 

 

ДИНАМИКА ПОТОКОВ ПЛАЗМЫ В КСПУ ПРИ НАЛИЧИИ 

ПРОДОЛЬНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

   
В данной главе на основе численной модели рассмотрены особенности 

плазмодинамических процессов, которые обусловлены наличием продольного 

магнитного поля ( )rz HH >> , дополнительного к азимутальному полю , 

традиционному для систем типа КСПУ. Новое направление исследований 

динамики плазмы в трехкомпонентном магнитном поле предполагает 

сравнительный анализ течений в отсутствии и при наличии продольного поля. 

Верификация решений основана также на сопоставлении результатов, 

полученных в численной и аналитической моделях.  

ϕH

Введение в систему продольного магнитного поля связано, во-первых, с 

выявленной и рассмотренной в предыдущей главе возможностью преодоления 

явления кризиса тока [1,12,13], которое ограничивает достижение больших 

скоростей не только в КСПУ, но и в торцевых сильноточных ускорителях [30], 

магнитоплазменные двигателях [85] и ряде других устройств. Кроме того, до 

сих пор не решена проблема плавного, безударного вхождения потока из КСПУ 

в плазмовод, схематично представляющий собой набор колец с током для 

транспортировки плазмы. Наличие продольного поля в КСПУ позволит 

ослабить магнитный барьер первого кольца плазмовода (см., например, 

[110,243-244]) и осуществить согласованное поступление потока из ускорителя.  

Численным моделям отводится заметная роль в разработке 

квазистационарных плазменных ускорителей и понимании происходящих 

процессов. История численных исследований динамики плазмы в каналах 

традиционных ускорителей с азимутальным магнитным полем представлена  

большим количеством публикаций (см., например, [6,11,14,58,106-109,112-

118,195-196,199-201,245-246]). Наличие продольного магнитного поля в 
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ускорителях, с одной стороны, усложняет течение, в частности, приводит к 

вращению вокруг оси, с другой - позволяет исследовать динамику плазмы во 

всем многообразии процессов. Предшествующие численные исследования 

следует рассматривать как частный случай в отсутствии вращения. 

Численные исследования процессов в ускорителях для достаточно 

плотной плазмы проводятся на основе МГД-уравнений. Иерархия численных 

моделей предполагает на первом этапе исследовать динамику плазмы в рамках 

одножидкостной МГД-модели с учетом конечной проводимости среды, 

теплопроводности и эффективных потерь энергии на излучение. Разработанная 

численная модель (см., например, [102,123-126,128-129,247-252]) двумерных 

осесимметричных, в общем случае нестационарных, течений плазмы позволила 

изучить основные свойства потоков в присутствии продольного магнитного 

поля. Ряд вопросов динамики идеально проводящей плазмы при наличии 

продольного поля изложен в монографии [58]. Учет конечной проводимости и 

теплопроводности осуществлен в соответствии с работами [1,17-27] для 

классической низкотемпературной плазмы. Различные эксперименты (см., 

например, [1,7-9,60-79,253]) и оценки  параметров в исследуемом диапазоне 

указывают на то, что использование классических коэффициентов переноса 

оправдано при решении не только данной, но и большого числа разнообразных 

плазмодинамических задач (см., например, [1,6,11-14,17-59,217]).        

Кроме того, в данной главе в рамках одножидкостной МГД-модели 

представлены результаты расчетов компрессионных потоков на выходе из 

КСПУ, в том числе в присутствии продольного поля [129,250,251], а также для 

плазмы, генерируемой из различных газов: водорода, гелия, аргона и ксенона 

[254]. Последние исследования направлены на выявление свойств и 

сравнительный анализ потоков плазмы различного состава и являются 

первоочередным этапом в изучении динамики многокомпонентной плазмы, 

еще одного из актуальных направлений исследований в современной физике 

плазмы, вычислительной плазмодинамике и механике сплошных сред.  
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4.1. Модифицированные МГД-уравнения в терминах  

векторного потенциала магнитного поля 

Рассмотрим двумерное осесимметричное течение плазмы в канале между двумя 

коаксиальными профилированными электродами (см. рис. 35). В предыдущих 

численных моделях (см., например, [6,11,112-120]) предполагалось, что течение 

плазмы зависит от одной азимутальной компоненты магнитного поля  и 

двух компонент скорости 

ϕH

( )rz VV , . При наличии продольного магнитного поля 

и возникающего вращения в задаче участвуют все три компоненты магнитного 

поля и скорости ( )ϕHHH rz ,,=H , ( )ϕVVV rz ,,=V . 

 Для достаточно плотной среды считаем, что плазма является 

квазинейтральной . Пренебрегая инерцией электронов nnn ei == mmm ie =<< , 

в одножидкостном приближении VVV == ie  постановка задачи основана на 

классических уравнениях магнитной газодинамики [22] с учетом конечной 

проводимости среды (1.6) или их безразмерном аналоге (1.16). При этом речь 

идет о полностью ионизованной плазме, для которой степень ионизации 1=α  и 

nm=ρ , TnkPPP Bei 2=+= , Tcv2=ε , ( )mkc Bv 1/ −= γ . Кроме того, в 

системе МГД-уравнений пренебрегаем вязкостью компонент плазмы в силу 

малости соответствующих диссипативных слагаемых. В рассматриваемом 

диапазоне параметров задачи стандартные оценки передачи тепла и 

характерного времени обмена энергией между компонентами, а также 

экспериментальные данные, показывают, что . Возможное 

незначительное превышение температуры электронов над температурой 

ионной компоненты может быть учтено в дальнейшем. В данном случае 

ограничимся изучением динамики водородной плазмы ( , 

TTT ei =≈

1=iZ pi mmm == ), 

часто используемой в экспериментах. Заметим, что согласно закону Ома 

электрическое поле определяется соотношениями  

                   ( ) c// HVjE ×−= σ  ;                                          (4.1) eeie mne /2 τσ =

где σ  - электропроводность среды. 
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 При численном интегрировании многомерной МГД-задачи в общем 

случае необходимо согласовывать разностные аналоги операторов ,  и grad div

rot , например, в соответствии с работами [165,255] наряду с возможным 

использованием соответствующих вариационных принципов (см., например, 

[256-257]). Кроме того, для МГД-уравнений должно быть выполнено 

дополнительное условие бездивергентности магнитного поля, как следствие 

одного из уравнений Максвелла 0H =div . Существует несколько подходов для 

обеспечения соленоидальности магнитного поля, представленных, например, в 

[53]. Эти подходы могут быть связаны с использованием искусственного 

скалярного потенциала [139], применением смещенных сеток [172]. Один из 

перспективных методов обеспечения соленоидальности магнитного поля 

основан на использовании расширенной системы МГД-уравнений [157], 

дополненной законом сохранения 0H =div . Возможно применение векторного 

потенциала  (A AH rot= ) особенно при наличии азимутальной симметрии 

течения. Действительно, в осесимметричном случае задача существенно 

упрощается. Если 0/ =∂∂ ϕ , то в цилиндрической системе координат имеем  

                             
z

A
Hr ∂

∂
−= ϕ  ;                  

( )
r
Ar

r
H z ∂

∂
= ϕ1                              (4.2) 

где  - азимутальная компонента векторного потенциала . Соотношения 

(4.2) в аксиально-симметричном случае обеспечивают точное выполнение 

условия  

ϕA A

0=Hdiv . Правда, в уравнениях импульсов следует аппроксимировать 

вторые производные векторного потенциала. Как показали результаты 

численного моделирования, в расчетах не наблюдается выбросов в 

распределении вторых производных и разворотов тока  ( ) ( )Aj rotrotc π4/= , 

что свидетельствует об адекватном описании процессов. 

 Физическая картина процессов определяется не абсолютными 

значениями тех или иных параметров в определенной системе единиц 

измерения, а безразмерными параметрами. Как и ранее, в качестве единиц 
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измерения выберем размерные константы: L  - длина канала; ( )ooo nmn =ρ , 

,  - характерные значения концентрации, температуры 

плазмы и азимутальной составляющей магнитного поля на входе в канал, где 

 - радиус внешнего электрода,  -  разрядный ток в системе. С помощью 

перечисленных величин формируются единицы, в частности, давления - 

, характерной скорости – 

oT op
o

o RcJHH /2== ϕ

oR pJ

π4/2
oH ooo HV ρπ4/= , времени - oo VLt /=  

(’’пролетное” время). В данном случае безразмерными параметрами являются 

отношение газового и магнитного давлений на входе , где 

, и магнитная вязкость 

2/8 oo HPπβ =

ooBo TnkP 2= σπν 0
2 4/Re/1 VLcm == , обратно 

пропорциональная магнитному числу Рейнольдса с характерным значением 

спитцеровской проводимости   согласно (1.9).  2/3
2 ~ Tσσ =

 Следуя работам [124,247], с учетом сделанных выше замечаний в 

осесимметричном случае модифицированную систему МГД-уравнений можно 

записать в безразмерном виде в терминах -компоненты векторного 

потенциала и -компоненты магнитного поля: 

ϕA

ϕH

                  ( ) ( ) 01
=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

r
Vr

rz
V

t
rz ρρρ                                                          (4.3)  
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В этих уравнениях дополнительно введены следующие обозначения:  

 ϕϕ ρ VrD = , 
1−

=
γ
βε T , TP ρβ= , 2r

A
A

r
H

z
Hj zr ϕ

ϕϕ +Δ−=
∂
∂

−
∂
∂

=  -

азимутальная компонента тока, где   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂

∂
∂

+
∂

∂
=Δ

r
A

r
rrz

A
A ϕϕ
ϕ

1
2

2
. В итоге 

имеем семь уравнений для переменных ϕϕϕρ AHVVVT rz ,,,,,, . 

Численное интегрирование уравнений (4.3)-(4.9) ведется в области переменных 

, соответствующей форме канала, изображенного на рис. 35.  ( rz, )

)

 
4.2. Постановка задачи и граничные условия 

Уравнения и условия на границах определяют динамику потока. При учете 

конечной проводимости среды уравнение для магнитного поля отвечает 

параболической части МГД-уравнений, и предполагается постановка краевой 

задачи. В этом случае граничное условие для магнитного поля необходимо на 

всех границах. Число граничных условий для оставшихся гидродинамических 

уравнений определяются их характеристиками, входящими в область.  

На входе в канале ( 0=z  полагаем, что плазма подается с известными 

значениями плотности и температуры ( ) ( )rfr 1=ρ , . Уравнение ( ) ( )rfrT 2=
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электрической цепи не рассматривается. Считаем, что поддерживается 

постоянное значение тока, который поступает в систему только через 

электроды, т.е.  при 00=zj =z  или constrHr o ==ϕ ( ). Подача 

плазмы осуществляется вдоль координатных линий. Данные граничные 

условия являются традиционными для численных моделей динамики плазмы в 

каналах в отсутствии продольного магнитного поля. При его наличии 

необходимы граничные условия для  и . Считаем, что во входном 

сечении 0  плазма не вращается и азимутальная скорость равна 

LRr oo /=

ϕV ϕA

=z 0=ϕV . 

Кроме того, необходимо задать на входе значение продольного поля 0≠zH . 

Следуя [100-102], воспользуемся уравнением радиального равновесия (3.27). На 

входе в канал при условии  constrHr o ==ϕ  и  0=ϕV  из (3.27) следует, что      

                                                                                              (4.10) constHP z =+ 2/2

В случае 0=β  при 0  имеем =z ( ) constHrH o
zz == . Интегрируя (4.2), найдем 

                                          ( ) 25.0 rHArr o
z== ϕψ                                             (4.11)  

В общем случае  0≠β  необходимы дополнительные согласования граничных 

условий. Соотношение (4.10) отвечает уравновешенному в радиальном 

направлении потоку плазмы на входе. Это возможно, в частности, для двух 

очевидных способов подачи. Во-первых, традиционные в численных моделях 

условия на входе  1=ρ   и  1=T   при любом  β   приводят в случае радиального 

равновесия  к   и соотношению (4.11). Во-вторых, если  ( ) constHrzH o
zz === ,0

1<<β , возможна произвольная подача, в том числе в соответствии с 

аналитической моделью [100-102], где ( ) 22 /,0 rrrz o==ρ  и плотность возле 

центрального электрода существенно выше. Заметим, что в экспериментах [7-9] 

наблюдается улучшение характеристик потока и работы ускорителя в целом 

при неравномерной подаче плазмы, когда ее концентрация на входе во вторую 

ступень КСПУ больше в окрестности внутреннего электрода. 
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На выходе ( =z ) для исследуемых трансзвуковых потоков 

предполагается свободное (сверхзвуковое) вытекание плазмы. 

1

Рассмотрим граничные условия на электродах. В предыдущей главе 

рассмотрены разные режимы токопереноса. В режиме электронного 

токопереноса линии тока ионной компоненты плазмы  лежат на поверхности 

непроницаемых электродов: катода и анода, а сами электроды не являются 

эквипотенциальными. Наоборот, в режиме ионного токопереноса электроды  

представляют собой эквипотенциальные поверхности и должны быть 

прозрачными для плазмы. Случай самосогласованного протекания плазмы 

через электроды обусловлен эффектом Холла ( ). Пренебрегая им 

( ), приходим к режиму непроницаемых эквипотенциальных электродов, 

который в реальной физической практике является вырожденным. 

ie VV ≠

ie VV =

В одножидкостной модели эффект Холла не учитывается и полярность 

электродов не различается. Поэтому модель пригодна для качественного 

описания указанных режимов. В рамках данной модели граничные условия на 

электродах  и ( )zrr к= ( )zrr a= , образующих стенки канала, предполагают 

эквипотенциальность ( 0=τE ) и непроницаемость поверхности электродов для 

плазмы ( 0). При наличии продольного магнитного поля необходимо 

дополнительное соотношение. В плазмодинамике условие  является 

общепринятым. Оно связывает компоненты магнитного поля на границе плазма 

– проводник и приводит, в частности, к сохранению магнитного потока вдоль 

канала. Таким образом, на границе плазма-электрод имеем  

=nV

0=nH

0=τE ;           0=nV             и         0=nH

В случае плазмы конечной проводимости соотношение 0=τE , где  

определяется с помощью (4.1), при 0

E

=nV  дает 0'
, =++ nraкz HVSjrj ϕνν . 

Здесь   
zd

rd
r aк

ak
,'

, =  и ( )2'
,1 aкrS += .  Равенство 0=nH  на самом деле можно 

заменить более точным соотношением 0=ϕE ,  которое при   позволяет 0=nV
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найти zn VSjH /ϕν= . Видно, что в случае идеально проводящей плазмы 

(магнитная вязкость 0=ν ) из равенства 0=ϕE  следует общепринятое условие 

. В изложенных далее численных экспериментах 0=nH 1<<ν  и 0≈nH  . 

 В МГД-моделях течений плазмы в каналах со сплошными электродами 

возможна постановка более содержательных граничных условий, отражающих 

сложные процессы в приэлектродных слоях, представленные, в частности, в 

разделе 5.4. Исследованиям внутренней структуры слоев в разных системах и 

изучению взаимодействия плазмы с поверхностью различных материалов 

посвящен целый ряд публикаций (см., например, [66,72,73,78,258-264]). 

 

4.3. Численные методы, использованные для решения МГД-задачи   

Теории разностных схем и методам численного решения задач, постановка 

которых основана на дифференциальных уравнениях в частных производных, в 

том числе МГД-уравнениях, посвящен ряд монографий, учебных пособий и 

оригинальных работ (см., например, [33,40,44,47,53,58,137-176]).  

 МГД-задачи по своей природе являются нелинейными, а малоизученные 

вопросы плазмодинамики, как правило, связаны с наличием больших 

градиентов и решений разрывного типа. В настоящее время существует 

большое число разностных схем, предназначенных для сквозного расчета 

нелинейных гиперболических уравнений и поиска, в том числе, разрывных 

решений. Для расчета различных задач в эйлеровых и лагранжевых 

координатах применяются явные и неявные разностные схемы, основанные на 

разных принципах построения. Например, в схеме С.К. Годунова [159] 

используется физическое представление и точное решение задачи о распаде 

разрыва. Однако для МГД-уравнений решение задачи о распаде разрыва 

является слишком громоздким и содержит, в общем случае, несколько сотен 

различных конфигураций [22,265]. Многие разностные схемы для решения 

уравнения переноса и гиперболических систем, как правило, являются 

результатом той или иной разностной аппроксимации уравнений, в частности, 
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могут быть основаны на приближенных решениях задачи Римана. К ним 

относятся схемы Куранта-Изаксона-Риса [158], Роу [167], Ошера [166], Лакса-

Вендроффа [160], Бима-Ворминга [266], Фромма [267], Мак-Кормака [268], Р.П. 

Федоренко [269,270],  К.И. Бабенко [151], схема «кабаре» [271], кусочно-

параболический метод (РРМ) [169,172,176] и целый ряд других схем и методов. 

В большинстве современных вариациях разностных схем предполагается 

монотонизация, а также использование лимиторов. К методам, схемам и 

подходам иного класса относятся кинетически-согласованные разностные 

схемы и квазигазодинамический алгоритм [150,152,272-276], разрывный метод 

Галеркина [277-278], инвариантные разностные схемы [279], ренормгрупповой 

подход [280]. В работах А.А. Самарского с коллегами и учениками (см., 

например, [33,143,146,165,256-257,281-288]) представлен обширный опыт 

решения различных задач, в том числе, с помощью класса консервативных и 

полностью консервативных разностных схем, построенных на основе интегро-

интерполяционного, вариационно-разностного и операторного подходов. Для 

решения МГД-задач используется также TVD-схемы А. Хартена [168], в основу 

которых положено свойство невозрастания полной вариации решения. Это 

свойство является более мягким по отношению к требованию монотонности 

решения. Более гибкой при реализации и экономной в процессе решении 

различных задач, включая МГД-уравнения, является разностная схема с 

коррекцией потоков [44,161-163], предложенная Дж. Борисом и Д. Буком.  

Достаточно подробные обзоры различных численных методов, включая опыт 

их применения, представлены в книгах [53,154]. Не все из перечисленных 

разностных схем и алгоритмов, позволяющих получить качественные 

результаты, могут быть успешно реализованы на современных параллельных 

вычислительных комплексах [177-181,289-290].  

Для исследования основных свойств потоков плазмы и изучения 

процессов на качественном уровне достаточно ограничиться набором методов, 
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хорошо зарекомендовавших себя, апробированных и протестированных на 

различных задачах, включая рассматриваемые плазмодинамические процессы.  

Учитывая, что МГД-уравнения являются уравнениями смешанного типа, 

в представленной модели вращающихся осесимметричных потоков плазмы 

проводится расщепление по физическим факторам и координатам rz,  . Для 

расчета переноса используется алгоритм SHASTA-FCT с коррекцией потоков 

[44,161-163], разработанный для интегрирования обобщенного одномерного 

уравнения переноса и адоптированный для решения системы уравнений (4.3)-

(4.8) с учетом расщепления по координатам. Уравнение переноса  для величины 

 , отвечающее левой части (4.9), решается с помощью одного из 

характеристических методов [291]. Конечная проводимость, как функция 

температуры, присутствует в правых частях  уравнений (4.8), (4.9) для величин 

 и  . Для учета влияние физических процессов, приводящих к диффузии, 

в тех или иных задачах также используются разные подходы (см., например, 

[137,143-147,153,154,182-188,257,282-284,287-288]). В представленных далее 

исследованиях применяется потоковый вариант метода прогонки [182].  

ϕA

ϕH ϕA

  

4.3.1. Общее описание алгоритма SHASTA-FCT    

Рассмотрим данный метод на примере закона сохранения массы в одномерной 

постановке задачи для уравнения 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
V

t
ρρ . Идеология алгоритма 

основана на физическом представлении о движении жидких элементов потока. 

Моменту времени  отвечает рис. 38а, моменту ot ttt o Δ+=1  - рис. 38б.   

 

 
Рис. 38. Движение жидких элементов 
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Ограничение на шаг по времени tΔ  определяется неравенством 

2/xx j Δ<Δ , где xΔ  - шаг сетки, tVx jj Δ=Δ . В момент времени  в ячейке 

(j-1/2, j+1/2) находится масса 

ot

−M  части сместившегося элемента  (j-1, j) и масса 
+M  части сместившегося элемента (j, j+1). Сначала найдем диффузионно-

транспортное решение. Для нового значения плотности имеем  

xMMj Δ+= +− /)(ρ .  Это приводит к следующему соотношению: 

        ( )( ) ( )( )o
j

o
jj

o
jj

o
j

o
jj

o
jjj QQQQ 11 5.05.0 −

−−
+

++ −−+−+= ρρρρρρρ ,        (4.12) 

где     ( ) 2/1
1 2

12/
±

±

± =
Δ−Δ±Δ

ΔΔ
= j

jj

j
j xxx

xx
Q βm

m
,      

( )
( )jj

jj
j xxx

xx
Δ−Δ±Δ

Δ+Δ
=

±

±
±

1

1
2/1

2/
β .  

Данная формула дает положительные значения jρ  при любом j при условии, 

что величины  положительны. Соотношение (4.12) представим в виде o
jρ

( ) 8/22/12/1
o
jjj

o
jj ff ρρρ Δ+−−= −+  ,                              (4.13) 

где  ( )[ ]2/12/12/12/12/1
o
j

o
jj

o
jjjf ρρβρβ −−= +++++ .  

Подстановки показывают, что выражение (4.13) со 2-ым порядком точности по 

xδ  аппроксимирует уравнение 2

22

8
1

xt
x

x
V

t ∂

∂
Δ
Δ

=
∂
∂

+
∂
∂ ρρρ . 

Для компенсации внесённой численной вязкости к полученному решению 

следует добавить антидиффузионные потоки, которые не должны приводить к 

образованию новых экстремумов и не должны увеличивать уже существующие. 

Тем самым сохраняется положительность решения. В соответствии с этим 

условием антидиффузионные потоки определяются следующим образом: 

     ( ){ })(,8/),(min,0max 12112/1 +++−+ −−−⋅= jjjjjjj sssF ρρρρρρ  ,       (4.14) 

где  )( 1 jjsigns ρρ −= + . С учетом (4.13), (4.14) окончательно получим  

)( 2/12/1
1

−+ −−= jjjj FFρρ . 
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Аппроксимация исходного уравнения может быть осуществлена со 2-ым 

порядком по времени. В этом случае следует вычислить величину tVx jj Δ=Δ ~ , 

где   ( ) xVVVtsVV jsjjjj Δ−Δ+= + 2/~~ 2/1 ,   ( )2/2/1 ttVV jj Δ+= ,   jVsigns =~ . 

Рассмотренная разностная схема с коррекцией потоков является 

нелинейной схемой 2-го порядка точности на гладких решениях. Эта схема 

поддерживает законы сохранения. Для уравнения вида ( ) C
x

BVA
t
A r

rrr

=
∂

+∂
+

∂
∂  

расчеты производятся в два этапа. Сначала вычисляются значения V , B
r

, C
r

 для 

момента времени 2/2/1 ttt o Δ+= . Эти значения используются для 

определения величины  на следующем шаге по времени.  ( ttA o Δ+
r

)
 

4.3.2. Реализация алгоритма FCT для обобщенного  уравнения переноса  

Рассмотрим для определенности один из вариантов реализации алгоритма [44], 

используемый для расчета переноса с коррекцией потоков. Данный алгоритм 

используется в расчетах МГД-переменных. С учетом расщепления уравнений 

(4.3)-(4.8) по координатным направлениям этот алгоритм применяется к 

одномерному обобщенному уравнению переноса для величины ρ :  

                                ( )
3

2
2

1 θθρρ
+

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

x
D

x
D

x
V

t
                                 (4.15)         

Переход на следующий временной слой осуществляется поэтапно. Сначала 

находится транспортное решение, включающее конвективный перенос, 

                                                            (4.16)         

где 

iiii
o
i

t
i QQFF ,3,22/12/1 +++−= −+ρρ

1
2/12/12/1

D
i

k
ii FFF +++ +=  - разностная аппроксимация дивергентной части 

(4.15),  k
iF 2/1+  отвечает конвективному переносу,   - аппроксимация 

слагаемого 

iQ ,2

x
D
∂
∂ 2

2θ ,    -  соответственно источника  iQ ,3 3θ . При этом имеем 
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2
1

2/12/1

o
i

o
i

i
k

iF +
++

+
=

ρρ
ε ;   2/12/1 ++ Δ

Δ
= ii V

x
tε ;    ( )1,1,1

1
2/1 2 ++ +

Δ
Δ

−= ii
D

i DD
x

tF  

         ( ) xtDDQ iiii ΔΔ−= −+ /5.0 1,21,2,2,2 θ  ;          ii tQ ,3,3 θΔ=               (4.17) 

Здесь, как и выше, tΔ  - шаг по времени, xΔ  - шаг сетки в направлении оси x . 

Устойчивость схемы требует выполнения соответствующего неравенства, 

ограничивающего шаг по времени tΔ .  Далее учтем диффузионные потоки 

                                     d
i

d
i

t
i

dt
i FF 2/12/1 −+
+ +−= ρρ                                            (4.18) 

 где ( )o
i

o
ii

d
iF ρρν −−= +++ 12/12/1  и коэффициент диффузии 2/1+iν  может 

зависеть от точки и варианта коррекции: явной или фениксной. Для 

компенсации внесенной численной вязкости и сохранения положительности 

решения вычисляются антидиффузионные потоки, которые не должны 

приводить к образованию новых экстремумов и увеличивать уже 

существующие. В случае явной коррекции не скорректированный 

антидиффузионный поток равен 

                                   ( )dt
i

dt
ii

ad
iF ++

+++ −= ρρμ 12/12/1  ,                                        (4.19) 

где 8/12/1 =+iμ  - коэффициент антидиффузии и 2/8/1 2
2/12/1 ++ += ii εν .         

В случае фениксной коррекции коэффициенты диффузии и 

антидиффузии определяются следующим образом   

3/6/1 2
2/12/1 ++ += i

ph
i εν ,           6/6/1 2

2/12/1 ++ −= i
ph
i εμ                   

На следующем шаге осуществляется коррекция:  

( ) ( )( ){ }dt
i

dt
i

dt
i

dt
i

ad
i

kop
i SSFSF +

−
++

+
+
+++ −−= 1122/12/1 ,,min,0max ρρρρ  

где ( )dt
i

dt
isignS ++
+ −= ρρ 1 .  Окончательно для значения  имеем ttt o Δ+=1

                                    kop
i

kop
i

dt
ii FF 2/12/1

1
−+

+ +−= ρρ                                             (4.20)      

 Изложенная схема аппроксимирует гладкие решения со вторым порядком 

точности по пространственным переменным. Чтобы добиться второго порядка 
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точности по времени, следует продвигать величину ρ  на следующий шаг по 

времени ttt o Δ+=1  при условии предварительного расчета потоков и величин 

для 2/2/1 ttt o Δ+=  . Затем с их помощью пересчитываются коэффициенты в 

(4.16) - (4.20) и осуществляется расчет с шагом tΔ . Данные процедуры  

производятся последовательно вдоль координат  и  с учетом отображения 

расчетной области, представленного на рис. 6. Обозначим через  и  расчет 

всех переменных в уравнениях (4.3)-(4.8) вдоль каждого из указанных 

направлений соответственно. Симметризация ( ) или ( ) 

завершает переход на следующий временной слой. 

y z

yL zL

yzzy LLLL zyyz LLLL

 
4.3.3. Учет диссипативных факторов с помощью  

           потокового варианта метода прогонки  

Параболическая часть системы МГД-уравнений содержит коэффициенты 

электропроводности и теплопроводности, которые в общем случае могут 

сильно зависеть от термодинамических параметров среды, определяемых 

магнитной газодинамикой. Теплопроводностью среды в канале КСПУ можно 

пренебречь, а вот конечную проводимость среды следует учитывать. Учет 

электропроводности в уравнении диффузии магнитного поля, например, для 

азимутальной составляющей магнитного поля  согласно (4.8), в результате 

расщепления по физическим факторам и координатным направлениям 

приводит к необходимости решать краевую задачу для уравнения 

ϕH

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂

∂
∂

=
∂

∂

z
H

zt
H ϕϕ ν . Аналогичное уравнение следует решать в поперечном 

направлении. Для рассматриваемого класса течений в канале ускорителя 

возникновение больших градиентов не ожидается. Тем не менее, применяется 

потоковый вариант метода прогонки для разностных задач с сильно 

меняющимися коэффициентами [182]. Это становится особенно актуальным 

для компрессионных течений на выходе, в которых уже теплопроводность 
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играет заметную роль. С учетом покоординатного расщепления речь идет о 

решение краевой задачи для уравнения теплопроводности следующего вида: 

    f
x
yk

xt
y

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,      10 ≤≤ x ,       Tt ≤≤0 ,       ∞≤≤ )(0 xk                 (4.21) 

                            0=x :                                                      (4.22) )1()1()1( νλ =+ℵ wy

                             1=x :                                                    (4.23) )2()2()2( νλ =−ℵ wy

0)( ≥ℵ α ,      0)( ≥αλ ,       0)()( ≠+ℵ αα λ ,       2,1=α ;      )(),0( xyxy o=  

При решении уравнения (4.21) поток 'ykw −=  используется в качестве 

зависимой переменной. Граничные условия в форме (4.22) и (4.23) включают 

краевые условия I рода )0( )( =αλ , II рода ( 0)( =ℵ α ), III рода  

( 0,0 )()( ≠≠ℵ αα λ ), а также их комбинации. Аппроксимация уравнения (4.21) 

приводит к трёхточечному разностному уравнению, которое можно 

представить в общем виде: 

                                     iiiiiii FyCwBwA −=−− +1                                           (4.24) 

                                           111 / +++ −= iiii yyw α                                                (4.25) 

Разностные краевые условия для (4.24)-(4.25) соответствуют (4.22)- (4.23): 
)1(

0
)1(

0
)1( νλ =+ℵ wy ,            )2()2()2( νλ =−ℵ NN wy  

0)( ≥ℵ α ,        0)( ≥αλ ,         0)()( ≠+ℵ αα λ ,       2,1=α  

Далее для определенности приводится алгоритм решения трехточечного 

разностного уравнения общего вида. Следуя работе [182], вводя линейную 

связь iiiii wy γβα =+ , накладывая на неизвестные коэффициенты 

ограничение iiiii ACA =+ βα  и проводя соответствующие выкладки, получим 

рекуррентные формулы. Для прямой прогонки при  11 ≥+iα   имеем 

iiiiiii ABA δσββ /)( 111 +++ +=
r

,                iiiiiii FAA δβγγ /)(11 += ++
r , 

iiiiiiii CBCAA βσδ 1111 )( ++++ ++= ,                 11 /1 ++ = ii ασ  

В свою очередь при 11 <+iα  надо использовать следующие соотношения: 
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iiiiiii ABA δβαβ ~/)( 111 += +++
r

,            iiiiiiii FAA δβγαγ ~/)(111 += +++
r , 

iiiiiiiii CBCAA βααδ 11111 )(~
+++++ ++= ,              1,....,0 −= Ni  

)1()1(

)1(
0

λ
λβ

oo

o
CA

A
+ℵ

=  ,          )1()1(

)1(
0

λ
νγ

oo

o
CA

A
+ℵ

=  

Обратная прогонка выполняется по формулам: 
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 4.4. Динамика вращающихся потоков в канале плазменного ускорителя  

                                   с продольным магнитным полем 

На основе представленной модели была проведена серия численных 

экспериментов [102,124,247]. В численной модели можно произвольно выбрать 

значения концентрации , температуры  , разрядного тока  и длины 

канала 

on oT pJ

L . В данном случае эти параметры соответствуют экспериментам по 

программе КСПУ [5-9,63-74].  Например, для величин 314106.3 −⋅= сmn o , 

,  , эВTo 2= kAJ p 300= смL 60=  безразмерные параметры задачи равны 

005.0=β , 8.812=oσ . Магнитное число Рейнольдса отвечает спитцеровской 

зависимости проводимости от температуры: 2/31Re Tom σν == − . Кроме того, 

зададим величину продольного магнитного поля на входе в канал, например, 

. Напомним, что единицей магнитного поля является значение . 

Такая достаточно малая величина  позволяет реализовать трансзвуковое 

течение согласно аналитической модели [100-102], на основе которой 

осуществим верификацию численной модели.  Геометрия канала (рис. 39)  

также отвечает аналитическим исследованиям двумерных течений плазмы. При 

1.0=o
zH oHϕ

o
zH
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этом плотность на входе меняется по закону ( ) 22 /,0 rrrz o==ρ  и соответствует 

неравномерной подаче. Предполагая изэнтропичность плазмы (энтропия 

constPcS v == γρ/ln ), поступающей в канал, имеем 1−= γρT  при 0=z . 

 Численное решение исходной нестационарной задачи осуществляется до 

установления течения, точнее квазиустановления. Время установления по 

порядку величины равно характерному “пролетному” времени oo VLt /= . Это 

составляет, в зависимости от пространственной сетки, от несколько сот до 

тысяч шагов по времени в расчетах при условии, что временной шаг ограничен 

условием Куранта. После установления картина распределения искомых 

величин не меняется в процессе дальнейших вычислений, и последующие 

расчеты для любого промежутка времени дают относительное отклонение, 

например, в норме , в пределах долей 1% для МГД-переменных. Контроль 

качества численных экспериментов осуществлялся с помощью расчетов на 

разных сетках. В представленных здесь примерах, в которых отсутствуют 

большие градиенты, расчеты уже на сетках (81х81) и (161х161) дают 

практически совпадающие результаты.  

2L

На рис. 39 для указанных выше параметров представлено трансзвуковое 

течение в присутствии продольного магнитного поля. Для определенности 

направление электрического тока (линии уровня ) на рис. 39б 

выбрано так, что внешний электрод является анодом. Длина векторов на рис. 

39д  равна безразмерному значению скорости в данной точке. Здесь же указан 

масштаб векторов, определяемый характерной скоростью .   

constHr =ϕ

oV

Видно (штриховая линия на рис. 39а), что в середине канала скорость 

потока переходит через местную скорость быстрой магнитозвуковой волны     

    ( ) ( ) θ22222222 cos45.05.0 ATATATf VVVVVVV −+++=                  (4.26) 

Здесь ργ /PVT =  - газодинамическая скорость звука, ρ/HVA = ,  

( ) ( )VH/,cos VH=θ . 
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Рис. 39. Трансзвуковое течение плазмы при наличии продольного магнитного 
поля 1 :  а) линии уровня функции  .0=o

zH ϕψ Ar=  или магнитного потока;      
б) векторное распределение магнитного поля   и электрический ток  (сплошные 

линии уровня ,  штрих-пунктир - расчет при 0 ) ;                   
в) азимутальная скорость ( сплошные линии - расчет, штриховые кривые – 

аналитическая модель); г) распределение плотности 

constHr =ϕ =o
zH

( )rz,ρ  ( сплошные кривые 
- расчет, штриховые кривые – аналитическая модель, штрих-пунктир -расчет 

при 0 );  д) векторное поле скоростей  и температура  =o
zH ( )rzT , .

  

 Продольное магнитное поле  (рис. 39б) увеличивается с ростом zH r  и 

достигает максимального значения  в окрестности внешнего электрода в 

наиболее узкой части канала ускорителя, где . 

Плазма “выталкивает” продольное поле в область с меньшей концентрацией.  

( ) 48.0,5.0max ==≈= ozz rrzHH
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 Азимутальная скорость ( )rzV ,ϕ  (рис. 39в)  увеличивается в радиальном 

и продольном направлениях. Иначе говоря, небольшое продольное поле 

приводит к возрастающему вращению плазмы, которое достигает 

максимального значения в окрестности внешнего электрода на выходе, где 

. Тем не менее, при  доля кинетической 

энергии 

( ) 71.0,1max ==== orrzVV ϕϕ 1=z

%100
z

K
ε

ε ϕ
ε = , обусловленная вращением ∫=

a

k

r

r
rdrV πρε ϕϕ

2
2
1 ,  

составляет малую часть от продольной кинетической энергии вытекающего 

потока ∫=
a

k

r

r
zz rdrV πρε 2

2
1 . В данном случае эта величина  равна %7=εK . 

Поведение плотности ( )rz,ρ  (сплошные кривые на рис. 39г) в 

окрестности внешнего электрода также обусловлено продольным магнитным 

полем. Случаю 0  отвечают штрих пунктирные кривые на рис. 39г и 39б. 

При наличии  вблизи внешнего электрода меняется наклон линий уровня 

функции  (электрический ток) и одновременно здесь же происходит 

увеличение плотности, связанное с вращением плазмы. Рис. 40 более отчетливо 

иллюстрирует данный эффект. Здесь изображены зависимости плотности 

=o
zH

zH

ϕHr

( orrz =, )ρ  от координаты  вдоль внешнего электрода  при различных 

значениях . Сплошные кривые 1  и  2  отвечают расчетам при  и 

 соответственно. На выходе из ускорителя ( , ) плотность 

увеличивается от значения 

z oa rr =

o
zH 0

1

=o
zH

1.0=o
zH =z orr =

24.01 =ρ  в отсутствии продольного поля до 

величины 39.02 =ρ  при его наличии. Коэффициент увеличения плотности в 

присутствии продольного поля, определяемый как отношение 12 / ρρρ =K , 

при данном значении  равен o
zH 63.1=ρK . В отсутствии продольного поля 

 согласно экспериментам в окрестности непроницаемого внешнего 0=o
zH
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электрода (анода) ближе к выходу за счет эффекта Холла возникает недостаток 

ионов. Это может привести к явлению кризиса тока и срыву процесса 

ускорения. Очевидно, что решение этой проблемы возможно путем введения в 

систему слабого продольного поля, благодаря возникающему вращению и 

“отжатию” плазмы к внешнему электроду (см., например [74]). 
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Рис. 40. Распределение плотности вдоль внешнего электрода: 
кривые  1 (1А) – расчет   (аналитическая модель) при ;    0

1

0

=o
zH

линии 2  (2А)  –  расчет (теория) при ; .0=o
zH

3 – расчет при  ;  4  -  15.0=o
zH 2.0=o

zH
 

4.4.1. Сопоставление с аналитической моделью  

Далее сопоставим результаты расчета установившегося течения плазмы с 

аналитическим решением [100-102]. Данные решения не обязаны совпадать, 

поскольку в аналитической модели используется приближение плавного канала  

для МГД-уравнений идеально проводящей холодной плазмы ( =ν , 0=β ). 

Наиболее заметные отличия модели плавного канала характеризуются на рис. 

39в, 39г и 40 штриховыми кривыми, которые соответствуют ближайшим 

сплошным линиям, отвечающим численной модели. Количественной 

характеристикой сопоставления двух моделей может служить относительная 

разница двух решений в норме . Среднеквадратичные отклонения для 

переменных 

2L

ϕϕρ AHVz ,,,  не превышают 10%. Для радиальной 
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компоненты rV  и  эти отклонения несколько выше, что представляется 

вполне закономерным при использовании приближения плавного канала. 

Таким образом, принципиальных качественных отличий двух решений не 

наблюдается, а идеального количественного совпадения и не должно быть. 

ϕV

 

4.4.2. Формирование токового слоя при сильном продольном поле 

Дальнейшие исследования на основе полной МГД-модели позволили выявить 

следующие закономерности [126]. Увеличение продольного магнитного поля 

очевидным образом приводит к росту плотности в окрестности внешнего 

электрода. Кривые 3 и 4 на рис. 40 отвечают соответственно значениям 

 и 2 . С усилением продольного поля возрастает доля энергии 

вращения и значение коэффициента роста плотности. В случае 2  имеем 

15.0=o
zH .0=o

zH

.0=o
zH

%36=εK , , , . Начиная с некоторого 

критического значения продольного поля, происходит качественное изменение 

картины течения. Величина критического поля зависит от параметров задачи и 

условий подачи плазмы на входе. Если 2  в рассматриваемом примере, 

вблизи внешнего электрода, где продольное поле имеет максимальные 

значения, в движущейся плазме формируются узкий токовый слой и область 

практически равномерного течения. Эта область ограничена снаружи 

эквипотенциальным электродом. Внутри канала область отделена от основного 

потока тонким слоем, изображенным на рис. 41 для  . Пунктир на 

этом рисунке отвечает 0

1.3=ρK 2.1max =zH 3.1max =ϕV

.0>o
zH

25.0=o
zH

=ϕH . Соответственно азимутальное поле меняет знак 

в пределах узкого слоя. Подобное замыкание электрического тока на внешнем 

электроде указывает на возможное образование привязок тока в случае 

достаточно больших значений . В аналитическое модели также существует 

критическое продольное поле. При  аналитическое решение [100-

102], отвечающее трансзвуковому течению плазмы, не было найдено. 

o
zH

15.0>o
zH
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Рис. 41. Электрический ток  ( constHr =ϕ ) при  25.0=o
zH

 

4.4.3. Динамика плазмы при условии равномерной подачи плазмы на входе  

Равномерную подачу плазмы на входе ( 1=ρ , 1=T  при 0 ) иллюстрирует 

рис. 42, представленный в [124,247]. Здесь изображено соответствующие 

трансзвуковое течение в присутствии продольного поля ( 1) и тех же 

значений , , , 

=z

.0=o
zH

on oT pJ L  и соответственно ν , β  (см. для сравнения рис. 39в, г, 

д) . Распределения функции ϕψ Ar=  и магнитного поля  качественно не 

отличаются и близки к тем, что представлены на рис. 39а  и 39б.  

H

В случае равномерной подачи продольное магнитное поле более плавно 

меняется в радиальном направлении и соответственно меньше его 

максимальное значение  при 32.0max =zH orr =   и  .  Нарастание 

азимутальной скорости 

5.0≈z

( )rzV ,ϕ  (сплошные кривые на рис. 42а)  не столь 

значительно, и  в точке 47.0=ϕV orr =  и 1=z . Максимум   

достигается уже при  и 1

56.0max =ϕV

orr 5.0≈ =z .  В то же время доля энергии вращения на 

выходе практически не меняется %6=εK  . Введение в систему продольного 

поля при равномерной подаче не приводит к качественно иному поведению 

плотности в окрестности внешнего электрода. Распределения  плотности  и 

температуры в объеме канала (сплошные кривые на рис. 42б, 42в) подобны тем, 

что получены в случае 0 . Они естественным образом отличаются от того, 

что представлено на рис. 39г и 39д, поскольку теперь на входе 

=o
zH

1=ρ  и 1=T . 

Коэффициент увеличения плотности при 1 меньше и равен .0=o
zH 4.1=ρK  .  
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Рис. 42. Течение плазмы при наличии продольного поля  и 
равномерной подаче на входе ( 1

1.0=o
zH

=ρ ) :  а) азимутальная скорость  (на рис. а, б 

сплошные линии – расчет при 314106.3 −⋅= сmno , штриховые кривые – 

);  б) векторное поле скоростей 316106.3 −⋅= сmno ( )rz VV ,  и распределение 
плотности ( rz, )ρ ;   в) линии уровня температуры  ( )rzT , .

 

Сравнивая векторные поля скоростей ( )rz VV ,  (рис. 39д и 42б),  можно 

отметить, что в случае неравномерной подачи продольная скорость плазмы 

практически не зависит от радиуса r . Ее  монотонный рост в направлении оси 

 очевиден и обусловлен ускорением плазмы. В данном случае (см. рис. 42б) 

продольная скорость зависит от радиуса и имеет более высокие значения в 

окрестности внутреннего электрода. Соответственно плотность здесь меньше. 

Штриховая линия на рис. 42в отвечает границе перехода через скорость 

быстрой магнитозвуковой волны в трансзвуковом потоке плазмы. 

z

Независимо от способа подачи плазмы на входе распределения 

температуры ( )rzT ,  на рис. 39д, 42в за счет выделяемого тепла (слагаемое 2jν  

в уравнении (4.7)) существенно отличаются от тех распределений, которые 

отвечают изоэнтропическому течению ( 1−= γρT  во всем объеме канала), даже 
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при малых значениях магнитной вязкости ν  или большой проводимости.  

Соответственно модель идеальной магнитной газодинамики является более 

грубой. Хотя в ряде случаев ( 1<<ν , 1<<β ) МГД-модель для идеально 

проводящей среды позволяет получить значения искомых величин, за 

исключением температуры, близкие к результатам расчетов в МГД-модели с 

учетом конечной проводимости среды. Сказанное подтверждают вычисления, 

проведенные по двум моделям. Для указанных выше параметров они дают 

весьма близкие результаты, не связанные с распределением температуры. 

Кроме того, численные эксперименты показали, что при малых 

значениях 1<<β  температурный фон не оказывает заметного влияния на 

динамику плазмы в целом. Поэтому учет переноса излучения не оказывает 

заметного влияния и не является элементом первой необходимости. 

Аналогично случаю неравномерной подачи усиление продольного поля 

увеличивает долю энергии вращения и значения , , . Так, для 

 имеем 

ρK max
ϕV max

zH

2.0=o
zH %22=εK , 32.2=ρK

3

. С увеличением  также наблюдается 

формирование токового слоя. В данном случае перестройка происходит при 

более высоких критических значениях продольного поля .  

o
zH

.0>o
zH

Варьирование таких параметров задачи, как , не приводит к 

принципиальным изменениям описанных выше процессов. Увеличение 

характерной температуры до 

po JT ,

эВTo 6=  ( 15.0=β , 4220=oσ ) сопровождается 

уменьшением значения критического продольного поля, связанного с 

образованием токового слоя  .  В то же время возрастают значения 

коэффициентов 

25.0>o
zH

εK  и  в сравнении с расчетом при . Подобные 

тенденции наблюдаются  при увеличении разрядного тока.  Если 

ρK эВTo 2=

кAJ p 600=  и 

 (эВTo 2= 001.0=β , 1625=oσ ), то получим %30=εK  и 7.2=ρK  для 

значения 2 , которое является критическим для данных параметров. .0=o
zH
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Для более плотной плазмы 315106.3 −⋅= сmn o  ( 05.0=β , 257=oσ ) 

расширяется диапазон значений продольного поля, отвечающих ламинарному 

течению 5 . Несмотря на то, что с ростом  увеличивается значение 

, большие значения  не представляют интереса, поскольку в этом случае 

велика доля энергии, обусловленная вращением. При 5  расчеты дают 

.0<o
zH o

zH

ρK o
zH

.0=o
zH

%120=εK , . В то же время для 2  имеем 9.5=ρK .0=o
zH %20=εK  и .2=ρK   

Существенные изменения некоторых элементов картины течения связаны 

с дальнейшим ростом концентрации плазмы на входе. В рассматриваемом 

случае равномерной подачи плазмы и  (316106.3 −⋅= сmn o 5.0=β , 81=oσ ) 

область с максимальными значениями продольного поля перемещается к 

внутреннему электроду в наиболее узкой части канала ( 5 ) . Плазма по-

прежнему “выталкивает” продольное поле в область с меньшей концентрацией. 

Это отвечает такому известному свойству, как диамагнетизм плазмы. Данная 

тенденция соответствует распределению плотности, представленному на рис. 

42б штриховыми линиями. Максимум азимутальной скорости (штриховые 

кривые на рис. 42а) достигается на выходе из канала в окрестности теперь уже 

внутреннего электрода, где плотность имеет минимальные значения с учетом 

свойства неравномерного по радиусу ускорения плазмы в канале ускорителя. 

Доля энергии, связанная с вращением, в рассматриваемых течениях 

существенно меньше. В расчетах для  найдены 

соответственно следующие значения коэффициента  

.0≈z

5.0,2.0,1.0=o
zH

%56,%12,%3=εK . 

Образование токовых слоев и привязок тока в данном случае не наблюдается. 

Таким образом, динамика потоков плазмы при больших значениях 1≥β  

характеризуется качественно иной картиной распределения продольного поля и 

азимутальной скорости. В этом случае газодинамические факторы соизмеримы 

либо превалируют над электромагнитными явлениями. 
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Закономерности происходящих процессов, их физическая интерпретация 

и возникающие течения зависят от безразмерных параметров ν  и β , 

участвующих в задаче. Эти параметры, в частности, могут принимать одни и те 

же значения для различных комбинаций величин , ,  и on oT pJ L . Динамика 

плазмы в КСПУ определяется малыми значениями 1<<β .  

 

4.5. Компрессионные течения на выходе из ускорителя с азимутальным 

       магнитным полем для плазмы, генерируемой из различных газов 

Квазистационарные плазменные ускорители (КСПУ) [1,5-9,63-74] являются 

многофункциональными системами, учитывая возможность их работы в 

ускорительном и компрессионном режимах. Использование ускорителей в 

качестве перспективных мощных электрореактивных плазменных двигателей 

предполагает оптимальную организацию ускорительного режима течения. 

Ускорительные режимы отвечают также задачам получения высокоэнергичных 

потоков плазмы для различных приложений, включая инжекцию в 

термоядерные установки. В компрессионных режимах течения форма канала 

ускорителя и его внутреннего электрода позволяет получать на оси системы 

область с высокими значениями плотности и температуры за счет сжатия или 

компрессии потоков плазмы. Соответственно одной из модификаций КСПУ 

являются магнитоплазменные компрессоры (МПК), предназначенные для 

генерации, главным образом, компрессионных потоков [3-4,61-62,75-79]. 

Компрессионные течения представляют интерес для плазменных технологий. 

Математическим моделям и численным исследованиям динамики 

компрессионных потоков плазмы в КСПУ и МПК отводится существенная роль 

в понимании происходящих процессов и интерпретации экспериментальных 

результатов. Этим исследованиям в рамках магнитной газодинамики посвящен 

целый ряд публикаций (см., например, [1,6,10-14,106-107,195-196,250,251,254]). 

В газовой динамике аналогичные задачи возникают при изучении 

сверхзвукового продольного обтекания и течения за срезом цилиндра [292,293]. 
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При этом основными элементами структуры газодинамического течения 

являются волна разряжения, коническая ударная волна, волна сжатия и 

контактный разрыв, отделяющий область возвратного течения от основного 

потока за донным срезом цилиндра. В рамках магнитной газодинамики 

исследование сверхзвукового обтекания плазмой цилиндрического электрода 

[294] показало, что при больших значениях параметра 1>>β  картина течения 

принципиально не меняется, и элементы структуры газодинамического 

обтекания сохраняются. При малых значениях 1<<β , характерных для КСПУ, 

в отличие от газодинамики образуется область компрессии с сильно нагретой и 

сжатой плазмой [1,6,11-14,196,254]. Форма внутреннего электрода в 

расширяющейся части канала КСПУ и МПК представляет собой коническую 

поверхность, обеспечивающую схождение потока на ось системы. На выходе из 

канала основным элементом структуры течения, выявленным в численных 

моделях, является коническая ударная волна. Кроме того, для традиционных 

ускорителей с азимутальным магнитным полем при наличии токов выноса на 

выходе из системы в компрессионном потоке наблюдается излом линий 

электрического тока на фронте ударной волны наряду с изломом линий потока.   

Современный уровень исследований КСПУ, включая их модификации 

при наличии дополнительного продольного магнитного поля [74,102],  и МПК 

нового поколения (см., например, [295]) позволяет использовать для генерации 

плазмы различные газы и их смеси. Изучение динамики многокомпонентной 

плазмы (см., например, [23,296]), состоящей из нескольких сортов ионов, 

является одним из актуальных направлений исследований в плазмодинамике. 

Наличие примесей может существенно влиять на динамические и 

излучательные характеристики потоков плазмы [195,196].  Один из этапов этих 

перспективных исследований, представленный в данном разделе, содержит 

сравнительный анализ потоков в канале и компрессионных течений на выходе 

из ускорителя с азимутальным магнитным полем для плазмы, генерируемой из 

различных газов, например, из водорода, гелия, азота или ксенона [254].  
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Численное исследование динамики потоков для достаточно плотной 

среды проведено на основе МГД-уравнений. По-прежнему параметры среды 

позволяют считать плазму квазинейтральной nnn ei ==  и пренебречь инерцией 

электронов ( ). В рамках одножидкостной модели (ie mm << VVV == ie ) 

постановка задачи включает традиционные уравнения магнитной газодинамики 

с учетом конечной проводимости среды, теплопроводности и эффективных 

потерь энергии на излучение. Для полностью ионизованной плазмы ( 1=α ) в 

МГД-уравнениях (1.6) имеем nmi=ρ , TnkPPP Bei 2=+= , Tcv2=ε , 

( ) iBv mkc 1/ −= γ . Как и ранее считаем, что TTT ei =≈ . Электропроводность 

плазмы определяется соотношением (4.1), в котором время рассеяния 

электронов на ионах eiτ  вычисляется с помощью (1.9). Вязкостью компонент 

плазмы пренебрегаем, а вот теплопроводность среды следует учесть при 

наличии больших градиентов и нагреве плазмы в области компрессии. В 

данном случае она определяется с помощью соотношения (1.10). Кроме того, в 

уравнение для внутренней энергии (1.6), где WdivQизл = , в общем случае 

необходимо вычислять плотность потока энергии излучения  и 

соответственно решать уравнение переноса излучения (см., например, 

[25,40,45,46,51,192-198,211-214,297]). Эффективные потери энергии, 

обусловленные излучением в линиях, рекомбинационным и тормозным 

излучением, в рассматриваемом случае составляют незначительную часть от 

внутренней энергии единицы объема, и не представляется целесообразным 

решать уравнение переноса излучения для исследования процессов на 

качественном уровне. Воспользуемся известными интегральными 

соотношениями  (1.14) и (1.15) для вычисления  и  в суммарных 

потерях энергии на излучение 

W

рекQ тормQ

тормреклинизл QQQQ ++=  . Значительная часть 

энергии излучения для низкотемпературной плазмы сосредоточена в линиях 

особенно, если речь идет о многозарядных ионах, ионизационное состояние 

которых зависит от параметров среды и может быть определено с помощью 
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различных моделей (см., например, [36,51,59,298-299]). При этом средняя длина 

пробега фотонов для связанно-связанных процессов, как правило, меньше 

характерных размеров системы и возможных неоднородностей в распределении 

плотности и температуры. С одной стороны, это говорит о необходимости 

решать уравнение переноса излучения. В тоже время имеются оценки (см., 

например, [299-300]), которые позволяют эффективно учесть потери энергии на 

излучение в линиях, например, следующим образом: 

        ( )эВTnnZQ eieiлин
3623 /108 −⋅= ( )сексмэрг ⋅3/                       (4.27) 

где  - заряд иона. Расчет переноса излучения в приближении прозрачной 

плазмы (см., например, [25,36,40,51,59,299-302]) дает очень близкие 

результаты. Соотношение (4.27) используется далее в расчетах при 

iZ

1=iZ . 

Численная модель, также как и ранее, включает безразмерные 

переменные и параметры, которые зависят от массы иона . Используя 

прежние единицы измерения, в частности, единицу скорости 

im

oioo nmHV π4/= , приходим к тому, что в задаче участвуют следующие 

безразмерные параметры:  - отношение газового и магнитного 

давлений на входе, 

2/8 oo HPπβ =

2/321 /4Re TcVL oom σσπν === −  - магнитное число 

Рейнольдса, безразмерные значения теплопроводности  κ~  и излучения  .  излQ~

Рассмотрим двумерное осесимметричное, в общем случае 

нестационарное, течение плазмы в канале между двумя коаксиальными 

профилированными электродами и компрессионное течение на выходе из 

ускорителя при условии, что центральный электрод короче внешнего (рис. 43). 

При наличии единственной азимутальной компоненты магнитного поля 

( )ϕH,0,0=H  в задаче участвуют две компоненты скорости ( )0,, rz VV=V . 

Постановка задачи включает традиционные граничные условия. На входе 

в канале полагаем, что плазма подается с известными значениями  плотности 

( ) ( )rfr 1=ρ  и температуры ( ) ( )rfrT 2= , ток поддерживается постоянным и 
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поступает в систему только через электроды, т.е. 0=zj  или constrHr o ==ϕ  

при 0 , где . Подача плазмы осуществляется вдоль определенного 

направления. На выходе для рассматриваемых трансзвуковых потоков 

предполагается свободное  вытекание плазмы. Граничные условия на 

электродах отвечают стандартным предположениям: 

=z LRr oo /=

0=τE , 0=nV . На оси 

системы ( 0=r ) имеем очевидные граничные условия:  0=rV ,  . 0=ϕH

Используя выше изложенную методику численного интегрирования, 

соответствующие программные коды и метод установления, можно  рассчитать 

квазистационарные режимы течения с азимутальным магнитным полем. 

 

4.5.1. Пример компрессионного течения водородной плазмы 

На основе представленной модели была проведена серия численных 

экспериментов для различных величин  и одинаковых значений , ,  и im on oT pJ

L , соответствующих экспериментам в КСПУ и МПК [5-9,60-79].  Например, 

величины , 31510 −= сmno эВTo 2= , kAJ p 300= , смL 60= , см20=oR  

являются характерными для плазменных ускорителей и в случае водородной 

плазмы приводят к значениям 611=oσ  и 009.0=β . Геометрия канала отвечает 

аналитическим исследованиям двумерных течений плазмы [102]. В 

аналитической модели в приближении холодной плазмы плотность на входе в 

канал меняется по закону ( ) 22 /,0 rrrz o==ρ . Предполагая изэнтропичность 

поступающей плазмы ( constPcS v == γρ/ln ), имеем 1−= γρT  при 0=z .  

На рис. 43 (см. [254]) для указанных выше параметров представлено 

стационарное компрессионное течение водородной плазмы при условии 

неравномерной подачи на входе. На рис. 43а и 43б изображены лини уровня 

функций ( zr, )ρ  или концентрации ( )zrn ,  и температуры . Отчетливо 

наблюдается коническая ударная волна, формирующаяся за внутренним 

электродом при значениях .  

( zrT , )

1>z
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Линии уровня функции constHr =ϕ  на рис. 43в определяют направление 

электрического тока при условии, что внешний электрод является анодом. На 

рис. 43г дано векторное поле скоростей ( zr VV , ). Здесь же указан масштаб 

векторов, определяемый характерной скоростью . В соплообразном канале 

формируется трансзвуковое течение и в наиболее узкой части канала 

происходит переход скорости потока через скорость сигнала (см. (1.23) и 

штриховую линию на рис. 43г). На выходе из ускорителя в окрестности 

конической ударной волны наблюдается характерный излом линий потока 

плазмы и соответствующее скачкообразное изменение направления скорости.  

oV

 
    Рис. 43. Компрессионное течение водородной плазмы  

         с азимутальным магнитным полем 
 

Детальная картина изменения МГД-переменных на конической ударной 

волне представлена на рис. 44 с учетом отображения (см. рис. 6) расчетной 

области в переменных  на плоскость координат  с помощью 

соотношения (1.24). Здесь показано как меняется в продольном направлении 

( rz, ) )( zy,
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при 5  а) плотность, б) функция , в) продольная компонента скорости 

и г) радиальная компонента скорости. Сплошные кривые отвечают расчету на 

сетке (641х321), штриховые линии – (321х161).  

.0=y ϕHr
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Рис. 44. Изменение МГД-переменных на конической ударной волне при 5.0=y  

 

Соответствующий график зависимости температуры от  аналогичен 

графику, представленному на рис. 44а. Только скачкообразное увеличение 

температуры при  и 7

z

5.0=y .1≈z  происходит от значения  5.01 ≈T  перед 

ударной волной до величины 52 ≈T  за ударным переходом. Распределения на 

рис. 44 и 45 являются иллюстрацией поведения МГД-переменных на 

конической ударной волне, где происходит скачкообразное изменение всех 

переменных, включая плотность, температуру и соответственно давление. 

Кроме того, в окрестности оси при любых значениях  наблюдается z
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относительное увеличение плотности и температуры. Это связано с приосевым 

течением, происходящим из области компрессии, расположенной на оси 

системы при 1≈z , где плотность и температура имеют максимальные значения, 

представленные в таблице 2 (см. [254]).  

 
 

 

 водород гелий аргон ксенон 
15

max 10−⋅n  45  33  19  16  

eVT ,max  67  76  108  130  

Таблица 2. Максимальные значения концентрации и температуры  
в компрессионных потоках плазмы, генерируемой  

из водорода, гелия, аргона и ксенона при . kAJ p 300=

 
4.5.2. Степень сжатия в компрессионном потоке плазмы 

Коническая ударная волна выявлена в двумерных численных моделях 

достаточно давно [11]. В разные периоды она являлась предметом все более 

детальных исследований. Казалось бы, что сам факт ее существования снимает 

вопрос о возможности непосредственного использования зоны компрессии в 

КСПУ и МПК для термоядерных целей, поскольку наличие ударной волны 

исключает возможность безударного сжатия и достижения высоких параметров 

компрессии. Безударное сжатие является предметом ряда исследований, в том 

числе термоядерных (см., например, [303-304]).  

В рассматриваемом случае скачкообразное изменение МГД-переменных 

происходит на конической ударной волне при любых значениях . На рис. 

45а представлено распределение плотности вдоль канала при  . При 

этом ударный переход происходит при меньших значениях 4 , и значение 

плотности на ударной волне увеличивается от 

1>z

25.0=y

.1=z

5.01 =ρ  до 1.22 =ρ  в 

безразмерных переменных, а степень сжатия составляет 2.4/ 12 =ρρ . Для 

 (рис. 45б) величина скачка МГД-переменных увеличивается и сжатие 

равно 

06.0=y

1.6/ 12 =ρρ  при 21 =ρ , 2.122 =ρ . Для 0=y  график зависимости 
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плотности отвечает максимальному скачку и степени сжатия. Соответственно 

плотность меняется от величины 1.01 =ρ  при 9.0≈z  и 0≈r  в области 

максимального разрежения вследствие ускорения до максимального значения в 

зоне компрессии 45max =ρ  при 1≈z . В результате имеем 450/ 1max =ρρ . 

Такое сжатие, а также изменение других переменных, не отвечают скачкам 

величин на ударной волне. При этом степень сжатия относительно значения 

плотности на входе при 0=z  и кrr = , равного при условии неравномерной 

подачи 8.9=inρ  , составляет незначительную величину 6.4/max =inρρ .  
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Рис. 45. Распределение плотности вдоль канала при а)  и б) 25.0=y 06.0=y   

 

Оценка максимальной степени сжатия согласно (3.61) дает значение 

35/max =inρρ . Однако соотношение (3.61) было получено в [3] на основе 

упрощенной модели, используя интеграл Бернулли в приближении узкой 

трубки потока при наличии азимутального магнитного поля в случае идеально 

проводящей плазмы и адиабатического сжатия.  

Таким образом, анализ расчетов показывает, что возможно локальное 

течение вдоль узкой трубки потока, отвечающее высокой степени сжатия 

относительно состояния перед скачком уплотнения. Наблюдаемая степень 

сжатия не соответствует процессам на ударной волне. В этом смысле можно 

говорить о возможности безударного сжатия в компрессионных потоках 
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плазмы. Следует заметить, что параметры в зоне компрессии зависят от ряда 

факторов: способа подачи и параметров плазмы на входе,  геометрии канала и 

разрядного тока в системе. Например, при прочих равных условиях для 

водородной плазмы (см. таблицу 2 для кAJ p 300= ) и значении кAJ p 600=  

имеем  и 315
max 10141 −⋅= смn эВT 174max =  . В свою очередь для MAJ p 1=  

получим еще более высокие значения  и 315
max 10262 −⋅= cмn эВT 356max = . 

 

4.5.3. Интегральные характеристики плазменных ускорителей 

В рамках численной модели можно вычислить параметры, характеризующие 

работу плазменного ускорителя в целом [1,10,305]. Одним из интегральных 

параметров КСПУ является расход вещества, значение которого 

 для стационарных потоков с учетом закона сохранения 

массы, поддерживаемого в численной модели, можно определить в любом 

сечении канала ускорителя. В таблице 3 представлено, в частности, значение 

расхода, отвечающее течению водородной плазмы, представленному на рис. 43 

для разрядного тока . Увеличение разрядного тока до 

∫=
a

к

r

r
z rdrVm ρπ2&

кAJ p 300= кAJ p 600=  

приводит к увеличению расхода до значения cгm /8.41=& . При MAJ p 1=  

имеем расход cгm /7.68=& . Обобщенной характеристикой проточных 

плазмодинамических систем является также интегральный параметр обмена 

или параметр Морозова mpMo JJ &/=ξ  . Данный параметр определяет 

гидродинамический или холловский режим течения плазмы в той или иной 

установке. КСПУ является системой с малым параметром обмена 1<<Moξ  . 

При наличии продольного магнитного поля и вращения плазмы вводятся 

дополнительные обобщенные характеристики (см., например, раздел 4.4).  

Кроме того, интегралы по сечению на выходе из канала позволяют 

получить еще два важных интегральных параметра. Энергетической 
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характеристикой потока является мощность ускоренной струи 

∫=
a

к

r

r
z rdrVVN πρ 2

2

2
. Она представляет интерес, если рассматривать КСПУ, 

например, как инжектор для термоядерных систем. Импульс, уносимый струей 

за единицу времени, или тягу системы  имеет смысл 

оценивать для перспективных модификаций КСПУ в качестве мощных 

электрореактивных плазменных двигателя. Например, для варианта течения 

водородной плазмы, изображенного на рис. 43, значения данных интегралов в 

сечении  представлены в таблице 3 для 

∫=
a

к

r

r
z rdrVP πρ 22

85.0=z кAJ p 300=  . Для MAJ p 1=  

мощность струи существенно выше , а тяга системы 

 соизмерима с тягой мощных жидкостных ракетных двигателей. 

ГвтвтN 6.27106.27 9 =⋅=

нP 4108.5 ⋅=

 

 

 водород гелий аргон ксенон 

( )cгm /&  2.24  1.48  7.149 8.268  

( )МвтN  980  485  150  80  

( )нP  6530  6460  6320  6230  

Таблица 3. Значения расхода, мощности струи и тяги системы при кAJ p 300=  
в потоках плазмы, генерируемой из водорода, гелия, аргона и ксенона 
 

4.5.4. Сравнительный анализ компрессионных потоков плазмы,  

               генерируемой из водорода, гелия, аргона и ксенона    

Дальнейшие результаты [254] касаются эволюции компрессионных течений в 

ускорителе при изменении значения массы иона . Остальные параметры 

расчетов остаются неизменными и соответствуют пункту 4.5.1, включая 

разрядный ток . На рис. 46а представлены графики зависимости 

модуля скорости от  вдоль средней координатной линии для плазмы, 

im

кAJ p 300=

z
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генерируемой из различных газов. Видно, что с увеличением массы иона 

уменьшается скорость потока в канале КСПУ. В то же время энергия ионов 

 практически не меняется (рис. 46б). 2/2Vm ii =ε
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Рис. 46. Изменение а) модуля скорости и б) энергии иона вдоль средней 
координатной линии канала ускорителя для плазмы,  
генерируемой из водорода, гелия, аргона и ксенона  

 

Характерное поведение МГД-переменных на конической ударной волне, 

где происходит скачок плотности, температуры, компонент скорости и 

магнитного поля, сохраняется при использовании различных газов для 

генерации соответствующей плазмы. Однако при переходе к более тяжелым 

газам уменьшается величина скачка скорости на ударной волне (см. рис. 46а).  

Уменьшение скорости потока при увеличении  приводит к 

уменьшению параметров сжатия плазмы в  области компрессии. В таблице 2 

представлены максимальные значения концентрации и температуры в 

компрессионном потоке плазмы, генерируемой из различных газов. Видно, что 

для водорода значение  существенно выше, чем для гелия, аргона и 

ксенона. Кроме того, с ростом  наблюдается увеличение угла наклона между 

образующей конической ударной волны и осью системы. На рис. 47 

представлены для сравнения распределения температуры в компрессионных 

потоках плазмы, генерируемой из водорода и аргона. 

im

maxn

im
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Рис. 47. Распределения температуры в компрессионных потоках плазмы, 

генерируемой из а) водорода и б) аргона. 
 

 В таблице 3 представлены интегральные значения расхода , мощности 

струи 

m&

N  и тяги системы P  при использовании различных газов для генерации 

плазмы и прочих равных условиях, включая разрядный ток кAJ p 300= . 

Видно, что при использовании более тяжелых газов расход увеличивается, 

мощность струи падает, а вот тяга системы практически не меняется. Это 

означает, что именно водород как более распространенный элемент является 

самым предпочтительным газом для использования в перспективных 

модификациях КСПУ в качестве электрореактивных плазменных двигателей.  

 
4.6. Компрессионные течения плазмы  

при наличии продольного магнитного поля 

Постановка задачи, включая уравнения и граничные условия, а также метод 

численного интегрирования, изложены в разделе 4.1. При наличии продольного 

магнитного поля и вращения плазмы необходимы дополнительные 

соотношения на оси системы ( 0=r ), где имеем очевидные граничные условия: 

0=rV ;        0=ϕV ;       0=ϕH ;        0=rH   ( ) constA =ϕ

 Рассмотрим эволюцию компрессионного потока под воздействием 

продольного поля [129,250,251]. На рис. 48 представлено соответствующее 
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течение водородной плазмы в присутствии продольного магнитного поля, 

значение которого на входе равно , при условии неравномерной 

подачи на входе, когда  

05.0=o
zH

( ) 22 /,0 rrrz o==ρ , и прежних параметрах расчета: 

, , 31510 −= смno эВTo 2= кAJ p 300= , смL 60= , см20=oR  (см. раздел 4.5.1). 

На данном рисунке изображены: а) векторное распределение магнитного поля 

 в проекции на плоскость (H zr, ) и электрический ток ( z )r jj ,  (сплошные 

линии уровня ), б) линии уровня функции constHr =ϕ ϕψ Ar=  или 

магнитного потока (штриховые кривые) и азимутальная скорость ( )zrV ,ϕ  

(сплошные кривые), в) распределение плотности ( )zr,ρ , г) векторное поле 

скоростей ( zr VV , ) в проекции на плоскость ( zr, ),  д) изолинии температуры 

 . Штриховая кривая в наиболее узкой части канала на рис. 48г 

определяет границу перехода через скорость быстрой магнитозвуковой волны. 

Также как и в отсутствии продольного поля (рис. 43), отчетливо наблюдаются 

коническая ударная волна, на которой происходит излом линий потока плазмы 

(рис. 48г), а также излом линий магнитного потока (рис. 48б) и 

соответствующие скачкообразные изменения компонент магнитного поля (рис. 

48а). Температура, плотность и давление также скачкообразно возрастают на 

ударной волне. В целом зона компрессии представляет собой область сжатой и 

нагретой плазмы. Однако, под воздействием продольного магнитного поля 

такие параметры плазмы, как плотность и температура, заметно снижаются в 

области компрессии. Согласно рис. 48б вращение плазмы в окрестности 

конической ударной волны также меняется скачкообразно. Под воздействием 

продольного поля наблюдается незначительное увеличение угла между 

образующей конической поверхности ударной волны и осью системы. 

Существенным является то обстоятельство, что за ударной волной формируется 

область с относительно высокими значениями продольного поля, т.е. 

происходит генерация магнитного поля (см. рис. 48а).  

( zrT , )
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Рис. 48. Компрессионное течение плазмы  

при наличии продольного магнитного поля . 05.0=o
zH

 
Для более наглядной иллюстрации происходящих процессов рассмотрим 

соответствующие одномерные распределения. На рис. 49 изображены 

изменения вдоль средней координатной линии 5.0=y  с учетом отображения 

(1.24) расчетной области ),( rz  на плоскость ),( ry  для следующих переменных: 

а) плотности, б) продольной компоненты скорости , в) радиальной 

компоненты 

zV

rV , г) азимутальной скорости , д) продольной компоненты 

магнитного поля  и е) азимутальной компоненты тока в плазме  . Расчеты 

проведены на разных сетках, например, (321х161) и (161х81). Хорошо видно, 

что на ударной волне происходит скачкообразное изменение МГД-переменных. 

Распределение азимутальной скорости (рис. 49г) позволяет констатировать, что 

ϕV

zH ϕj
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в окрестности ударной волны плазма вращается с относительно высокой 

скоростью, но за ударной волной скорость вращения резко уменьшается. При 

этом в окрестности ударного перехода азимутальный ток имеет максимальные 

значения (рис. 49е), и на разрыве наблюдается резкое увеличение или генерация 

продольного магнитного поля (рис. 49д).  

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

z
 

 

161x81

a)

321x161

ρ

 
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

0,0

0,5

1,0

1,5

 

z

161x81

321x161

zV
б)

 

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
0,0

0,1

0,2

0,3
ϕV

 

 

z

161x81
321x161

г)

 
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

-0,6

-0,4

-0,2

0,0

0,2

 

 

z

161x81
321x161

rV в)

 

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
0,00

0,05

0,10

д)

 

 

zH

321x161

z

161x81

 
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

0

1

2

3

е)
ϕj

 

 

z

161x81

321x161

 
Рис. 49. Распределения МГД-переменных в компрессионном потоке вдоль 
канала при 5.0=y  в присутствии продольного магнитного поля . 05.0=o

zH
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Одномерные распределения в радиальном направлении представлены на 

рис. 50 для 5  и разных значений продольного магнитного поля на входе в 

канал  (см. рис. 48) и 1 . Здесь изображены изменения        

а) температуры, б) радиальной компоненты скорости 

.1=z

05.0=o
zH .0=o

zH

rV , в) радиальной 

компоненты магнитного поля rH  и г) азимутального магнитного поля . 

Отрицательные значения  на рис. 50г и 48а соответствуют выбранной 

полярности электродов, когда центральным электродом является катод.  

Данные рисунки дополняют картину процессов на конической ударной волне, а 

сравнение кривых 1 и 2 для различных значений продольного поля на входе 

показывает, что с усилением продольного магнитного поля увеличивается угол 

наклона конической ударной волны к оси системы. 
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Рис. 50. Распределения МГД-переменных в радиальном направлении  
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Используемая модель учитывает конечную проводимость плазмы, 

диффузию магнитного поля и выделение тепла за счет столкновений, 

отвечающее слагаемому 2jν  в правой части  уравнения (4.7). Несмотря на то, 

что известные соотношения на разрывах, включая ударные волны, отвечают 

идеально проводящей плазме, эти соотношения с определенной степенью 

достоверности могут быть использованы для рассматриваемого течения плазмы 

конечной проводимости. Анализ процессов на ударном переходе показал, в 

частности, что согласно известным теоретическим результатами на ударной 

волне выполнены соотношения { }τττ VHH |||| LR , где { } RL
τττ VVV −=  - скачок 

тангенциальной компоненты скорости (см., например, [18,22,25]). Считаем, что  

состояние справа от разрыва (R) принадлежит течению за ударной волной.  

Резкое усиление продольного магнитного поля в окрестности зоны 

компрессии было также диагностировано в экспериментах [71], проведенных 

ранее для исследования влияния внешнего магнитного поля на компрессионные 

течения. До недавнего времени (см. [129,250,251]) ответ на “вопрос о том, 

является ли это случайностью или закономерностью”[71], оставался открытым. 

Эффект усиления и поддержания магнитного поля, называемый 

гидромагнитным динамо или МГД-динамо (см., например [306,307]), может 

возникнуть в результате движения проводящей среды при определенных 

условиях, включая астрофизические процессы (см., например, [308]). Известно, 

что данный эффект невозможен при движении однородно-проводящей 

жидкости вдоль плоских поверхностей. В то же время он может возникнуть в 

результате вращательных движений проводящей среды вдоль поверхностей 

другого типа, в частности, цилиндрических и тороидальных. Необходимым 

условием работы гидромагнитного динамо является достаточно высокое 

значение магнитного числа Рейнольдса  . Все эти условия выполнены 

в случае компрессионного течения плазмы на выходе из КСПУ, где 

формируется коническая ударная волна и в набегающем вращающемся потоке 

присутствует слабое затравочное продольное магнитное поле. 

10Re ≥m
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Существует несколько теоретических подходов для объяснения 

различных механизмов усиления и поддержания магнитного поля. В данном 

случае речь идет о кинематическом динамо, когда генерация поля происходит 

при определенном течении плазмы. Пренебрегая магнитной вязкостью, можно 

считать, что магнитное поле вморожено в плазму и силовые линии поля 

приклеены  к движущейся среде. При этом сохраняется магнитный поток через 

поверхность любого контура, движущегося со средой. На ударной волне в 

КСПУ и МПК наблюдается излом линий потока. Сопутствующая деформация 

контура может привести к усилению магнитного поля, что и происходит (см. 

рис. 48а, 49д). Имеющиеся теоретические описания природы МГД-динамо, как 

правило, не раскрывают одну из главных причинно-следственных связей 

генерации магнитного поля с возникающими токами. На рис. 49д, 50в и 49е 

видно, что особенности поведения магнитного поля на конической ударной 

волне связаны, в частности, с пиком в распределении азимутального тока 

r
H

z
Hj zr

∂
∂

−
∂
∂

=ϕ , который достигает максимума на ударном переходе, где 

компоненты rH  и  резко меняются. В свою очередь резкое изменение 

азимутальной скорости на ударной волне означает, что скорости вращения 

среды по обе стороны ударного перехода существенно различаются. 

zH

 Выявленный эффект генерации магнитного поля на конической ударной 

волне в КСПУ является наглядным примером МГД-динамо, способствующим 

изучению фундаментальной и прикладной проблемы гидромагнитного динамо. 

 
4.7. Выводы 

Представлены результаты исследований динамики вращающихся 

осесимметричных потоков плазмы в канале коаксиального плазменного 

ускорителя при наличии продольного магнитного поля. В основе численных 

экспериментов лежит одножидкостная МГД-модель двумерных течений с 

учетом конечной проводимости среды. Верификация численной модели 

осуществлена с помощью аналитических исследований двумерных течений. 
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 Установлено, что слабое продольное поле позволяет реализовать 

трансзвуковые течения в канале ускорителя при различных условиях подачи 

плазмы на входе. При этом, на выходе доля энергии, обязанная вращению, 

существенно меньше кинетической энергии направленного вдоль оси потока 

плазмы. Продольное магнитное поле образует своеобразный дополнительный 

канал для управления динамическими процессами в плазменном ускорителе и 

других устройствах, принцип действия которых основан на использовании 

главным образом азимутальной компоненты магнитного поля.  

 Небольшое продольное магнитное поле, действуя на протяжении всей 

длины канала, приводит к постепенно нарастающему вращению плазмы. В 

результате наблюдается увеличение концентрации плазмы в окрестности 

внешнего электрода. Данное обстоятельство указывает на возможность 

преодоления или ослабления явления кризиса тока в каналах плазменных 

ускорителей со сплошными электродами. В то же время при достаточно 

сильном продольном поле наблюдается формирование токовых слоев в 

движущейся плазме и привязок тока на внешнем электроде. Полученные 

результаты стимулировали дальнейшие экспериментальные [74], теоретические 

и численные исследования, в частности, разработку МГД-модели с учетом 

эффекта Холла и тензора проводимости среды (см. главу 5).  

На основе одножидкостной МГД-модели с учетом проводимости, 

теплопроводности и потерь энергии на излучение проведен сравнительный 

анализ компрессионных потоков плазмы, генерируемой из различных газов в 

КСПУ с азимутальным магнитным полем. Для всех газов течение на выходе из 

ускорителя содержит коническую ударную волну, на которой происходит 

скачкообразное изменение плотности, температуры и давления. На ударной 

волне наблюдается характерный излом линий потока плазмы. В целом зона 

компрессии представляет собой область сжатой и нагретой плазмы. При 

переходе к более тяжелым газам уменьшается скорость потока в канале, 

соответственно плотность плазмы в области компрессии, а также уменьшаются 
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скачки величин, включая скорость, при переходе через коническую ударную 

волну. Для водорода максимальное значение концентрации в зоне компрессии 

существенно больше, чем аналогичные значения для гелия, аргона и ксенона. 

Кроме того, с ростом массы иона наблюдается увеличение угла наклона между 

образующей конической ударной волны и осью системы. 

 Анализ интегральных характеристик ускорителей при использовании 

различных газов для генерации плазмы показал, что переход к более тяжелым 

газам сопровождается увеличением расхода в системе и падением мощности 

струи. В то же время тяга системы практически не меняется. Соответственно 

водород следует рассматривать как наиболее предпочтительный газ для 

использования в перспективных модификациях КСПУ в качестве мощных  

электрореактивных плазменных двигателей.  

 Выявлены особенности компрессионных потоков плазмы на выходе из 

канала КСПУ при наличии продольного магнитного поля. Под воздействием 

слабого продольного поля плазма начинает вращаться с относительно высокой 

скоростью в окрестности конической ударной волны и наблюдается увеличение 

угла между образующей конической поверхности ударной волны и осью 

системы. За ударной волной и на оси системы формируется область с 

относительно высокими значениями продольного поля, т.е. наблюдается 

генерация магнитного поля. В целом зона компрессии представляет собой 

область сжатой и нагретой плазмы. Однако, под воздействием продольного 

магнитного поля такие параметры плазмы, как плотность и температура, 

заметно снижаются в области компрессии. 

 Обнаруженная генерация магнитного поля на конической ударной волне 

в КСПУ с продольным магнитным полем является конкретным примером 

гидромагнитного динамо или МГД-динамо, когда по обе стороны конической 

поверхности происходит вращение среды с разной скоростью, а азимутальный 

ток имеет максимальные значения в окрестности ударного перехода. 
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ГЛАВА 5 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИЭЛЕКТРОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В КСПУ И 

УСКОРИТЕЛЯХ С ПРОДОЛЬНЫМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ 

 В РАМКАХ ДВУХКОМПОНЕНТНОЙ МГД-МОДЕЛИ 

  
Оптимизация и совершенствование КСПУ, включая эксперименты на 

плазменных ускорителях с дополнительным продольным магнитным полем 

[74], проводятся одновременно с теоретическими и численными 

исследованиями (см., например, [6,101,102,114,115,119,124,127,130,134,232]). 

Приэлектродные процессы и взаимодействие потоков плазмы с твердым 

телом, включая изоляторы и элементы металлических конструкций, относятся к 

принципиальным проблемам плазмодинамики. Данные вопросы актуальны для 

КСПУ и других устройств, например, стационарных плазменных двигателей 

(СПД), торцевых сильноточных ускорителей (ТСУ), магнитоплазменных 

двигателей (МПД), МГД-генераторов, различных термоядерных систем. 

Многообразие процессов на поверхности широко представлено в литературе 

(см., например, [1,12,58,66,69,72-73,87-95,104,118,128,130,132-134,258-264,309]) 

и включает в себя такие явления, как адсорбция и десорбция атомов, 

поверхностная ионизация, распыление поверхности, различные виды эмиссии 

электронов, электронные и дебаевские слои, пристеночная проводимость, 

рециклинг, эрозия электродов и другие процессы. Пограничные слои могут 

характеризоваться различными масштабами, в частности, дебаевским радиусом 

, электронным и ионным ларморовскими радиусами , а также длиной 

свободного пробега 

DR ieR ,

ie,λ . Кроме этих и других переменных в задачах всегда 

присутствует параметр δ , характеризующий толщину пограничного слоя. В 

ряде интересных случаев, включая рассматриваемые процессы, толщина δ  

много больше характерных внутренних масштабов. Пограничные слои по 

своим свойствам принципиально отличаются от основных потоков и могут 

оказывать влияние на формирование макроструктуры ядра потоков.  
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В КСПУ приэлектродные процессы также являются существенным 

фактором, влияющим на динамику потоков в целом. Не претендуя на полноту 

описания всех процессов на поверхности электродов, ограничимся 

исследованием макроскопических процессов в пограничном слое плазмы и его 

взаимодействием с основным потоком при условии, что ieDie RR ,, ,, λδ >> . 

Причину возникновения крупномасштабных приэлектродных слоев можно 

понять, рассмотрев диаграммы или эпюры ускорителей с азимутальным 

магнитным полем для различных режимов токопереноса. Эти эпюры были 

представлены на  рис. 32, где ускорительный канал схематично изображен в 

виде прямоугольника, полагая для определенности, что внешний электрод 

является анодом. В режиме ионного токопереноса (см. рис. 32а) штриховые 

линии, отвечающие функции потока электронной компоненты, в случае 

холодной плазмы совпадают с эквипотенциальным анодом. Траектории ионов 

на рис. 32а схематично изображены наклонными сплошными линиями. 

Заштрихованная область на рис. 32а условно определяет пограничный слой, 

возникновение которого становиться очевидным. Данный режим течения с 

ионным токопереносом предполагает подачу вещества через проницаемый анод 

и реализован в ряде экспериментов [7-9,63-74].  

На практике в целом ряде случаев, в ускорителях и иных устройствах с 

аналогичным принципом действия, продолжают использовать непроницаемые 

эквипотенциальные электроды. В этом случае с точки зрения теории и в 

соответствии с рис. 32  на поверхности электродов осуществляется слияние 

ионных траекторий и эквипотенциалей или близких к ним электронных 

траекторий. Такое слияние противоречит природе процессов. Теоретический 

анализ [1,12] динамики плазмы поперек магнитного поля ϕHH =  в 

окрестности эквипотенциального непроницаемого электрода  ( , VE ⊥ 0=nV  , 

0=τE ) был проведен на основе обобщенного закона Ома. Поскольку ie VV ≠  , 

учет эффекта Холла и параметра eeτω  приводит к появлению продольной 
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холловской компоненты тока ⊥jj ee τω~||  и отжатию плазмы от анода. В свою 

очередь уменьшение концентрации в окрестности электрода увеличивает 

значение eeτω  и еще больше усиливает ток вдоль анода и отжатие плазмы от 

электрода. В результате при определенных условиях может произойти 

изменение структуры течения.  В ускорителе появляются колебания большой 

амплитуды. В экспериментах это приводит к явлению кризиса тока, которое 

проявляется на вольтамперных характеристиках. Если разрядный ток в системе 

больше некоторого критического значения , то напряжение на разряде резко 

растет и система препятствует прохождению токов большей величины.  

крJ

В теоретических и численных исследованиях влияние пограничных слоев 

на основной поток реализуется через граничные условия, которые должны 

учитывать характер взаимодействия плазмы с поверхностью твердого тела. 

Ранее использовались упрощенные численные модели с учетом эффекта Холла 

(см., например, [6,11,14]), которые не включали зависимость коэффициентов в 

уравнениях и граничных условиях от параметра eeτω . Кроме того, в прежних 

численных моделях преимущественно использовались безразмерные 

параметры. Такая практика не способствовала сравнению с экспериментами. В 

расчетах течений в каналах с непроницаемыми электродами наблюдались так 

называемые «анодные взрывы» [11,14]. Их возникновение трактовалось на 

основе теории. Однако прежние модели не позволяли выявить процессы, 

соответствующие теоретическому анализу причин возникновения кризиса тока.  

В данной главе представлены исследования динамики плазмы в канале 

коаксиального ускорителя на основе двухкомпонентной МГД-модели с учетом 

эффекта Холла, тензора проводимости среды и зависимости коэффициентов от 

параметра eeτω  . Разные модификации двухжидкостной МГД-модели отвечают 

постановке различных граничных условий и были использованы, в частности, 

для сопоставления двумерных численной и аналитической моделей. 

Теоретические исследования и расчеты режима ионного токопереноса, 

проведенные с помощью двухжидкостной МГД-модели, представлены в 
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работах [100-104,121-122,130,249,252,310-311]. Для данного режима 

токопереноса в окрестности электродов не наблюдалось возникновения и 

формирования каких-либо неустойчивостей. Этот режим предполагает 

согласованную подачу плазмы через проницаемые электроды. 

На основе двухжидкостной МГД-модели были также проведены 

исследования динамики плазмы, приэлектродных процессов и влияния 

различных факторов на эффект возникновения кризиса тока в канале с 

непроницаемыми сплошными эквипотенциальными электродами в отсутствии 

и при наличии продольного магнитного поля [132-134,312].  

Исследования, изложенные в четвертой главе, были проведены на основе 

одножидкостной МГД-модели и показали, что введение в систему 

дополнительного продольного магнитного поля может предотвратить 

возникновение приэлектродных нерегулярностей за счет возникающего 

вращения и увеличения концентрации в окрестности внешнего электрода. Это 

нашло подтверждение в рамках двухкомпонентной МГД-модели, которая 

позволила выявить приэлектродные процессы, предсказанные теорией, и 

провести сопоставление с имеющимися экспериментальными данными. 

Кроме того, двухжидкостная МГД-модель течений, включая общий 

случай трехкомпонентного магнитного поля, была использована для развития 

метода одиночных пробных частиц [202], ранее разработанного для 

исследования динамики ионов примесей заданной массы и заряда в основном 

потоке водородной плазмы [114]. В результате выявлен эффект самоочищения 

потока водородной плазмы в канале КСПУ и условия его возникновения [127].  

 
5.1. Уравнения двухжидкостной магнитной газодинамики  

В отсутствии диссипации уравнения идеальной газодинамики для компонент 

плазмы получаются в пределе, когда длина свободного пробега стремится к 

нулю и функция распределения считается максвелловской. При наличии 

диссипации соответствующие коэффициенты определяют при условии, что 

локальная функция распределения мало отличается от максвелловской. 
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В плазме для столкновительного члена Л.Д. Ландау техника получения 

уравнений переноса частиц, импульса и энергии из кинетических уравнений 

была развита С.И. Брагинским и Л. Спитцером. В работе [23] найдены явные 

выражения для диссипативных коэффициентов в уравнениях. Следуя этой 

работе, приведем систему уравнений переноса для двухкомпонентной простой 

плазмы, состоящей из электронов и одного сорта ионов: 
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 В данной системе уравнений пренебрегаем вязкостью компонент плазмы 

в силу ее малости. Для достаточно плотной среды будем считать плазму 

квазинейтральной nnnZ eii == . Пренебрежем инерцией электронов ie mm << . 

Соответственно из (5.2) следует обобщенный закон Ома. В рассматриваемом 

диапазоне параметров задачи с учетом оценок и экспериментальных данных 

будем полагать, что TTT ei =≅ . Результаты численных экспериментов 

демонстрируют тот факт, что на уравнение энергии не ложится сколько-нибудь 

существенной нагрузки в общей картине динамики плазмы. Кроме того, 

ограничимся исследованием динамики водородной плазмы ( 1=iZ , 

), часто используемой в экспериментах. Уравнения переноса 

замыкаются уравнениями Максвелла, в которых пренебрегаем током смещения.  

pi mmm ==
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В результате несложных преобразований исходных уравнений переноса 

(5.1)-(5.5) с учетом уравнения индукции магнитного поля и сделанных выше 

предположений получим следующую систему уравнений [130,134,310]: 

                 0=+ Vρ
∂

ρ∂ div
t

 ;               [ HjV ,1
c

P
td

d
=∇+ρ ]                          (5.6) 

          ( ) ( )
n

div
e
PT

e
kdivQdivP

td
d eB jjqV +∇

−
+−=+ ,

1γ
ερ                         (5.7) 

     EH rot
tc

−=
∂
∂1  ;                [ ] RHVE

ne
P

nec ee
11,1

+∇−−=                     (5.8) 

             ( einerotc VVHj −== )
π4

  ;               ( ∇+
∂

)∂
= ,V

ttd
d                      (5.9) 

( ) TccPPP vpei ρ−=+= 2  ;    Tcv2=ε  ;      ( )1/ −=−= γvvpB cccmk  

Здесь    ,   iVV = P -   суммарное давление, nm=ρ  - плотность тяжелых 

частиц, j - электрический ток;  q  - тепловой поток. 

 

5.1.1. Коэффициенты переноса  

Коэффициенты переноса в магнитном поле зависят от ee τωχ = , где    

cm
He
e

e =ω  - циклотронная частота электронов, 
( )

nZe

Tkm

i

Be
e 24

2/3

24

3

Λ
=

π
τ  - 

электронное время между столкновениями,  Λ   -  кулоновский логарифм. 

Передача   импульса   путем   столкновений   от   ионов  к  электронам 

  складывается из силы трения  , обусловленной наличием 

относительной скорости  

TRRR j += jR

neie /jVVu −=−= , и термосилы  TR , связанной с 

градиентом температуры. В соответствии с работой  [23] имеем  

                   ( ) ( ) ( ) [ ]⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= ⊥ jHjjR j ,3

2//1 H
AAAne χχχ

σ
                              (5.10) 

           ( ) ( ) ( ) [ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇+∇+∇−= ⊥ T

H
BTBTBnkBT ,3

2//1 HR χχχ ]                      (5.11) 



 195

Здесь  и ( ) 2
// /, HHHjj = [ ][ ] 2/,, HHjHj =⊥  - компоненты вектора, 

параллельного и перпендикулярного магнитному полю; ( )χ3,2,1A  и ( )χ3,2,1B  

- известные функции переменной величины ee τωχ = ;   

-  электропроводность среды. 

2/32 ~/ Tmne eee τσ =

Электронный поток тепла также складывается из двух частей  

. Потоком тепла e
T

e
e qqq j += e

Tq , обусловленным градиентом температуры, в 

канале ускорителя можно пренебречь, т.к. . Кроме того, ионный поток 

тепла существенно меньше электронного и им также можно пренебречь  

( ).  В результате получим  

ee
T qq j<<

ei qq <<

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+−=≈+= jHHHjjqqqq j ,, 3

2
21

2 H
B

H
BBB

e
TkBe

ie
χχχχ  

Суммарное тепло, выделяющееся вследствие столкновений, равно 

                                       ( ) neQQQ ei /, jR=+=                                             (5.12) 
 

5.1.2. Тензорная проводимость  

Для того чтобы понять тензорную природу проводимости, воспользуемся 

обобщенным законом Ома. Учитывая первые два слагаемых в (5.10) и 

соотношение , уравнение  (5.8) запишем в виде nee /jVV −=

          [ HjEjj ,1*

//
//

cne
−=+

⊥

⊥
σσ

] ,            [ HVEE ,1*
cne

Pe + ]∇
+=                (5.13)   

где  - напряженность эффективного электрического поля. Зная функции *E

( )χ1A  и ( )χ1A  [23], при 1<<= ee τωχ  найдем, что σσσ =≈ ⊥// . В 

противоположном случае 1>>ee τω  имеем ⊥≈ σσ 2// . Рассматривая (5.13) в 

проекциях на направление магнитного поля H/Hh =  и ортогональную ему 

плоскость, придем к уравнениям 

                      *
//

//
// Ej

=
σ

 ,                   [ HjEj ,1*
⊥⊥

⊥

⊥ −=
cneσ

]                           (5.14) 
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Помножим второе уравнение (5.14) на , воспользуемся формулой двойного 

векторного произведения, учтем ортогональность векторов 

H

( ) 0, =⊥jH  и 

соотношение cneHee /στω = . В результате получим  

       *
////// Ej σ=  ,           [ ]( ) ( )( )2** 1/, eeee τωτωσ ++= ⊥⊥⊥⊥ EhEj               (5.15) 

Если в декартовой системе координат ось  направить вдоль магнитного поля 

, то соотношения (5.15) легко записать для проекций 

z

( zH,0,0=H ) ( )zyx jjj ,,  и 

( )zyx EEE ,, . Полученную систему уравнений можно представить в форме 

                                                                                                                (5.16) *ˆ Ej σ=

где роль проводимости играет тензор σ̂ , заданный матрицей 
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σ
eeee
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                                  (5.17) 

 Таким образом, проводимость является анизотропной в силу различия 

между коэффициентами //σ , ⊥σ  и неоднородной по направлениям, 

ортогональным магнитному полю . Если электрическое поле H ( )zE,0,0=E  

направлено вдоль , то H zz Ej //σ=  и протекание тока вдоль магнитного поля 

происходит так же, как и при его отсутствии. Наличие электрического поля, 

направленного поперек , например, вдоль оси H x , порождает электрический 

ток, текущий под углом θ  к направлению  так, что E eexy tgjj τωθ ==/  

 

5.1.3. Безразмерные параметры задачи  

Уравнения (5.6)- (5.12) записываются  в безразмерном  виде, используемом в 

численной модели. В качестве единиц, как и ранее, возьмем размерные 

константы: L  - длина канала; ( )ooo nmn =ρ , ,  - 

характерные значения концентрации, температуры и азимутальной 

oT op
o

o RcJHH /2== ϕ



 197

составляющей магнитного поля на входе в канал, где  - радиус внешнего 

электрода,  -  разрядный ток в системе. С помощью данных величин также 

формируются единицы: давления - , характерной скорости – 

oR

pJ

π4/2
oH

ooo HV ρπ4/= , времени - oo VLt /=  (’’пролетное” время), напряженности 

электрического поля - cVHE ooo /=  и плотности тока - LHcj oo π4/= . 

Связь исходных размерных величин с безразмерными параметрами, 

участвующими в задаче, определяется следующим образом: 
on

m
Le

c
π

ξ
4

=  - 

локальный параметр обмена, характеризующий роль эффекта Холла в 

двухжидкостной модели;  - отношение газового и магнитного 

давлений на входе (

2/8 oo HPπβ =

ooBo TnkP = ); σπν om VLc 4/Re/1 2==  - магнитная 

вязкость, обратно пропорциональная магнитному числу Рейнольдса, 

отвечающему спитцеровской проводимости . С помощью ξ  и ν  получим  

значение четвертого безразмерного параметра, участвующего в задаче,  

                                                   ρνξτωχ /Hee ==                                        (5.18) 

В потоке безразмерная проводимость  и параметр 2/3Re Tom σ= ee τω  

могут иметь различные значения в той или иной точке канала ускорителя. 

 

5.2. Модифицированные уравнения двухкомпонентной МГД-модели  

В общем случае при наличии дополнительного продольного магнитного поля 

численное интегрирование осуществляется с учетом бездивергентности 

магнитного поля. С этой целью также, как и в одножидкостной МГД-модели, 

используется векторный потенциал  (A AH rot= ). В цилиндрической системе 

координат имеем 
( )

z
Ar

r
Hr ∂

∂
−= ϕ1   и 

( )
r
Ar

r
Hz ∂

∂
= ϕ1 , где - азимутальная 

компонента векторного потенциала. В осесимметричном случае (

ϕA

0/ ≡∂∂ ϕ ) это 
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обеспечивает тождественное выполнение условия 0 . Эксперименты 

подтверждают предположение об аксиальной симметрии течения. 

Электрический ток в плазме определяется с помощью соотношений 

=Hdiv

z
Hr

r
j r ∂

∂
−= ϕ1 ,    

r
Hr

r
j z ∂

∂
= ϕ1 ,    2r

A
A

r
H

z
Hj zr ϕ

ϕϕ +Δ−=
∂

∂
−

∂
∂

=           (5.19) 

где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂

∂
∂

+
∂

∂
=Δ

r
A

r
rrz

A
A ϕϕ

ϕ
1

2

2
. Как показали результаты численного 

моделирования соответствующих задач, в расчетах не наблюдается выбросов в 

распределении вторых производных от  и не физических разворотов тока ϕA j. 

Следуя [130,310], с учетом сделанных замечаний в осе симметричном 

случае уравнения (5.6)-(5.12) в безразмерной форме можно записать в терминах 

-компоненты векторного потенциала  и  -компоненты магнитного поля : ϕA ϕH

                    ( ) ( ) 01
=

∂
∂

+
∂

∂
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rz ρρρ                                                      (5.20)  
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В данных уравнениях участвуют безразмерные переменные: ϕϕ ρ VrD = ,  

( )1/ −= γβε T  и TP ρβ= .  Коэффициенты  ν
AC  , ν

rC  , ν
zC  , ν

rzC   выражаются 

через известные функции ( )χ3,2,1A  и ( )χ3,2,1B  [23], в которых параметр 

ee τωχ =   определяется соотношением (5.18) : 

      ( ) 22
212 / HHAAACA ϕ

ν −+=  ;           ( ) 22
212 / HHAAAC zr −+=ν   

       ( ) 22
212 / HHAAAC rz −+=ν  ;           ( ) 2

21 / HHHAAC rzrz −=ν            (5.27) 

Уравнения (5.20)-(5.26) содержат функции ,, D
z

D
r VV   

 , определенные в [310], зависящие от 

переменных задачи и пропорциональные параметрам 

,, 21 UU

,,, 321 GGG 2121 ,,, QQFF

ξ , β  и ν , которые 

существенно меньше единицы.  Поэтому  на гладких решениях все слагаемые в 

уравнениях, содержащие указанные функции, можно рассматривать как малые 

добавки, не оказывающие значительного влияния на динамику плазмы в целом. 

В уравнении энергии (5.24) основной вклад в выделение энергии за счет трения 

вносит отдельно представленное слагаемое ( ) 2
2 jχν A .  Кроме того, вместо 

уравнения для внутренней энергии ε  или температуры T  используется 
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соответствующее уравнение для энтропии S . В результате модель включает 

семь уравнений для переменных ϕϕϕρ AHVVVS rz ,,,,,, .  

 

5.3. Постановка задач и граничные условия 

В отсутствии диссипаций и при условии идеальной проводимости плазмы 

вопрос об эволюционности или гиперболичности системы МГД-уравнений с 

учетом эффекта Холла, также как и в одножидкостном случае, решается в 

терминах характеристик для линеаризованных уравнений. Для 

гиперболической системы число необходимых граничных условий равно числу 

характеристик, которые входят внутрь области на границе. На входе и выходе, 

т.е. на левой и правой границах, при 1<<ξ  значения характеристических 

скоростей мало отличаются от соответствующих величин в одножидкостной 

МГД-модели [58]. Поэтому во входном и выходном сечениях граничные 

условия ставятся так же, как в одножидкостном приближении.  

Как и ранее считаем, что на входе в канал ускорителя при 0=z  

происходит дозвуковое втекание плазмы с известными распределениями 

плотности ( ) ( )rfr 1=ρ  и температуры ( ) ( )rfrT 2= . В случае равномерной 

подачи имеем 1=ρ  и 1=T  на входе. Следует напомнить два обстоятельства. 

Во-первых, длительность разряда намного больше пролетного времени, 

соизмеримого с характерным временем установления решения. Во-вторых, 

вольтамперные характеристики, с помощью которых было диагностировано 

явление кризиса тока, строятся на основе максимальных значений в 

осциллограммах тока и напряжения. С учетом сказанного, очевидно, что на 

первый план выступают исследования течений плазмы, отвечающих заданным 

значениям разрядного тока. Поиск стационарных течений осуществляется с 

помощью метода установления в процессе решения исходной нестационарной 

задачи. Соответственно полагаем, что разрядный ток в системе имеет 

постоянную величину, а плазменный ток замыкается на электродах, т.е. 0=zj  
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при 0  или =z constrHr o ==ϕ , где LRr oo /= . Подача плазмы 

осуществляется вдоль определенного направления. При наличии продольного 

магнитного поля зададим на входе 0≠zH . Следуя [100-102], имеем при 0=z : 

 и ( ) constHrH o
zz == ( ) 25.0 rHArr o

z== ϕψ  . При этом азимутальную 

скорость на входе считаем равной нулю 0=ϕV . В наиболее узкой части канала 

происходит переход через скорость быстрой магнитозвуковой волны или 

скорость сигнала (1.23) в отсутствии продольного магнитного поля, и на 

выходе для сверхзвукового потока ставятся условия свободного вытекания.  

В случае непроницаемых электродов в режиме электронного 

токопереноса при 0≠ξ  и 0=ν  МГД-модель с учетом эффекта Холла 

формально требует трех граничных условий на катоде и одного условия на 

аноде [58]. Электроды при этом неэквипотенциальны. В режиме ионного 

токопереноса с проницаемыми электродами при условии 0≠ξ  и 0=ν  схема 

входа и выхода характеристик в канал на поверхности электродов, 

представленная в монографии [58], соответствует постановке трех граничных 

условий на аноде и одного граничного условия на катоде.   

В рассматриваемой МГД-модели с учетом эффекта Холла 0≠ξ  и 

конечной проводимости 0≠ν  граничные условия и их число определяются 

иначе. Уравнение диффузии магнитного поля содержит вторые производные, 

отвечающие параболической части МГД-уравнений. Решение краевой задачи 

предполагает постановку граничных условий, содержащих магнитное поле и 

его компоненты, на всех границах расчетной области. Соответственно для 

уравнений (5.25) и (5.26) необходимы граничные условия на входе, выходе и 

электродах. Число граничных условий для оставшейся гидродинамической 

части уравнений определяются ее характеристиками, входящими на границах.   

Рассмотрим более подробно граничные условия на электродах. 

Электрическое поле  вычисляется с помощью обобщенного закона Ома (5.8). 

С учетом (5.10) и (5.11) в безразмерной форме получим следующее выражение:  

E
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                             [ ] 212 , EEHVjE ++−= Aν                                       (5.28)  

[ ] ( )( ) HHjjHE 22131
,,
H

AAF −+−= ν  ,           
H
AF 3

3
ν

ρ
ξ

+=  

( ) ( ) [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∇+∇
−

+∇+∇−= T
H
BT

H
BBTBT ,,1

2
3

2
21

22 HHHE ρ
ρ

βξ  

В случае сплошных и эквипотенциальных электродов, образующих 

стенки канала, граничные условия предполагают непроницаемость 0=nV  и 

эквипотенциальность поверхности 0=ϕE , ( ) 0/'
, =+= SErEE raкzτ , где 

zd
rd

r aк
aк

,'
, = , ( )2'

,1 aкrS += . Из данных соотношений, используя (5.28), 

исключая нормальную компоненту магнитного поля ( ) SHrHH zaкrn /'
,−= , 

можно установить следующую связь между тангенциальной τj  и нормальной 

 компонентами тока в плазме [134] на поверхности электродов :  nj

    0
2 43

2
21 =−+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−++ CSjSCjH

V

V
H

H
SCjC nze

z

e

ee ν
βξτω ϕ

ϕ
ϕτ            (5.29) 

где переменные  зависят от 4,3,2,1C ( )χ3,2,1A , ( )χ3,2,1B  и компонент 

магнитного поля,  и  - компоненты скорости электронов eVϕ
e
zV ρξ /jVV −=e . 

В свою очередь для нормальной компоненты магнитного поля справедлива 

оценка ν~nH , и в широком диапазоне параметров численных экспериментов 

имеем 1<<ν  и . Как и в случае одножидкостной МГД-модели условие 

 обеспечивает сохранение магнитного потока вдоль канала.   

0≈nH

0=nH

 В режиме ионного токопереноса с проницаемыми эквипотенциальными 

электродами на поверхности анода и катода может происходить соответственно 

втекание и вытекание плазмы с малой нормальной составляющей скорости . nV

Для режима ионного токопереноса возможны разные постановки задач. 

Например, чтобы сопоставить результаты расчетов с аналитическим решением 
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[100,121] при 0≠ξ  и 0=ν , на аноде, где происходит втекание плазмы, помимо 

условий 0=τE  и 0  можно задать значение плотности, определенное в 

аналитической модели. 

=nH

Случай самосогласованного протекания плазмы через проницаемые 

электроды в режиме ионного токопереноса при 0≠ξ  и 0≠ν  рассмотрен в 

работе [130]. При этом граничные условия на электродах с заданными 

профилями ( )zra  и  опять же предполагают их эквипотенциальность 

(

( )zrк

0=τE , ). Эти условия  позволяют определить нормальную 

составляющую скорости  или 

0=ϕE

nV rV , если ( ) constrzr oa == . Данная 

составляющая скорости отвечает оптимальной подаче плазмы через электроды. 

Как показала практика расчетов, соответствующее втекание на аноде 

происходит так, что zr VV << . При наличии согласованного потока 0≠nVρ  все 

остальные граничные условия предполагают отсутствие на аноде разрывов 

переменных, что с физической точки зрения означает отсутствие 

вращательного или альфвеновского разрыва на эквипотенциальной 

проницаемой поверхности анода.  

Численное интегрирование уравнений ведется в области переменных 

, соответствующей форме канала, изображенного на рис. 39, 42, 51.  

Геометрия канала определена в рамках аналитических построений [102] в 

отсутствии продольного поля. Соответствующая этим построениям форма 

электродов позволяет реализовать трансзвуковое течение, в том числе, при 

наличии дополнительного продольного поля. В численной модели 

криволинейная расчетная область в переменных (

( rz, )

zr, ) опять же отображается 

на единичный квадрат 1,0 ≤≤ zy  с помощью соотношения ( ) aк ryryr +−= 1 . 

В процессе моделирования используются хорошо зарекомендовавшие себя 

методы численного решения [44,182], представленные в предыдущей главе. Для 

контроля качества численных экспериментов использовались разные сетки. 

Проведено сопоставление с результатами аналитических построений. 
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5.4. Приэлектродные процессы и явление кризиса тока в каналах 

         плазменных ускорителей с непроницаемыми электродами  

В соответствии с ранее проведенными [7-9,60-79] и перспективными 

экспериментальными исследованиями выберем для расчета, например, 

следующие значения параметров: 316cм105.0 −⋅=on ; ; эВTo 1= кAJ p 1000= ; 

мL 2.1= ;  [133,134,312]. В современных экспериментах разрядные 

токи составляют сотни . Приближение к термоядерным параметрам потоков 

плазмы [102] предполагает в дальнейшем проведение экспериментов с 

разрядными токами именно на уровне МА. На данный момент такие токи 

доступны лишь в численных моделях. В рассматриваемом примере 

используемые безразмерные параметры равны 

м5.0=oR

кA

013.0=β ; 0027.0=ξ ; 

7.2570 =σ . Если 1=T  и 1=ρ , имеем 69.0=ee τω  и 0039.0=ν . Следует 

напомнить, что в современных плазменных ускорителях 1<<β . Поэтому 

температурный фон не оказывает принципиального влияния на динамику 

потока, вклад излучения незначительный и учет переноса излучения в 

водородной плазме не является обязательным элементом данных исследований.  

Рассмотрим ускоритель с азимутальным магнитным полем. На рис. 51 для 

указанных выше параметров задачи представлено установившиеся 

трансзвуковое течение плазмы в случае равномерной подачи на входе ( 1=ρ  и 

1=T  при 0 ). Полярность электродов, указанная на рис. 51а, является 

общепринятой в экспериментальных исследованиях КСПУ. Масштаб векторов 

скорости определяется величиной , выделенной на рис. 51б. В отсутствии 

дополнительного продольного магнитного поля штриховая кривая на рис. 51в 

представляет границу перехода через скорость сигнала (1.23). Видно, что в 

трансзвуковом потоке скорость плазмы переходит через скорость сигнала в 

середине канала. Согласно рис. 51б ускорение плазмы зависит от 

=z

oV

r  при 

условии равномерной подачи. Меньшим значениям радиуса r  отвечают более 

высокие значения ускорения и скорости.   
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Рис. 51. Трансзвуковое течение плазмы при  , 316105.0 −⋅= смno эВTo 1= ,  
, кAJ p 1000= мL 2.1= , м5.0=oR  и равномерной подаче на входе ( 1=ρ ):       

а) электрический ток (линии уровня функции ); б) распределение 
плотности и проекции скорости  на плоскость 

ϕHr
V ( )rz, ; в) изолинии ( )rzT , . 

 

Расчеты проводились на сетках:  (81х81),  (161х161) и (321х321). В 

квазистационарных течениях относительное отклонение МГД-переменных в 

норме  находится в пределах одного процента. Результаты расчетов 

установившихся течений на сетках (81х81) и (161х161) практически совпадают. 

2L

Изменение значения характерной концентрации плазмы на входе  

приводит к качественной перестройке течения плазмы в окрестности внешнего 

анода. На рис. 52а и 52б представлены распределения продольной компоненты 

скорости   и плотности 

on

zV ρ  вдоль анода для различных значениях . 

Сплошные кривые 1-3 на рис. 52 отвечают соответственно значениям 

, 

on

316cм10 −=on 316cм105.0 −⋅=on  (см. рис. 50) и .  316cм104.0 −⋅=on
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Рис. 52. Распределения а) продольной компоненты скорости ионов,                  

б) плотности, в) продольного тока в плазме, г)  параметра ee τω  вдоль внешнего 
электрода для различных значений концентрации на входе.  

 

Уменьшение параметра  ведет к формированию явно выраженного 

прианодного слоя. На рис. 53 для указанных трех значений  изображены 

соответствующие распределения плотности 

on

on

ρ  в радиальном направлении при 

. Здесь переменная  связана с 875.0=z y r   соотношением (1.24). Характерный 

размер слоя согласно рисунку для выбранного значения  можно определить 

как расстояние от области с максимальным значением плотности до электрода 

. Толщина слоя увеличивается по мере приближения к выходу из канала 

ускорителя 

z

1=y

1=z . Для относительно малых значений  отжатие плазмы от 

анода под действием холловской компоненты тока приводит к существенному 

уменьшению плотности и значительному росту продольной компоненты 

скорости  в окрестности электрода при  .  

on

zV 5.0>z
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Рис. 53. Распределение а) плотности и б) продольной скорости плазмы в 

радиальном направлении при 875.0=z  для трех значений концентрации на 
входе: кривая 1 – 31610 −= смno ; 2 - 316105.0 −⋅= смno ;  3 - 316104.0 −⋅= смno  

 

Представленная двухжидкостная МГД-модель дает возможность 

согласовать результаты численных экспериментов с теорией явления кризиса 

тока. На рис. 52в и 52г для разных значений  представлены распределения 

соответственно продольной компоненты тока  и величины 

on

zj ee τω  вдоль 

анода. Если поведение радиального тока rj  (штриховая кривая на рис. 52в) 

практически не меняется, то распределение продольного тока  вдоль 

электрода существенно зависит от  . Уменьшение параметра  приводит к 

значительному росту величины 

zj

on on

zj  и значений ee τω . Одновременное 

нарастание этих величин в окрестности выходной части анода происходит в 

полном соответствии с теоретическим предсказанием развития явления кризиса 

тока [1]. Особенностью данных процессов является существенный рост 

значений скорости электронной компоненты плазмы. Штриховая кривая 3е на 

рис. 52а характеризует отличие этой скорости от соответствующих значений 

скорости ионной компоненты (кривая 3), которое заметно нарастает по мере 

приближения к выходу из ускорителя. Такая  особенность является типичной 

для эффекта убегания электронов. В то же время расхождения в скоростях 

электронной и ионной компонент не значительны в случае достаточно больших 
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значений параметра  (кривые 1 и 2 на рис. 52а). Все представленные 

распределения отвечают установившимся стационарным течениям, 

рассчитанным методом установления. Изменение параметра  следует 

рассматривать как возмущение стационарного течения плазмы. 

on

on

Еще большее уменьшение характерной концентрации на входе до 

величины 316cм1039.0 −⋅=on  при заданном значении разрядного тока  

 приводит к неустойчивости. В окрестности выходной части анода 

наблюдаются быстро нарастающие по амплитуде колебания всех переменных. 

При этом плотность принимает очень малые значения 

кAJ p 1000=

01.0<ρ , и ее 

дальнейшее уменьшение не позволяет продолжить расчет. Более того, расчеты 

при таких условиях являются не корректными в рамках МГД модели, которая 

тем самым позволяет выявить лишь начальную стадию развития неустойчивого 

режима. В литературе широко представлен весь спектр возможных волн, 

колебаний и неустойчивостей, специфических для плазмы (см., например, 

[1,22,42,43,46,59,313-321]). Развитие данной неустойчивости, предсказанной 

А.И. Морозовым, приводит в экспериментах к явлению кризиса тока, которое 

сопровождается раскачкой колебаний большой амплитуды. Соответственно для 

заданной величины разрядного тока кAJ p 1000=  значение 316cм104.0 −⋅=on  

можно рассматривать в качестве критического значения характерной 

концентрации плазмы . Если , имеем стационарные течения. В 

случае  наблюдается быстро нарастающая неустойчивость, 

предшествующая явлению кризиса тока. Для оценки инкремента нарастания 

данной неустойчивости можно воспользоваться результатами работы [321], в 

которой рассмотрена Рэлей-Тейлоровская неустойчивость в холловской плазме. 

В серии расчетов для разных величин разрядного тока  были определены 

критические значения характерной концентрации плазмы  на входе в канал 

ускорителя, представленные на рис. 54. Здесь кривая 1 отвечает выбранным 

крn крo nn ≥

крo nn <

pJ

крn
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значениям , эВTo 1= мL 2.1=  и равномерной подаче плазмы на входе. Видно, 

что в плоскости переменных ( , ) границей раздела между ламинарными 

течениями и неустойчивыми режимами является линейная функция.  

pJ крn
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Рис. 54. Графики зависимости критического значения характерной 

концентрации плазмы на входе от разрядного тока в системе. Кривые 1-3 
отвечают расчетам при условии равномерной подачи на входе ( 1=ρ ) :               

1 - , эВTo 1= мL 2.1= ; 2 - эВTo 3= , мL 2.1= ; 3 - , эВTo 1= cмL 90= .   
Кривые 4 и 5 отвечают расчетам соответственно в отсутствии и при наличии 

дополнительного продольного магнитного поля  в случае 

неравномерной подачи на входе ( ), , 

15.0=o
zH

22 / rro=ρ эВTo 1= мL 2.1=  
 

Экспериментальные исследования явления кризиса тока [1,12] привели к 

следующему приблизительному соотношению , в котором 

участвует критическое значение разрядного тока  и расход вещества 

, выраженный в токовых единицах, где . 

Например, вариант расчета для 

KJJ mкр ≈&/2

кpJ

im mmeJ /&& = ∫=
a

к

r

r
z rdVrm ρπ2&

316cм105.0 −⋅=on , мL 2.1=  и кAJ p 1000=  

(рис. 51) дает значения расхода cгm /0.161=&  и параметра Морозова 

065.0=Moξ  согласно (3.22). Константа K  зависит в основном от геометрии 

канала. Данное соотношение можно использовать для определения 
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критического значения расхода вещества при заданной величине разрядного 

тока. Каждой точке графиков, изображенных на рис. 54 для различных 

значений L , ,  и условий подачи плазмы на входе, отвечают свои 

значения  и . Оказалось, что линиям 1-5 на данном рисунке 

соответствуют графики в плоскости переменных ( , ), которые также 

представляют линейные зависимости. С помощью этих графиков легко 

вычислить коэффициент 

oT pJ

m& mJln

pJln mJln

λ  в соотношениях KJJ pm lnlnln −⋅= λ  или               

                                               KJJ mp ≈/λ ,                                             (5.30) 

которые устанавливают связь между критическим значением расхода и 

критической величиной разрядного тока. Расчеты приводят к значению 5.1≅λ . 

Таким образом, на основе серии численных экспериментов впервые удалось 

провести сопоставление с имеющимися приблизительными интегральными 

экспериментальными данными. Полученные результаты позволяют говорить о 

приемлемом соответствии. Следует учесть то обстоятельство, что прежние 

эксперименты [12], в рамках которых и был получен указанный выше критерий 

перехода к критическим режимам, проводились для геометрии канала и 

профилей электродов, которые существенно отличаются от профилей, 

используемых в современных экспериментальных исследованиях и 

представленных здесь. Естественно предположить, что от геометрии канала 

ускорителя может зависеть не только константа K , но и показатель α  .   

Также установлено, что варьирование характерной температуры плазмы 

 на входе в канал КСПУ не оказывает заметного влияния на процесс 

формирования кризиса тока.  Кривая 2 на рис. 54 отвечает значению 

oT

эВTo 3= . 

В то же время уменьшение характерных размеров плазменного ускорителя 

существенно сужает область значений , отвечающих стационарным 

устойчивым режимам течения. Кривая 3 на рис. 54 отвечает значению 

on

cмL 90=  при условии, что не меняется отношение .  constLRo =/
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Рис. 55. Распределение плотности плазмы в продольном направлении при 
условии неравномерной подачи на входе. Кривые 1-3 получены в отсутствие 

продольного поля: 1 и 3 -  при 316105.0 −⋅= смno ,  и  

соответственно; 2 – 

1=y 75.0=y
3161037.0 −⋅= смno  и 1=y . Кривая 4 отвечает расчету для 

,  и 1316105.0 −⋅= смno 15.00 =zH =y . Штриховые кривые 1о и 3о 
представляют одножидкостную модель при  и  1=y 75.0=y

 

Кроме того, проведено исследование влияния способов подачи вещества 

на входе в канал ускорителя. В том числе рассмотрен случай неравномерной 

подачи в соответствии с аналитической моделью динамики плазмы в 

приближении плавного канала [100-102], когда плотность на входе меняется по 

закону . Предполагая изэнтропичность потока плазмы, поступающей 

в канал, имеем 

22 / rro=ρ

1−= γρT  при 0=z . В экспериментальных исследованиях также 

используются различные способы подачи рабочего вещества. Данным 

распределениям плотности  и температуры на входе отвечают линия 4 на рис. 

54 и рис. 55, на котором для выбранных параметров задачи ( эВTo 1= ; 

; кAJ p 1000= мL 2.1= ) изображены распределения плотности в продольном 

направлении. На рис. 55 графики 1 и 2 представляют значения плотности ρ  

вдоль внешнего электрода ( 1=y ) соответственно для 316105.0 −⋅= смno  и 
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3161037.0 −⋅= смno . Последнее значение определяет критическую 

концентрацию плазмы на входе при условии, что характерное значение  

определяется в точке ( ,

on

0=z oRr = ) в случае неравномерной подачи. Сравнение 

линий 1 и 4 на рис. 54 показывает, что разные способы подачи плазмы на входе 

не оказывают существенного влияния на развитие приэлектродных 

неустойчивостей в отсутствии дополнительного продольного магнитного поля.  

 Сопоставление результатов расчетов установившихся течений, 

полученных в рамках одножидкостной  и рассматриваемой двухжидкостной 

модели, не приводит к каким-либо принципиальных качественным и 

значительным количественным отличиям динамики ядра потока ( 8,0≤y ). 

Например,  сплошная кривая 3 на рис. 55 практически совпадает со штриховой 

линией 3о для одножидкостной модели при 75,0=y  в отсутствии продольного 

поля. В тоже время в окрестности анода модели дают различные результаты 

(см. кривые 1 и 1о). В отличие от одножидкостной модели двухжидкостная 

МГД-модель позволяет изучить влияние эффекта Холла и исследовать 

динамику плазмы в окрестности непроницаемых эквипотенциальных 

электродов, в том числе в присутствии продольного магнитного поля и для 

произвольной геометрии канала плазменного ускорителя. 

 

5.4.1. Влияние формы непроницаемых электродов  

           на эффект возникновения кризиса тока 

Форма внутреннего электрода (катода) на рис. 51 и 56 определена в 

соответствии с аналитической моделью [102] для внешнего электрода 

 (линия II на рис. 55). Профили анода I и III на рис. 56 зададим 

отрезками параболы при 5

( ) constrzr oa ==

.00 => zz  .  Профили I и III отвечают соответственно 

увеличению или уменьшению площади поперечного сечения  канала на выходе 

из ускорителя по сравнению с профилем II.  
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Рис. 56. Геометрия канала, отвечающая различным профилям электродов 

 

Согласно работе [132] в качестве характерных единиц задачи выберем, 

например, следующие значения: 316cм102 −⋅=on , , эВTo 3= kAJ p 500= , 

мL 6.0= , . В этом случае безразмерные параметры задачи равны м25.0=oR

15.0=β , 0027.0=ξ , 8.334=oσ . Если 1=T  и 1=ρ , имеем 9.0=ee τω  и 

003.0=ν . Далее полагаем, что происходит равномерная подача, и на входе 

1=ρ  и 1=T . Для данного набора параметров уменьшение значения  также 

приводит к качественной перестройке течения в окрестности внешнего анода, 

формированию явно выраженного прианодного слоя, отвечающего более 

скоростному потоку разреженной плазмы. При этом наблюдается значительный 

рост величины 

on

zj  и одновременное увеличение значений параметра ee τω  в 

окрестности выходной части анода в полном соответствии с теорией. Эволюция 

течений плазмы в окрестности анода происходит аналогично динамике  

процессов, представленных на рис. 52 и 53 для другого набора параметров.  

Уменьшение характерной концентрации частиц, которое можно 

рассматривать как возмущение (квази) стационарного течения, в данном случае 

до значения 316cм1069.0 −⋅=on  приводит к неустойчивости и быстро 

нарастающим колебаниям. Соответственно для заданной величины разрядного 

тока  значение кAJ p 500= 316cм107.0 −⋅=on  можно рассматривать в качестве 

критического значения характерной концентрации плазмы . При  

имеем стационарные течения. В случае 

кpn кpo nn >

кpo nn <  наблюдается неустойчивость. 
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В результате серии расчетов для различных величин разрядного тока  

были определены критические значения характерной концентрации плазмы 

 на входе в канал ускорителя, представленные на рис. 57 соответственно 

для трех различных профилей анода I, II и III, изображенных на рис. 56.        

В плоскости переменных ( , ) границей раздела стационарных и 

неустойчивых режимов опять же является линейная функция. Видно также, что 

значения  уменьшаются при переходе  от профиля электрода I к геометрии 

II и соответственно от формы электрода II к III. Другими словами сужение 

ускорительного канала препятствует развитию кризиса тока.    

pJ

кpn

pJ кpn

кpn

0 2 4 6 8 10
0,0

0,5

1,0

1,5

неустойчивость

течения

nкр10
-16(см-3)

стационарные

III

III

Jp 10 - 2(кA)

 

  
  Рис. 57.  Критические значения характерной концентрации плазмы на входе в 

канал ускорителя для различных профилей анода (рис. 56). 
 

Соответствующие графики в плоскости переменных ( , ) также 

определяют линейные зависимости, по наклону которых можно вычислить 

коэффициент 

pJln mJln

λ  в соотношениях KJJ pm lnlnln −⋅= λ  или (5.30). Данные 

соотношения определяют критические значения расхода при заданном 

разрядном токе или, наоборот, критические значения разрядного тока при 

известном расходе. Вычисления приводят к значению 38.1≅λ  для профиля I на 

рис. 55, 42.1≅λ  для формы электрода II и 47.1≅λ  для геометрии III. 

Переход от геометрии анода ( ) constrzr oa ==  к расширяющемуся каналу 

(профиль I на рис. 56) способствует возникновению явления кризиса тока.  
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5.4.2 Воздействие продольного магнитного поля на приэлектродные 

         процессы в ускорителе с непроницаемыми электродами 

На рис. 58 для параметров задачи ( 316cм105,0 −⋅=on ; ; эВTo 1= кAJ p 1000= ; 

мL 2.1= ; м5.0=oR ), использованных в начале раздела 5.4, представлено 

установившиеся трансзвуковое течение плазмы при наличии дополнительного 

продольного магнитного поля. Его значение на входе равно . В 

данном случае рассматривается неравномерная подача, и плотность во входном 

сечении меняется по закону . Особенности в распределении 

продольного магнитного поля , отмеченные  ранее в одножидкостной МГД-

модели [123-125,247], наблюдаются и в рассматриваемом случае 

двухжидкостной МГД-модели динамики плазмы в ускорителе с 

непроницаемыми эквипотенциальными электродами [133,134]. Продольное 

поле усиливается с ростом 

15.0=o
zH

22 / rro=ρ

zH

r  и имеет максимальные значения  на поверхности 

внешнего электрода в средней наиболее узкой части канала ускорителя (рис. 

58а). Небольшое продольное поле приводит к нарастающему вращению 

плазмы, которое достигает максимального значения в окрестности внешнего 

электрода на выходе из канала ускорителя (рис. 58б). Для данных параметров 

задачи скорость электронной компоненты  весьма незначительно отличается 

от скорости ионов (рис. 58в). Энергия, обусловленная вращением  

, составляет небольшую часть от продольной кинетической 

энергии вытекающего потока 

eV

∫=
=1

2

z
rdrV πρε ϕϕ

∫=
=1

2

z
zz rdrV πρε . Доля кинетической энергии 

на выходе из ускорителя в данном случае равна %4.13%100 ==
z

K
ε
ε ϕ

ε .  

В окрестности внешнего электрода при наличии продольного поля 

меняется наклон изолиний функции , т.е. направление электрического 

тока (рис. 58а).  Здесь же одновременно происходит изменения в распределении 

ϕHr
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плотности и наблюдается ее относительное увеличение, связанное с вращением 

плазмы (см. кривые 1 и 4 на рис. 55). Еще большее усиление продольного поля 

или увеличение  очевидно приводит к дальнейшему росту плотности в 

окрестности внешнего электрода. При этом возрастает доля энергии вращения.  

o
zH

 
Рис. 58. Трансзвуковое течение плазмы при наличии продольного магнитного 
поля  в случае неравномерной подачи на входе: а) распределение 
магнитного поля  в проекции на плоскость 

15.0=o
zH

H ( )rz, , ток в плазме  (изолинии 
функции ) и граница перехода через скорость быстрой магнитозвуковой 
волны (штриховая линия); б) изолинии азимутальной скорости  

ϕHr
( )rzV ,ϕ ;           

в) распределение плотности ( )rz,ρ  и проекции скорости  на плоскость V
 

Уменьшение характерной концентрации плазмы на входе так же, как и в 

отсутствии продольного поля, приводит к качественному изменению динамики 

плазмы в окрестности анода и при определенных условиях сопровождается 

развитием неустойчивости. Серии численных экспериментов для различных 

величин разрядного тока  позволили определить критические значения pJ
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характерной концентрации плазмы  на входе в канал ускорителя при 

наличии продольного поля. На рис. 54 эти значения представлены линией 5 для 

 в случае неравномерной подачи на входе. Сравнение линий 5, 4 и 1 

на данном рисунке говорит о том, что одновременное использование 

неравномерной подачи и слабого продольного магнитного поля заметным 

образом расширяет область значений параметров, отвечающих ламинарным 

(квази) стационарным течениям в отсутствии неустойчивостей.  

крn

15.0=o
zH

Результаты вычислений расхода и интегрального параметра обмена в 

отсутствии и при наличии слабого продольного поля дают близкие значения 

для различных разрядных токов. Очевидно, что слабое продольное поле не 

приводит к заметным изменениям интегральных параметров ускорителя. В то 

же время, не оказывая существенного влияния на основной поток, слабое 

продольное магнитное поле позволяет изменить динамику плазмы в 

окрестности электродов и отодвинуть начало развития неустойчивых режимов. 

В случае достаточно сильного продольного магнитного поля наблюдается 

крупномасштабная перестройка течения другого типа, выявленная ранее в 

одножидкостной модели [123-126]. При наличии сильного продольного поля, 

начиная с некоторых критических значений , в окрестности анода 

формируется токовый слой. Следует заметить, что сильное продольное поле не 

представляет интереса для ускорения плазмы, поскольку в этом случае велика 

доля энергии, обусловленная вращением потока. Критические значения 

продольного поля в определенной степени зависят от параметров задачи, 

условий подачи плазмы на входе и имеют примерно те же значения, что и в 

одножидкостной модели. В целом если 2 , то в окрестности внешнего 

электрода, где продольное поле имеет максимальные значения, в потоке 

плазмы формируется узкий слой. В пределах этого слоя азимутальная 

составляющая поля  меняет свое направление, а ток в плазме имеет 

экстремальные значения. На рис. 59 представлено распределение тока для 

o
zH

.0>o
zH

ϕH
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25.0=o
zH , тех же условий подачи плазмы на входе и значений остальных 

параметров, соответствующих рис. 58. Штриховая кривая отвечает значению 

. Подобное замыкание тока в плазме на внешнем электроде указывает на 

возможное образование привязок тока для сильного продольного поля.  

0=ϕH

 
Рис. 59. Распределение электрического тока (линии уровня функции )  ϕHr

в присутствии продольного магнитного поля .  25.0=o
zH

 

5.5. Динамика плазмы и приэлектродные процессы  

             в ускорителе с ионным токопереносом 

В современных КСПУ осуществляется режим ионного токопереноса с 

проницаемыми электродами. В этом режиме электроды  представляют собой 

эквипотенциальные поверхности и должны быть прозрачными для плазмы. 

Случай самосогласованного протекания плазмы через электроды обусловлен 

эффектом Холла. Пренебрегая им ( ie VV = ), мы приходим к одножидкостной 

МГД-модели с непроницаемыми сплошными эквипотенциальными 

электродами. Такой режим течения с непроницаемыми электродами в реальной 

физической практике ( ie VV ≠ ) является вырожденным и может привести к 

развитию неустойчивостей и явлению кризиса тока, рассмотренных в 

предыдущем разделе. Ранее теоретические и численные исследования 

процессов проводились на основе МГД-моделей для традиционных 

ускорителей в отсутствии продольного поля (см., например, [6,11,114,115]). 

Ведение в плазменный ускоритель дополнительного продольного 

магнитного поля позволяет сформировать дополнительный канал для 

управления динамическими процессами в ускорителе и других устройствах, 
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принцип действия которых основан на использовании азимутального 

магнитного поля. На практике введение в систему продольного поля означает 

разработку плазменных ускорителей нового поколения [74] дополнительно к 

существующим КСПУ. Теоретические исследования [100-102] двумерных 

осесимметричных стационарных потоков идеально проводящей плазмы в 

режиме ионного токопереноса, проведенные в приближении плавного канала, 

позволили выявить и проанализировать свойства течений плазмы при наличии 

продольного поля (см. главу 3). Аналитическая модель используется, в 

частности, для верификации численных моделей. В соответствии с иерархией 

численных моделей на следующем этапе были проведены исследования 

динамики плазмы в рамках одножидкостной МГД-модели (см. главу 4 и, 

например, [123-125]). Данная модель позволила изучить свойства течений при 

наличии продольного поля с учетом конечной проводимости среды.  

В данном разделе рассматривается двумерная двухжидкостная численная 

модель [130], которая позволяет изучить динамику плазмы и приэлектродные 

процессы в ускорителе с ионным токопереносом в случае самосогласованной 

подачи плазмы через электроды при различных значениях продольного поля и 

параметров плазмы на входе в канал. В отсутствии продольного поля модель с 

самосогласованной подачей плазмы в режиме ионного токопереноса 

использовалась ранее [114] для исследования процессов в канале ускорителя с 

азимутальным магнитным полем . В присутствии дополнительного 

продольного поля 

ϕH

( )rz HHH >>>>ϕ  в процессе самосогласованного втекания 

также предполагается, что на эквипотенциальных ( 0=τE , ) электродах 

отсутствуют скачки и разрывы величин. Более детальные постановки задач и 

описание граничных условий, включая рассматриваемый режим ионного 

токопереноса, изложены в разделе 5.3, где электрическое поле задается (5.28). 

0=ϕE

Система МГД-уравнений (5.6)-(5.12) с учетом эффекта Холла, тензора 

проводимости среды и зависимости коэффициентов от параметра eeτω  

представлена в разделе 5.1, где также приведены безразмерные параметры, 
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используемые в численной модели. Модифицированные уравнения 

двухкомпонентной МГД-модели (5.20)-(5.27) в терминах векторного 

потенциала магнитного поля в рассматриваемом осесимметричном случае 

( 0/ ≡∂∂ ϕ ) даны в разделе 5.2. В задаче по-прежнему участвует семь 

переменных ρ , ( )Sε , , , , , . Методы численного решения 

задачи изложены в разделе 4.3. Качественный анализ процессов очевидным 

образом основан на получении квазистационарных решений в результате 

решения исходной нестационарной задачи методом установления. 

zV ϕV ϕV ϕH ϕA

Проведенные численные эксперименты подтвердили основные 

закономерности плазмодинамических процессов, выявленные ранее на основе 

аналитической и одножидкостной моделей, а также позволили исследовать 

особенности течений плазмы в окрестности проницаемых электродов. 

В соответствии с экспериментами (см., например, [7-9,63-74]) выберем в 

качестве характерных единиц задачи, например, следующие значения: 
320м106.3 −⋅=on ; ; эВTo 2= kAJ p 300= ; мL 6.0= ; . В этом 

случае безразмерные параметры задачи равны 

м25.0=oR

005.0=β ; 02.0=ξ ; 8.8120 =σ . 

Если 1=T  и 1=ρ , имеем 2.16=ee τω  и 0012.0=ν . Безразмерные параметры, 

наряду с уравнениями и граничными условиями, определяют, по сути, течение 

плазмы в канале. Следует напомнить, что в современных плазменных 

ускорителях 1<<β . Поэтому температурный фон не оказывает заметного 

влияния на динамику потока плазмы.  

На рис. 60 для указанных характерных параметров задачи представлено 

установившиеся трансзвуковое течение плазмы, когда продольное магнитное 

поле на входе равно 1. В данном варианте расчета плотность во 

входном сечении меняется по закону 

.0=o
zH

( ) 22 /,0 rrrz o==ρ  в соответствие с 

аналитической моделью [100-102]. Предполагая изэнтропичность (энтропия 

constPcs v == γρ/ln ) поступающей плазмы, имеем 1−= γρT  при 0=z  . Здесь 
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изображены: а) электрический ток ( )rz jj ,  (изолинии constHr =ϕ ) и 

векторное распределение магнитного поля  в плоскости , электрический 

ток в отсутствие продольного поля 0  (штриховые кривые), граница 

перехода через скорость быстрой магнитозвуковой волны (штрихпунктирная 

линия  F ); б) азимутальная скорость ионной и электронной (штриховые линии) 

компонент, граница перехода через скорость альфвеновской волны 

(штрихпунктирная кривая А);  в) проекция скорости ионной компоненты  на 

плоскость  и распределение изолиний плотности 

H ( zr, )

) )

=o
zH

V

( zr, ( rz,ρ  (штриховые 

кривые – расчет при 0 , штрихпунктирная кривая соответствуют 

аналитической модели при 1). Масштаб векторов определяется 

характерной скоростью  (см. раздел 5.1.2), указанной на рис. 60в.   

=o
zH

.0=o
zH

oV

 

 
 

Рис. 60. Трансзвуковое течение плазмы в режиме ионного токопереноса 
при наличии продольного магнитного поля  1.0=o

zH
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На рис. 60а (кривая F) видно, что в середине канала скорость потока 

переходит через местную скорость быстрой магнитозвуковой волны (4.26).  

Кривая А на рис. 60б отвечает переходу через скорость альфвеновской волны  

ρ/HV =A . Оба указанных перехода происходят плавно и не 

сопровождаются разрывами МГД-переменных. Наблюдаются особенности в 

распределении продольного магнитного поля  (рис. 60а). Оно увеличивается 

с ростом 

zH

r  и достигает максимального значения  на поверхности анода в 

наиболее узкой части канала ускорителя . 

Практически такое же значение получено в рамках одножидкостной модели. 

( ) 5.0,5.0max ==≈= ozz rrzHH

Азимутальная скорость ( )rzV ei ,,
ϕ  (рис. 60б) увеличивается в радиальном 

и осевом направлениях. Иначе говоря, небольшое продольное поле приводит к 

нарастающему вращению плазмы, которое достигает максимального значения в 

окрестности внешнего электрода на выходе из канала ускорителя 

 в полном соответствии с одножидкостной и 

аналитической моделями. Следует заметить, что отличие скоростей ионной и 

электронной компонент (см. сплошные и ближайшие к ним штриховые кривые 

на рис. 60б) весьма незначительное, поскольку в безразмерных переменных 

( ) 72.0,1max ==== orrzVV ϕϕ

ρξ /jVV −= ie , где параметр 1<<ξ  .  На выходе из ускорителя 1=z  доля 

%100
z

K
ε
ε ϕ

ε =  кинетической энергии, обусловленной вращением  

, составляет небольшую часть от  -  

продольной кинетической энергии вытекающего потока. В данном случае 

имеем %

∫=
a

к

r

r
rdrV πρε ϕϕ

2 ∫=
a

к

r

r
zz rdrV πρε 2

14=εK . В то же время одножидкостная модель дает %7=εK . 

Поведение плотности ( )rz,ρ  (сплошные кривые на рис. 60в) в 

окрестности внешнего электрода обусловлено продольным магнитным полем. 

При наличии  вблизи внешнего электрода меняется наклон электрического zH
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тока (см. сплошные и штриховые кривые на рис. 60а соответственно для 

 и 0 ). Одновременно здесь же происходит изменения в 

распределении плотности (см. сплошные и штриховые кривые на рис. 60в ). Мы 

наблюдаем увеличение плотности в окрестности внешнего электрода, связанное 

с вращением плазмы. Рис. 61 более отчетливо иллюстрирует данный эффект. 

Здесь изображены зависимости плотности 

1.0=o
zH =o

zH

( )orrz =,ρ  от координаты  вдоль 

внешнего электрода при различных значениях . Сплошные кривые 1  и  2  

отвечают расчетам при  и 1 соответственно. На выходе из 

ускорителя (

z

o
zH

0

1

=o
zH .0=o

zH

=z , ) плотность увеличивается от значения orr = 1ρ  в 

отсутствии продольного поля до величины 2ρ  при его наличии. При наличии 

продольного поля коэффициент 12 / ρρρ =K  для  равен 1.0=o
zH 16.2=ρK  . 

Это немного больше того, что дает одножидкостная модель при тех же 

параметрах. Тем самым продольное поле и вращение плазмы могут 

компенсировать недостаток ионов в окрестности анода, возникающий за счет 

эффекта Холла. Для непроницаемых электродов (см. раздел 5.4) недостаток 

ионов может привести к явлению кризиса тока и срыву процесса ускорения. В 

рассматриваемом режиме ионного токопереноса с проницаемыми электродами 

развитие неустойчивостей в окрестности электродов не наблюдается. 

Исследования на основе двухжидкостной МГД-модели подтвердили и 

другие закономерности, выявленные в рамках одножидкостной модели. 

Увеличение продольного магнитного поля очевидным образом приводит к 

росту плотности в окрестности анода. Кривая 3 на рис. 61 отвечает значению 

. С усилением продольного поля возрастает доля энергии вращения и 

значение коэффициента . В данном случае имеем 

15.0=o
zH

ρK %28=εK , 8.3=ρK , 

 и . В режиме ионного токопереноса 8.0max =zH 86.0max =ϕV εK  и  имеют 

более высокие значения по сравнению с одножидкостной моделью. 

ρK
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Рис. 61. Распределение плотности плазмы вдоль внешнего электрода: 

кривые 1 (1А) – расчет (теория) при 0 ; кривые 2 (2А) – расчет (теория) 

при 1; кривая 3 – расчет при  (штрихпунктирная кривая – 
одножидкостная модель) 

0 =zH

.00 =zH 15.00 =zH

 

Проведем сопоставление аналитического решения и результатов 

расчетов, установившихся течений в рассматриваемой двухжидкостной модели. 

Эти решения не обязаны полностью совпадать. Тем не менее,  не наблюдается 

принципиальных качественных и существенных количественных отличий. 

Наиболее заметные отличия аналитической модели характеризуются на рис. 

60б и 60в штрихпунктирными кривыми,  которые соответствуют ближайшим 

сплошным линиям двухкомпонентной МГД-модели. Штриховые линии 1А и 

2А на рис. 61 отвечают аналитической модели при  и . 

Штрихпунктирная кривая на рис. 61 получена в одножидкостной модели для 

. Сравнение ближайших кривых, представляющих разные модели на 

рис. 61, также указывает на хорошее соответствие рассмотренных моделей. 

0 1=o
zH .0=o

zH

15.0=o
zH

С помощью двухжидкостной МГД-модели появляется возможность более 

детально исследовать поведение плазмы в окрестности электродов, в частности, 

в рассматриваемом режиме ионного токопереноса. При усилении продольного 

поля в системе одновременно с увеличением плотности в окрестности анода 
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наблюдается незначительное уменьшение продольной составляющей скорости 

ионов . Кривые 2 и 3 на рис. 62а соответствуют распределениям  вдоль 

анода при  и . В рамках двухжидкостной модели можно 

вычислить значение продольной компоненты скорости электронной 

компоненты , представленной штрихпунктирной кривой 2E 

на рис. 62а, отвечающей распределению  вдоль анода для  . 

i
zV i

zV

1.0=o
zH 15.0=o

zH

1

ρξ /z
i
z

e
z jVV −=

e
zV .0=o

zH
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Рис. 62. Распределение а) продольной  и б) радиальной компонент скорости 
плазмы вдоль внешнего электрода: а) кривая 2 – расчет при  

(штрихпунктирная кривая 2E  –скорость электронный компоненты), кривая 3 – 
расчет при ; б)  кривые 1, 2 и 3  – расчет  при  и 0  

1

15.

.0=o
zH

15.0=o
zH 1.0;0=o

zH
 

Более существенным является следующее обстоятельство. С увеличением 

плотности в окрестности анода при введении в систему продольного поля 

наблюдается уменьшение нормальной или радиальной составляющей rV  

скорости втекания плазмы  (см. кривые 1, 2 и 3 на рис. 62б для , 

 и , соответственно). При этом, интегральный поток плазмы 

через анод , поток через катод  

и интегральный параметр обмена, равный в данном случае 

0=o
zH

1.0=o
zH 15.0=o

zH

∫=
=

=

1

0
2

z

z
roa zdVrm ρπ& ( )∫=

=

=

1

0
2

z

z
nкк zdVzrm ρπ&

mmko && /=ξ , 

практически не меняются в режиме ионного токопереноса не зависимо от  
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наличия продольного поля. Здесь расход  определяется по 

входному сечению канала при 0

∫=
a

к

r

r
z rdVrm ρπ2&

=z . В результате расчетов было найдено, что в 

безразмерных переменных 041.0−=am& , 05.0−=кm& , 27.0=oξ  при  и 

, , 

0=o
zH

039.0−=am& 051.0−=кm& 26.0=оξ  при 1 . Таким образом, 

продольное поле не ухудшает сколько-нибудь существенно интегральные 

параметры ускорителя, что также указывает на целесообразность модификации 

коаксиальных ускорителей с помощью слабого продольного магнитного поля 

(см. [74], рис. 4 и 5), которое позволяет изменить динамику плазмы в 

окрестности электродов, не оказывая заметного влияния на основной поток. 

.0=o
zH

Разработка двухжидкостной модели преследовала еще одну цель: 

подтвердить обнаруженный в одножидкостной модели эффект качественной 

перестройки течения при достаточно больших значениях продольного поля. 

Этот эффект был выявлен в рамках двухжидкостной МГД-модели, отвечающей 

течениям плазмы в ускорителе с непроницаемыми электродами (см. раздел 

5.4.2 и рис. 59). В рассматриваемом режиме ионного токопереноса данный 

эффект также наблюдается. Действительно, в рамках двухжидкостной модели 

для ускорителей с проницаемыми электродами, начиная с некоторого 

критического значения продольного поля, происходит качественное изменение 

картины течения. Величина критического поля зависит от параметров задачи и 

условий подачи плазмы на входе. Более того, оно имеет примерно те же 

значения, что и в одножидкостной модели. Если 2  в рассмотренном 

примере, то вблизи внешнего электрода, где продольное поле имеет 

максимальные значения, в движущейся плазме формируются узкий слой с 

током обратного направления и область практически равномерного течения с 

постоянной скоростью.  Эта область ограничена снаружи эквипотенциальным 

электродом. Внутри канала область отделена от основного потока тонким 

.0>o
zH
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слоем, изображенным на рис. 63 для  . На данном рисунке штриховая 

кривая отвечает 0 , штрихпунктирные кривые A и F соответствуют 

переходам через скорость альфвеновской и быстрой магнитозвуковой волны. 

Подобное замыкание электрического тока на внешнем электроде указывает на 

возможное образование привязок тока в случае достаточно больших значений 

. По сравнению с одножидкостной моделью наблюдается незначительное 

увеличение угла между анодом и токовым слоем. В аналитической модели 

[101] также существует критическая величина продольного магнитного поля. 

При значениях  аналитическое решение, отвечающие трансзвуковому 

течению плазмы, не было найдено.  

25.0=o
zH

=ϕH

o
zH

15.0>o
zH

 

Рис. 63. Электрический ток в плазме для сильного продольного поля  25.0=o
zH

 
Кроме того, в рамках двухжидкостной модели были проведены 

численные эксперименты при условии равномерной подачи плазмы на входе 

( 1=ρ  и 1=T  при 0 ). Результаты расчетов подтвердили основные 

закономерности, выявленные при неравномерной подаче, и для ядра потока 

соответствуют одножидкостной модели [123-126]. Варьирование таких 

параметров задачи, как  и , не приводит к принципиальным изменениям 

описанных выше процессов. Увеличение  и  сопровождается 

незначительным уменьшением значения критического поля. Для более плотной 

плазмы, например, 

=z

oT pJ

oT pJ

321 м106.3 −⋅=on , наоборот, расширяется диапазон 

значений продольного поля 4 , отвечающих ламинарным течениям. .0<o
zH
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Однако большие значения продольного поля не представляют интереса. В этом 

случае велика доля энергии, обусловленная вращением.  

 

5.6. Динамика ионов примесей в канале ускорителя и 

    эффект самоочищения потока водородной плазмы 

Разработка и дальнейшее совершенствование плазменных ускорителей для 

достаточно плотной плазмы стимулируется потребностью не только в 

электрореактивных космических двигателях и рядом технологических 

приложений [1,12]. Квазистационарные плазменные ускорители (КСПУ) и 

магнитоплазменные компрессоры [1-14,60-79], способные генерировать 

квазистационарные потоки плазмы термоядерных параметров, изначально 

создавались для наполнения магнитных ловушек плазмой с большим 

энергосодержанием. В этом случае не менее актуальной является задача 

получения  потоков чистой, например, дейтерий-тритиевой или дейтериевой 

плазмы. Существуют различные способы получения чистых веществ.  

Одной из таких разработок, использующей четвертое состояние материи, 

является плазмооптический масс-сепаратор на основе стационарного 

плазменного двигателя (СПД) для разреженной плазмы  [322].  

В данном разделе показано, что в канале КСПУ для плотной плазмы при 

определенных условиях также может осуществляться сепарация ионов по массе 

и самоочистка плазменного потока от примесных ионов [127].  

Исследования проведены с помощью ранее разработанного метода [114] 

одиночных “пробных” частиц – ионов заданной массы и заряда. Траектории 

одиночных частиц изучаются на основе уравнения движения иона в 

электромагнитном поле магнитогазодинамической модели с учетом 

кулоновских столкновений с ионами и электронами основного потока. Такое 

решение задачи о “фоновом” течении можно получить, в общем случае - 

численно, в рамках МГД-модели с учетом проводимости и параметра 

замагниченности среды, а также эффекта Холла, предусматривающего различие 
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в скоростях движения ионной и электронной компонент плазмы (см. разделы 

5.1-5.5). Фоновый или основной поток рассчитывается методом установления в 

рамках исходной нестационарной МГД-задачи. В свою очередь, движение 

пробной частицы рассчитывается, имея в виду силу ее  взаимодействия с 

известным электромагнитным полем и силу трения [48,323], обусловленную 

столкновениями с частицами основного потока. Траектории пробных частиц 

исследуются для различных начальных данных, т.е. положения и скорости 

примесных ионов, например, углерода, кислорода и меди. 

Пробная частица – ион массы M  и заряда . Ее положение в 

пространстве определяется вектор-функцией 

eZi

( )tчR . Уравнения движения 

частицы в электромагнитном поле запишем следующим образом 

[ ] eiчi
ч
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td
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++⎟
⎠
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                     (5.31) 

 где  - скорость пробной частицы, чV ( )eiei mMMmm ,, /~ +=   - приведенная 

масса, - кулоновский логарифм.  Λ

Распределение плазмы и поля в потоке предполагается известным, в 

частности, известно магнитное поле ( )t,rH , а электрическое поле ( )t,rE  

находится из обобщенного закона Ома (5.8). Очевидно, что уравнения (5.31), 

где поля и  находятся из решения МГД-задачи, не описывают в деталях 

всю картину движения пробной частицы в плазме с учетом микрофлуктуаций 

полей. Пробная частица в данном случае движется в усредненном 

электромагнитном поле и при этом одновременно взаимодействует 

кулоновским образом с электронами и ионами фонового течения.  

E H

Считая, что распределение частиц ( )eieif ,, V  фонового МГД-течения по 

скоростям является максвелловским, после интегрирований и преобразований 
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получим окончательное выражение для силы трения , где 

учитывают трение пробного иона с зарядом  соответственно об электроны 

и ионы фонового потока. При этом слагаемые силы трения оказываются 

пропорциональны разности скоростей 

iefr FFF += ie FF ,  

eZi

eiч ,VV −  частицы и компонент плазмы, а 

также обратно пропорциональны проводимости плазмы σ  [114]. Для 

определения траекторий пробной частицы ( )tRч  нужно знать функции 

,,,, , Pei ρVH  входящие в уравнения (5.31), т. е. иметь решение фоновой 

задачи, а также задать начальные данные: положение  и скорость ( )0чR ( )0чV  

пробной частицы в момент времени 0=t .                                           

Далее ограничимся исследованием дейтериевой плазмы ( 1=iZ , 

). В соответствии с экспериментами выберем в качестве единиц, 

например, следующие характерные значения концентрации, температуры, 

разрядного тока и длины канала: 

pi mmm 2==

314106.3 −⋅= смno , , эВTo 2= кAJ p 300= , 

смL 60= . Данный набор параметров был использован в разделе 5.5, где рис. 60 

отвечает течению водородной плазмы. Для исследуемого течения дейтериевой 

плазмы также рассмотрим режим ионного токопереноса при условии 

самосогласованного протекания плазмы через электроды (см. разделы 5.3, 5.5). 

На рис. 64 представлено установившиеся трансзвуковое осесимметричное 

течение плазмы с азимутальным магнитным полем для указанных выше 

характерных параметров и соответствующих единиц измерения (см. раздел 

5.1.2). Здесь изображены: а) электрический ток ( )rz jj ,  ( линии уровня 

 );  б) векторное поле скоростей ионной компоненты constHr =ϕ ( )rz VV ,  и 

распределение плотности ( )rz,ρ ; в) линии уровня функции  . Масштаб 

векторов на рис. 64б определяется характерной . Пунктир на рис. 64в 

отвечает переходу через скорость сигнала (1.23). В данном случае на входе в 

канал ускорителя при 0  предполагается неравномерная подача плазмы 

 в соответствие с аналитической моделью [100-102]. 

( rzT , )

oV

=z

( ) 22 / rrr o=ρ
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Рис. 64. Трансзвуковое течение дейтериевой плазмы  

    в режиме ионного токопереноса 
 

Зондирование данного потока пробными частицами показало, что 

траектории частиц с массой imM =  и начальной скоростью ( ) iч VV =0  

совпадают с линиями тока фоновой плазмы. Этот результат обязан силе трения 

, т.е. кулоновским столкновениям пробной частицы с фоновыми. На рис. 65 

представлены траектории однозарядных ионов дейтерия D, углерода С, 

кислорода O и меди Cu, стартующих из разных точек 1 и 2 канала ускорителя с 

. Для указанных выше параметров основного потока дейтериевой 

плазмы наблюдается четко выраженная сепарация ионов примесей и их 

выпадение на катод, в данном случае, внешний электрод. Аналогичный 

результат наблюдается для начальной скорости 

frF

( ) iч VV =0

( ) 00 =чV .   

 
Рис. 65. Траектории ионов дейтерия, углерода, кислорода и меди  

при 314106.3 −⋅= смno , эВTo 2= , кAJ p 300=  
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Увеличение характерной концентрации основного потока, например, до 

величины  естественным образом приводит к тому, что сепарация 

частиц по массе не столь ярко выражена (рис. 66).  Однако, увеличив разрядный 

ток ( ) получим картину сепарации, аналогичную той, что 

изображена рис. 65. Изменение характерной температуры фонового потока и 

соответственно проводимости плазмы также оказывает существенно влияние на 

динамику ионов примесей в потоках плазмы. 

31510 −= смno

кAJ p 600=

 
Рис. 66. Траектории ионов дейтерия, углерода, кислорода и меди  

при 31510 −= смno , эВTo 2= , кAJ p 300=  
 

Таким образом, в результате серии численных экспериментов выявлены 

условия, при которых сепарация ионов примесей становится явно выраженной. 

Установлено, что увеличение разрядного тока в системе, увеличение 

характерной температуры фонового потока, а также уменьшение концентрации 

плазмы, подаваемой на входе в канал ускорителя, приводит к ярко выраженной 

сепарации примесных ионов и их удалению из основного потока дейтериевой 

плазмы. Кроме того, метод пробных частиц получил развитие для общего 

случая фонового течения плазмы в трехкомпонентном магнитном поле [202] 

при наличии дополнительного продольного поля и возникающего вращения. 

 

5.7. Выводы 

В рамках двумерной двухжидкостной МГД-модели с учетом эффекта Холла и 

тензора проводимости среды проведено исследование приэлектродных 

процессов в КСПУ с эквипотенциальными и непроницаемыми электродами. 

Численные эксперименты подтвердили теоретические предпосылки 
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возникновения явления кризиса тока,  обусловленного эффектом Холла, и 

позволили провести сопоставление с имеющимися экспериментальными 

данными. Выявлена область параметров и сформулирован критерий, 

отвечающие стационарным течениям плазмы в отсутствии приэлектродных 

неустойчивостей, предшествующих явлению кризиса тока.  

Исследования показали, что увеличение характерных размеров 

плазменного ускорителя расширяет область параметров, отвечающих 

стационарным устойчивым режимам течения. Установлено, что варьирование 

характерной температуры плазмы на входе и наличие слабого продольного 

магнитного поля в ускорителе не оказывает существенного влияния на процесс 

формирования кризиса тока при условии равномерной подачи плазмы на входе 

в канал КСПУ. Рассмотрен случай неравномерной подачи в соответствие с 

аналитической моделью динамки плазмы в приближении плавного канала. 

Численные эксперименты показали, что неравномерная подача не оказывает 

существенного влияния на развитие приэлектродных неустойчивостей. Однако 

одновременное использование неравномерной подачи и дополнительного 

слабого продольного магнитного поля существенно расширяет область 

значений параметров, отвечающих стационарным течениям в отсутствие 

неустойчивостей. Форма непроницаемых электродов также влияет на развитие 

приэлектродных неустойчивостей и возникновение кризиса тока. 

Двухжидкостная модель с учетом эффекта Холла и тензора проводимости 

среды подтвердила результаты исследований на основе одножидкостной 

модели о возможности формирования токовых слоев и привязок тока к 

электродам для достаточно больших значений продольного поля в канале 

ускорителя с непроницаемыми эквипотенциальными электродами.  

Численные эксперименты, проведенные для режима ионного 

токопереноса с проницаемыми электродами на основе двумерной 

двухжидкостной МГД-модели, показали, что слабое продольное магнитное 

поле также позволяет реализовать трансзвуковые течения плазмы в канале 
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коаксиального ускорителя при различных условиях подачи плазмы на входе. 

При этом в окрестности электродов не наблюдалось возникновения и 

формирования каких-либо неустойчивостей, а на выходе из ускорителя доля 

энергии, обязанная вращению, существенно меньше кинетической энергии 

продольного потока плазмы. В то же время для достаточно сильного 

продольного поля наблюдается формирование токовых слоев в движущейся 

плазме и привязок тока на внешнем аноде в соответствии с другими моделями. 

Выявлены характерные особенности динамики потоков в окрестности 

анода при условии оптимальной подачи и самосогласованного протекания 

плазмы через проницаемые эквипотенциальные электроды в режиме ионного 

токопереноса. Максимальные значения в распределении потока плазмы через 

анод достигаются в средней  наиболее узкой части канала. При введении в 

систему продольного поля наблюдается заметное уменьшение нормальной 

составляющей скорости втекания плазмы через проницаемый анод при 

одновременном увеличении плотности в окрестности электрода. При этом 

интегральные потоки плазмы через поверхности электродов и интегральный 

параметр обмена практически не зависят от продольного поля. 

Таким образом, слабое продольное поле позволяет положительным 

образом изменить динамику плазмы в окрестности электродов, не оказывая 

заметного влияния на основной поток и не меняя интегральные параметры 

модифицированного ускорителя. 

Исследование динамики ионов примесей в потоке водородной плазмы 

позволило выявить условия, при которых сепарация ионов примесей в КСПУ 

становится явно выраженной и наблюдается эффект самоочищения потока 

плазмы от примесей. Установлено, что увеличение разрядного тока в системе, 

увеличение характерной температуры фонового потока, а также уменьшение 

концентрации плазмы, подаваемой на входе в канал ускорителя, приводит к 

удалению примесей из основного потока дейтериевой плазмы.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Выявлена неравновесная природа процессов на фронте ионизации в потоке 

ионизующегося газа в канале квазистационарного плазменного ускорителя. На 

фронте ионизации наблюдается четко выраженное отклонение от равновесия, 

что существенно изменило прежние представления о происходящих процессах. 

Установлено, что в рамках МГД-уравнений, дополненных уравнением 

кинетики ионизации и рекомбинации, в отличие от локального 

термодинамического равновесия процесс ионизации происходит в узкой зоне, 

что согласуется с имеющимися экспериментальными данными. 

2. Разработаны основы теории процессов на фронте ионизации в канале 

плазменного ускорителя. Выявлена структура стационарного неравновесного 

фронта ионизации. При наличии структуры процесс ионизации начинается в 

дозвуковой области из стационарного состояния, отвечающего нейтральному 

газу с нулевой степенью ионизации, и завершается в сверхзвуковой области в 

стационарной особой точке МГД-уравнений, являющейся устойчивым узлом.  

Сформулированы условия, отвечающие возможности осуществления  

процесса ионизации газа в канале ускорителя, возможности перехода скорости 

потока ионизующегося газа через газодинамическую скорость звука и выхода в 

стационарные особые точки в пределах узкого фронта ионизации.  

3. В приближении плавного канала построена аналитическая модель двумерных 

осесимметричных стационарных течений идеально проводящей плазмы, 

определена геометрия электродов и произведены оценки параметров 

коаксиального плазменного ускорителя с азимутальным магнитным полем.  

Разработаны основы теории течений плазмы в канале КСПУ при наличии 

дополнительного продольного магнитного поля. В результате решения задачи в 

приближении плавного канала получено первичное представление о динамике 

плазмы в трехкомпонентном магнитном поле, исследованы особенности 

процесса ускорения вращающихся потоков и выявлена возможность 

реализации трансзвуковых течений с переходом скорости потока через 
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скорость быстрой магнитозвуковой волны. Обнаружено, что с помощью 

продольного магнитного поля можно уменьшить влияние эффекта Холла и 

область анодного подпотока в канале плазменного ускорителя.  

4. Исследование осесимметричных потоков плазмы в канале ускорителя при 

наличии продольного магнитного поля на основе двумерной одножидкостной 

МГД-модели в терминах векторного потенциала магнитного поля с учетом 

конечной проводимости среды показало, что слабое продольное поле позволяет 

реализовать трансзвуковые течения при различных условиях подачи плазмы на 

входе. Слабое продольное поле, действуя на протяжении всей длины канала, 

приводит к постепенно нарастающему вращению. При этом на выходе доля 

энергии, обязанная вращению, существенно меньше кинетической энергии 

продольного потока, а в окрестности внешнего электрода наблюдается 

увеличение концентрации. При достаточно сильном продольном поле 

наблюдается формирование токовых слоев в потоке и привязок тока на аноде. 

5. На основе одножидкостной МГД-модели с учетом проводимости, 

теплопроводности и потерь энергии на излучение проведен сравнительный 

анализ компрессионных потоков плазмы, генерируемой в КСПУ с 

азимутальным магнитным полем из различных газов: водорода, гелия, аргона и 

ксенона. Для всех газов компрессионное течение на выходе из ускорителя 

содержит коническую ударную волну, на которой происходит скачкообразное 

изменение плотности, температуры и давления. При переходе к более тяжелым 

газам уменьшается скорость потока в канале, соответственно уменьшаются 

максимальные значения концентрации плазмы в области компрессии. В то же 

время энергия ионов на выходе практически не меняется при изменении массы 

иона. Тем самым эффективность ускорителя при его использовании в 

термоядерных целях не зависит от массы ионов, например, дейтерия и трития.  

Анализ интегральных характеристик потоков в канале ускорителя при 

использовании различных газов для генерации плазмы показал, что переход к 

более тяжелым газам сопровождается увеличением расхода и падением 
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мощности ускоренной струи. В то же время тяга системы практически не 

меняется. Соответственно легкие газы, в частности, водород являются наиболее 

предпочтительными для использования в перспективных модификациях КСПУ 

в качестве мощных электрореактивных плазменных двигателей.  

Выявлены особенности компрессионных потоков плазмы на выходе из 

канала ускорителя при наличии продольного магнитного поля. Обнаружено, 

что слабое продольное поле оказывает заметное воздействие на 

компрессионные потоки плазмы и положение конической ударной волны,  

увеличивая угол ее наклона к оси системы. Под воздействием продольного поля 

значения плотности и температуры заметно снижаются в области компрессии. 

За ударной волной формируется область, в которой продольное 

магнитное поле имеет существенно более высокие значения по сравнению с 

величиной продольного поля на входе в канал ускорителя и перед ударным 

переходом. Тем самым выявлена генерация продольного магнитного поля на 

конической ударной волне. Данный эффект является примером 

гидромагнитного динамо или МГД-динамо, когда по обе стороны конической 

поверхности происходит вращение проводящей среды с разной скоростью. 

6. Проведено исследование приэлектродных процессов в коаксиальном 

плазменном ускорителе с эквипотенциальными и непроницаемыми 

электродами на основе двумерной, в общем случае нестационарной, 

двухжидкостной МГД-модели с учетом эффекта Холла и тензора проводимости 

среды. Модель реализована в терминах векторного потенциала магнитного 

поля. Численные эксперименты подтвердили теоретические предпосылки 

возникновения явления кризиса тока,  обусловленного эффектом Холла, и 

позволили провести сопоставление с имеющимися экспериментальными 

данными. Выявлена область параметров и сформулирован критерий, 

отвечающие стационарным течениям в отсутствии приэлектродных 

неустойчивостей, предшествующих явлению кризиса тока. Установлено, что 

одновременное использование неравномерной подачи на входе и 
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дополнительного слабого продольного магнитного поля существенно 

расширяет область значений параметров, отвечающих устойчивым течениям. 

 Двухжидкостная модель с учетом эффекта Холла и тензора проводимости 

среды подтвердила результаты исследований на основе одножидкостной 

модели о возможности формирования токовых слоев для сильного продольного 

поля в ускорителе с непроницаемыми эквипотенциальными электродами. 

7. Исследование течений плазмы в канале КСПУ при наличии продольного 

магнитного поля в режиме ионного токопереноса с проницаемыми 

электродами, проведенное на основе двухжидкостной МГД-модели с учетом 

эффекта Холла и тензора проводимости среды, подтвердило основные 

закономерности плазмодинамических процессов, выявленные ранее на основе 

аналитической и одножидкостной моделей. Для данного режима слабое 

продольное поле также позволяет реализовать трансзвуковые течения при 

различных условиях подачи плазмы на входе. При этом в окрестности 

электродов не наблюдалось возникновения каких-либо неустойчивостей. В то 

же время для достаточно сильного продольного поля наблюдается 

формирование токовых слоев в движущейся плазме и привязок тока на 

внешнем аноде в соответствии с другими моделями. 

Выявлены характерные особенности динамики потоков в окрестности 

анода в режиме ионного токопереноса при условии оптимальной подачи и 

самосогласованного протекания плазмы через проницаемые 

эквипотенциальные электроды. Максимальные значения в распределении 

потока плазмы через анод достигаются в средней наиболее узкой части канала. 

При введении в систему продольного магнитного поля наблюдается заметное 

уменьшение нормальной составляющей скорости втекания плазмы через 

проницаемый анод при одновременном увеличении плотности в окрестности 

электрода за счет возникающего вращения. При этом интегральные потоки 

плазмы через поверхности электродов и интегральный параметр обмена 

практически не зависят от продольного поля.  
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8. С помощью метода пробных частиц, ионов заданной массы и заряда, 

исследована динамка ионов примесей в потоке водородной плазмы и выявлены 

условия, при которых сепарация ионов примесей в КСПУ становится явно 

выраженной и наблюдается эффект самоочищения потока плазмы от примесей. 

Расчеты траекторий ионов примесей проведены на основе уравнения движения 

иона в электромагнитном поле МГД-задачи с учетом кулоновских 

столкновений отдельной частицы с ионами и электронами основного потока.  

Установлено, что увеличение разрядного тока в системе, увеличение 

характерной температуры фонового потока, а также уменьшение концентрации 

плазмы, подаваемой на входе в канал ускорителя, приводит к сепарации 

примесных ионов и их удалению из основного потока дейтериевой плазмы.  

Таким образом, разработаны основы теории процессов на фронте 

ионизации, основы теории течений плазмы при наличии продольного 

магнитного поля в канале КСПУ. Выявлены и исследованы фундаментальные 

свойства потоков ионизующегося газа, а также потоков плазмы в присутствии 

продольного магнитного поля. Слабое продольное поле позволяет 

положительным образом изменить динамику плазмы в окрестности электродов, 

не оказывая заметного влияния на основной поток и интегральные 

характеристики модифицированного ускорителя с дополнительным 

продольным магнитным полем. Тем самым решена крупная научная проблема 

теоретического обоснования проектирования и разработки нового класса 

плазмодинамических установок – КСПУ с продольным магнитным полем. 

 Следует подчеркнуть, что представленные модели и результаты выходят 

за рамки исследования и разработки плазменных ускорителей нового 

поколения. Проведенные исследования могут быть использованы в таких 

областях как физика плазмы, включая управляемый термоядерный синтез, 

создание мощных электрореактивных плазменных двигателей и МГД-

генераторов, внедрение новых плазменных технологий, а также представляют 

интерес для специалистов в области вычислительной плазмодинамики. 
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