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Введение

В настоящее время в связи с вводом в эксплуатацию все большего числа

месторождений с трудноизвлекаемой нефтью появилась необходимость в со-

здании новых способов разработки и методов увеличения нефтеотдачи. В част-

ности, для месторождений с высоковязкой нефтью применяется термическое

воздействие на пласт. Суть метода заключается в подводе тепла в пласт путем

закачки теплоносителя либо при помощи кондуктивного теплообмена. В резуль-

тате нагрева пласта увеличивается подвижность находящихся в нем флюидов

и реализуются процессы химического разложения содержащихся в пласте угле-

водородов (для сланцевых месторождений и месторождений нефтематеринских

пород — генерация синтетической нефти).

Оценка эффективности термического воздействия возможна только при

проведении комплексного моделирования основных процессов, происходящих в

пласте, включая тепловые и геомеханические эффекты, в том числе разрушение

пласта. Кроме того, вследствие неизотермичности процесса, дополнительным

условием, предъявляемым к системе уравнений модели, является их термоди-

намическая согласованность, под которой понимается консервативность систе-

мы уравнений и справедливость второго закона термодинамики в подходящей

формулировке.

В традиционных подходах к моделированию процессов нефтедобычи ос-

новное внимание уделяется движению флюидов в пласте [1]. При применении

термических методов воздействия процесс вытеснения сопровождается измене-

нием степени подвижности заполняющего поры флюида за счет изменения а)

физико-химических свойств флюида под действием высокого давления и темпе-

ратуры, б) фильтрационно-емкостных свойств пласта за счет геомеханических

процессов, связанных с деформацией пласта и его разрушением.

Существует ряд моделей, позволяющих описывать фильтрационные, дефор-

мационные и неизотермические процессы, а также разрушение среды [2,3]. В
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большинстве их повреждаемость среды описывается в рамках теории конти-

нуального разрушения. В соответствии с ней разрушение пласта моделиру-

ется параметром повреждаемости (в общем случае являющимся тензором),

эволюция которого описывается заданным кинетическим уравнением. Данный

параметр входит в основные определяющие соотношения модели и влияет

на фильтрационно-емкостные, термодинамические и механические параметры

пласта.

Геомеханические модели с учетом разрушения, применяемые для анали-

за напряженно-деформированного состояния нефтегазового месторождения,

условно можно разделить на два больших класса. К первому классу относятся

термодинамически корректные в указанном выше смысле модели, которые, тем

не менее, используют определяющие соотношения сравнительно простого вида.

Последние обычно имеют качественный характер и в них отсутствует преем-

ственность с распространенными моделями континуального разрушения чисто

упругих сред, см., например, [4]. К моделям второго класса относятся модели,

широко применяемые на практике, которые являются формальными обобщени-

ями классических термопороупругих моделей и получаются добавлением в по-

следние эмпирических зависимостей, учитывающих процесс разрушения [5–11].

При этом анализ таких моделей с точки зрения их термодинамической коррект-

ности не производится.

Использование новых математических моделей требует разработки соответ-

ствующих численных алгоритмов, которые обеспечивают корректность расчета

в рамках выбранной модели и применимы в актуальных практических поста-

новках. Для решения рассматриваемых задач наиболее широко распространены

методы конечных объемов и конечных элементов. В настоящей работе исполь-

зован последний класс методов.

В связи с этим построение полного комплекса средств математического мо-

делирования (математические модели, вычислительные алгоритмы и их про-

граммная реализация), основанного на термодинамически корректных моделях,

пригодных для анализа реалистичных сценариев разработки, является актуаль-

ной задачей.

Целью настоящей работы является разработка средств и методов ма-

тематического моделирования — термодинамически согласованной физико-

математической модели, вычислительных алгоритмов и их программной реа-
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лизации — для анализа содержательных задач, связанных с разработкой неф-

тяных месторождений с использованием термических методов воздействия на

пласт.

Для достижения поставленной цели в работе решены следующие конкрет-

ные задачи:

1. Разработка термодинамически согласованного (в смысле выполнения вто-

рого закона термодинамики и соответствующих законов сохранения) обоб-

щения пороупругой модели Био для случая неизотермической постановки

с учетом разрушения среды и его влияния на упругие и фильтрационно-

емкостные свойства.

2. Разработка вычислительного алгоритма для численного решения уравне-

ний построенной модели в рамках пространственно трехмерной постанов-

ки.

3. Реализация, на основе разработанных алгоритмов, программного ком-

плекса, его валидация и проведение расчетов в постановках прикладного

уровня сложности.

Научной новизной данной работы является:

1. Термодинамически согласованная математическая модель термопоро-

упругой среды с учетом эффектов разрушения породы и связанным с

ним изменением геомеханических и фильтрационных свойств пласта.

2. Вычислительные алгоритмы для решения системы уравнений модели на

основе метода конечных элементов.

3. Программный комплекс, пригодный для анализа задач в реалистичных

постановках.

Теоретическая ценность настоящей работы заключается в разработанной

физико-математической модели эволюции пороупругой среды с учетом разру-

шения и вычислительных методов для её решения.

Практически значимым результатом работы является разработанный

программный комплекс для анализа процесса термического воздействия на

пласт с учетом геомеханических эффектов и разрушения в реалистичных по-

становках.
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Методология и методы исследования, использованные в данной рабо-

те, включают в себя методы математического анализа и теории дифференци-

альных уравнений в частных производных, численные методы решения систем

нелинейных уравнений в частных производных, а также методологию постро-

ения численного эксперимента. Вывод моделей произведен в рамках современ-

ных методов рациональной термомеханики сплошной среды.

Достоверность и обоснованность полученных результатов обеспечены

применением при выводе уравнений и определяющих соотношений математи-

ческой модели обоснованной процедуры Колмана-Нолла, строгостью использу-

емого для разработки вычислительного алгоритма математического аппарата,

сопоставлением результатов моделирования с известными решениями.

На защиту выносятся следующие положения:

1. Разработана термодинамически согласованная физико-математическая

модель разрушения термопороупругой среды, учитывающая деформаци-

онные, фильтрационные и неизотермические эффекты, пригодная для

анализа эффективности современных и перспективных тепловых методов

увеличения нефтеотдачи.

2. Разработан неявный численный алгоритм расчета эволюции термопоро-

упругой среды с учетом разрушения на основе метода конечных элементов

с применением неструктурированных тетраэдральных сеток.

3. Реализован программный комплекс для моделирования термического воз-

действия на пороупругую среду с учетом разрушения. Проведены вали-

дационные расчеты, подтверждающие корректность разработанных алго-

ритмов.

4. Выполнены расчеты по оценке влияния разрушения среды при примене-

нии термических методов воздействия на пласт, демонстрирующие при-

менимость разработанных моделей и алгоритмов для решения задач в

реалистичных постановках.

Апробация работы. Результаты работы были представлены на 4-й Меж-

дународной научной школе молодых ученых «Физическое и математическое мо-

делирование процессов в геосредах» (г. Москва, 2018 г.), научных слушаниях,

посвященных 110-летию со дня рождения С.А. Христиановича «Современные
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проблемы механики и математики» (г. Москва, 2018 г.), 61-й Всероссийской на-

учной конференции МФТИ (г. Долгопрудный, 2018 г.), Научной конференции

молодых ученых и аспирантов ИФЗ РАН (г. Москва, 2019 г.), семинаре ИПМ

РАН «Вычислительные методы и математическое моделирование» им.Ю.П. По-

пова (г. Москва, 2020 г.), семинаре ИПМРАН «Математическое моделирование»

(г. Москва, 2020 г.).

Публикации. Основные результаты работы опубликованы в 6 печатных

работах из перечня ВАК [12–17], из них 2 — в изданиях, индексируемых

Scopus [15,17], 1 — Web of Science [12].

Личный вклад соискателя. Соискатель самостоятельно разработал

физико-математическую модель разрушения в пороупругой среде, вычисли-

тельные алгоритмы и программный комплекс, выполнил валидацию программ-

ного комплекса путем сравнения с аналитическими решениями, а также провел

численные эксперименты по оценке разрушения флюидонасыщенного пласта в

процессе термического воздействия и проанализировал полученные результаты.

Все выносимые на защиту положения получены лично автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, че-

тырех глав, заключения и списка литературы. Работа представлена на 117 стра-

ницах, содержит 36 иллюстраций и 9 таблиц. Список литературы содержит 111

наименований.

Во введении диссертации описаны основные эффекты, сопровождающие

процесс термического воздействия на пласт, и особенности их моделирования.

Показана актуальность задачи комплексного моделирования пласта с учетом

деформации породы, фильтрации флюида, учета неизотермических эффектов

и разрушения породы. Описаны существующие подходы к моделированию, их

преимущества и недостатки. Сформулированы цели и задачи работы, а также

полученные результаты. Указаны сведения об апробации работы и публикациях

на тему исследования.

В первой главе описана физико-математическая модель разрушения в по-

роупругой среде, являющаяся обобщением пороупругой модели Био. Базовая

система уравнений модели включает в себя законы сохранения массы, импульса

и энергии. Для замыкания системы уравнений используются определяющие со-

отношения, удовлетворяющие принципу термодинамической согласованности.

Вывод определяющих соотношений производится с использованием процедуры
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Колмана-Нолла. Для учета разрушения среды используется подход контину-

альной механики разрушения.

Во второй главе приводится описание численного алгоритма для решения

системы уравнений полной модели. Данная система решалась методом конеч-

ных элементов. Описан вывод слабой постановки задачи, а также приводит-

ся конечный вид аппроксимированной системы уравнений. Для дискретизации

уравнений по пространству используются тетраэдральные элементы Тейлора-

Худа с квадратичными базисными функциями для перемещений и линейными

для давления и температуры. Дискретизация уравнений по времени произво-

дится по неявной схеме относительно перемещений, давления и температуры и

явной для параметра повреждаемости.

В третьей главе приводится описание разработанного программного ком-

плекса для расчета неизотермического течения в пороупругой среде с уче-

том разрушения породы в рамках разработанного численного алгоритма. Про-

граммный комплекс реализован на языке программирования С++ и состоит из

трех основных компонентов: препроцессор, вычислительное ядро и постпроцес-

сор. В данных блоках производится инициализация расчетной сетки, зачиты-

вание параметров модели, сборка матрицы системы и правой части, решение

нелинейной системы уравнений и выгрузка результатов для дальнейшего ана-

лиза.

В четвертой главе приведены результаты моделирования с использова-

нием разработанного программного комплекса. Валидация алгоритма проводи-

лась на ряде тестов (задача Терцаги, тест Манделя и тест на одномерное неизо-

термическое расширение) для которых известно аналитическое решение. Кроме

того, был проведен ряд расчетов, моделирующих воздействие на пласт добы-

вающих и нагнетательных скважин при различных условиях, с целью оценки

влияния геомеханических эффектов.

В заключении сформулированы основные результаты работы.
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Глава 1

Физико-математическая

модель

Основой модели, разрабатываемой в настоящей работе, является классиче-

ская модель Био пороупругости, развитие которой было начато в работах К.

Терцаги (K. Terzaghi) [18] и М. Био (M. Biot) [19–23]. В современном виде она

впервые была описана в работе [24]. Модель описывает эволюцию напряженно-

деформированного состояния пористого проницаемого деформируемого твер-

дого тела и полей давления фильтрующегося в нем флюида. В рамках модели

Био среда описывается как совокупность двух взаимопроникающих континуу-

мов («фаз») — упругого «скелета» (твердой фазы) и насыщающей его жидкости

(подвижной фазы). Уравнения модели представляют собой связанную систему

уравнений термомеханики деформируемого твердого тела и фильтрации. Ти-

пичными приложениями модели Био являются задачи нефтяной и гидрогеоло-

гии [25], анализ процессов в костных и мягких биологических тканях [26,27],

гидрогелях и многие другие.

Следует отметить, что модель Био является не единственной известной мо-

делью для описания динамики пороупругой среды. В частности, следует отме-

тить модель, предложенную в работах В.Н. Доровского и его коллег. Модель

является термодинамически согласованной и получена в рамках развиваемой

авторами теории многоскоростного континуума [28–30]. Особенностью данной

модели является то, что пороупругая среда описывается тремя упругими мо-

дулями, однозначно определяемыми по скоростям распространения упругих

волн [28]. Данная модель применяется для описания движения волн Стоун-
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ли [29], в задачах сейсморазведки [30] и других областях.

Существует два основных способа вывода уравнений модели. Первый («мик-

ромеханический») основан на том, что на микроуровне (пространственном мас-

штабе, меньшем масштаба представительного объема среды) среда описывается

как совокупность двух фаз (твердой и подвижной), разделенных границей и за-

нимающих каждая свою область пространства. Каждая среда описывается сво-

ей группой уравнений (соответственно, механики и гидродинамики). На грани-

це раздела фаз считаются заданными соответствующие условия согласования,

обеспечивающие непрерывность (микроскопических в указанном выше смысле)

потоков массы, энергии и импульса. Далее производится усреднение уравнений

модели и соответствующих полей первичных переменных по области простран-

ства, вмещающей представительный объем среды. Результирующая модель, при

выполнении определенных условий, обеспечивающих корректность процедуры

асимптотического усреднения, приводит к уравнениям модели Био. Такой спо-

соб вывода уравнений модели Био и ее обобщений рассмотрен, например, в [31],

см. также обзор в [32]. Отметим, что такой подход, вообще говоря, априор-

но не гарантирует термодинамическую корректность результирующей модели

(которая, однако, может быть проверена постфактум). При этом сама проце-

дура асимптотического усреднения является математически сложной и требует

аккуратного обоснования. Более того, как сама процедура, так и ее обоснова-

ние, чрезвычайно усложняются при повышении сложности частных моделей,

описывающих поведение отдельных фаз.

Второй подход (в дальнейшем — «термодинамический») является феномено-

логическим и основан на применении методов рациональной механики сплош-

ной среды [33]. В рамках этого подхода обычно постулируется выполнение набо-

ра основных законов сохранения, задаются основные термодинамические пере-

менные задачи (параметры состояния) и соответствующие (обобщенные) термо-

динамические силы, а также постулируется выполнение энтропийного неравен-

ства (неравенства Клазиуса-Дюгема, Clausius-Duhem inequality) в подходящей

форме. Последнее используется для вывода определяющих соотношений мо-

дели в рамках сравнительно формальной процедуры, которая носит название

процедура Колмана-Нолла (Coleman-Noll procedure) [34]. Такой подход приме-

няется, например, в монографиях [4,35,36]. В известном смысле он является

более простым и общим по сравнению с «микромеханическим» — в частности,
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с точки зрения обобщений модели. Вместе с тем, он априорно гарантирует тер-

модинамическую корректность построенной модели в указанном выше смысле.

Для моделирования разрушения среды требуется расширить модель Био.

Это может быть сделано путем введения дополнительных предположений о

процессе развития повреждений. Существует два основных подхода к матема-

тическому описанию процессов, происходящих при разрушении материала. В

первом подходе [37] разрушение рассматривается как развитие конечного на-

бора крупномасштабных трещин. Предполагается, что каждая трещина имеет

определенные границы, а её рост происходит при выполнении соответствующих

критериев разрушения. Данный подход широко используется на практике в слу-

чаях, когда требуется описать развитие конечного (сравнительно небольшого)

числа уединенных трещин, например, при моделировании процесса гидрораз-

рыва пласта на нефтегазовых месторождениях.

Второй подход, который используется в настоящей работе, основан на ис-

пользовании механики континуального разрушения [2,3]. В рамках данного под-

хода разрушение рассматривается как процесс снижения «эффективных» проч-

ностных свойств материала, вызванный развитием множества микротрещин и

микропор. Предполагается, что «степень разрушения» материала описывается

дополнительным (в общем случае тензорным) параметром, называемым пара-

метром повреждаемости. Эволюция данного параметра определяется заданным

кинетическим уравнением, которое описывает скорость изменения параметра

повреждаемости в зависимости от текущего состояния среды. Подробный обзор

существующих моделей эволюции параметра повреждаемости будет приведен

далее, см. раздел 1.6.

1.1 Основные законы сохранения

Рассмотрим двухфазную насыщенную пористую среду, состоящую из двух

взаимодействующих и взаимопроникающих континуумов, одновременно зани-

мающих один и тот же объем: пористого деформируемого скелета и подвиж-

ного насыщающего флюида. Задача рассматривается в приближении малых

пространственных перемещений и деформаций в полностью трехмерной по-

становке. Состояние среды описывается системой законов сохранения массы

(фильтрация флюида), импульса (геомеханика пласта) и энергии (термодина-
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Рис. 1.1. Объем пространства Ω и материальные объемы Ω𝑓 и Ω𝑠.

мика). Законы сохранения записываются с использованием эйлерова подхода к

описанию движения среды.

Рассмотрим элементарный объем пространства Ω, в котором содержатся две

фазы — скелет и флюид. Будем считать, что в каждой точке пространства

присутствуют обе фазы. В момент времени 𝑡 = 𝑡* положения материальных

объемов скелета Ω𝑠(𝑡
*) и флюида Ω𝑓(𝑡

*) совпадают Ω = Ω𝑠(𝑡
*) = Ω𝑓(𝑡

*). Пусть

скорости движения фаз равны 𝑣𝑠 и 𝑣𝑓 соответственно (рис. 1.1).

Запишем основные законы сохранения для обоих континуумов в момент вре-

мени 𝑡 = 𝑡*.

Закон сохранения массы. Для фазы 𝛼 (𝛼 = 𝑠 для скелета и 𝛼 = 𝑓 для

флюида) закон сохранения массы имеет вид:

𝑑𝛼
𝑑𝑡

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑑Ω𝛼 = 0,

где𝑚𝛼 — масса фазы 𝛼 в единице объема среды («смеси»), а 𝑑𝛼(·)/𝑑𝑡 = 𝜕(·)/𝜕𝑡+
𝑣𝛼 · grad (·) — материальная производная вдоль траектории движения фазы 𝛼.
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По определению материальной производной имеем:

𝑑𝛼
𝑑𝑡

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑑Ω𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝜕𝑚𝛼

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝛼𝑣𝛼)

]︂
𝑑Ω𝛼 = 0.

Таким образом, при отсутствии внешних источников массы имеют место

следующие выражения [36]:

𝜕𝑚𝑠

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝑠𝑣𝑠) = 0, (1.1)

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝑓𝑣𝑓) = 0. (1.2)

Введем вектор скорости фильтрации 𝑤, равный:

𝑤 =
𝑚𝑓

𝜌𝑓
(𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) ,

где 𝜌𝑓 —«истинная» плотность флюида, то есть масса флюида, отнесенная к

занимаемому им объему. Тогда уравнение (1.2) принимает вид:

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝑓𝑣𝑠) + div(𝜌𝑓𝑤) = 0. (1.3)

Уравнение (1.3) называется уравнением неразрывности и выражает закон

сохранения массы в дифференциальной форме.

Закон сохранения импульса. Пусть 𝑓 — внешняя сила, 𝑏int𝛼 — плотность

сил взаимодействия фазы 𝛼 с остальными фазами среды, 𝑡𝛼 — вектор напряже-

ний, то есть сила, действующая на континуум 𝛼 со стороны окружающих тел

на элементе 𝑑𝜔𝛼 поверхности 𝜕Ω𝛼(𝑡). В этом случае закон сохранения импульса

имеет вид [35]:

𝑑𝛼
𝑑𝑡

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑣𝛼𝑑Ω𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

(︀
𝑚𝛼𝑓 − 𝑏int𝛼

)︀
𝑑Ω𝛼 +

∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑡𝛼𝑑𝜔𝛼.

В соответствии с фундаментальной теоремой Коши [36] и формулой Грина
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имеем: ∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑡𝛼𝑑𝜔𝛼 =

∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝜎𝛼𝑛𝑑𝜔 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

div(𝜎𝛼)𝑑Ω𝛼,

где 𝜎𝛼 — тензор парциальных напряжений для фазы 𝛼. Таким образом, вос-

пользовавшись определением материальной производной, получаем:∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝜕(𝑚𝛼𝑣𝛼)

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝛼𝑣𝛼⊗𝑣𝛼)

]︂
𝑑Ω𝛼 =

=

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

(︀
𝑚𝛼𝑓 + 𝑏int𝛼

)︀
𝑑Ω𝛼 +

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

div(𝜎𝛼)𝑑Ω𝛼,

где символ «⊗» обозначает тензорное произведение.
Рассмотрим левую часть последнего уравнения. В соответствии с формулой

для дивиргенции тензорного произведения получим:∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝜕(𝑚𝛼𝑣𝛼)

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝛼𝑣𝛼⊗𝑣𝛼)

]︂
𝑑Ω𝛼 =

=

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝜕𝑚𝛼

𝜕𝑡
𝑣𝛼 + div(𝑚𝛼𝑣𝛼)𝑣𝛼 +𝑚𝛼

𝜕𝑣𝛼
𝜕𝑡

+𝑚𝛼𝑣𝛼 div(𝑣𝛼)

]︂
𝑑Ω𝛼.

Применяя закон сохранения массы, а также определение полной производ-

ной, получаем:∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼
𝑑𝛼𝑣𝛼
𝑑𝑡

𝑑Ω𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︀
𝑚𝛼𝑓 + 𝑏int𝛼 + div(𝜎𝛼)

]︀
𝑑Ω𝛼.

Приравнивая подынтегральные выражения в последней формуле, получаем

закон сохранения импульса в виде:

div (𝜎𝑠) +𝑚𝑠

(︂
𝑓 − 𝑑𝑠𝑣𝑠

𝑑𝑡

)︂
+ 𝑏int𝑠 = 0, (1.4)

div (𝜎𝑓) +𝑚𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝑑𝑡

)︂
+ 𝑏int𝑓 = 0, (1.5)

причем 𝑏int𝑓 + 𝑏int𝑠 = 0.
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Обозначим 𝜎 = 𝜎𝑓 +𝜎𝑠 — тензор полных напряжений. Тогда, после сумми-

рования уравнений (1.4) и (1.5) получим:

div (𝜎) +𝑚𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝑑𝑡

)︂
+𝑚𝑠

(︂
𝑓 − 𝑑𝑠𝑣𝑠

𝑑𝑡

)︂
= 0. (1.6)

Уравнение (1.6) выражает закон сохранения импульса для двухфазной си-

стемы «скелет»/«флюид».

Закон сохранения энергии. Для объема пространства Ω(𝑡) = Ω𝑠(𝑡) = Ω𝑓(𝑡)

уравнение, описывающее закон сохранения энергии, выглядит следующим об-

разом:
𝑑𝑓
𝑑𝑡

(𝐾𝑓 + 𝑈𝑓) +
𝑑𝑠
𝑑𝑡

(𝐾𝑠 + 𝑈𝑠) = (𝑃𝑓 +𝑄𝑓) + (𝑃𝑠 +𝑄𝑠) , (1.7)

где

𝐾𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

1

2
𝑚𝛼𝑣

2
𝛼𝑑Ω𝛼

— кинетическая энергия фазы 𝛼,

𝑈𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑒𝛼𝑑Ω𝛼

— внутренняя энергия,

𝑃𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑣𝛼𝑓𝛼𝑑Ω𝛼 +

∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑡𝛼𝑣𝛼𝑑𝜔𝛼

— мощность внешних сил,

𝑄𝛼 = −
∫︁

𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑞𝛼𝑛𝑑𝜔𝛼

— поток тепла. Здесь 𝑒𝛼 – удельная внутренняя энергия фазы с учетом повре-

ждаемости, 𝑞𝛼 — вектор плотности потока тепла, 𝛼 = 𝑓, 𝑠.
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Рассмотрим левую часть уравнения (1.7):

𝑑𝛼
𝑑𝑡

(𝐾𝛼 + 𝑈𝛼) =
𝑑𝛼
𝑑𝑡

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝑚𝛼

(︂
𝑒𝛼 +

𝑣2𝛼
2

)︂]︂
𝑑Ω.

С другой стороны, применяя формулу Грина к правой части уравнения (1.7),

получаем:

𝑃𝛼 +𝑄𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[div (𝜎𝛼𝑣𝛼) + (𝑚𝛼𝑣𝛼)𝑓 − div(𝑞𝛼)] 𝑑Ω.

Таким образом, закон сохранения энергии в интегральном виде выглядит

следующим образом:

∫︁
Ω

[︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠
𝑑𝑡

(︂
𝑒𝑠 +

𝑣2𝑠
2

)︂
+𝑚𝑓

𝑑𝑓
𝑑𝑡

(︃
𝑒𝑓 +

𝑣2𝑓
2

)︃]︃
𝑑Ω =

=

∫︁
Ω

[div (𝜎𝑓𝑣𝑓 + 𝜎𝑠𝑣𝑠) + (𝑚𝑠𝑣𝑠 +𝑚𝑓𝑣𝑓)𝑓 − div(𝑞)] 𝑑Ω, (1.8)

где 𝑞 = 𝑞𝑓 + 𝑞𝑠.

При переходе от парциального тензора напряжений для скелета к тензору

полных напряжений уравнение (1.8) в дифференциальном виде примет вид:

𝜕

𝜕𝑡

[︃
𝑚𝑠

(︂
𝑒𝑠 +

𝑣2𝑠
2

)︂
+𝑚𝑓

(︃
𝑒𝑓 +

𝑣2𝑓
2

)︃]︃
+

+ div

[︂
𝑚𝑠

(︂
𝑒𝑠 +

𝑣2𝑠
2

)︂
𝑣𝑠

]︂
+ div

[︃
𝑚𝑓

(︃
𝑒𝑓 +

𝑣2𝑓
2

)︃
𝑣𝑓

]︃
=

= div [𝜎𝑓 (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎𝑣𝑠] + (𝑚𝑠𝑣𝑠 +𝑚𝑓𝑣𝑓)𝑓 − div(𝑞). (1.9)

Таким образом, получена базовая система уравнений модели, включающая

в себя выражения для закона сохранения массы (1.3), импульса (1.6) и энер-

гии (1.9) термопороупругой среды. Для дальнейшего вывода необходимо за-

дать определяющие соотношения, замыкающие модель. Эти соотношения могут

быть получены на основе диссипативного неравенства, которое рассматривает-

ся в следующих разделах.
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1.2 Определяющие соотношения

В предыдущих разделах были сформулированы основные законы сохране-

ния (массы, импульса, энергии), которые в рамках введенных предположений

являются фундаментальными соотношениями механики сплошной среды. Для

описания особенностей поведения конкретных сред необходимо ввести опреде-

ляющие соотношения, то есть ограничения на поведение материала под влия-

нием внешнего воздействия.

Для построения теории определяющих соотношений Нолл [38] сформули-

ровал ряд аксиом. Данные аксиомы отражают основные принципы, которым

должны удовлетворять определяющие соотношения. Краткие формулировки

некоторых из данных принципов (см. [33,35]) приведены ниже.

Принцип детерминизма. Напряженное состояние в конфигурации частицы

𝑋 в момент времени 𝑡 определяется только предысторией 𝜒𝑡 движения тела

вплоть до момента 𝑡.

Принцип локальности. Исключается влияние частиц, находящихся на неко-

тором конечном расстоянии от рассматриваемой частицы 𝑋.

Принцип материальной независимости от системы отсчета. Определя-

ющие соотношения должны быть инвариантны относительно смены системы

отсчета.

Принцип термодинамической согласованности. Определяющие соотноше-

ния должны удовлетворять второму началу термодинамики для любой истории

состояний (процесса).

Последний принцип накладывает существенные ограничения на вид опреде-

ляющих соотношений и требует рассмотрения второго начала термодинамики.

В настоящей работе вид определяющих соотношений выводится с использова-

нием процедуры Колмана-Нолла [34]. Основная идея данной процедуры заклю-

чается в том, что второй закон термодинамики должен быть выполнен для всех

допустимых термодинамических процессов [39]. Колман и Нолл постулируют,

что при наличии функциональных связей между параметрами, описывающи-

ми термодинамический процесс, вид данных зависимостей должен быть таким,

чтобы второй закон термодинамики выполнялся при любой последовательности

состояний. Подробное описание вывода определяющих соотношений приведено

в следующих разделах.
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1.3 Вывод диссипативного неравенства

Будем рассматривать термопороупругую среду, в которой в результате де-

формаций может возникнуть зона диффузного разрушения, под которой по-

нимается образование в твердой фазе множества микротрещин, существенно

влияющих на фильтрационные и упругие свойства среды. Существенным яв-

ляется то, что характерный размер трещин существенно меньше, чем размер

представительного объема среды. По этой причине разрушение описывается

определенной в пространстве величиной (в простейшем случае — скалярной),

значения которой имеют смысл «степени поврежденности» среды.

В соответствии с классическими представлениями о механизмах развития

трещин [40] для образования единицы площади её поверхности необходимо за-

тратить определенную энергию. При этом, в связи с тем, что процесс образо-

вания трещин является необратимым, изменение энтропии системы не меньше,

чем количество тепла, полученное системой, а также работа сил, отвечающих

за разрушение среды.

Таким образом, второе начало термодинамики без учета внешних источни-

ков имеет вид:∫︁
Ω

(︂
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑓
𝑑𝑓𝑠𝑓
𝑑𝑡

)︂
𝑑Ω ⩾ −

∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑞𝛼𝑛

𝑇
𝑑𝜔𝛼 +

1

𝑇

∫︁
Ω

𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
𝑑Ω, (1.10)

где 𝑠𝛼 — удельная энтропия фазы 𝛼 = 𝑓, 𝑠, 𝑌 — скорость диссипации энергии,

связанной с разрушением материала скелета, 𝐷 — тензор повреждаемости.

Применяя формулу Грина и переходя к дифференциальному виду, имеем

следующее выражение:

𝑚𝑠
𝑑𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑓
𝑑𝑓𝑠𝑓
𝑑𝑡

+ div
(︁𝑞
𝑇

)︁
− 1

𝑇
𝑌 :

𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
⩾ 0. (1.11)

Определим свободную энергию Гельмгольца для фазы 𝛼 = 𝑓, 𝑠 как (считаем,

что температуры фаз равны):

𝜓𝛼 = 𝑒𝛼 − 𝑇𝑠𝛼.
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Тогда

𝑑𝜓𝛼 = 𝑑𝑒𝛼 − 𝑇𝑑𝑠𝛼 − 𝑠𝛼𝑑𝑇,

𝑑𝑠𝛼 =
1

𝑇
(𝑑𝑒𝛼 − 𝑑𝜓𝛼 − 𝑠𝛼𝑑𝑇 ) .

Соответственно, неравенство (1.11) будет иметь вид:

− 1

𝑇

(︂
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑓
𝑑𝑓𝜓𝑓
𝑑𝑡

−𝑚𝑠
𝑑𝑠𝑒𝑠
𝑑𝑡

−𝑚𝑓
𝑑𝑓𝑒𝑓
𝑑𝑡

+

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓𝑠𝑓

𝑑𝑓𝑇

𝑑𝑡

)︂
+ div

(︁𝑞
𝑇

)︁
− 1

𝑇
𝑌 :

𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
⩾ 0. (1.12)

Запишем закон сохранения энергии (1.9) в виде:

𝑚𝑠
𝑑𝑠𝑒𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑓
𝑑𝑓𝑒𝑓
𝑑𝑡

= div (𝜎𝑓𝑣𝑓 + 𝜎𝑠𝑣𝑠)+

+𝑚𝑠𝑣𝑠

(︂
𝑓 − 𝑑𝑠𝑣𝑠

𝜕𝑡

)︂
+𝑚𝑓𝑣𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝑑𝑡

)︂
− div(𝑞). (1.13)

Воспользуемся выражением для баланса энергии флюида:

𝑑𝜓𝑓 = 𝑑 (𝑒𝑓 − 𝑇𝑠𝑓) =

=

[︂
−𝑝𝑑

(︂
1

𝜌𝑓

)︂
+ 𝑇𝑑𝑠𝑓

]︂
− 𝑑 (𝑇𝑠𝑓) = −𝑝𝑑

(︂
1

𝜌𝑓

)︂
− 𝑠𝑓𝑑𝑇. (1.14)

Подставляя уравнения (1.13) и (1.14) в (1.12), получим:

1

𝑇

[︂
div (𝜎𝑓 (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎𝑣𝑠) +𝑚𝑠𝑣𝑠

(︂
𝑓 − 𝑑𝑠𝑣𝑠

𝑑𝑡

)︂
+

+𝑚𝑓𝑣𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝑑𝑡

)︂]︂
− 1

𝑇
div 𝑞 − 1

𝑇

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+

+ div
(︁𝑞
𝑇

)︁
− 1

𝑇
𝑌 :

𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
⩾ 0,
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откуда

[𝜎𝑓 : grad (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎 : grad (𝑣𝑠)]− 𝑞 grad(𝑇 )− 𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
−

−

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+ 𝑣𝑠

[︂
𝑚𝑠

(︂
𝑓 − 𝑑𝑠𝑣𝑠

𝑑𝑡

)︂
+ div(𝜎)

]︂
+

+

[︂
𝑚𝑓𝑣𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝑓𝑡

)︂
+ (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) div(𝜎𝑓)

]︂
⩾ 0. (1.15)

После подстановки выражения для закона сохранения импульса (1.6) в нера-

венство (1.15), получим:

−

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+

+ [𝜎𝑓 : grad (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎 : grad (𝑣𝑠)]−

− 𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
+ (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠)

[︂
𝑚𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝑑𝑡

)︂
+ div𝜎𝑓

]︂
− 𝑞 grad(𝑇 ) ⩾ 0. (1.16)

Левая часть неравенства (1.16) представима в виде суммы диссипаций ске-

лета 𝛿𝑠, флюида 𝛿𝑓 и тепловой диссипации 𝛿𝑡:

𝛿𝑠 + 𝛿𝑓 + 𝛿𝑡 ⩾ 0, (1.17)

где

𝛿𝑠 = −

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+

+ [𝜎𝑓 : grad (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎 : grad (𝑣𝑠)]− 𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
,

(1.18)

𝛿𝑓 = (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠)
[︂
𝑚𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂
+ div(𝜎𝑓)

]︂
, (1.19)

𝛿𝑡 = −𝑞
𝑇
grad(𝑇 ). (1.20)

Эти выражения далее используются для построения определяющих соотно-

шений в рамках процедуры Колмана-Нолла.
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1.4 Процедура Колмана-Нолла

Как уже упоминалось ранее процедура Колмана-Нолла позволяет получить

такой вид функциональных зависимостей между различными параметрами, что

второй закон термодинамики выполняется при любой последовательности со-

стояний.

Рассмотрим выражение (1.19) для диссипации флюида 𝛿𝑓 . Предполагая, что

тензор напряжений флюида — шаровой (то есть 𝜎𝑓 = −(𝑚𝑓/𝜌𝑓)𝐼𝑝), получаем,

что

𝛿𝑓 = 𝑤

[︂
− grad(𝑝) + 𝜌𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂]︂
.

Условие 𝛿𝑓 ⩾ 0 выполняется, если положить:

𝑤 =
𝑘

𝜇

[︂
− grad(𝑝) + 𝜌𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂]︂
,

что соответствует феноменологическому закону Дарси. Здесь 𝑘 — симметрич-

ный положительно определенный тензор абсолютной проницаемости, 𝜇 — вяз-

кость флюида. Следовательно, получаем, что:

𝛿𝑓 = 𝑤 ·
(︂
𝑘

𝜇

)︂−1

·𝑤 ⩾ 0.

Далее рассмотрим тепловую диссипацию 𝛿𝑡. Воспользуемся законом Фурье

в виде:

𝑞 = −𝜅 grad(𝑇 ),

где 𝜅 — симметричный положительно определенный тензор коэффициентов

теплопроводности. В этом случае получаем, что:

𝛿𝑡 =
1

𝑇
(∇𝑇 )𝑇 :𝜅 :∇𝑇 ⩾ 0.

Отсюда

𝛿𝑓 + 𝛿𝑡 ⩾ 0,

и согласно процедуре Колмана-Нолла можно предположить, что для выполне-
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ния неравенства (1.17) достаточно, чтобы выполнялось:

𝛿𝑠 = −

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+

+ [𝜎𝑓 : grad (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎 : grad (𝑣𝑠)]− 𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
⩾ 0. (1.21)

Введем тензор деформаций 𝜀. Если рассматривать случай малых деформа-

ций, тензор деформаций выражается через вектор перемещений 𝜉 по формуле:

𝜀 =
1

2

(︀
grad 𝜉 + grad 𝜉𝑇

)︀
.

Введем также пористость (объемную долю) 𝜑, определяемую как отноше-

ние массы флюида в рассматриваемом объеме к «истинной» плотности флю-

ида: 𝜑 = 𝑚𝑓/𝜌𝑓 . Тогда, подставляя уравнение неразрывности (1.3) в выраже-

ние (1.21) и считая, что тензор напряжений флюида — шаровой, получаем:

𝛿𝑠 = −𝑚𝑠
𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

−𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+ 𝑝

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑡
+ 𝜎 :

𝑑𝑠𝜀

𝑑𝑡
− 𝑌 :

𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
⩾ 0. (1.22)

Будем считать, что свободная энергия Гельмгольца для скелета 𝜓𝑠 = 𝜓𝑠(𝜒)

зависит от следующих параметров:

𝜒𝜓 = {𝜀, 𝜑, 𝑇,𝐷},

тогда выражение для 𝑑𝜓𝑠/𝑑𝑡 имеет вид:

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

=
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜀

:
𝑑𝑠𝜀

𝑑𝑡
+
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜑

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑡
+
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝑇

𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝐷

:
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
. (1.23)

После подстановки (1.23) в (1.22) получаем:

𝛿𝑠 =

(︂
𝜎 −𝑚𝑠

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜀

)︂
𝑑𝑠𝜀

𝑑𝑡
+

(︂
𝑝−𝑚𝑠

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜑

)︂
𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑡
−

−
(︂
𝑠𝑠 +

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝑇

)︂
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
−
(︂
𝑌 +𝑚𝑠

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝐷

)︂
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
⩾ 0. (1.24)

Для того чтобы перейти от пористости 𝜑 к давлению 𝑝 введем энергию
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Гиббса 𝑔𝑠, зависящую от параметров:

𝜒𝑔 = {𝜀, 𝑝, 𝑇,𝐷},

такую, что

𝑚𝑠𝑔𝑠 = 𝑚𝑠𝜓𝑠 − 𝑝𝜑.

Тогда выражение (1.24), записанное в терминах энергии Гиббса, примет вид:

𝛿𝑠 =

(︂
𝜎 −𝑚𝑠

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝜀

)︂
𝑑𝑠𝜀

𝑑𝑡
−
(︂
𝜑+𝑚𝑠

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

)︂
𝑑𝑠𝑝

𝑑𝑡
−

−
(︂
𝑠𝑠 +

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑇

)︂
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
−
(︂
𝑌 +𝑚𝑠

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝐷

)︂
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
⩾ 0. (1.25)

Для выполнения принципа термодинамической согласованности и матери-

альной независимости от системы отсчета достаточно, чтобы выполнялось нера-

венство (1.25). Частным решением данного неравенства являются соотношения:

𝜎 = 𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝜀

; 𝑚𝑓 = −𝜌𝑓(𝑝, 𝑇 )𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

; 𝑠𝑠 = −𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑇

; 𝑌 = −𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝐷

, (1.26)

обеспечивающие выполнение равенства 𝛿𝑠 = 0 и являющиеся определением ве-

личин, стоящих в левой части равенств.

Отметим, что теперь, если известно выражение для свободной энергии Гибб-

са 𝑔𝑠, то определяющие соотношения для всех требуемых переменных заданы.

Их конкретный вид определяется видом зависимости энергии 𝑔𝑠 от перемен-

ных 𝜒𝑔.

24



Введем следующие коэффициенты:

𝐶 = 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝜀

— тензор коэффициентов упругой деформации

(4-го ранга),

𝑏 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑝

— тензор коэффициентов Био,

𝛼𝑇 = −𝐶−1 :

(︂
𝑚𝑠

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑇

)︂
— тензор термического расширения,

1

𝑁
= −𝑚𝑠

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝑝

— модуль Био,

𝛼𝜙 = 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝑇

— объемный коэффициент

термического расширения скелета,

𝐶𝑝𝑠 = −𝑚𝑠𝑇
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝑇

— теплоемкость скелета,

(1.27)

𝛾 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝐷

— тензор коэффициентов разрушения,

связанный с деформацией породы,

𝜔 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝐷

— тензор коэффициентов разрушения,

связанный с изменением порового давления,

𝜃 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝐷

— тензор коэффициентов разрушения,

связанный с неизотермическими эффектами,

𝜂 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷𝜕𝐷
— тензор коэффициентов разрушения,

связанный с изменением поврежденности породы.

Предположим, что тензор упругих коэффициентов 𝐶 является линейной

функцией от параметра повреждаемости 𝐷, а 𝛾 — линейной функцией от тен-

зора деформаций 𝜀, причем из (1.27) следует, что должно выполняться условие:

𝜕𝐶

𝜕𝐷
= 𝑚𝑠

𝜕3𝑔𝑠
𝜕𝜀2𝜕𝐷

= −𝜕𝛾
𝜕𝜀
. (1.28)

Будем считать, что энергия Гиббса может быть представлена в виде много-
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члена относительно элементов вектора 𝜒𝑔 следующего вида:

∆𝑔𝑠 = 𝐴 ·∆𝜒𝑔 +
1

2
∆𝜒𝑇𝑔 ·𝐵 ·∆𝜒𝑔 +

1

2

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀2𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝜀 : ∆𝜀 : ∆𝐷, (1.29)

где ∆𝑓 = 𝑓 − 𝑓 0 для всех 𝑓 ,

𝜒𝑔 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜀

𝑝

𝑇

𝐷

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕𝑔𝑠

𝜕𝜀
𝜕𝑔𝑠

𝜕𝑝
𝜕𝑔𝑠

𝜕𝑇
𝜕𝑔𝑠

𝜕𝐷

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑇

𝜒0
𝑔

, 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝜀2
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝜀𝜕𝑝

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝜀𝜕𝑇

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝜀𝜕𝐷
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝑝𝜕𝜀

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝑝2
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝑝𝜕𝑇

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝑝𝜕𝐷
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝑇𝜕𝜀

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝑇𝜕𝑝

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝑇 2

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝑇𝜕𝐷
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷𝜕𝜀

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷𝜕𝑝

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷𝜕𝑇

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝜒0
𝑔

.

Отметим, что из слагаемых третьего порядка по аргументам ∆𝜒𝑔 в уравне-

нии (1.29) оставлено только последнее, содержащее ∆𝜀 : ∆𝜀 : ∆𝐷. Это связано

с допущениями о том, что (а) 𝐶 линейно зависит от 𝐷 и (б) другие коэффи-

циенты от 𝐷 не зависят (в частности от повреждаемости не зависят значения

коэффициентов Био, модуля Био, теплоемкости среды и так далее). Допуще-

ние (б) можно мотивировать тем фактом, что образование новой поверхности

трещин, вообще говоря, не означает, что образуется новый объем внутри тре-

щины. Очевидно, что в этом случае все параметры модели, слабо зависящие от

деформации, практически не меняются. Величина «трещиноватой» части внут-

ренней энергии, таким образом, связана исключительно с образованием новой

удельной поверхности трещин.

Согласно принципу равноприсутствия [41] набор независимых параметров,

присутствующих в одном определяющем соотношении, должен присутствовать

и в остальных. Поскольку в качестве набора параметров выбран 𝜒𝑔, то считаем,

что 𝜎 = 𝜎(𝜒𝑔), 𝑚𝑓 = 𝑚𝑓(𝜒𝑔), 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠(𝜒𝑔), 𝑌 = 𝑌 (𝜒𝑔).

Дифференцируя энергию Гиббса (1.29) в соответствии с выражения-

ми (1.26), получим определяющие соотношения:
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∆𝜎 = 𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝜀

= 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀+ 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝+ 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇+

+ 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝐷 + 𝑚𝑠
𝜕3𝑔𝑠
𝜕𝜀2𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀∆𝐷,

∆𝑚𝑓 = −𝜌𝑓(𝑝, 𝑇 )𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

=

= −𝜌𝑓𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀−𝑚𝑠

(︃
𝜌𝑓
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

+
𝜕𝜌𝑓
𝜕𝑝

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

)︃
∆𝑝−

−𝑚𝑠

(︃
𝜌𝑓

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

+
𝜕𝜌𝑓
𝜕𝑇

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑇

)︃
∆𝑇 − 𝜌𝑓𝑚𝑠

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝐷,

∆𝑆𝑠 = − 𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀− 𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝−

− 𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 − 𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝐷,

∆𝑌 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝐷𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀− 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝐷𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝− 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝐷𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇−

− 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝐷 − 1

2
𝑚𝑠

𝜕3𝑔𝑠
𝜕𝐷𝜕𝜀2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀∆𝜀.

(1.30)

С учетом (1.27) получаем конечный вид определяющих соотношений для

скелета и флюида:

∆𝜎 =

(︂
𝐶(𝐷0) +

𝜕𝐶(𝐷0)

𝜕𝐷
: ∆𝐷

)︂
: ∆𝜀− 𝑏∆𝑝−𝐶 :𝛼𝑇∆𝑇 − 𝛾(𝜀0) : ∆𝐷,

∆𝑚𝑓 = 𝜌𝑓𝑏 : ∆𝜀+ 𝜌𝑓
∆𝑝

𝑀
− 𝛼𝑚𝜌𝑓∆𝑇 + 𝜌𝑓𝜔 : ∆𝐷,

∆𝑆𝑠 = 𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀− 𝛼𝜑∆𝑝+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

∆𝑇 + 𝜃 : ∆𝐷, (1.31)

∆𝑌 =

(︂
𝛾(𝜀0) +

1

2

𝜕𝛾(𝜀0)

𝜕𝜀
: ∆𝜀

)︂
: ∆𝜀+ 𝜔∆𝑝+ 𝜃∆𝑇 + 𝜂 : ∆𝐷,

где приняты следующие обозначения:

1

𝑀
=

1

𝑁
+ 𝜑

1

𝐾𝑓
, 𝛼𝑚 = 𝛼𝜙 + 𝜑𝛼𝑓 , 𝑆𝛼 = 𝑚𝛼𝑠𝛼,
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где 𝐾𝑓 — модуль объемного сжатия флюида, 𝐶𝑝𝑓 — теплоемкость флюида, 𝛼𝑓

— коэффициент теплового расширения флюида.

На примере выражения для тензора напряжений убедимся, что получен-

ные определяющие соотношения в случае отсутствия повреждаемости совпа-

дают со стандартными зависимостями для теории пороупругости. Рассмотрим

подробнее часть выражения для напряжения, отвечающую за деформацию и

повреждаемость:

∆𝜎 =

(︂
𝐶(𝐷0) +

𝜕𝐶(𝐷0)

𝜕𝐷
: ∆𝐷

)︂
: ∆𝜀− 𝛾(𝜀0) : ∆𝐷.

В соответствии с предположением о линейной зависимости для 𝐶 и 𝛾 (1.28)

данные коэффициенты можно представить в виде:

𝐶 = 𝐴𝐷 +𝐵, 𝛾 = −𝐴𝜀+𝑀 .

Тогда

∆𝜎 =

=
(︀
𝐴𝐷0 +𝐵 + 𝐴(𝐷 −𝐷0)

)︀
:(𝜀− 𝜀0) + (𝐴𝜀0 −𝑀) : (𝐷 −𝐷0) =

= (𝐴𝐷 +𝐵) 𝜀− (𝐴𝐷 +𝐵) 𝜀0 + (𝐴𝜀0 −𝑀) :𝐷 − (𝐴𝜀0 −𝑀 ) :𝐷0 =

= (𝐴𝐷 +𝐵) 𝜀− 𝐴𝐷𝜀0 −𝐵𝜀0 + 𝐴𝜀0𝐷 −𝑀𝐷 − 𝐴𝜀0𝐷0 +𝑀𝐷0 =

=
[︀
(𝐴𝐷 +𝐵) 𝜀−

(︀
𝐴𝐷0 +𝐵

)︀
𝜀0
]︀
−
[︀
𝑀𝐷 −𝑀𝐷0

]︀
=

= ∆(𝐶 : 𝜀)−∆(𝑀 :𝐷).

Если𝑀 = 0, то ∆𝜎 = ∆(𝐶 : 𝜀), что соответствует классическим представ-

лениям о зависимости тензоров напряжений и деформаций.

Далее запишем выражения для внутренней энергии скелета и флюида.

Внутренняя энергия скелета выражается через энергию Гиббса по формуле:

∆𝐸𝑠 = 𝑚𝑠∆𝑒𝑠 = 𝑚𝑠∆𝜓𝑠 +𝑚𝑠∆(𝑇𝑠𝑠) = 𝑚𝑠∆𝑔𝑠 +∆(𝑝𝜑) + ∆(𝑇𝑆𝑠).

С учетом соотношений (1.29) и (1.31) выражение для внутренней энергии ске-
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лета примет вид:

∆𝐸𝑠 = 𝜎
0∆𝜀−𝜑0∆𝑝−𝑆0

𝑠∆𝑇 −𝑌 0∆𝐷−𝑏∆𝜀∆𝑝−𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀∆𝑇 −𝛾0∆𝜀∆𝐷+

+𝛼𝜙∆𝑝∆𝑇 −𝜔∆𝑝∆𝐷−𝜃∆𝑇∆𝐷+
1

2
𝐶0 : ∆𝜀2− 1

2

1

𝑁
∆𝑝2− 1

2

𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

∆𝑇 2− 1

2
𝜂∆𝐷2−

− 1

2

𝜕𝛾0

𝜕𝜀
: ∆𝜀2∆𝐷 +∆(𝑝𝜑) + ∆(𝑆𝑠𝑇 ).

Подчеркнутые слагаемые в последнем выражении можно преобразовать к виду:

−𝜑0∆𝑝+∆(𝜑𝑝) = −𝜑0∆𝑝+ 𝜑0∆𝑝+ 𝑝∆𝜑 = 𝑝∆𝜑 =

= 𝑝

(︂
𝑏 : ∆𝜀+

∆𝑝

𝑁
− 𝛼𝜑∆𝑇 + 𝜔 : ∆𝐷

)︂
,

−𝑆0
𝑠∆𝑇 +∆(𝑆𝑠𝑇 ) = 𝑇∆𝑆𝑠 = 𝑇

(︂
𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀− 𝛼𝜑∆𝑝+

𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

∆𝑇 + 𝜃 : ∆𝐷

)︂
.

С учетом данных выражений внутренняя энергия скелета окончательно за-

писывается в виде:

∆𝐸𝑠 =

[︂
𝜎0 +

1

2
𝐶0 : ∆𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︂
∆𝜀+

+

[︂
1

𝑁

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝜙

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝+

+

[︂
−𝛼𝜑

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇−

−
[︂
𝑌 0 +

(︂
𝛾0 +

1

2

𝜕𝛾0

𝜕𝜀
∆𝜀

)︂
∆𝜀− 𝜔𝑝0 − 𝜃𝑇 0 +

1

2
𝜂∆𝐷

]︂
∆𝐷. (1.32)

Дополним данные определяющие соотношения выражениями для флюида.

Предположим, что удельная свободная энергия Гельмгольца флюида 𝜓𝑓 зави-

сит от двух параметров: плотности флюида 𝜌𝑓 и температуры 𝑇 :

𝜒𝜓𝑓
= {𝜌𝑓 , 𝑇},

тогда полный дифференциал свободной энергии Гельмгольца можно записать

в виде:

𝑑𝜓𝑓 =
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝜌𝑓

𝑑𝜌𝑓 +
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝑇

𝑑𝑇.
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Введем удельную энергию Гиббса для флюида, зависящую от давления 𝑝 и

температуры 𝑇 :

𝜒𝑔𝑓 = {𝑝, 𝑇}.

Полный дифференциал для энергии Гиббса можно выразить через свободную

энергию Гельмгольца по формуле:

𝑑𝑔𝑓 = 𝑑𝜓𝑓 + 𝑝
1

𝜌𝑓
=
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝜌𝑓

𝑑𝜌𝑓 +
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝑇

𝑑𝑇 + 𝑝𝑑
1

𝜌𝑓
+

1

𝜌𝑓
𝑑𝑝.

Поскольку
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝜌𝑓

=
𝑝

𝜌2𝑓
,

𝜕𝜓𝑓
𝜕𝑇

= −𝑠𝑓 ,

то
𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑝

=
1

𝜌𝑓
,

𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑇

= −𝑠𝑓 .

Предположим, что флюид является слабосжимаемой жидкостью. Тогда

удельную энергию Гиббса можно представить в квадратичном виде:

𝑔𝑓 = 𝑔0𝑓 +
𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑝+
𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑇+

+
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑝∆𝑇 +
1

2

𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑝2 +
1

2

𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑇 2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑇 2. (1.33)

Введем следующие коэффициенты:

1

𝐾𝑓
= −𝜌𝑓

𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝𝜕𝑝

— коэффициент объемного расширения флюида, (1.34)

𝛼𝑓 = 𝜌𝑓
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝𝜕𝑇

— объемный коэффициент термического

расширения флюида, (1.35)

𝐶𝑝𝑓 = −𝑇𝑚𝑓
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑇𝜕𝑇

— теплоемкость флюида. (1.36)

Тогда определяющие соотношения для плотности 𝜌𝑓 и удельной энтропии флю-

ида 𝑠𝑓 примут вид:

∆
1

𝜌𝑓
= ∆

(︂
𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑝

)︂
=
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝+
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 = − 1

𝜌𝑓

1

𝐾𝑓
∆𝑝+

1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑇, (1.37)
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∆𝑠𝑓 = ∆

(︂
−𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑇

)︂
= − 𝜕2𝑔𝑓

𝜕𝑝𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝− 𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑇 2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 = − 1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑝+

𝐶𝑝𝑓
𝑚𝑓

∆𝑇

𝑇 0
. (1.38)

Запишем изменение внутренней энергии флюида через энергию Гиббса по

формуле:

∆𝑒𝑓 = ∆𝑔𝑓 +∆

(︂
𝑝
1

𝜌𝑓

)︂
+∆(𝑇𝑠𝑓)

и рассмотрим каждое из слагаемых:

∆𝑔𝑓 = − 1

𝜌0𝑓
∆𝑝− 𝑠0𝑓∆𝑇 +

1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑝∆𝑇 − 1

2

1

𝜌𝑓

1

𝐾𝑓
∆𝑝2 − 1

2

𝐶𝑝𝑓
𝑇 0

∆𝑇 2,

∆

(︂
𝑝
1

𝜌𝑓

)︂
= 𝑝∆

1

𝜌𝑓
+

1

𝜌0𝑓
∆𝑝,

∆(𝑇𝑠𝑓) = 𝑇∆𝑠𝑓 + 𝑠0𝑓∆𝑇.

Тогда

∆𝑒𝑓 = 𝑝∆
1

𝜌𝑓
+ 𝑇∆𝑠𝑓 −

1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑝∆𝑇 +

1

2

1

𝜌𝑓

1

𝐾𝑓
∆𝑝2 − 1

2

𝐶𝑝𝑓
𝑚𝑓𝑇 0

∆𝑇 2 =

=
1

𝜌𝑓

[︂
𝑝

𝐾𝑓
∆𝑝− 𝛼𝑓𝑝∆𝑇 − 𝛼𝑓𝑇∆𝑝+

𝐶𝑝𝑓
𝑚𝑓𝑇 0

𝑇

𝑇 0
∆𝑇 + 𝛼𝑓∆𝑝∆𝑇 − 1

2

1

𝐾𝑓
∆𝑝2−

− 1

2

𝐶𝑝𝑓
𝑇 0

∆𝑇 2

]︂
=

1

𝜌𝑓

[︂
1

𝐾𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝑓

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝−

− 1

𝜌𝑓

[︂
𝛼𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝐶𝑝𝑓
𝜑𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇. (1.39)

В следующем разделе полученные определяющие соотношения рассматри-

вались в рамках полной постановки задачи.

1.5 Система уравнений модели

Введем следующие предположения:

� плотность материала скелета пренебрежимо слабо зависит от давления;

� внешние и инерционные силы пренебрежимо малы;

� кинетическая энергия флюида пренебрежимо мала по сравнению с вели-

чиной внутренней энергии;
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� скорость движения скелета пренебрежимо мала по сравнению со скоро-

стью течения флюида.

С учетом данных допущений система уравнений (1.3), (1.6), (1.9) примет

следующий вид:

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓𝑤) = 0,

div𝜎 + (𝑚𝑠 +𝑚𝑓)𝑓 = 0,

𝜕 (𝑚𝑠𝑒𝑠 +𝑚𝑓𝑒𝑓)

𝜕𝑡
+ div (𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤) =

= div (−𝑝𝑤) + (𝑚𝑠𝑣𝑠 +𝑚𝑓𝑣𝑓)𝑓 − div(𝑞),

𝑤 =
𝑘

𝜇
[− grad(𝑝) + 𝜌𝑓𝑓 ] , 𝑞 = −𝜅 grad(𝑇 ).

(1.40)

Для замыкания данной системы используются определяющие соотноше-

ния (1.31), (1.32), (1.39) и закон развития повреждаемости со временем в виде

зависимости

𝜏
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝜀, 𝑝, 𝑇,𝐷),

где 𝜏 — время релаксации. В случае 𝜏 = 0 (мгновенная кинетика) предполага-

ется, что величина разрушения зависит только от текущего состояния среды,

то есть параметр повреждаемости является явной функцией от деформации,

порового давления и температуры: 𝐷 =𝐷(𝜀, 𝑝, 𝑡).

Если в дополнение к сделанным ввести следующие допущения:

� параметр повреждаемости является скалярной величиной;

� коэффициенты разрушения 𝜔 = 0,𝜃 = 0,𝜂 = 0 (то есть напряжение,

масса флюида и энтропия скелета не зависят явно от параметра повре-

ждаемости),

то система (1.40) преобразуется к виду:

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓𝑤) = 0,

div𝜎 = 0,

𝜕 (𝑚𝑠𝑒𝑠 +𝑚𝑓𝑒𝑓)

𝜕𝑡
+ div (𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤) = div (−𝑝𝑤)− div(𝑞),

𝑤 = −𝑘
𝜇
grad(𝑝), 𝑞 = −𝜅 grad(𝑇 ), 𝜏

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝜀, 𝑝, 𝑇,𝐷).

(1.41)
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Для уточнения вида определяющих соотношений требуется определить кон-

кретный вид зависимости тензора упругих коэффициентов 𝐶 от повреждаемо-

сти 𝐷. Использованная выше процедура Колмана-Нолла не позволяет одно-

значно установить вид данной зависимости, однако характерное поведение 𝐶

может быть получено из общих соображений, отражающих тот факт, что 𝐷 —

параметр повреждаемости. Это означает, что с ростом 𝐷 должен «убывать»

тензор упругих коэффициентов 𝐶 (то есть среда оказывает меньшее сопротив-

ление нагрузке). В простейшем случае такая зависимость может быть выражена

формулой [5]:

𝐶 = 𝐶̃(1−𝐷), (1.42)

где 𝐶̃ — тензор упругих коэффициентов неповрежденного материала. Таким

образом, в соответствии с выражением (1.28) коэффициент 𝛾 зависит от тензора

деформаций как 𝛾(𝜀) = 𝐶̃ : 𝜀.

В результате определяющие соотношения (1.31) принимают вид:

∆𝜎 = 𝐶̃(1−𝐷) :∆𝜀− 𝑏∆𝑝−𝐶 :𝛼𝑇∆𝑇 − 𝐶̃ : 𝜀0 : ∆𝐷,

∆𝑚𝑓 = 𝜌𝑓𝑏 : ∆𝜀+ 𝜌𝑓
∆𝑝

𝑀
− 𝛼𝑚𝜌𝑓∆𝑇,

∆𝑆𝑠 = 𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀− 𝛼𝜑∆𝑝+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

∆𝑇,

∆𝑌 = 𝐶̃

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀.

∆
1

𝜌𝑓
= − 1

𝜌𝑓

1

𝐾𝑓
∆𝑝+

1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑇,

∆𝑆𝑓 = − 1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑝+

𝐶𝑝𝑓
𝑚𝑓

∆𝑇

𝑇 0
.

(1.43)

Стоит отметить, что представленный вид обобщенной силы 𝑌 совпадает

используемым в литературе, см., например, [42].

Выражение для внутренней энергии скелета имеет вид:

∆𝐸𝑠 = ∆𝐸𝑠𝜀 +∆𝐸𝑠𝑝 +∆𝐸𝑠𝑇 +∆𝐸𝑠𝐷,
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где

∆𝐸𝑠𝜀 =

[︂
𝜎0 +

1

2
𝐶̃ : ∆𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︂
∆𝜀,

∆𝐸𝑠𝑝 =

[︂
1

𝑁

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝜙

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝,

∆𝐸𝑠𝑇 =

[︂
−𝛼𝜙

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇,

∆𝐸𝑠𝐷 = −
[︂
𝑌 0 + 𝐶̃

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀

]︂
∆𝐷.

(1.44)

Выражение для внутренней энергии флюида имеет вид:

∆𝐸𝑓 =

[︂
𝜑

𝐾𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝜑𝛼𝑓

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝−

−
[︂
𝜑𝛼𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝐶𝑝𝑓

𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇. (1.45)

В данном разделе был приведен общий вид системы уравнений модели. Для

учета разрушения среды требуется ввести конкретный вид выражения, описы-

вающего эволюцию параметра повреждаемости. В следующем разделе приве-

дено описание возможных подходов к моделированию динамики разрушения.

1.6 Моделирование разрушения среды

В представленном выше выводе параметр𝐷 является феноменологическим.

Его физический смысл как параметра повреждаемости связан с определенными

механическими процессами в среде и может быть определен только с помощью

дополнительных предположений. Настоящий раздел посвящен анализу данного

вопроса.

В работе [43] понятие разрушения материала понимается как «исчерпание

несущей способности тела, происшедшее или вследствие наступления беспре-

пятственного пластического течения (неограниченного изменения формы) или

вследствие накопления повреждений и развития трещин». Существует несколь-

ко подходов к моделированию процессов разрушения, основными из которых

являются механика развития трещин и континуальная механика разрушения.

Первый класс подходов, предложенный А. Гриффитсом [37], рассматрива-

ет каждую трещину как отдельный объект, имеющий определенные границы,
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причем трещина является поверхностью разрыва параметров сплошной среды.

В данном подходе предполагается, что рост трещины происходит при дости-

жении определенного критического состояния сплошной среды (критерий раз-

рушения) в точках фронта трещины. Процессы инициации трещины, вообще

говоря, не описываются в рамках данного класса моделей.

Второй подход был предложен Ю.Н. Работновым [2] и Л.М. Качановым [3].

В рамках данной теории предполагается, что разрушение материала вызвано

наличием в материале множества различных микротрещин и микропор, при

этом «эффективные» прочностные свойства среды будут зависеть от степени

разрушения. Описание процесса накопления повреждений материала произво-

дится при помощи некоторого макроскопического параметра. В качестве такого

параметра используется параметр повреждаемости 0 ⩽𝐷 ⩽ 1 (Ю.Н. Работнов)

или параметр сплошности 𝜓 = 1−𝐷 (Л.М. Качанов).

В настоящей работе используется подход механики континуального разру-

шения. При этом рассматриваются достаточно медленные, квазистатические

процессы, а пластические деформации отсутствуют. Для описания степени раз-

рушения среды используется параметр повреждаемости, который может быть

как скалярной величиной, так и тензором второго или четвертого ранга. Зна-

чение параметра, равное 0, соответствует состоянию среды в отсутствие по-

вреждений, а 1 — полному разрушению. Различные способы интерпретации

данного параметра приводятся далее.

Интерпретация параметра повреждаемости. В наиболее простом слу-

чае, когда разрушение изотропно (то есть происходит одинаково во всех на-

правлениях), параметр повреждаемости является скалярной величиной и имеет

смысл поверхностной плотности пересечений микротрещин с любой плоскостью

внутри тела, имеющей нормаль 𝑛 [6] (рисунок 1.2).
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Рис. 1.2. Интерпретация скалярного параметра повреждаемости

Рассмотрим некоторую плоскость, проходящую через элементарный объем

поврежденной среды. Пусть 𝑆 — общая площадь сечения элемента плоскостью,

а 𝑆𝐷 — суммарная площадь поверхности сечения, имеющей повреждения. Тогда

параметр повреждаемости определяется как [3,44]:

𝐷 =
𝑆𝐷

𝑆
, 𝐷 = 𝐷 · 𝐼, (1.46)

где 𝐼 — единичный тензор.

В случае, если имеют место сразу несколько механизмов разрушения [42], то

для каждого процесса может быть введен свой скалярный параметр. Например,

согласно [45] при анализе разрушения композитных материалов естественно

ввести свой параметр повреждаемости для каждой фазы композита.

Как правило, разрушение материала неизотропно. В этом случае параметр

повреждаемости имеет тензорный вид. Рассмотрим элементарную площадку

𝑑𝑆, ориентированную нормалью 𝑛. Тогда параметр повреждаемости можно

представить в виде оператора, являющегося тензором второго ранга и преоб-

разующего данную поврежденную поверхность в некоторую неповрежденную

(эффективную) с площадью 𝑑𝑆 = 𝑑𝑆 − 𝑑𝑆𝐷 и нормалью 𝑛̃ [8]. В этом случае

аналог формулы (1.46) имеет вид:

(𝐼 −𝐷)𝑛𝑑𝑆 = 𝑛̃𝑑𝑆. (1.47)

Дальнейшее обобщение этой модели представлено в работах [9,46–48]. В них
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предполагается, что параметр повреждаемости является тензором четвертого

или более высокого ранга. В дополнение к предыдущему описанию для выбран-

ной площадки вводится некоторый опорный вектор 𝜈 таким образом, чтобы тен-

зор 𝜈 ⊗𝑛𝑑𝑆 («⊗» — тензорное произведение векторов, [𝜈 ⊗𝑛]𝑖,𝑗 = 𝜈𝑖𝑛𝑗 ) опи-
сывал исходную геометрическую конфигурацию (рисунок 1.3). Соответственно,

формула (1.47) принимает вид:

(𝐼 −𝐷) : (𝜈 ⊗𝑛) 𝑑𝑆 = 𝜈 ⊗ 𝑛̃𝑑𝑆. (1.48)

Рис. 1.3. Интерпретация тензорного параметра повреждаемости

В рамках данного подхода к описанию параметра повреждаемости часто

вводится также понятие эффективного напряжения 𝜎̃, то есть напряжения,

действующего на неповрежденную часть поверхности [42]. Пусть 𝜎 — напряже-

ние, приложенное к некоторому поврежденному элементу поверхности. Тогда в

общем случае из баланса сил следует:

𝜎̃𝑛̃𝑑𝑆 = 𝜎𝑛𝑑𝑆,

откуда, с учетом (1.48), получим:

𝜎̃ (𝐼 −𝐷) : (𝜈 ⊗𝑛) 𝑑𝑆 = 𝜎 (𝜈 ⊗𝑛) 𝑑𝑆

или

𝜎̃ = 𝜎 (𝐼 −𝐷)−1 .

Существуют и другие подходы к определению параметра повреждаемости.
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Например, в [8] для моделирования повреждения при ползучести в металлах

используется параметр повреждаемости, являющийся тензором второго ранга.

Рассмотрим некоторый элементарный объем 𝑉 . Пусть площадь поверхности 𝑘-

ой (𝑘 = 1, 𝑁) поры в межзерновом пространстве равна 𝑑𝑆
(𝑘)
𝑔 , а нормальный

вектор равен 𝑛(𝑘) (рисунок 1.4). Тогда параметр повреждаемости можно опре-

делить как:

𝐷 =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆𝑘

1

𝑆(𝑘)(𝑉 )
𝑛(𝑘)⊗𝑛(𝑘)𝑑𝑆(𝑘)

𝑔 ,

где 𝑆(𝑘)(𝑉 ) — площадь сечения объема 𝑉 плоскостью, проходящей через эле-

мент поверхности 𝑑𝑆
(𝑘)
𝑔 .

Рис. 1.4. Разрушение материала, вызванное наличием пор в межзерновом про-
странстве (слева) и микротрещин (справа)

С другой стороны, параметр повреждаемости можно описать с точки зрения

развития микротрещин в материале (рисунок 1.4, справа). Тогда [50]:

𝐷 =
1

𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆(𝑘)

𝑢(𝑘)⊗𝑛(𝑘)𝑑𝑆(𝑘),

где 𝑆(𝑘) — поверхность 𝑘-й микротрещины до начала раскрытия, 𝑛(𝑘) и 𝑢(𝑘) —

нормальный вектор и скачок перемещений в каждой точке трещины.

Еще один подход к определению параметра повреждаемости, описанный в

[51–53], основан на статистическом анализе распределения микропор в мате-

риале. Рассмотрим некоторую сферическую поверхность 𝑆2 вокруг рассмат-

риваемой точки. Введем функцию распределения 𝜉(𝑛) площади микропор на

некоторой элементарной площадке 𝑑𝐴, имеющей нормаль 𝑛. В соответствии с
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[52] функцию распределения можно разложить в ряд:

𝜉(𝑛) = 𝐷0 +𝐷1 :𝑓 1(𝑛) +𝐷2 :𝑓 2(𝑛) + ...,

где 𝑓 1,2 — неприводимые тензорные базисы второго и четвертого рангов со-

ответственно, 𝐷0,𝐷1,2 — скалярный и тензорные (второго и четвертого ранга

соответственно) коэффициенты, имеющие смысл параметров повреждаемости.

Символ «:» обозначает двойное скалярное произведение (свертку).

С учетом некоторых преобразований [54] из данного выражения следует:

𝐷0 =
1

4𝜋

∫︁
𝑆2

𝜉(𝑛)𝑑Ω,

𝐷1 =
1

4𝜋

15

2

∫︁
𝑆2

𝜉(𝑛)𝑓 1(𝑛)𝑑Ω,

𝐷2 =
1

4𝜋

315

8

∫︁
𝑆2

𝜉(𝑛)𝑓 2(𝑛)𝑑Ω.

Кинетическое уравнение для параметра повреждаемости. В общем

случае изменение параметра повреждаемости может быть описано некоторым

кинетическим уравнением. Кинетическое уравнение может быть получено как

теоретически, так и в результате лабораторных экспериментов и в общем виде

записывается как:
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝐷, ...),

где 𝐹 зависит от𝐷 и таких переменных, как тензор напряжений, температура,

время и так далее. В случае если текущая реакция повреждающегося материала

зависит от предыстории состояний, то такую кинетику разрушения называют

конечной. В противном случае — мгновенной [4]. Рассмотрим примеры зависи-

мостей для каждого из этих случаев.

Конечная кинетика разрушения. Модель конечной кинетики разрушения

характеризуется тем, что текущая степень поврежденности материала зависит

от предыдущих состояний среды. В работе [43] рассматривается пример ки-

нетического уравнения такого вида для случая изотермического разрушения
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сплошной среды при одноосном растяжении. При этом скорость изменения ска-

лярного параметра повреждаемости зависит только от максимальной величины

растягивающего напряжения 𝜎max по степенному закону вида:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐴

(︂
𝜎max

1−𝐷

)︂𝑛
,

где 𝐴 — положительный коэффициент, 𝑛 — неотрицательный показатель сте-

пени.

В более общем виде уравнение для параметра поврежденности при растя-

жении однородного стержня выражается следующим образом [2,5,55]:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝑐𝜎𝑘(1−𝐷)−𝑠,

где 𝜎 — напряжение, а 𝑐 > 0, 𝑘 > 0, 𝑠 ⩾ 0 — параметры, в общем случае

являющиеся функциями состояния.

Дальнейшее развитие данных подходов привело к появлению модели

Качанова-Работнова-Хэйхерста [56], которая подходит для описания изотроп-

ной ползучести материала в случае одноосного и многоосного напряженных

состояний. Кинетическое уравнение имеет вид, аналогичный закону Аррениу-

са:
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐴 exp

(︂
− 𝑄

𝑅𝑇

)︂ ⟨︀
𝜎𝐷eq
⟩︀𝑚

(1−𝐷)𝑙
,
⟨︀
𝜎𝐷eq
⟩︀
=

1

2

(︀
𝜎𝐷eq + |𝜎𝐷eq|

)︀
,

где 𝐴, 𝑙,𝑚 — параметры материала, 𝑄 — энергия активации для процесса по-

вреждаемости, 𝑅 — константа Больцмана, 𝑇 — температура. Выражение для

эквивалентного напряжения 𝜎𝐷eq может быть представлено в следующем виде:

𝜎𝐷eq = 𝑎𝜎1 + 3𝑏𝜎 + 𝑐𝜎eq,

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — некоторые константы, 𝜎1 — максимальное главное напряжение, 𝜎

— среднее напряжение, 𝜎eq — эквивалентное напряжение по Мизесу.

В работе [10] представлено следующее кинетическое уравнение:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐴𝐷2 +𝐵𝐷 − 𝐶(𝜏 − 𝜏 *),

где 𝐴,𝐵,𝐶 — параметры материала, 𝜏 — максимальное касательное напряже-
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Таблица 1.1. Параметры материалов, приведенные в работе [57]

Тест Материал 𝛿 𝛾
Одноосное сжатие Мрамор 665 760
Одноосное сжатие Известняк 1015 500
Одноосное сжатие Гранодиорит 385 140
Одноосное сжатие Бетон I 616 760
Одноосное сжатие Бетон II 616 214
Одноосное сжатие Бетон III 616 214
Трехосное сжатие Кварцит 546 190
Трехосное сжатие Кварцит 448 156

ние в рассматриваемой плоскости, а 𝜏 * — пороговое его значение.

В работе [57] для моделирования разрушения горных породах при одноос-

ном и многоосном сжатии использовался следующий закон эволюции параметра

повреждаемости:
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝑐𝛿

𝛾𝜉𝐷
1 + 𝛾𝜉𝐷

(︂
1− 𝐷

𝐷𝑐

)︂
𝑑𝜉𝐷
𝑑𝑡

,

где 𝐷𝑐 — критическое значение повреждаемости, 𝜉𝐷 = (𝑒𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗)
1/2 — эквивалент-

ная деформация, 𝑒𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗 − 𝜀𝑘𝑘𝛿/3 — девиатор тензора деформаций, 𝑐 — пара-

метр нагрузки. В работе также приводится таблица со значениями параметров

𝛿 и 𝛾 для некоторых материалов (таблица 1.1).

В работе [58] представлена модель разрушения материала с учетом вязко-

пластических эффектов в следующем виде:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐶𝑑𝐼2

(︀
𝐷𝛽𝜉 − 𝜉0

)︀
,

где 𝜉 = 𝐼1/
√
𝐼2, 𝐼1 и 𝐼2 — соответственно первый и второй инварианты тензора

деформаций,

𝐼1 = 𝜀𝑥𝑥 + 𝜀𝑦𝑦 + 𝜀𝑧𝑧, 𝐼2 = −𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦 − 𝜀𝑦𝑦𝜀𝑧𝑧 − 𝜀𝑥𝑥𝜀𝑧𝑧 + 𝜀2𝑥𝑦 + 𝜀2𝑦𝑧 + 𝜀2𝑥𝑧,

где 𝜀𝑖𝑗 — компонента тензора деформаций.

Для определения коэффициентов 𝐶𝑑, 𝛽, 𝜉0 авторами работы [58] были прове-

дены лабораторные эксперименты на образцах песчаника и гранита. Результаты

приведены в таблице 1.2.
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Таблица 1.2. Параметры материалов, приведенные в работе [58]

Материал 𝐶𝑑, 1/с 𝛽 𝜉0
Гранит 3 0 -0,56
Гранит 2,2 0,15 -0,62
Песчаник 50 0,5 -0,8
Песчаник 50 0,5 -1,0

В работе [11] представлено две модели кинетики разрушения материала,

полученные в результате экспериментов с газовой пушкой. Первая модель ос-

нована на расчете скорости распространения упругой волны:

𝐷 = 1−
(︂
𝑐

𝑐0

)︂2

,

где 𝑐0 и 𝑐 — скорости распространения продольных упругих волн в неповре-

жденном и поврежденном материале соответственно.

Вторая модель основана на исследовании развития микротрещиноватости в

образце горной породы и имеет следующий вид:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= (1−𝐷)2

(︃
𝐷

1−𝐷
𝐴0 +𝑁0

)︃(︃
𝜎𝑠

𝜎0
− 1

)︃𝜒

,

где 𝜎𝑠 — растягивающее напряжение, 𝜎0 — величина напряжения при порого-

вом значении параметра повреждаемости, 𝐴0, 𝑁0, 𝜒 — параметры материала.

В расчетах, приведенных в статье [11], использовались следующие значения

параметров: 𝑁0 = 5.2 · 103 c−1, 𝐴0 = 9.8 · 105 c−1, 𝜎0 = 30 МПа, 𝜒 = 1.3.

В работе [59] на основе анализа баланса энергии получено следующее урав-

нение:
𝑑𝐷

𝑑𝑡
=

𝜎eq(1−𝐷)

𝐵𝐷𝑛−1(1−𝐷)3 − 𝜎2eq
· 𝑑𝜎eq
𝑑𝑡

,

где 𝜎eq — эквивалентное напряжение по Мизесу, 𝐵 и 𝑛 — параметры материала.

В работе [60] предполагается, что скорость накопления повреждений опреде-

ляется затратами энергии на создание новой свободной поверхности микротре-

щин. Для однородной изотропной среды предлагается кинетическое уравнение
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вида:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
=

⟨𝛼𝐼1 + 𝛼𝐽𝐽 − 𝛾 − 𝛽𝐷⟩
𝜏𝛽

, ⟨𝑥⟩ = min(0, 𝑥),

где 𝐼1 — первый инвариант тензора малых деформаций, 𝐽 — интенсивность ка-

сательных деформаций, 𝜏 — время релаксации, 𝛼, 𝛼𝐽 , 𝛾, 𝛽 — параметры модели.

Мгновенная кинетика разрушения. Мгновенная кинетика разрушения

предполагает, что значение параметра повреждаемости зависит только от те-

кущего состояния среды. Одной из наиболее известных моделей для данного

случая является модель Мазарса [61], описывающая повреждение цемента при

одноосном нагружении с учетом его нагрева. В данной модели предполагает-

ся, что параметр поврежденности 𝐷 представляет из себя взвешенную сумму

параметров поврежденности при растяжении 𝐷t и сжатии 𝐷c:

𝐷 = 𝛼t𝐷t + 𝛼c𝐷c,

где 𝛼t и 𝛼c — весовые коэффициенты, а

𝐷𝑖 = 1− 𝜀d0(1− 𝐴𝑖)

𝜀eq
− 𝐴𝑖 exp [−𝐵𝑖(𝜀eq − 𝜀d0)] , 𝑖 = t, c,

𝜀d0, 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 — параметры материала. Эффективное напряжение 𝜀eq можно вы-

разить через главные напряжения по формуле:

𝜀eq =

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑖=1

⟨𝜀𝑖⟩2, ⟨𝜀𝑖⟩ =
𝜀𝑖 + |𝜀𝑖|

2
,

где 𝜀𝑖 — главные деформации.

Для весовых коэффициентов 𝛼t и 𝛼c в работе [61] предлагаются выражения

вида:

𝛼t =
3∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖
𝜀ti(𝜀ti + 𝜀ci)

𝜀2eq
, 𝛼c =

3∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖
𝜀ci(𝜀ti + 𝜀ci)

𝜀2eq
,

где 𝐻𝑖 = 1, если 𝜀ti + 𝜀ci ⩾ 0, и 𝐻𝑖 = 0 в других случаях.

На основе данной модели в работе [62] предложена зависимость параметра
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повреждаемости от эквивалентных деформаций в следующем виде:

𝐷 = 1−
𝜅0

𝜅
{1− 𝛼 + 𝛼 exp [−𝛾(𝜅− 𝜅0)]} ,

где 𝜅 — историческая переменная, 𝜅0 — пороговая деформация, 𝛼, 𝛾 — парамет-

ры материала. При этом данные параметры не обязательно имеют постоянные

значения и могут зависеть, например, от температуры [63].

Данная формула использовалась в работе [64] для моделирования трещи-

нообразования в цементе. Увеличение параметра поврежденности 𝐷 определя-

ется с помощью параметра 𝜅, называемого пороговым разрушением и равного

максимальному значению эффективной степени деформации 𝜀, достигнутому

в процессе нагрузки породы:

𝜅(𝜏) = max
𝜏⩽𝑡

𝜀(𝜏).

Для расчета 𝜀 предлагается следующее выражение:

𝜀 =
𝑘 − 1

2𝑘(1− 2𝜈)
𝐼1 +

1

2𝑘

√︃(︂
𝑘 − 1

1− 2𝜈
𝐼𝜀1

)︂2

+
12𝑘

(1 + 𝜈)2
𝐽𝜀2 ,

где параметр 𝑘 равен отношению сжимающего и растягивающего сопротивле-

ния материала, а 𝐼𝜀1 и 𝐽𝜀2 — первый инвариант тензора деформаций и второй

инвариант девиаторной части тензора деформаций:

𝐼𝜀1 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33, 𝐽𝜀2 =
1

2
𝜀𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 −

1

6
(𝐼𝜀1)

2 .

Для тестовых расчетов использовались следующие значения параметров:

𝜅0 = 7 · 10−5, 𝛼 = 0.92, 𝛽 = 250.

В [65] представлен обобщенный вид зависимости параметра повреждаемости

от некоторого скалярного параметра 𝑥̃:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥̃ < 𝑥𝑐;

𝐷max

𝑥̃− 𝑥̃𝑐

𝑥̃off − 𝑥̃𝑐
, 𝑥̃𝑐 ⩽ 𝑥̃ ⩽ 𝑥̃off;

1− (1−𝐷max)
𝑥̃off

𝑥̃
𝑥̃ > 𝑥̃off,
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где в качестве параметра 𝑥 может использоваться напряжение 𝜎 или деформа-

ция 𝜀.

В случае использования в качестве опорного параметра 𝑥 напряже-

ния, функция 𝜎̃ может равняться максимальному главному напряжению

𝜎̃ = max (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) или вычисляться на основе критерия Друкера-

Прагера [66]:

𝜎̃ = 𝛼𝐼1 +
√︀
𝐽2,

где 𝛼 — константа, зависящая от материала, 𝐼1 — первый инвариант тензора

напряжений, 𝐽2 — второй инвариант тензора девиатора напряжений.

При использовании в качестве параметра 𝑥 деформации, авторы предлагают

вычислять функцию 𝜀 исходя из энергетического критерия [67]:

𝜀 =

√︃
1

𝐸
𝜀 :𝐶 : 𝜀,

где𝐸 — модульЮнга,𝐶 — тензор упругих коэффициентов. Кроме того, данную

функцию можно вычислять по формуле, предложенной Мазарсом [61]:

𝜀 =

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑖=1

⟨𝜀𝑖⟩2, ⟨𝜀𝑖⟩ =
𝜀𝑖 + |𝜀𝑖|

2
,

где 𝜀𝑖 — главные деформации.

Таблица 1.3. Параметры материалов, приведенные в работе [65]

Энергетический Формула Максимум Критерий
критерий Мазарса главных напряжений Друкера-Прагера

𝑥𝑐 0.0002 0.0002 5 · 106 5 · 106
𝑥off 0.015 0.003 1.5 · 108 3.3 · 107
𝜈1 50 50 50 50
𝜈2 50 50 50 50

𝐷1 0.81 0.81 0.65 0.6

𝐷2 0.9 0.9 0.72 0.72

В работе [68] параметр повреждаемости измеряется методом акустической

эмиссии при одноосном нагружении образца гранита. В результате, авторами
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была получена следующая зависимость параметра 𝐷 от деформации 𝜀:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝜀 ⩽ 𝜀𝑎;

𝑐1

(︃
exp

𝜀𝑏 − 𝜀𝑎

𝑐2
− 1

)︃
, 𝜀𝑎 < 𝜀 ⩽ 𝜀𝑏;

𝑐1

(︃
exp

𝜀𝑏 − 𝜀𝑎

𝑐2
− 1

)︃
𝜀𝑐 − 𝜀

𝜀𝑐 − 𝜀𝑏
+
𝜀− 𝜀𝑏

𝜀𝑐 − 𝜀𝑏
, 𝜀𝑏 ⩽ 𝜀 < 𝜀𝑐,

где 𝑐1, 𝑐2 — параметры образца, 𝜀𝑎 — значение деформации в конце фазы сжа-

тия, 𝜀𝑏 — остаточная деформация, 𝜀𝑐 — деформация при разрушении.

В [69] процесс накопления повреждений рассматривается как увеличение

размеров микротрещин и микродефектов в материале. Рассмотрим элементар-

ный объем среды, который в начальный момент содержит случайно распре-

деленные трещины, каждая из которых ориентирована нормалью n. В этом

случае тензор повреждаемости рассчитывается по следующей формуле:

D =
∑︁
𝑘

(︂
𝑙3 − 𝑙30
𝑏3

n⊗n

)︂
𝑘

=
∑︁
𝑘

(︀(︀
𝑟3 − 𝑟30

)︀
n⊗n

)︀
𝑘
,

где 𝑙0 — средний радиус начальных микротрещин, 𝑏 — характерное расстояние

между трещинами в начальный момент времени.

Такой способ описания повреждаемости предполагает, что закон развития

разрушения будет напрямую зависеть от скорости роста микротрещин. Для

связи размеров микротрещин с внешней нагрузкой в статье используется сле-

дующее уравнение:

𝐹 (𝜎, 𝑟) =
√
𝑟
[︀
𝜎𝑛 + 𝑓(𝑟)n · 𝜎𝑑 · n

]︀
− 𝑐𝑟 = 0,

где 𝑐𝑟 — прочность материала, 𝜎𝑛 = n · 𝜎 · n — нормальное напряжение, при-

ложенное к трещине, а тензор второго ранга 𝜎𝑑 = 𝜎− (𝜎𝑘𝑘/3) I — девиаторная

часть тензора напряжений. Функция 𝑓(𝑟) имеет вид:

𝑓(𝑟) = 𝑡

[︂
1− (1− 𝑟)2

𝑟0(𝑟0 − 1)

]︂
,

где 𝑡 — параметр модели.

В работе [70] предлагается определять параметр повреждаемости в момент
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времени 𝑡 по следующей формуле:

𝐷(𝑡) = 1− 𝑟(0)

𝜏(𝑡)
exp

[︂
𝐴

(︂
1− 𝑟(𝑡)

𝑟(0)

)︂]︂
,

где 𝜏 — некоторая функция от инвариантов тензора деформаций или тензо-

ра напряжений неповрежденного материала (эквивалентная деформация), 𝑟 —

пороговое значение поврежденности, которое в начальный момент времени яв-

ляется параметром материала, а в момент времени 𝑡 определяется по формуле:

𝑟(𝑡) = max{𝑟(0),max 𝜏(𝑠)}, 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡.

Для образца бетона по результатам испытаний на одноосное сжатие были

получены следующие значения коэффициентов: 𝐴 = 1500, 𝑟(0) = 0.01.

В работе [71] представлены результаты лабораторных экспериментов по

определению зависимости повреждаемости от деформаций при постоянном

трехосном нагружении для образца песчаника. Лабораторные данные были ап-

проксимированы кривой, основанной на реологической модели Бюргерса:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1−

1

(1 + 𝜀eq)
𝐴
, 𝜀eq < 𝜀0;

1− exp
[︁
−𝐵

(︀
𝜀2eq − 𝜀2thr

)︀1/𝐶]︁
+

[︃
1

(1 + 𝜀thr)
𝐴

]︃
, 𝜀eq ⩾ 𝜀0,

где 𝐴,𝐵,𝐶 — параметры материала, 𝜀thr — пороговая величина деформаций

(полученное значение — 8.38 · 10−3), 𝜀eq — эквивалентная деформация, опреде-

ляемая по формуле:

𝜀eq =
√︁
𝜀21 + 𝜀22 + 𝜀23,

где 𝜀𝑖 — главные значения тензора деформаций.

Эксперимент проводился в диапазоне напряжений 100−150 МПа. Значения

коэффициентов приведены в таблице 1.4.

В работе [72] представлены зависимости параметра повреждаемости от де-

формации и напряжений, полученные при сжатии и растяжении образца песча-

ника. Кинетический закон для повреждаемости в условиях растяжения имеет
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Таблица 1.4. Параметры материалов, полученные в работе [71]

Напряжение, МПа 𝐴 𝐵 𝐶
100 0.010 0 0
120 0.015 0 0
130 0.018 0 0
140 0.020 0 0
145 0.021 0 0
150 0.028 3.76 ·10−9 0.314

вид:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝜀0 < 𝜀;

1−
𝑓tr

𝐸𝑜𝜀
, 𝜀tu ⩽ 𝜀 ⩽ 𝜀0,

1, 𝜀 < 𝜀tu,

где 𝑓tr — остаточное растягивающее напряжение.

Аналогично для сжимающих напряжений 𝑓cr:

𝐷 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝜀 < 𝜀c0;

1−
𝑓cr

𝐸𝑜𝜀
, 𝜀co ⩽ 𝜀.

Модели изменения проницаемости при деформации и разрушении.

Процессы деформации и разрушения пористых сред оказывают влияние не

только на прочностные характеристики материала, но и на его фильтрационно-

емкостные свойства. Исследованию влияния данных процессов посвящены раз-

личные работы, в которых приводятся модели эволюции проницаемости среды

при её деформации и разрушении.

Так, в [65] предлагается зависимость проницаемости 𝑖-й компоненты тензора

проницаемости 𝑘𝑖 от параметра повреждаемости 𝐷𝑖 в виде:

𝑘𝑖(𝐷𝑖) = 𝑘𝑖0 + 𝑘𝑖1(𝐷
𝑖)− 𝑘𝑖2(𝐷

𝑖),

где 𝑘𝑖0 — проницаемость неповрежденной среды, а 𝑘𝑖1 и 𝑘
𝑖
2 — функции вида:

𝑘𝑖1 =
𝑘max − 𝑘𝑖𝑜

1 + exp [−𝜈1 (𝐷𝑖 −𝐷1)]
, 𝑘𝑖2 =

𝑘max − 𝑘𝑓
1 + exp [−𝜈2 (𝐷𝑖 −𝐷2)]

.
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Рис. 1.5. Зависимости параметра повреждаемости и проницаемости от напря-
жения/деформации, предложенные в работе [65]

Рис. 1.6. Результат аппроксимации лабораторных исследований модельной кри-
вой в [65] для напряжения и проницаемости
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В этом случае графики зависимостей повреждаемости и проницаемости при-

ведены на рисунке 1.5.

Для определения параметров 𝑘max, 𝑘0, 𝑘𝑓 , 𝜈1, 𝜈2, 𝐷1, 𝐷2 авторы провели ана-

лиз результатов лабораторных исследований, описанных в [72–75]. В данных

исследованиях производилось измерение деформации и проницаемости горных

пород в зависимости от нагрузки (рисунок 1.6). Полученные значения пара-

метров корреляции для повреждаемости для различных вариантов критериев

приведены в таблице 1.3. Параметры для проницаемости равны соответственно

𝑘0 = 10−16м2, 𝑘max = 5 · 10−15м2, 𝑘𝑓 = 4 · 10−15м2.

В работе [72] для проницаемости приведена следующая зависимость:

𝑘 =

⎧⎨⎩ 𝑘0 exp [−𝛽 (𝜎 − 𝛼𝑝)] , 𝐷 = 0;

𝜉𝑘0 exp [−𝛽 (𝜎 − 𝛼𝑝)] , 𝐷 > 0.

В результате проведенного эксперимента авторы приводят следующие зна-

чения для параметров: 𝜉 = 20, 𝛽 = 0.05, 𝑓cr = 220 МПа, 𝑓tr = 22 МПа.

В некоторых моделях, представленных в литературе, для описания эволю-

ции проницаемости используются зависимости не от параметра повреждаемо-

сти, а напрямую от деформации и напряжения. Одна из наиболее простых за-

висимостей представлена в [76], в которой проницаемость 𝑘 является функцией

от пористости 𝜑, которая, в свою очередь, зависит от параметров состояния

среды (деформации, давления и так далее):

𝑘 = 𝑘0 exp

[︂
𝛾

(︂
𝜑

𝜑0
− 1

)︂]︂
,

где 𝛾 — определяемый экспериментально коэффициент, 𝜑0 и 𝑘0 — отсчетные

значения пористости и проницаемости соответственно.

В [77] представлена модель изменения проницаемости при внешней нагрузке

в метаноугольных пластах. Предполагается, что процесс изменения проницае-

мости разбивается на два этапа: на первом этапе преобладают упругие дефор-

мации, на втором — пластические. Таким образом, авторами [77] предлагается
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следующая зависимость:

𝑘

𝑘0
=

⎧⎨⎩
(︁
1 + 𝛾𝑝

𝛾𝑝*

)︁
𝐴, 0 ⩽ 𝛾𝑝 ⩽ 𝛾𝑝*

(1 + 𝜉)𝐴, 𝛾𝑝 > 𝛾𝑝* ,

где 𝜉 — параметр, 𝛾𝑝* — пороговое значение пластической деформации, 𝐴 =

exp
[︁
−3𝐶𝑓

(︁
∆𝜎̃ −∆𝑝+ 𝑓𝑚

𝐸
3(1−2𝜈)∆𝜀

𝑆
𝑚

)︁]︁
, 𝛾𝑝 =

√︀
2/ [3 (𝜀𝑝1𝜀

𝑝
1 + 𝜀𝑝2 + 𝜀𝑝2 + 𝜀𝑝3𝜀

𝑝
3)] —

эквивалентная пластическая деформация, 𝜀𝑝𝑖 — пластическая деформация в 𝑖-

ом направлении.

Ещё одна модель зависимости проницаемости от тензора деформаций пред-

ставлена в [78]. В работе рассматриваются результаты проведенных эксперимен-

тов по трехосному сжатию глинистых горных пород. Для описания зависимости

проницаемости от напряженно-деформированного состояния предлагается сле-

дующая формула:

𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑘0, 𝜎1 − 𝜎3 < 𝜎𝐵,

𝑘0 exp(−𝛾𝜎3)

[︃
1− exp(−

|𝜀𝑣 − 𝜀𝑝|
𝜀𝑝

)

]︃
, 𝜎𝐵 ⩾ 𝜎1 − 𝜎3 ⩾ 𝜎𝑅,

𝑘𝑓
𝜀3𝑓
|𝜀𝑓 − 𝜀𝑣|3, 𝜎1 − 𝜎3 < 𝜎𝑅,

где 𝜎1 и 𝜎3 — максимальные и минимальные главные напряжения соответствен-

но, 𝜎𝐵 и 𝜎𝑅 — критические значения напряжений, 𝑘0 — начальная проницае-

мость, 𝑘𝑓 — максимальное значение проницаемости, 𝜀𝑣 — объемная деформация

материала, 𝜀𝑓 и 𝜀𝑝 — критические значения деформаций.

В ряде работ задача определения зависимости между проницаемостью сре-

ды и параметром повреждаемости решается с использованием статистических

подходов.

В работе [79] предлагается связанная модель, учитывающее развитие повре-

ждаемости и проницаемости в горных породах при высокой нагрузке. Предпо-

лагается, что материал является изотропным, а накопление повреждений ха-

рактеризуется появлением случайно распределенных трещин с плотностью 𝐶𝑑

равной

𝐶𝑑 = 𝛾𝑁𝑎3,

где 𝑁 — количество трещин, 𝑎 — средний размер трещин, 𝛾 — коэффициент
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пропорциональности. Если считать, что рост трещин начинается, когда дефор-

мации достигают определенного критического значения, то для 𝑁 можно запи-

сать следующее выражение:

𝑁 = 𝑘⟨𝜀− 𝜀𝑐⟩𝑚,

где 𝜀 — сумма главных деформаций, 𝜀𝑐 — критическое значение деформаций,

𝑘,𝑚 — параметры материала.

В этом случае кинетическое уравнение для плотности распределения тре-

щин записывается в виде:

𝑑𝐶𝑑
𝑑𝑡

= 𝛾

(︂
𝑎3
𝑑𝑁

𝑑𝑡
+ 3𝑎2𝑁

𝑑𝑎

𝑑𝑡

)︂
= 𝛾

(︂
𝑎3𝑘𝑚⟨𝜀− 𝜀𝑐⟩𝑚−1𝑑𝜀

𝑑𝑡
+ 3𝑎2𝑁

𝑑𝑎

𝑑𝑡

)︂
.

В качестве выражения для оценки среднего размера трещин используется

формула, предложенная в [80,81]:

𝑎 =
1

2

(︃√
20𝐾IC

𝜌𝑐𝑅max

)︃2/3

,

где 𝐾IC — трещиностойкость породы, 𝜌 — её плотность, 𝑐 — скорость распро-

странения 𝑃 -волны, 𝑅max — наибольшая скорость деформации материала. Тог-

да, считая, что 𝑎 не зависит от времени, получаем:

𝑑𝐶𝑑
𝑑𝑡

=
5

2
𝛾𝑘𝑚⟨𝜀− 𝜀𝑐⟩𝑚−1

(︂
𝐾IC

𝜌𝑐𝑅max

)︂2
𝑑𝜀

𝑑𝑡
.

Далее предполагается, что параметр повреждаемости 𝐷 и проницаемость 𝐾

зависят от плотности распределения трещин по формулам:

𝐷 = 1− exp(−𝛼𝐶𝑑), ln
𝐾

𝐾0
= 𝐶2

(︂
𝜀

𝜀𝑐
− 𝜀𝑠
𝜀𝑐

)︂
,

где 𝛼 = 16/9, 𝐾0 — начальная проницаемость материала, 𝐶2 — параметр мате-

риала, 𝜀𝑠 — критическое значение деформации, выше которого начинается рост

проницаемости. При проведения расчетов авторы [79] использовали следующие

значения параметров: 𝑎 = 0.5, 𝜀𝑠 = 0.001, 𝐾0 = 46.2 Д.

В работе [82] процесс разрушения рассматривается с точки зрения микроско-
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пического и макроскопического подходов. Макроскопический подход использу-

ется для определения кинетического закона для повреждаемости как функции

напряженно-деформированного состояния:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝜆

⟨𝜀⟩√︀
⟨𝜀⟩ :⟨𝜀⟩

, ⟨𝜀𝑖𝑗⟩ =
𝜀𝑖𝑗 + |𝜀𝑖𝑗|

2
,

где 𝜆 — параметр модели.

В соответствии с микроскопическим подходом предполагалось, что микро-

трещины, появляющиеся в результате разрушения материала, распределены с

некоторой плотностью вероятности 𝜌 так, что:

𝐷 = 𝜌𝜔𝐹 ,

где 𝜔 — средний объем трещин в элементарном объеме среды, 𝐹 — тензор вто-

рого ранга ориентации повреждаемости, зависящий от параметров анизотропии

среды и направления нагрузки.

Для связи проницаемости и повреждаемости использовалась следующая за-

висимость:

tr(𝐾) = 𝑓(𝜂) = 𝐴𝜂𝐵,

где 𝜂 = tr(𝐷).

В статье [83] представлен ещё один подход к описанию зависимости поро-

вого объема и проницаемости от повреждаемости. В модели рассматривается

элементарный объем, содержащий естественные поры и трещины, возникающие

в результате разрушения материала. Предполагается, что естественные поры и

трещины имеют вид цилиндров с равными длинами, но различными радиуса-

ми, причем радиусы имеют нормальное распределение. Плотность вероятности

распределения радиусов поровых каналов имеет вид:

𝑝𝑝(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑠
√
𝜋
exp

(︃
−
(𝑟 −𝑚)2

2𝑠2

)︃
, если 𝑟𝑝min ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑟𝑝max;

0, иначе,

где𝑚 и 𝑠 — среднее и среднеквадратичное отклонение распределения радиусов,

а 𝑟𝑝min и 𝑟
𝑝
max — минимальный и максимальный радиусы пор.
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Функция распределения радиусов трещин имеет вид:

𝑝𝑐(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝜆𝑐
exp

(︃
−
𝑟

𝜆𝑐

)︃
, если 𝑟𝑐min ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑟𝑐max;

0, иначе,

где 𝜆𝑐 — среднеквадратичное отклонение.

Таким образом, объем, который занимают поры или трещины в элементар-

ном объеме, определяется по формуле:

𝑉𝑝,𝑐 = 𝜋𝑁𝑝,𝑐

𝑟𝑝,𝑐
max∫︁

𝑟𝑝,𝑐
min

𝑝𝑝,𝑐(𝑟)𝑟
2𝑑𝑟,

где 𝑁𝑝,𝑐 — количество пор или трещин соответственно. С другой стороны, из-

менение объема определяется через тензор деформаций:

∆𝑉𝑐,𝑝 = −𝐼 : 𝜀𝑐,𝑝,

где 𝜀𝑐,𝑝 — тензор упругих деформаций и деформаций, вызванных разрушением.

Соответственно, по известным в каждый момент времени деформациям

определяются объемы 𝑉𝑝 и 𝑉𝑐, после чего восстанавливаются параметры соот-

ветствующей функции распределения. Данные параметры далее используются

для расчета проницаемости.

В статье предполагается, что проницаемость зависит от пористости по сле-

дующей формуле:

𝑘 =
𝛾

8𝜇
Φ

[︂∫︁ ∞

0

𝑓(𝑟)𝑑𝑟

]︂−1
∞∫︁
0

𝑓(𝑟)𝑟2𝑑𝑟, 𝑓(𝑟) = [𝑁𝑝𝑝𝑝(𝑟) +𝑁𝑐𝑝𝑐(𝑟)]𝜋𝑟
2,

где Φ — суммарная пористость.

Таким образом, данный подход позволяет пересчитывать проницаемость в

соответствии с текущим напряженно-деформируемым состоянием. При этом

модель не зависит от выбранного кинетического закона для параметра повре-

ждаемости.

Как видно из изложенного в данном разделе, задача построения модели
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непосредственно эволюции параметра повреждаемости является крайне слож-

ной. Кроме того данная задача дополнительно усложняется в случае нали-

чия «перекрестных» эффектов, то есть отличных от нуля параметров 𝜔,𝜃,𝜂

(см. (1.27)). По этой причине и было сделано допущение о равенстве нулю этих

коэффициентов.

Таким образом, конкретная, используемая в дальнейших расчетах модель

учитывает только основные факторы, описывающие влияние параметра повре-

ждаемости на изменение свойств среды. Тем не менее, в «полной» модели они

явно учтены, а предположения, принятые для построения вычислительного ал-

горитма, прозрачно обобщаются на случаи отличных от нуля значений коэф-

фициентов 𝜔,𝜃,𝜂.

Отметим, что далее, в качестве модели эволюции параметра повреждаемо-

сти была выбрана зависимость из работы [65]:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝜀 < 𝜀𝑐,

𝐷off

𝜀− 𝜀𝑐

𝜀off − 𝜀𝑐
, 𝜀𝑐 ⩽ 𝜀 ⩽ 𝜀off,

𝐷lim − (𝐷lim −𝐷off)
𝜀off

𝜀
, 𝜀 > 𝜀off.

Выбор данной зависимости обусловлен тем, что авторы [65] обобщили раз-

личные результаты лабораторных исследований по нагружению образцов гор-

ной породы (песчаника), установили, что во всех экспериментах зависимости

напряжения и деформации имеют общий вид, определили вид данной зависи-

мости и из неё получили модель эволюции параметра повреждаемости. За счет

этого есть основания полагать, что данная зависимость будет достаточно кор-

ректно описывать разрушение реальных горных пород.
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Глава 2

Вычислительный алгоритм

В рассматриваемом приближении система уравнений (1.41), описывающая

динамику термопороупругой среды с учетом разрушения, представляет собой

связанную задачу для эллиптического уравнения (описывающего напряженно

деформированное состояние насыщенной среды) и параболических уравнений

(описывающих законы сохранения массы флюида и энергии системы). Для ре-

шения указанной системы уравнений могут применяться различные методы,

среди которых отметим метод конечных объемов, метод конечных элементов и

метод граничных интегральных уравнений.

Для аппроксимаций по времени чаще всего используются полностью неяв-

ные схемы, они же будут использованы и в настоящей работе. При этом пол-

ная система уравнений может аппроксимироваться как одно целое, либо зада-

ча «развязывается» и ее решение получается в ходе тех или иных итераций

между группами уравнений фильтрации и упругости. Последний подход чаще

всего применяется в случае, если для решения задачи используется две раз-

личных программы для расчета фильтрационной части (например, с помощью

промышленного симулятора фильтрации) и для решения задачи теории упру-

гости. Построение эффективных итерационных методов решения таких задач

является отдельной проблемой, см., например, [84].

Характерным свойством системы уравнений пороупругости в рассматри-

ваемом приближении является то, что после аппроксимации по времени си-

стема уравнений имеет вид задачи о седловой точки (см. [85]). В этом слу-

чае для устойчивости решения задачи как в континуальном, так и в дискрет-

ном случае необходимо выполнение так называемых inf-sup–условий (условия

Ладыженской-Бабушки-Бреззи) [85]. При нарушении этих условий в задачах
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пороупругости возникают численные неустойчивости и эффекты «блокировки»

(«locking») конечномерного решения, особенно в несжимаемом пределе, см. [86]

и ссылки там. Простейшим примером конечного элемента, удовлетворяющего

этим условиям является элемент Тэйлора-Худа [87], в котором для аппрокси-

мации перемещений используются конечные элементы второго порядка, а для

аппроксимации давления — первого. При этом обе системы функций заданы

на одном и том же разбиении области на конечные элементы. Данный конеч-

ный элемент гарантирует оптимальную скорость сходимости, в том числе, и в

задачах пороупругости [88]. Этот подход будет использоваться и в настоящей

работе.

Альтернативным подходом является регуляризация исходной задачи (см.,

например, [89–91]). Целью регуляризации является построение задачи, для ко-

торой inf-sup условия выполняются для стандартных пар пространств (конеч-

ные элементы одинакового, первого, порядка и для поля перемещений, и для

давления и температуры).

Как уже отмечалось ранее, в настоящей работе для численного решения

уравнений модели применяется метод конечных элементов. К его достоинствам

можно отнести достаточно формальный способ построения конечномерной за-

дачи и эффективность при использовании неструктурированных расчетных се-

ток. В отличии от ряда других исследований (см., например, [92,93]), в настоя-

щей работе задача рассматривается в полностью связанной («монолитной») по-

становке, когда все уравнения модели решаются одновременно, в рамках единой

системы уравнений. Таким образом, не происходит итерационного связывания

между группами уравнений теории упругости, фильтрации и баланса энергии,

что особенно важно в связи с многодисциплинарностью задачи.

Кроме того, учитываются дополнительные эффекты (непосредственно раз-

рушение и зависимость от него параметров модели). Для моделирования раз-

рушения среды вводится параметр повреждаемости, эволюция которого описы-

вается явным образом.

2.1 Система уравнений модели

Базовой математической моделью, используемой для дальнейших расчетов,

является система уравнений (1.41). Для полноты приведем её здесь в оконча-
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тельном, замкнутом виде:

div𝜎 = 0,

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓𝑤) = 0,

𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+
𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
+ div

(︂
1

𝜑
𝐸𝑓𝑤

)︂
+ div (𝑝𝑤) + div(𝑞) = 0,

(2.1)

которая дополняется следующим набором определяющих соотношений:

𝑤 = −𝑘
𝜇
grad(𝑝),

𝑞 = −𝜅 grad(𝑇 ),

∆𝜎 = 𝐶(1−𝐷) :∆𝜀− 𝑏∆𝑝−𝐶 :𝛼𝑇∆𝑇 −𝐶 : 𝜀0∆𝐷,

∆𝑚𝑓 = 𝜌𝑓𝑏 : ∆𝜀+ 𝜌𝑓
∆𝑝

𝑀
− 𝛼𝑚𝜌𝑓∆𝑇,

∆𝑌 = 𝐶 :

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
: ∆𝜀.

𝜀 =
1

2

(︀
grad 𝜉 + grad 𝜉𝑇

)︀
,

(2.2)

где 𝜎 — тензор полных напряжений, 𝑚𝑓 — масса флюида в единичном объеме,

𝜌𝑓 — плотность флюида, 𝑤 — скорость фильтрации, 𝐸𝛼 — внутренняя энергия

фазы 𝛼, 𝜑— пористость, 𝑝— поровое давление, 𝑞 — суммарный поток тепла, 𝑘 —

тензор проницаемости, 𝜇 — вязкость флюида, 𝜅 — тензор теплопроводности, 𝐶

— тензор упругих коэффициентов неповрежденного материала, 𝐷 — параметр

повреждаемости, 𝜀 — тензор деформаций, 𝑏 — коэффициент Био, 𝐶 :𝛼𝑇 —

тензор термоупругих коэффициентов, 𝑀 — модуль Био, 𝛼𝑚 — коэффициент

теплового расширения, 𝑌 — обобщенная сила, связанная с повреждаемостью,

𝜉 — перемещения скелета.

Первичными неизвестными системы уравнений (2.1) являются перемещения

𝜉, давление 𝑝 и температура 𝑇 . Задача рассматривается в трехмерной области

Ω с границей 𝜕Ω, на которой для каждого параметра определены граничные

условия Дирихле (𝜕Ω𝐷) или Неймана (𝜕Ω𝑁), 𝜕Ω = 𝜕Ω𝑁 ∪ Ω𝐷. Основные типы

граничных условий для данной задачи имеют следующий вид:
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условие Дирихле:

𝜉|𝜕Ω𝐷
= 0 — жестко закрепленная граница области,

𝑝|𝜕Ω𝐷
= 𝑝 — давление на границе области,

𝑇 |𝜕Ω𝐷
= 𝑇 — температура на границе области;

условие Неймана:

𝜎 :𝑛|𝜕Ω𝑁
= 𝑡̃ — вектор напряжения на границе области,

𝑤 · 𝑛|𝜕Ω𝑁
= 𝑞 — поток флюида через границу области,

𝑞 · 𝑛|𝜕Ω𝑁
= 𝑞𝑇 — поток тепла через границу области.

Стоит отметить, что для каждой переменной области 𝜕Ω𝑁 и 𝜕Ω𝐷 — «свои»,

то есть для переменной 𝛼: 𝜕Ω = 𝜕Ω
(𝛼)
𝑁 ∪𝜕Ω(𝛼)

𝐷 . Однако для упрощения дальней-

ших выкладок будем считать, что они совпадают. Также отметим, что могут

быть использованы более общие граничные условия, чем описанные выше.

2.2 Слабая постановка задачи

В дальнейшем будем аппроксимировать систему уравнений (2.1) с помощью

метода конечных элементов. Для этого сначала рассмотрим слабую постановку

задачи. Пусть 𝑉𝛼 — пространство достаточно гладких (вектор)функций в обла-

сти Ω, причем 𝜉 ∈ 𝑉𝜉, 𝑝 ∈ 𝑉𝑝, 𝑇 ∈ 𝑉𝑇 . Введем пробные функции 𝑣𝛼, 𝛼 = {𝜉, 𝑝, 𝑇}
в пространстве 𝑉 0

𝛼 ⊂ 𝑉 , где 𝑉 0
𝛼 = {𝑣 ∈ 𝑉𝛼 : 𝑣|𝜕Ω𝐷

= 0}. Домножим уравнения

системы (2.1) на функции 𝑣𝛼 слева:∫︁
Ω

𝑣𝑇𝜉 div𝜎𝑑Ω = 0,

∫︁
Ω

𝑣𝑝

[︂
𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓𝑤)

]︂
𝑑Ω = 0,

∫︁
Ω

𝑣𝑇

[︂
𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+
𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
+ div

(︂
1

𝜑
𝐸𝑓𝑤

)︂
+ div (𝑝𝑤) + div(𝑞𝑇 )

]︂
𝑑Ω = 0.

(2.3)

Симметричные тензоры деформаций и напряжений представим с помощью
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векторных обозначений Фойгта [94]:

𝜀 =
[︁
𝜀𝑥, 𝜀𝑦, 𝜀𝑧, 𝛾𝑥𝑦, 𝛾𝑦𝑧, 𝛾𝑥𝑧

]︁𝑇
, 𝛾𝑖𝑗 = 2𝜀𝑖𝑗, 𝜎 =

[︁
𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧, 𝜎𝑥𝑦, 𝜎𝑦𝑧, 𝜎𝑥𝑧

]︁𝑇
.

В этом случае тензор 4-го ранга упругих коэффициентов может быть запи-

сан в виде матрицы размерностью 6 × 6. Предполагая, что упругие свойства

материала изотропны, тензор упругих коэффициентов можно записать через

модуль Юнга 𝐸 и коэффициент Пуассона 𝜈 в виде:

𝐶 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1− 𝜈 𝜈 𝜈 0 0 0

𝜈 1− 𝜈 𝜈 0 0 0

𝜈 𝜈 1− 𝜈 0 0 0

0 0 0
1− 2𝜈

2
0 0

0 0 0 0
1− 2𝜈

2
0

0 0 0 0 0
1− 2𝜈

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Рассмотрим следующие интегралы:

𝐼1 =

∫︁
Ω

𝑣 div(𝜌𝑓𝑤)𝑑Ω, 𝐼2 =

∫︁
Ω

𝑣𝑇 div𝜎𝑑Ω,

𝐼3 =

∫︁
Ω

𝑣 div (𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤) 𝑑Ω, 𝐼4 =

∫︁
Ω

𝑣 div (𝑝𝑤) 𝑑Ω, 𝐼5 =

∫︁
Ω

𝑣 div(𝑞)𝑑Ω.

Введем следующий дифференциальный оператор, который является мат-

ричным представлением оператора деформации:

𝐿 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕

𝜕𝑥
0 0

𝜕

𝜕𝑦
0

𝜕

𝜕𝑧

0
𝜕

𝜕𝑦
0

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑧
0

0 0
𝜕

𝜕𝑧
0

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑇

,

то есть 𝜀 = 𝐿𝜉, где 𝜉 = [𝜉𝑥, 𝜉𝑦, 𝜉𝑧]
𝑇 .
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Тогда в соответствии с формулой Грина данные интегралы можно записать

в виде:

𝐼1 = −
∫︁
Ω

(grad 𝑣)𝑇 𝜌𝑓𝑤𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝜌𝑓𝑤 · 𝑛𝑑𝑆,

𝐼2 = −
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝜎𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇𝜎 · 𝑛𝑑𝑆,

𝐼3 = −
∫︁
Ω

(grad 𝑣)𝑇 𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤 · 𝑛𝑑𝑆,

𝐼4 = −
∫︁
Ω

(grad 𝑣)𝑇 𝑝𝑤𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑝𝑤 · 𝑛𝑑𝑆,

𝐼5 = −
∫︁
Ω

(grad 𝑣)𝑇 𝑞𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑞 · 𝑛𝑑𝑆.

С учетом данных выражений система уравнений (2.3) примет вид:∫︁
Ω

(𝐿𝑣𝜉)
𝑇 𝜎𝑑Ω−

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇𝜉 𝑡̃𝑑𝑆 = 0,

∫︁
Ω

𝑣𝑝
𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
𝑑Ω−

∫︁
Ω

(grad 𝑣𝑝)
𝑇 𝑤𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑝𝑞𝑑𝑆 = 0,

∫︁
Ω

𝑣𝑇

[︂
𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+
𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡

]︂
𝑑Ω−

∫︁
Ω

(grad 𝑣𝑇 )
𝑇 1

𝜑
𝐸𝑓𝑤𝑑Ω−

∫︁
Ω

(grad 𝑣𝑇 )
𝑇 𝑝𝑤𝑑Ω−

−
∫︁
Ω

(grad 𝑣𝑇 )
𝑇 𝑞𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣
1

𝜑
𝐸𝑓𝑞𝑑𝑆 +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑝𝑞𝑑𝑆 +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇 𝑞𝑇𝑑𝑆 = 0.

(2.4)

Предположим, что начальный тензор напряжений 𝜎0 постоянен для всего

объема, а начальные деформации 𝜀0 равны нулю. Тогда, используя определяю-

щие соотношения для тензора напряжений и массы флюида в единице объема,
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из (2.4) получим:∫︁
Ω

(𝐿𝑣𝜉)
𝑇 : 𝐶(1−𝐷) : 𝜀(𝜉)𝑑Ω−

∫︁
Ω

(𝐿𝑣𝜉)
𝑇 𝑏𝑝𝑑Ω−

−
∫︁
Ω

(𝐿𝑣𝜉)
𝑇 : 𝐶 : 𝛼𝑇𝑇𝑑Ω =

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇𝜉 𝑡̃𝑑𝑆,∫︁
Ω

𝑣𝑝𝑏 : 𝐿
𝜕𝜉

𝜕𝑡
𝑑Ω +

∫︁
Ω

𝑣𝑝
1

𝑀

𝜕𝑝

𝜕𝑡
𝑑Ω−

∫︁
Ω

𝑣𝑝𝛼𝑚
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝑑Ω+

+

∫︁
Ω

(grad 𝑣𝑝)
𝑇 𝑘

𝜇
grad(𝑝)𝑑Ω = −

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑝𝑞𝑑Ω,

∫︁
Ω

𝑣𝑇

[︂
𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+
𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡

]︂
−
∫︁
Ω

(grad 𝑣𝑇 )
𝑇 1

𝜑
𝐸𝑓𝑤𝑑Ω−

∫︁
Ω

(grad 𝑣𝑇 )
𝑇 𝑝𝑤𝑑Ω−

−
∫︁
Ω

(grad 𝑣𝑇 )
𝑇 𝑞𝑇𝑑Ω = −

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇𝜌𝑓𝑒𝑓𝑞𝑑𝑆 −
∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇𝑝𝑞𝑑𝑆 −
∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇 𝑞𝑇𝑑𝑆.

(2.5)

Рассмотрим первое подынтегральное выражение в последнем уравнении си-

стемы (2.5). Воспользовавшись выражениями для внутренней энергии скеле-

та (1.44), найдем её производную по времени:

𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
=
[︀
𝜎0 +𝐶 : ∆𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︀ 𝜕𝜀
𝜕𝑡

+

+

[︂
1

𝑁

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝜙

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
1

𝑁

1

2

𝜕𝑝

𝜕𝑡
− 𝛼𝜙

1

2

𝜕𝑇

𝜕𝑡

]︂
∆𝑝+

+

[︂
−𝛼𝜙

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+

[︂
−𝛼𝜙

1

2

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

1

2

𝜕𝑇

𝜕𝑡

]︂
∆𝑇−

−
[︂
𝑌 0 +𝐶

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀

]︂
𝜕𝐷

𝜕𝑡
−
[︂
𝐶 : ∆𝜀

𝜕𝜀

𝜕𝑡

]︂
∆𝐷 =

=
[︀
𝜎0 +𝐶(1−∆𝐷) :∆𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︀ 𝜕𝜀
𝜕𝑡

+

+

[︂
1

𝑁
𝑝− 𝛼𝜙𝑇

]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
−𝛼𝜙𝑝+

𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

𝑇

]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
−
[︂
𝑌 0 +𝐶 :

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀

]︂
𝜕𝐷

𝜕𝑡
.

Аналогично для внутренней энергии флюида (1.45) получим:

𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
=

[︂
𝜑

𝐾𝑓
𝑝− 𝜑𝛼𝑓𝑇

]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
−𝜑𝛼𝑓𝑝+

𝐶𝑝𝑓
𝑇 0

𝑇

]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
.
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Таким образом, в соответствии с введенными ранее обозначениями, а также

предполагая, что 𝜀0 = 0, 𝐷0 = 0 и 𝑌 0 = 0, производная суммарной внутренней

энергии системы по времени имеет вид:

𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+
𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
=
[︀
𝜎0 +𝐶(1−𝐷) : 𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︀ 𝜕𝜀
𝜕𝑡

+

+

[︂
1

𝑀
𝑝− 𝛼𝑚𝑇

]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
−𝛼𝑚𝑝+

𝐶𝑝𝑠 + 𝐶𝑝𝑓
𝑇 0

𝑇

]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
−
[︂
1

2
𝜀𝑇 :𝐶 : 𝜀

]︂
𝜕𝐷

𝜕𝑡
.

Поскольку производная параметра повреждаемости по времени по сути

описывает развитие повреждаемости, задаваемое последним уравнением систе-

мы (2.2), то

𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+
𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
=
[︀
𝜎0 +𝐶(1−𝐷) : 𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︀ 𝜕𝜀
𝜕𝑡

+

+

[︂
1

𝑀
𝑝− 𝛼𝑚𝑇

]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
−𝛼𝑚𝑝+

𝐶𝑝𝑠 + 𝐶𝑝𝑓
𝑇 0

𝑇

]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
−
[︂
1

2
𝐹 (𝜒)𝐶 : 𝜀

]︂
𝜀.

2.2.1 Пространственные аппроксимации

Рассмотрим пространственную аппроксимацию системы уравнений (2.5).

Для этого введем конечномерные пространства 𝑉 ℎ
𝛼 ⊂ 𝑉𝛼, 𝑉

0,ℎ
𝛼 ⊂ 𝑉 0

𝛼 , причем

𝑉 ℎ
𝛼 = span(𝜑

(𝛼)
𝑖 ), где 𝜑

(𝛼)
𝑖 — базисные функции. Тогда для произвольной функ-

ции 𝑓 имеем:

𝑓 =

𝑁𝛼∑︁
𝑖=1

𝜑
(𝛼)
𝑖 𝑓𝑖, 𝑓 = 𝜉, 𝑝, 𝑇.

Векторные поля аппроксимируются аналогичным образом покомпонентно.

Соответственно, аппроксимация системы (2.5) в матричном виде записыва-

ется как

𝐴𝜉𝜉 𝜉 −𝐴𝜉𝑝 𝑝+𝐴𝜉𝑡 𝑇 = 𝑓 𝜉,

𝐴𝑝𝜉
𝜕𝜉

𝜕𝑡
+𝐴𝑝𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+𝐴𝑝𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+𝐵𝑝𝑝𝑝 = 𝑓 𝑝,

𝐴𝑇𝜉
𝜕𝜉

𝜕𝑡
+𝐴𝑇𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+𝐴𝑇𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+𝐵𝑇𝜉𝜉 +𝐵𝑇𝑝𝑝+𝐵𝑇𝑇𝑇 = 𝑓 𝑡,

(2.6)

63



где используются следующие обозначения:

𝐴𝜉𝜉 =

∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇
𝐶(1−𝐷)

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω, 𝐴𝜉𝑝 = 𝐴

𝑇
𝑝𝜉 =

∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇
𝑏𝜑𝑝𝑑Ω,

𝐴𝜉𝑇 = −
∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇
𝐶(1−𝐷) : 𝛼𝑇𝜑𝑇𝑑Ω,

𝐵𝑝𝑝 =

∫︁
Ω

∇𝜑𝑝𝑇𝑘/𝜇∇𝜑𝑝𝑑Ω,

𝐴𝑝𝑝 =

∫︁
Ω

𝜑𝑝
𝑇𝑀−1𝜑𝑝𝑑Ω, 𝐴𝑝𝑇 = −

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑝 𝛼𝑚𝜑𝑇𝑑Ω,

𝐴𝑇𝜉 =

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑇
(︀
𝜎0 +𝐶(1−𝐷) : 𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

)︀ (︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω,

𝐴𝑇𝑝 =

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑇
(︀
𝑀−1𝑝− 𝛼𝑚𝑇

)︀
𝜑𝑝𝑑Ω,

𝐴𝑇𝑇 =

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑇
[︀
−𝛼𝑚𝑝+ (𝐶𝑝𝑠 + 𝐶𝑝𝑓)𝑇/𝑇

0
]︀
𝜑𝑇𝑑Ω,

𝐵𝑇𝜉 =

∫︁
Ω

∇𝜑𝑇 𝑇 [1/2𝐹 (𝜒)𝐶 : 𝜀]
(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω,

𝐵𝑇𝑝 =

∫︁
Ω

∇𝜑𝑇 𝑇
{︀
𝐸0
𝑓/𝜑+ [𝑝/𝐾𝑓 − 𝛼𝑓𝑇 ] ∆𝑝− [𝛼𝑓𝑝− 𝐶𝑝𝑓/𝜑] ∆𝑇

}︀
𝑘/𝜇∇𝜑𝑝𝑑Ω,

𝐵𝑇𝑇 =

∫︁
Ω

∇𝜑𝑇 𝑇𝜅∇𝜑𝑇𝑑Ω,

𝑓 𝜉 =

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇𝜉 𝑡̃𝑑𝑆, 𝑓 𝑝 = −
∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇𝑝 𝑞𝑑Ω,

𝑓𝑇 = −
∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇𝑇𝜌𝑓𝑒𝑓𝑞𝑑𝑆 −
∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇𝑇𝑝𝑞𝑑𝑆 −
∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇𝑇 𝑞𝑇𝑑𝑆.

(2.7)

В матричном виде систему (2.6) можно записать как⎡⎢⎣ 0 0 0

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑇

𝐴𝑇𝜉 𝐴𝑇𝑝 𝐴𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ·

⎡⎢⎣𝜕𝜉/𝜕𝑡𝜕𝑝/𝜕𝑡

𝜕𝑇/𝜕𝑡

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣𝐴𝜉𝜉 −𝐴𝜉𝑝 𝐴𝜉𝑇

0 𝐵𝑝𝑝 0

𝐵𝑇𝜉 𝐵𝑇𝑝 𝐵𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ·

⎡⎢⎣𝜉𝑝
𝑇

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣𝑓 𝜉𝑓 𝑝
𝑓𝑇

⎤⎥⎦ . (2.8)
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Первая матрица системы, которую в результате необходимо будет обращать

при решении системы на каждом временном слое, несимметрична. Для её сим-

метризации продифференцируем первое уравнение по времени. Получим:⎡⎢⎣−𝐴𝜉𝜉 𝐴𝜉𝑝 −𝐴𝜉𝑇

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑇

𝐴𝑇𝜉 𝐴𝑇𝑝 𝐴𝑇𝑇

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣𝜕𝜉/𝜕𝑡𝜕𝑝/𝜕𝑡

𝜕𝑇/𝜕𝑡

⎤⎥⎦+
⎡⎢⎣ 0 0 0

0 𝐵𝑝𝑝 0

𝐵𝑇𝜉 𝐵𝑇𝑝 𝐵𝑇𝑇

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣𝜉𝑝
𝑇

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣−𝜕𝑓 𝜉/𝜕𝑡𝑓 𝑝
𝑓𝑇

⎤⎥⎦ . (2.9)
Вычисление интегралов в уравнении (2.7) производится с использованием

квадратурных формул Гаусса второго порядка [95].

Для дискретизации уравнения (2.8) по пространству использовалась тет-

раэдральная сетка с квадратичными базисными функциями для перемещений

и линейными для давления и температуры (элементы Тейлора-Худа [87], ри-

сунок 2.2). Линейные базисные функции вычисляются по формуле 𝜑
(𝑖)
𝑝,𝑇 = 𝑁𝑖,

где 𝑁𝑖 — 𝑖-я каноническая координата рассматриваемой точки. Квадратичные

базисные функции вычисляются как 𝜑𝜉(𝑖) = 𝑁𝑖(2𝑁
2
𝑖 −1) для неизвестных, рас-

положенных в узлах тетраэдра, и 𝜑
(𝑖𝑗)
𝜉 = 4𝑁𝑖𝑁𝑗 для неизвестных, находящихся

в центре ребра, расположенного между узлами 𝑖 и 𝑗. Графики данных функций

в одномерном случае представлены на рисунке 2.1.

Рис. 2.1. Линейные (слева) и квадратичные (справа) базисные функции

Использование элементов Тейлора-Худа обеспечивает выполнение inf − sup

условий (условия Ладыженской-Бабушки-Бреззи, [85]), которые необходимы

для устойчивости решения уравнений пороупругости. Рассмотрим подробнее

данные условия. Пусть 𝑉 и 𝑄 — гильбертовы пространства, 𝑎 : 𝑉 × 𝑉 → R и

𝑏 : 𝑉 × 𝑄 → R — билинейные формы, а 𝑓 ∈ 𝑉 *, 𝑔 ∈ 𝑄*, где 𝑉 * и 𝑄* — про-

странства, сопряженные пространствам 𝑉 и 𝑄. Рассмотрим задачу нахождения

седловой точки: для пар 𝑎 и 𝑏 найти 𝑢 ∈ 𝑉 и 𝑝 ∈ 𝑄, такие, что для любых 𝑣 ∈ 𝑉
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Рис. 2.2. Элемент Тейлора-Худа.

и 𝑞 ∈ 𝑄:

𝑎(𝑢, 𝑣)+𝑏(𝑣, 𝑝) = ⟨𝑓, 𝑣⟩,
𝑏(𝑢, 𝑞) = ⟨𝑔, 𝑞⟩.

Предположим, что существует такое 𝛼, что 𝑎(𝑣, 𝑣) ⩾ 𝛼‖𝑣2‖𝑉 для любого 𝑣,

такого что 𝑏(𝑣, 𝑞) = 0 для любого 𝑞 ∈ 𝑄. В этом случае, если 𝑏 удовлетворяет

inf − sup условию:

sup
𝑣∈𝑉,𝑣 ̸=0

𝑏(𝑣, 𝑞)

‖𝑢‖𝑉
⩾ 𝛽‖𝑞‖𝑄,

то для любого 𝑞 существует единственное решение задачи седловой точки,

непрерывно зависящее от 𝑓 и 𝑔.

2.2.2 Дискретизация по времени

и решение нелинейной системы

Для аппроксимации системы уравнений по времени будем использовать

полностью неявную схему относительно перемещений 𝜉, давления 𝑝 и темпе-

ратуры 𝑇 . Параметр повреждаемости 𝐷 будет учитываться явным образом.

Пусть 𝑓 = 𝑓(𝑡) — значение какой-либо величины в момент времени 𝑡, тогда

𝑓 = 𝑓(𝑡+∆𝑡) — её значение в момент времени 𝑡+∆𝑡. Соответственно, система
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уравнений (2.9) после аппроксимации по времени примет вид:

⎡⎢⎣ −𝐴𝜉𝜉 𝐴𝜉𝑝 −𝐴𝜉𝑇

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 +∆𝑡𝐵𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑇

𝐴𝑇𝜉 +∆𝑡𝐵𝑇𝜉 𝐴𝑇𝑝 +∆𝑡𝐵𝑇𝑝 𝐴𝑇𝑇 +∆𝑡𝐵𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ·

⎡⎢⎣𝜉𝑝
𝑇

⎤⎥⎦ =

=

⎡⎢⎣−𝐴𝜉𝜉 𝐴𝜉𝑝 −𝐴𝜉𝑇

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑡

𝐴𝑇𝜉 𝐴𝑇𝑝 𝐴𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ·

⎡⎢⎣𝜉𝑝
𝑇

⎤⎥⎦+∆𝑡

⎡⎢⎣−∆𝑓 𝜉/∆𝑡

𝑓 𝑝
𝑓𝑇

⎤⎥⎦ . (2.10)

В связи с тем, что коэффициенты матрицы 𝐵𝑇𝑝 зависят от давления и тем-

пературы, то система уравнений (2.10) является нелинейной. Для её решения

используется метод Ньютона. Суть данного метода заключается в итерацион-

ном поиске решения нелинейной системы уравнений 𝑅(𝑋) = 0 по формуле:

𝑋𝑘+1 =𝑋𝑘 − 𝐽−1(𝑋𝑘)𝑅(𝑋𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2...,

где 𝑅 — рассматриваемая система нелинейных уравнений с вектором решения

𝑋 и якобианом 𝐽 = 𝜕𝑅(𝑋)/𝜕𝑋. Критерием сходимости итерационного про-

цесса является одновременное выполнение условий:

‖𝑋𝑘+1 −𝑋𝑘‖ < 𝜀1, 𝑓(𝑋𝑘) < 𝜀2,

где 0 ⩽ 𝜀1,2 ⩽ 1 — параметры, определяющие точность решения, || · || — подхо-

дящая норма.

Вычислим якобиан рассматриваемой системы уравнений. Для этого запи-

шем систему (2.10) в виде

−𝐴𝜉𝜉∆𝜉 +𝐴𝜉𝑝∆𝑝−𝐴𝜉𝑇∆𝑇 +∆𝑓 𝜉 = 0,

𝐴𝑇
𝜉𝑝∆𝜉 +𝐴𝑝𝑝∆𝑝+𝐴𝑝𝑇∆𝑇 +∆𝑡𝐵𝑝𝑝𝑝−∆𝑡𝑓 𝑝 = 0,

𝐴𝑇𝜉∆𝜉 +𝐴𝑇𝑝∆𝑝+𝐴𝑇𝑇∆𝑇 +∆𝑡𝐵𝑇𝜉𝜉 +∆𝑡𝐵𝑇𝑝𝑝+∆𝑡𝐵𝑇𝑇𝑇 −∆𝑡𝑓𝑇 = 0.

С учетом вида матриц (2.7) якобиан данной системы имеет вид:

𝐽 =

⎡⎢⎣−𝐴𝜉𝜉 𝐴𝜉𝑝 −𝐴𝜉𝑇

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 +∆𝑡𝐵𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑇

𝐽𝑇𝜉 𝐽𝑇𝑝 𝐽𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ,
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где

𝐽𝑇𝜉 = 𝐴𝑇𝜉 +∆𝑡𝐵𝑇𝜉 +
𝜕𝐴𝑇𝜉

𝜕𝜉
∆𝜉 +∆𝑡

𝜕𝐵𝑇𝜉

𝜕𝜉
𝜉,

𝐽𝑇𝑝 = 𝐴𝑇𝑝 +∆𝑡𝐵𝑇𝑝 +
𝜕𝐴𝑇𝑝

𝜕𝑝
∆𝑝+

𝜕𝐴𝑇𝑇

𝜕𝑝
∆𝑇 +∆𝑡

𝜕𝐵𝑇𝑝

𝜕𝑝
𝑝,

𝐽𝑇𝑇 = 𝐴𝑇𝑇 +∆𝑡𝐵𝑇𝑇 +
𝜕𝐴𝑇𝑝

𝜕𝑇
∆𝑝+

𝜕𝐴𝑇𝑇

𝜕𝑇
∆𝑇 +∆𝑡

𝜕𝐵𝑇𝑝

𝜕𝑇
𝑝,

и
𝜕𝐴𝑇𝜉

𝜕𝜉
=

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑇 [𝐶(1−𝐷) : 𝐼]
(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω,

𝜕𝐴𝑇𝑝

𝜕𝑝
=

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑇
1

𝑀
𝜑𝑝𝑑Ω,

𝜕𝐴𝑇𝑝

𝜕𝑇
= −

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑇𝛼𝑚𝜑𝑝𝑑Ω,
𝜕𝐴𝑇𝑇

𝜕𝑝
= −

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑇𝛼𝑚𝜑𝑇𝑑Ω,

𝜕𝐴𝑇𝑇

𝜕𝑇
=

∫︁
Ω

𝜑𝑇𝑇
𝐶𝑝𝑠 + 𝐶𝑝𝑓

𝑇 0
𝜑𝑇𝑑Ω,

𝜕𝐵𝑇𝜉

𝜕𝜉
=

∫︁
Ω

grad𝜑𝑇
𝑇

[︂
1

2

(︂
𝜕𝐹 (𝜒)

𝜕𝜉
𝐶 : 𝜀+ 𝐹 (𝜒)𝐶 :(𝐿𝐼)

)︂]︂ (︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω,

𝜕𝐵𝑇𝑝

𝜕𝑝
=

∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇 [︂ 1

𝐾𝑓
(2𝑝− 𝑝0)− 𝛼𝑓(2𝑇 − 𝑇 0)

]︂
𝑘

𝜇
grad𝜑𝑝𝑑Ω,

𝜕𝐵𝑇𝑝

𝜕𝑇
=

∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇 [︂𝐶𝑝𝑓
𝜑

− 𝛼𝑓(2𝑝− 𝑝0)

]︂
𝑘

𝜇
grad𝜑𝑝𝑑Ω.

2.2.3 Решение системы линейных алгебраических

уравнений

Решение системы линейных уравнений на каждой ньютоновской итерации

производится с использованием стабилизированного метода бисопряженных

градиентов (BiCGStab) [96]. В качестве предобуславливателя использовалось

неполное LU разложение с одноуровневым заполнением (ILU(1)). Для обеспе-

чения устойчивости конечномерной задачи применялся ряд подходов, в соот-

ветствии с которыми преобразовывалась матрица системы (2.10).

В первую очередь, использовался метод диагонализации матриц масс (mass

lumping, [97]). Диагонализованные матрицы при этом будут иметь вид:

̃︀𝑆𝑖,𝑖 =∑︁
𝑗

𝑆𝑖,𝑗,
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где 𝑆 обозначает матрицы масс 𝐴𝑝𝑝, 𝐴𝑝𝑇 , 𝐴𝑇𝑝 и 𝐴𝑇𝑇 .

Помимо этого производилось обезразмеривание системы путем введения для

каждой переменной (𝜉, 𝑝, 𝑇 ) своего обезразмеривающего коэффициента. Таким

образом, уравнение:

𝐴𝜉𝜉 +𝐴𝑝𝑝+𝐴𝑇𝑇 = 𝑓

преобразовывалось к виду:

𝛼𝜉𝐴𝜉 (𝜉/𝛼𝜉) + 𝛼𝑝𝐴𝑝 (𝑝/𝛼𝑝) + 𝛼𝑇𝐴𝑇 (𝑇/𝛼𝑇 ) = 𝑓,

где 𝛼𝜉, 𝛼𝑝, 𝛼𝑇 — соответствующие размерные параметры. Далее каждая строка

преобразованной матрицы системы и правой части нормировались на диаго-

нальный элемент. Таким образом, диагональ матрицы состоит из единичных

коэффициентов.

Для уменьшения ширины ленты разреженной матрицы системы использо-

вался алгоритм Катхилла-Макки [98].
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Глава 3

Комплекс программ

Как правило, при необходимости учитывать в расчетах одновременно де-

формационные, фильтрационные, неизотермические эффекты и разрушение,

используют различные программные модули и итерационно их связывают. На-

пример, на каждом расчетом шаге запускается симулятор фильтрации и рас-

пределение порового давления затем передается в геомеханический симулятор.

Приведенный в настоящей работе вычислительный алгоритм позволяет учи-

тывать различные эффекты совместно. Для проведения практических расче-

тов данный алгоритм реализован в виде программного модуля, написанного на

языке С++. Основными компонентами модуля являются препроцессор, вычисли-

тельное ядро и постпроцессор, подробное описание работы которых приведено

далее.

В данном разделе приведено описание программного комплекса для расчета

неизотермического течения в пороупругой среде с учетом разрушения породы

в рамках разработанной математической модели и численного алгоритма. Про-

граммный комплекс реализован на языке программирования С++ и состоит из

трех основных компонентов: препроцессор, вычислительное ядро и постпроцес-

сор.

Препроцессор. Работа программного модуля начинается с запуска блока

препроцессора, который отвечает за зачитывание и подготовку входных данных

для модели. Входные данные представляют из себя набор текстовых файлов,

каждый из который описывает отдельный блок данных и имеет фиксирован-

ный формат. В первую очередь производится зачитывание расчетной сетки. В

связи с тем, что используемый вычислительный алгоритм подразумевает воз-
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можность расчета сложных трехмерных задач, то в качестве элементов расчет-

ной сетки использовались тетраэдры. Как было сказано ранее элементы имеют

второй порядок аппроксимации по перемещениям и первый по давлению и тем-

пературе. Таким образом, для каждого тетраэдра помимо основных 4 узлов

должны быть определены промежуточные на гранях. Для простоты промежу-

точные узлы задавались в центрах ребер. Таким образом, количество узлов для

каждого элемента равно 10. Их локальная нумерация приведена на рисунке 3.1.

Для однозначного задания расчетной сетки требуется указать координаты всех

её узлов, а также перечислить все тетраэдры с указанием индексов узлов, из

которых они состоят, в глобальной нумерации.

Для построения простой расчетной сетки в данном формате был написан

скрипт на языке Matlab, в основе которого лежит использование встроенной

функции триангуляции заданной области по алгоритму Делоне [100]. Данный

генератор расчетной сетки принимает на вход данные о форме и размере рас-

четной области и шаге расчетной сетки (может быть переменным), а на выходе

выдает набор текстовых файлов, содержащих информацию о координатах рас-

четных узлов, а также список узлов, формирующих каждый конечный элемент.

Пример расчетной сетки приведен на рисунке 3.2. Отметим, что программа поз-

воляет использовать любые другие генераторы сетки, принимающие на вход

описанные данные.

Рис. 3.1. Локальная нумерация узлов в конечном элементе
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Рис. 3.2. Пример расчетной сетки

Полное описание расчетной модели помимо сетки включает в себя инфор-

мацию о значении параметров модели в каждой ячейке, а также полный набор

начальных и граничных условий. Параметры модели задаются в виде набора

данных в формате «ключевое слово» — «значение параметра». Список основ-

ных параметров включает в себя геомеханические свойства породы (модуль

Юнга, коэффициент Пуассона), коэффициент Био, параметры сжимаемости

(модуль Био для скелета и коэффициент объемного сжатия флюида), плотно-

сти скелета и флюида, фильтрационно-емкостные свойства пласта (пористость,

проницаемость), теплофизические свойства (теплоемкости, коэффициенты объ-

емного термического сжатия), а также начальные условия для давления. При

этом, может быть задано как одно значение на всю модель, так и данные для

каждой ячейки сетки в отдельности.

В программном модуле имеется возможность задания граничных условий

как первого, так и второго рода. Граничные условия первого рода задаются

для отдельных узлов, расположенных на соответствующей границе в формате:

номер соответствующей переменной (компонента вектора перемещений, давле-

ние или температура) в векторе неизвестных и её значение. Граничное условие

второго рода задается для соответствующих треугольных граней. Для каждой

грани задаются номера узлов, формирующих грань, а также значения вектора
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напряжений, действующего на неё и массового и теплового потока, протекаю-

щего через эту грань.

Вычислительное ядро. После полного описания всех входных данных для

модели, они передаются в вычислительное ядро, в котором производится ре-

шение системы уравнений (2.9) на каждый момент времени. Как уже отмеча-

лось ранее, для решения системы нелинейных уравнений используется метод

Ньютона. На каждой ньютоновской итерации производится сборка матрицы

Якоби и вычисление правой части. Заполнение матрицы Якоби производится

поблочно путем вычисления объемных интегралов (2.7) для каждого элемента

расчетной сетки. Интегралы, содержащие базисные функции для перемещений,

вычисляются по квадратурным формулам Гаусса второго порядка для тетраэд-

ральных элементов. В остальных интегралах базисные функции только первого

порядка, поэтому вычисление интеграла может быть выполнено аналитически.

Для хранения и выполнения операций над матрицами используется библиоте-

ка Eigen [101]. В связи с тем, что якобиан является разреженной матрицей, то

матрица хранится в CSR формате. При использовании данного формата хра-

нения матрицы записывается информация только о ненулевых коэффициентах,

включающая в себя значение коэффициента, номер колонки, а также индексы

блоков данных для каждой строки.

После «сборки» якобиана и вычисления правой части применяются гранич-

ные условия. Для каждой переменной, для которой задано граничное условие

первого рода, зануляется соответствующая ей строка в якобиане и правой ча-

сти, а на диагонали матрицы ставится 1. Это означает, что приращение дан-

ной компоненты вектора неизвестных равно нулю, то есть её значение на каж-

дый момент времени соответствует начальному (которое задается из начальных

условий). Для граничных условий второго рода вычисляются поверхностные

интегралы 𝑓𝜉, 𝑓𝑝, 𝑓𝑇 (2.7) и добавляются к правой части.

Условием сходимости итерационного алгоритма является одновременное вы-

полнение следующих условий:

‖∆𝑥‖∞ < 𝜀𝑥, ‖𝑅‖∞ < 𝜀𝑅,

где ∆𝑥 – величина приращения неизвестных на текущей итерации, 𝑅 — значе-

ние нелинейной невязки, 𝜀𝑥,𝑅 — параметры точности. В случае если количество
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итераций на одном временном шаге превышает 5, то временной шаг уменьшает-

ся в 2 раза и итерационный алгоритм повторяется с начала. В случае успешной

сходимости алгоритма осуществляется расчет следующего временного периода

с постепенным увеличением шага по времени.

На каждой ньютоновской итерации осуществляется решение системы ли-

нейных уравнений. После предварительной подготовки матрицы системы по

алгоритмам, описанным в предыдущей главе, запускается линейный солвер. В

качестве солвера используется стабилизированный метод бисопряженных гра-

диентов (BiCGStab), реализованный в библиотеке HYPRE [102] с предобуславли-

вателем ILU(1) из этой же библиотеки. Относительная погрешность вычисле-

ний линейного солвера установлена равной 𝜀lin.

После расчета временного шага производится пересчет некоторых пара-

метров модели, явно зависящих от текущего состояния среды. В первую оче-

редь производится расчет параметра повреждаемости. Повреждаемость задает-

ся для всего элемента и зависит от состояния среды. Для вычисления значения

повреждаемости все необходимые данные интерполируются на центр элемен-

та, после чего рассчитанное по определенной формуле значение присваивает-

ся всему элементу. Поскольку во многих моделях повреждаемость зависит от

главных значений тензора напряжений или деформаций, то для расчета глав-

ных значений вычисляются собственные значения соответствующей матрицы с

использованием функционала библиотеки Eigen.

Кроме повреждаемости в разработанном модуле также осуществляется пе-

ресчет проницаемости среды, а также физических свойств флюида (в частно-

сти, вязкости). Данные величины также рассчитываются явно в конце шага по

формулам, которые будут приведены в следующем разделе.

Постпроцессор. После завершения всех расчетов, относящихся к текущему

временному шагу, данные передаются в постпроцессор. В постпроцессоре произ-

водится выгрузка основных результатов (давление, температура, деформации,

напряжения, параметр повреждаемости, проницаемость, компоненты энергии и

так далее) на каждый момент времени для последующей визуализации и анали-

за. Для визуализации используется программа Paraview [103], которая прини-

мает на вход .vtu файл с неструктурированной сеткой и заданными на ней рас-

пределениями свойств. Для генерации данного файла используется библиотека

VTK [104]. Итоговая блок-схема полного алгоритма приведена на рисунке 3.3.
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Рис. 3.3. Блок-схема работы программного модуля
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Глава 4

Результаты моделирования

В данном разделе приведены результаты моделирования с использованием

программного комплекса, описанного в предыдущей главе. Валидация алгорит-

ма проводилась на ряде тестов (задача Терцаги, тест Манделя и тест на одно-

мерное неизотермическое расширение), для которых известно аналитическое

решение. Кроме того, был проведен ряд расчетов, моделирующих воздействие

на пласт добывающих и нагнетательных скважин при различных условиях с

целью оценки влияния геомеханических эффектов на процесс вытеснения.

4.1 Задачи термопороупругости

4.1.1 Задача Терцаги

В первом тесте моделировалась консолидация пороупругого материала под

воздействием внешней нагрузки (рисунок 4.1). Расчетная область имеет форму

параллелепипеда, размер области в латеральном направлении равны 𝐿𝑎 = 1 м,

в вертикальном — 𝐿𝑧 = 1 м. Нижняя грань области зафиксирована, а на боко-

вых гранях равны нулю горизонтальные перемещения. На боковых и нижней

грани задано условие непротекания, к верхней грани приложено постоянное вер-

тикальное напряжение 1 кПа. Поровое давление на верхней грани постоянно.
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Граничные условия имеют вид:

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝐿𝑎 : 𝑢𝑥 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0,

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝐿𝑎 : 𝑢𝑦 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0,

𝑧 = 0 : 𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0, 𝑢𝑧 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0,

𝑧 = 𝐿𝑧 : 𝜎𝑧 = const, 𝑝 = 0.

Рис. 4.1. Схема расчетной области для задачи Терцаги

Таблица 4.1. Значения входных параметров для задачи Терцаги

Параметр Значение
Модуль Юнга, 𝐸 14 ГПа
Коэффициент Пуассона, 𝜈 0.2
Модуль Био, 1/𝑁 13 ГПа
Коэффициент Био, 𝑏 0.79
Проницаемость, 𝑘 1, 9 · 10−13 м2

Вязкость, 𝜇 1 мПа · с
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Расчетная сетка состоит из 200 тетраэдров, причем в латеральном направ-

лении — 2 элемента, а в вертикальном — 100. Общее количество узлов — 1809.

Параметры модели представлены в таблице 4.1.

В работе Терцаги [106] приведено аналитическое решение рассматриваемой

задачи. Решение для порового давления и перемещений может быть записано

в виде [25]:

𝑝(𝑧, 𝑡) = 𝑝0 − 𝑝0

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚

[︃
erfc

(2𝑚+ 1)𝐿𝑧 − (𝑧 − 𝐿𝑧)√
4𝑐𝑡

+

+erfc
(2𝑚+ 1)𝐿𝑧 + (𝑧 − 𝐿𝑧)√

4𝑐𝑡

]︃
,

𝑢𝑧(𝑧, 𝑡) = 𝑢0 + 𝑐𝑚𝛾𝜎0 [(𝐿𝑧 − 𝑧)−

−8
𝐿𝑧

𝜋2

∞∑︁
𝑚=0

1

(2𝑚+ 1)2
exp

(︃
− (2𝑚+ 1)2𝜋2𝑐𝑡

4𝐿2
𝑧

)︃
× cos

(︃
(2𝑚+ 1)𝜋𝑧

2𝐿𝑧

)︃]︃
,

где

𝛾 =
𝐵(𝑧 + 𝜈𝑢)

3(1− 𝜈𝑢)
, 𝑐𝑚𝛾 =

𝜈𝑢 − 𝜈

2𝐺(1− 𝜈)(1− 𝜈𝑢)
, 𝑐 =

2𝑘𝐺(1− 𝜈)(𝜈𝑢 − 𝜈)

𝜇𝑏2(1− 2𝜈)2(1− 𝜈𝑢)
,

𝐺 — модуль сдвига, 𝜈𝑢 — недренированный коэффициент Пуассона,

𝐵 = 𝑏𝑚/(𝐾 + 𝑏2𝑁) — коэффициент Скемптона.

На рисунках 4.2 и 4.3 приведено сравнение зависимости порового давления

и вертикальных перемещений соответственно от высоты для рассчитанного и

аналитического решения в интервале времен от 5 до 100 с. В результате полу-

чено хорошее совпадение с аналитическим решением.
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Рис. 4.2. Сравнение рассчитанного нормированного давления с аналитическим
решением для моментов времени 5-100 с.

Рис. 4.3. Сравнение динамики изменения рассчитанного нормированного пере-
мещения с аналитическим решением
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4.1.2 Тест Манделя

В работе Манделя [107] рассматривался случай трехмерной консолидации

пороупругого материала, при котором наблюдается немонотонная динамика из-

менения порового давления с течением времени (эффект Манделя-Крайера).

В оригинальной постановке рассматривается образец пороупругого материала

длиной 2𝑎 и высотой 2𝑏, насыщенного флюидом (рисунок 4.4). Образец закреп-

лен между двумя жесткими вертикальными непроницаемыми пластинами, к

верхней грани приложена распределенная нагрузка с силой 2𝐹 .

Рис. 4.4. Схема расчетной области для теста Манделя

В силу симметрии задачи для тестовых расчетов рассматривалась 1/8 часть

образца. Таким образом, граничные условия в данной постановке имеют вид:

𝑥 = 0 : 𝑢𝑥 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0,

𝑥 = 𝑎 : 𝜎𝑥 = 0, 𝑝 = 0,

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑎 : 𝑢𝑦 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0,

𝑧 = 0 : 𝑢𝑧 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0,

𝑧 = 𝑏 :

𝑎∫︁
0

𝜎𝑧(𝑥, 𝑏, 𝑡)𝑑𝑥 = −𝜎0𝑎,
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0.
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Таблица 4.2. Значения входных параметров для теста Манделя

Параметр Значение
Модуль Юнга, 𝐸 14 ГПа
Коэффициент Пуассона, 𝜈 0.2
Модуль Био, 𝑏 13 ГПа
Коэффициент Био, 1/𝑁 0.79
Проницаемость, 𝑘 1, 9 · 10−13 м2

Вязкость, 𝜇 1 мПа · с

Размеры образца составляли 1 × 1 × 1 м. Расчетная сетка является равно-

мерной в каждом направлении. Общее количество элементов — 48000, узлов —

78182. Вертикальное напряжение, действующее на верхнюю грань, равно 1 кПа.

Начальное давление и перемещения равны нулю. Значения параметров среды

и флюида приведены в таблице 4.2.

Аналитическое решение для данной задачи представлено в [108] и имеет вид:

𝑝(𝑥, 𝑡) =
2

3
𝜎0𝐵(1 + 𝜈𝑢)×

×
∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

(︃
cos

𝜆𝑚𝑥

𝑎
− cos𝜆𝑚

)︃
exp

(︃
−
𝜆2𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︃
,

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) =

[︃
𝜎0𝜈

2𝐺
−
𝜎0𝜈𝑢

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚
exp

(︃
−
𝜆2𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︃]︃
𝑥+

+
𝜎0𝑎

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚
sin

𝜆𝑚𝑥

𝑎
exp

(︃
−
𝜆2𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︃
,

𝑢𝑧(𝑧, 𝑡) =

[︃
−
𝜎0(1− 𝜈)

2𝐺
+
𝜎0(1− 𝜈𝑢)

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚
exp

(︃
−
𝜆2𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︃]︃
𝑧,

где 𝜆𝑚 — решение уравнения

tg 𝜆𝑚 =
1− 𝜈

𝜈𝑢 − 𝜈
𝜆𝑚.

Сравнение рассчитанных распределений порового давления вдоль оси 𝑥 и

проекции перемещения вдоль осей 𝑥 и 𝑧 в сравнении с аналитическим решением

для моментов времени 0.00625 — 0.325 с представлены на рисунке 4.5.
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Рис. 4.5. Распределение нормированного порового давления вдоль оси 𝑥 (свер-
ху), проекция нормированного перемещения по 𝑥 (по центру) и 𝑧 (снизу) ком-
поненте
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4.1.3 Одномерное неизотермическое расширение

В данном тесте рассматривается одномерная задача термической деформа-

ции образца (рисунок 4.6). Размеры образца: 𝑎 × 𝑎 × ℎ. Основание образца

закреплено, боковые границы допускают только вертикальные перемещения,

верхняя граница свободна. Предполагается, что образец термически изолиро-

ван и в начальный момент времени имеет температуру 𝑇0. Верхняя граница

имеет постоянную температуру, равную 𝑇0 + 𝜃0. С учетом данной постановки

граничные условия имеют вид:

𝑧 = 0 : 𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0, 𝑢𝑧 = 0,
𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 0,

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 : 𝑢𝑦 = 0, 𝜎𝑥 = 0,
𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 0,

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑎 : 𝑢𝑥 = 0, 𝜎𝑦 = 0,
𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 0,

𝑧 = ℎ : 𝜎𝑧 = 0, 𝑇 = 𝑇0 + 𝜃0,

начальные условия:

𝑢(𝑡 = 0) = 0, 𝑇 (𝑡 = 0) = 𝑇0.

Рис. 4.6. Модель одномерного изотермического расширения
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Задача имеет аналитическое решение в образах преобразования Лапласа по

времени [109]:

𝜃(𝑧, 𝑠) =

(︃
𝜃0

𝑠

)︃
cosh(𝜇𝑧)

cosh(𝜇ℎ)
, 𝑤̃ =

(︃
𝜃0

𝜇𝑠

)︃(︃
𝛽

𝑀

)︃
sinh(𝜇𝑧)

cosh(𝜇ℎ)
,

где 𝜇 =
√︀
𝜌𝑐𝑣(𝑠𝐴/𝑘𝑀), 𝜃 = 𝜃(𝑧, 𝑠) и 𝑤̃ = 𝑤̃(𝑧, 𝑠) — температура и вертикальные

перемещения в образах преобразования Лапласа, 𝑠 — переменная Лапласа, 𝛽

— коэффициент температурной деформации,𝑀 и 𝐴 — компрессионные модули

деформации в изотермическом и адабатическом состоянии соответственно:

𝑀 =
𝐸(1− 𝜈)

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)
, 𝐴 =𝑀 +

𝛽2𝑇0

𝜌𝑐𝑣
.

Для получения точного решения в основных переменных был реализован

модуль вычисления обратного преобразования Лапласа, основанный на исполь-

зовании численного алгоритма Стефеста [110].

Сравнение численного и аналитического решений проводилось для момен-

тов времени от 10 до 200 ч. Параметры тестовых расчетов приведены в табли-

це 4.3. Результаты представлены на рисунках 4.7 и 4.8.

Таблица 4.3. Значения параметров для теста на одномерное изотермическое
расширение

Параметр Значение
Размер сетки 1 × 1 × 100 ячеек
Размер модели, 𝑎× 𝑎× ℎ 1 × 1 × 1 м
Модуль Юнга, 𝐸 14 ГПа
Коэффициент Пуассона, 𝜈 0.2
Коэффициент линейного расширения, 𝛼 10−5 1/K
Теплоемкость, 𝐶𝑝𝑠 2 МДж/(м3· К)
Теплопроводность, 𝜅 2 Вт/(м · К)
Начальная температура, 𝑇0 373 К
Температура на верхней границе, 𝑇0 + 𝜃0 573 К
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Рис. 4.7. Распределение температуры по образцу

Рис. 4.8. Вертикальное перемещение на верхней границе образца
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4.2 Моделирование теплового воздействия

на флюидонасыщенный пласт

Для демонстрации возможности практического применения программного

комплекса был проведен ряд расчетов по моделированию термического воздей-

ствия на флюидонасыщенный пласт. При проведении расчетов помимо стан-

дартных, учитывались следующие эффекты: разрушение среды, изменение про-

ницаемости пласта при его деформации, зависимость вязкости флюида от дав-

ления и температуры.

В качестве формулы, связывающей повреждаемость с параметрами среды,

используется явная зависимость параметра повреждаемости от деформации по-

роды [65]:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝜀 < 𝜀𝑐,

𝐷off

𝜀− 𝜀𝑐

𝜀off − 𝜀𝑐
, 𝜀𝑐 ⩽ 𝜀 ⩽ 𝜀off,

𝐷lim − (𝐷lim −𝐷off)
𝜀off

𝜀
, 𝜀 > 𝜀off,

(4.1)

где 𝜀 вычисляется по следующей формуле:

𝜀 =

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑖=1

⟨𝜀𝑖⟩2, ⟨𝜀𝑖⟩ =
𝜀𝑖 + |𝜀𝑖|

2
.

где 𝜀𝑖 — главные деформации. Параметры зависимости (4.1) принимались сле-

дующими: 𝐷lim = 1, 𝐷off = 1, 𝜀off = 0.015, 𝜀𝑐 = 0.0002. Данные значения приве-

дены в [65] и были получены для образцов песчаника.

Для моделирования зависимости проницаемости от параметров состояния

среды используется зависимость [72]:

𝑘 = 𝑘0 exp [−𝛽 (𝜎̃ − 𝛼𝑝)] , (4.2)

где 𝑘0 — начальное значение проницаемости, 𝜎̃ = 1/3(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 𝜎𝑧) — среднее

напряжение. В качестве коэффициентов формулы (4.2) использовались следу-

ющие значения [72]: 𝛼 = 0.1 МПа−1, 𝛽 = 0.05 МПа−1.

Для описания изменение вязкости флюида от состояния пласта используется

корреляция Беггса-Робинсона [99], широко используемая в нефтяном инжини-
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ринге:

𝜇 = 10𝑋 − 1, 𝑋 = 10𝑍𝑇−1.163, 𝑍 = 3.0324− 0.02023𝛾0, (4.3)

где 𝛾0 — удельная плотность флюида, измеряемая в 0𝐴𝑃𝐼 (безразмерная едини-

ца измерения, описывающая отношение плотности флюида к плотности воды).

Для перевода плотности нефти из системы СИ в 0𝐴𝑃𝐼 используется следующая

формула:

𝛾0 =
141.5

𝜌𝑜/1000 + 131.5
,

где 𝜌𝑜 — плотность флюида в кг/м3. Параметры модели, используемые в даль-

нейших расчетах, приведены в таблице 4.4.

Таблица 4.4. Значения входных параметров для модели термического воздей-
ствия на пласт

Параметр Значение
Толщина пласта, ℎ 1 м
Начальное пластовое давление, 𝑝0 200 бар
Начальная температура пласта, 𝑇0 100 ∘C
Начальное значение напряжения по направлению 𝑥, 𝜎0𝑥𝑥 300 бар
Начальное значение напряжения по направлению 𝑦, 𝜎0𝑦𝑦 330 бар
Модуль Юнга, 𝐸 20 ГПа
Коэффициент Пуассона, 𝜈 0.3
Модуль Био, 𝑁 10 ГПа
Модуль объемного сжатия флюида, 𝐾𝑓 3.3 ГПа
Коэффициент Био, 𝑏 0.79
Проницаемость, 𝑘 1 · 10−16 м2

Пористость, 𝜙 0.1
Вязкость, 𝜇 1 мПа · с
Плотность скелета, 𝜌𝑠 2100 кг/м3

Плотность флюида, 𝜌𝑓 1000 кг/м3

Коэффициент объемного температурного расширения
скелета, 𝛼𝑠 1 · 10−6 1/К
Коэффициент объемного температурного расширения
флюида, 𝛼𝑓 1 · 10−4 1/К
Удельная теплоемкость скелета, 𝑐𝑝𝑠 1000 Дж/(кг · К)
Удельная теплоемкость флюида, 𝑐𝑝𝑓 4200 Дж/(кг · К)
Эффективная теплопроводность, 𝜅 2 Вт / (м · К)
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4.2.1 Моделирование развития повреждаемости

вблизи нагнетательной скважины

В данном расчете рассматривается разрушение призабойной зоны нагнета-

тельной скважины при закачке теплоносителя в пласт при высоком давлении

в начальные моменты времени. Для оценки возникающих эффектов было про-

ведено моделирование в расчетной области размером 0.5 × 0.5 × 0.2 м, в углу

которой расположена скважина радиусом 0.1 м, нагнетающая флюид при тем-

пературе 300 0C с постоянной приемистостью 1 м3/сут. Начальное пластовое

давление — 200 бар, начальная температура — 100∘C, напряжения по осям 𝑥, 𝑦

и 𝑧 — 300, 330 и 550 бар соответственно, начальные деформации равны ну-

лю. Данные значения характерны для горных пород, находящихся в пластовых

условиях на глубине нескольких километров. Проницаемость и модуль Юнга

заданы в модели в соответствии с распределением Гаусса со средними значени-

ями из таблицы 4.4. Расчетная сетка построена с учетом измельчения вблизи

скважины (рисунок 3.2), общее количество конечных элементов сетки состав-

ляет 59508, узлов — 120183.

На рисунке 4.9 приведены поля динамических параметров на моменты вре-

мени 3, 6 и 12 часов. По результатам расчета можно видеть практически полное

разрушение коллектора в радиусе 0.2 м от скважины. При этом разрушение в

большей степени вызвано повышенным пластовым давлением (более 800 бар),

поскольку увеличение температуры в данной зоне незначительно. Также полу-

чено увеличение проницаемости в 2 раза по сравнению с начальной. Распреде-

ление компонент тензора деформаций на данные моменты времени приведены

на рисунке 4.10.

Для данной модели была проведена оценка влияния проницаемости на рас-

пределение поля давления. На рисунке 4.11 приведено сравнение распределения

поля давления в случае учета изменения проницаемости от состояния среды

(слева), а также в случае неизменной проницаемости (справа). В результате

проведенных расчетов получено различие в давлении более 50 бар.
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Рис. 4.9. Распределение параметра повреждаемости 𝐷, давления 𝑝, темпера-
туры 𝑇 , отношения текущей и начальной проницаемости 𝑘/𝑘0 через 3, 6 и 12
часов
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Рис. 4.10. Распределение латеральных компонентов тензора деформаций 𝜀𝑥𝑥, 𝜀𝑦𝑦
и 𝜀𝑥𝑦 через 3, 6 и 12 часов

Рис. 4.11. Сравнение поля давления на момент времени 12 часов при учете
изменения проницаемости (слева) и при постоянной проницаемости (справа)
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4.2.2 Моделирование термического воздействия на пласт

с добывающей и нагнетательной скважиной

В данном расчете моделируется реакция пласта при использовании системы

поддержания пластового давления, при котором нагнетательная скважина за-

качивает флюид при температуре 400∘C с приемистостью 0.2 м3/сут. Добываю-

щая скважина работает с постоянным забойным давлением 100 бар. Начальные

и граничные условия аналогичны предыдущему случаю.

Рассматривается трехслойный изотропный пласт размером 100 × 100 × 1 м.

Скважины расположены на противоположных концах диагонали пласта. Для

более корректного учета эффектов, возникающих в прискважинной зоне, рас-

четная сетка имеет локальное измельчение вдоль границы модели (рису-

нок 4.12). Механические граничные условия: 𝜉𝑥(𝑥 = 0) = 0, 𝜉𝑦(𝑦 = 0) =

0, 𝜉𝑧(𝑧 = 0) = 0, 𝑡𝑥(𝑥 = 100) = 300 бар, 𝑡𝑦(𝑦 = 100) = 300 бар, 𝑡𝑧(𝑧 = 1) = 550

бар. Фильтрационные и термические граничные условия: термически изолиро-

ванная непроницаемая граница.

Моделировалась разработка пласта в течении 5 лет. По результатам расче-

тов оценивалось изменение давления, температуры, параметра повреждаемости

и проницаемости со временем. Распределения полей соответствующих величин

через 6, 12 и 60 месяцев приведены на рисунках 4.13. Распределение латераль-

ных компонент тензора напряжений приведено на рисунке 4.14.

Рис. 4.12. Расчетная сетка для модели с нагнетательной и добывающей сква-
жинами
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Рис. 4.13. Распределение давления 𝑝 (1 ряд), температуры 𝑇 (2 ряд), параметра
повреждаемости 𝐷 (3 ряд), проницаемости 𝑘 (4 ряд) через 6 месяцев (слева),
12 месяцев (по центру) и 5 лет (справа)
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Рис. 4.14. Распределение латеральных компонентов тензора напряжений
𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦 и 𝜎𝑥𝑦 через через 6 месяцев (слева), 12 месяцев (по центру) и 5 лет
(справа)

Также был проведен расчет данной модели без учета повреждаемости. Срав-

нение распределений компоненты 𝜀𝑥𝑥 тензора деформаций на момент времени

5 лет для случаев учета и в отсутствие учета повреждаемости приведено на ри-

сунке 4.15. Из данного рисунка видно, что учет разрушения породы существен-

но влияет на расчет напряженно-деформированного состояния (для данного

теста различие в значениях тензора деформаций достигает 20%).
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Рис. 4.15. Компонента 𝜀𝑥𝑥 тензора деформаций на момент времени 5 лет при
учете (слева) и в отсутствие учета (справа) повреждаемости

4.2.3 Моделирование развития трещиноватости

при закачке теплоносителя

Рассмотрим задачу об образовании зоны повреждаемости в окрестности на-

гнетательной скважины при закачке в нее горячей жидкости под давлением,

превышающим пластовое. Данная задача является некоторым аналогом задачи

о самопроизвольном развитии трещины гидроразрыва пласта (ГРП). Конечно,

рассматриваемая постановка не описывает развитие трещины как уединенного

объекта, поскольку для этого необходимо применение других моделей, каче-

ственно отличающихся от рассматриваемой. Однако, можно ожидать, что ка-

чественное поведение зоны разрушения имеет ряд особенностей, характерных

для «настоящей» трещины ГРП. В частности, это характерная (уплощенная)

форма зоны разрушения и ее ориентация относительно направлений главных

напряжений. Отметим также, что целью представленного ниже расчета не явля-

ется моделирование динамики зоны разрушения в содержательной прикладной

постановке. Описанный ниже расчет демонстрирует основные возможности ис-

пользованной математической модели, алгоритмов и программной реализации.
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Рассматриваемая модель имеет пять слоев, размеры модели 50×50×5 м. В

центре модели расположена нагнетательная скважина, закачивающая флюид

при постоянном давлении 800 бар и температуре 400 0С. Начальное пласто-

вое давление составляет 200 бар, температура — 100 0С, полные (сжимающие)

напряжения по направлению 𝑥, 𝑦 и 𝑧 соответственно 300, 550 и 700 бар.

Для более корректной оценки продвижения фронта разрушения, связанного

с ростом трещин, требуется ввести дополнительные условия в выражение для

параметра повреждаемости (4.1). В соответствии с [111] в качестве такого усло-

вия введено требование, что повреждаемость изменяется, если максимальное

значение главных компонентов тензора эффективных напряжений было боль-

ше некоторого порогового значения, то есть:

𝜎eff = 𝐶 : 𝜀 > 𝜎max.

Значение 𝜎max в данных расчетах принималось равным 100 бар.

Моделировалась закачка флюида в течении 5 сут. Распределение поврежда-

емости, давления и температуры на различные моменты времени показано на

рисунке 4.16. Латеральные компоненты тензора напряжений приведены на ри-

сунке 4.17.

В центре модели можно выделить область в форме эллипса (рисунок 4.18),

соответствующую диффузному разрушению вокруг скважины. Размер обла-

сти на момент времени 5 суток равен 30 × 20 м, среднее значение параметра

повреждаемости в этой области равно 0.2, а проницаемость в ней увеличена

примерно в 12 раз. Резкий переход из области разрушения в неповрежденную

область связан с введением критерия на пороговое значение тензора эффектив-

ных напряжений, приведенного выше.
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Рис. 4.16. Распределение параметра повреждаемости 𝐷 (1 ряд), давления 𝑝 (2
ряд), температуры 𝑇 (3 ряд), проницаемости 𝑘 (4 ряд) через 1 сутки (слева), 2
суток (по центру) и 5 суток (справа)
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Рис. 4.17. Распределение латеральных компонентов тензора напряжений
𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦 и 𝜎𝑥𝑦 через через 1 сутки (слева), 2 суток (по центру) и 5 суток (справа)

Рис. 4.18. Зона с наибольшим разрушением
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Рис. 4.19. Вклад различных параметров в изменение среднего напряжения (в
долях) на момент времени 30 суток

Для данного расчета была проведена оценка вклада различных эффектов в

напряженно-деформированное состояние пласта. Представим выражение (1.43)

для тензора полных напряжений в виде:

∆𝜎 = 𝜎𝜀 − 𝜎𝑝 − 𝜎𝑇 − 𝜎𝐷,

где

𝜎𝜀 = 𝐶 : ∆𝜀 — деформационная часть,

𝜎𝑝 = 𝑏∆𝑝 — фильтрационная часть,

𝜎𝑇 = 𝐶 :𝛼𝑇∆𝑇 — термическая часть,

𝜎𝐷 = 𝐷 ·𝐶 : ∆𝜀 — часть, связанная с разрушением.

На рисунке 4.19 приведено распределение долей каждой компоненты на мо-

мент времени 30 суток, где каждая компонента тензора полных напряжений

нормировалась на величину:

Σ = |𝜎𝜀|+ |𝜎𝑝|+ |𝜎𝑇 |+ |𝜎𝐷|.
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Из рисунка 4.19 видно, что основной вклад в напряженно-деформированное

состояние вносят деформационные и фильтрационные процессы. Вклад разру-

шения в поврежденной области составляет порядка 15%, а термических эффек-

тов — менее 10 %.

4.2.4 Моделирование работы скважины

в слоистом пласте

В данном расчете моделировалась закачка горячего флюида в пласт с раз-

личными свойствами по слоям. Рассматривалась модель размером 50×50×5 м,

имеющая 5 слоев. Проницаемость и модуль Юнга в каждом пропластке заданы

в соответствии с лог-нормальным распределением. Средние значения величин

приведены в таблице 4.5, их распределение изображено на рисунках 4.20 и 4.21.

Значения прочих параметров в таблице 4.4.

В углу модели расположена нагнетательная скважина, полностью вскры-

вающая пласт и закачивающая флюид с приемистостью 1 м3/сут при темпе-

ратуре 400 𝑜C. Предполагалось, что распределение закачиваемого флюида по

пропласткам прямо пропорционально проницаемости соответствующего слоя.

Моделировалась работа скважины в течение 30 сут. Распределение парамет-

ра повреждаемости, давления и температуры на различные моменты времени

показано на рисунках 4.22, 4.23 и 4.24 соответственно.

Рис. 4.20. Начальное распределение модуля Юнга в модели

99



Рис. 4.21. Начальное распределение проницаемости в модели

Таблица 4.5. Средние значения проницаемости и модуля Юнга по слоям

Номера слоев
Проницаемость, мД Модуль Юнга, ГПа
Среднее Дисперсия Среднее Дисперсия

1 1 0.1 30 5
2-4 0.1 0.01 10 2
1 1 0.1 30 5

В данном тесте оценивался вклад каждого эффекта в энергию скелета. Для

этого суммарная энергия скелета, вычисляемая по формуле (1.44), была раз-

делена на компоненты, соответствующие вкладу деформационных эффектов

(𝐸𝑠𝜉), влияния порового давления (𝐸𝑠𝑝), влияния неизотермичности (𝐸𝑠𝑇 ) и за-

траты энергии на разрушение (𝐸𝑠𝐷):

∆𝐸𝑠 = ∆𝐸𝑠𝜉 +∆𝐸𝑠𝑝 +∆𝐸𝑠𝑇 −∆𝐸𝑠𝐷,

где

∆𝐸𝑠𝜉 =
(︀
𝜎0 + 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 : 𝛼

)︀
: ∆𝜀, ∆𝐸𝑠𝑝 =

(︂
𝑝0

1

𝑁
− 𝑇 0𝛼𝜙

)︂
∆𝑝,

∆𝐸𝑠𝑇 =
(︀
𝐶𝑝𝑠 − 𝛼𝜙𝑝

0
)︀
∆𝑇, ∆𝐸𝑠𝐷 = 𝑌 0∆𝐷.
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Рис. 4.25. Распределение компонент энергии по времени

График изменения величины каждой компоненты представлен на рисун-

ке 4.25. Из данного графика можно сделать вывод, что наибольший вклад во

внутреннюю энергию скелета вносит изменение температуры. Вклад порового

давления и деформаций на несколько порядков меньше.
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Глава 5

Заключение

В диссертационной работе приведено описание физико-математической мо-

дели для описания эволюции термопороупругой среды с разрушением. Модель

является термодинамически согласованной за счет выполнения второго закона

термодинамики и является пригодной для проведения расчетов прикладного

характера. Система уравнений модели состоит из фундаментальных законов

сохранения и замыкается термодинамически согласованными определяющими

соотношениями, полученными с использованием процедуры Колмана-Нолла.

Разрушение среды учитывается с использованием подхода континуальной меха-

ники разрушений. В работе проведен обзор существующих экспериментальных

зависимостей параметра повреждаемости и фильтрационно-емкостных свойств

от параметров среды. Для разработанной модели представлен вычислитель-

ный алгоритм, основанный на методе конечных элементов. Данный алгоритм

реализован в виде программного комплекса, позволяющего проводить расчеты

эволюции термопороупругой среды с учетом разрушения в реалистичных по-

становках. Валидация разработанного алгоритма проводилась на ряде тестов

для термопороупругости, кроме того были проведены расчеты по моделирова-

нию термического воздействия на нефтяной пласт.

Основными результатами диссертационной работы являются:

1. Термодинамически согласованная физико-математическая модель разру-

шения пороупругой среды, учитывающая деформационные, фильтраци-

онные и неизотермические эффекты, пригодная для анализа эффектив-

ности современных и перспективных тепловых методов увеличения неф-

теотдачи.
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2. Неявный численный алгоритм расчета эволюции термопороупругой среды

с учетом разрушения на основе метода конечных элементов с применением

неструктурированных тетраэдральных сеток.

3. Программный комплекс для моделирования термического воздействия на

пороупругую среду с учетом разрушения, а также результаты проведен-

ных валидационных и тестовых расчетов, подтверждающих корректность

разработанных алгоритмов.

В рамках дальнейшего развития данной работы предполагается расшире-

ние физико-математической модели на случай многофазной фильтрации, учет

химических реакций и фазовых переходов, а также усложнение PVT модели

флюидов (учет зависимости физико-химических свойств флюида от состояния

среды). Кроме того планируется исследовать эффективность различных подхо-

дов к выбору оптимальных алгоритмов решения систем линейных уравнений,

а также ускорить расчет за счет использования параллельных вычислений.
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