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Введение 

Актуальность работы. 

Задача вычислительного моделирования прочности материалов и конструкций является 

одной из важнейших инженерных задач. Одним из основных механизмов разрушения является 

рост и объединение микродефектов среды, называемых трещинами. Рост трещин может иметь 

различную природу. Это может быть хрупкое разрушение под действием больших нагрузок, 

короззийное разрушение под действием сочетания химических и механических процессов, рост 

усталостных трещин под действием циклических нагрузок или рост трещин под действием 

внутреннего давления, который может быть как умышленным, как в процессе гидроразрыва, 

где рост трещин под давлением закачиваемой жидкости увеличивает проницаемость 

нефтенесущих пластов, так и случайным, как рост трещин в зданиях или дорожном покрытии, 

когда попавшая в полости материала вода расширяется при замерзании. 

Задачи математического моделирования процессов роста трещин и их взаимного влияния 

приобретают особую актуальность в свете разработки вычислительных кодов для 

предсказательного моделирования роста и взаимодействия трещин в различных средах, 

включая конструкционные материалы или взаимодействие трещин гидроразрыва с природными 

разломами или другими трещинами при многостадийном ГРП. При этом, учитывая большую 

относительную протяженность системы трещин по сравнению с толщиной отдельной трещины. 

задача вычислительного моделирования механики трещин становится сложной ввиду малости 

расчетной ячейки, сравнимой с толщиной трещины и, как следствие, необходимости введения 

большого количества ячеек в трехмерной расчетной области. Поэтому, встает актуальная задача 

применения точных фундаментальных решений уравнений теории упругости для сокращения 

времени вычислений. В диссертации разрабатываются методы граничных элементов для 

решения интегральных уравнений и технологии их применения в задачах взаимодействия и 

ветвления трещин в материалах. Применение таких методов позволяет понизить размерность 

решаемой задачи: для трехмерных объектов ограничиться рассмотрением сеток только на 

двумерных границах, а для двумерных задач ограничиться рассмотрением условий на кривых, 

отображающих каждую тещину или свободную границу. Решение же во всей области 

получается как линейная комбинация фундаментальных решений с соответствующими весами, 
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определяемыми из граничных условий. Это позволяет достичь существенного сокращения 

времени вычислений. Механика разрушения и, в частности, механика трещин активно 

развивалась на протяжении прошлого века, было получено много точных решений, множество 

задач были или решены или достаточно хорошо изучены. Так были получены критерии роста 

трещин, в том числе и критерии определения направления дальнейшего роста. Изучены 

вопросы распространения усталостных трещин, получены зависимости скорости их роста от 

перепадов приложенных нагрузок. Существенное развитие получили задачи моделирования 

трещин гидроразрыва, получены как аналитические, так и множество численных решений. Для 

статических задач о нагружении тел, ослабленных трещинами, получено множество 

аналитических решений в плоских случаях для различного взаминого расположения трещин и 

границ тела, а также получено некоторое количество аналитических решений для трехмерных 

случаев.  

Таким образом, задачи с одиночными трещинами достаточно хорошо изучены в 

различных их аспектах, в том числе и в вопросе роста криволинейных трещин. Задачи с 

множественными трещинами сильно более тщательно изучены в статической постановке. 

Задачи же взаимодействия растущих трещин изучены заметно слабее ввиду того, что решение 

большинства из них возможно только численно, а множество параметров взаимодействия 

усложняет получение каких-либо общих законов и закономерностей. 

Также одной из важных проблем моделирования трещин и, особенно, взаимодействия 

трещин, является нелинейность данной задачи в случае, если берега какого-либо участка 

трещин сомкнутся. В таком случае граничные условия на сомкнутом участке меняются, что 

требует иного подхода к численному решению данных задач. Такая проблема встречается при 

моделировании взаимодействия трещин гидроразрыва с природными разломами, а также в 

других условиях, когда трещина растет в среде, находящейся под действием сжимающих 

напряжений. 

В данной работе исследовано взаимодействие растущих криволинейных трещин и 

получены оценки взаимного влияния трещин на траекторию и прочностные характеристики в 

зависимости от взаимного расположения трещин. 

Предложенная в данной работе модификация метода разрывных смещений позволяет 

решать нелинейные задачи с частично закрытыми системами трещин без необходимости 

итеративного пересчета всей матрицы коэффициентоа метода, что существенно уменьшает 

вычислительную сложность данной задачи.   
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Цели работы. 

Одной из основных целей данной работы является оценка необходимости применения 

моделей криволинейного роста трещин в задачах взаимодействия трещин друг с другом или с 

другими неоднородностями среды. Ввиду более высокой по сравнению с моделями 

прямолинейных трещин вычислительной сложности данные модели зачастую не применяются 

в ситуациях, где они необходимы. Кроме того возможны и случаи, где без их применения 

можно обойтись, не теряя существенно в точности. 

Одним из случаев, которые следует исследовать, является взаимодействие трещины с 

малыми дефектами среды. Так вопрос предсказания треактории трещины в среде, содержащей 

множество дефектов является достаточно малоизученным и может быть применимым для задач 

о росте трещин в неоднородных средах. Также важным является вопрос взаимодействия 

трещин с другими существующими в среде трещинами. Одной из наиболее удобных 

характеристик для оценки систем трещин является коэффициент влияния: отношение 

вычисляемых значений коэффициентов интенсивности в кончиках трещин системы к их 

теоретическим значениям для одиночной трещины той же длины. Коэффициенты 

интенсивности напряжений позволяют прогнозировать рост и направление движения трещин, а 

коэффициент влияния – сравнивать возможности роста трещин системы в различных 

направлениях с известными результатами для одиночных трещин. Оценка данных 

коэффициентов может упростить оценку необходимости применения разрабатываемой модели 

в различных случаях.  

Другим важным вопросом является взаимодействие активной трещины с закрытыми 

трещинами, оценка условий, при которых эти трещины будут активироваться и открываться, а 

также оценка взаимного влияния этих трещин, что может быть полезно в задачах оценки 

взаимодействия трещин гидроразрыва с природными разломами или сушествующими 

трещинами гидроразрыва. 

 

Научная новизна работы. 

В работе предложен новый метод, позволяющий моделировать рост криволинейных 

трещин с учетом взаимного влияния трещин и возможного смыкания берегов трещин под 

действием сжимающих напряжений. 

С использованием разработанного метода в работе впервые исследовано взаимное 

влияние растущих криволинейных трещин в упругой плоскости и получены критерии оценки 

исходов их взаимодействия. Исследовано влияние трещины на траекторию и возможность 

роста окружающих трещин.  
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С использованием разработанного метода впервые показана устойчивость траектории 

трещины нормального отрыва к малым отклонениям и дефектам среды, а также изучено 

влияние случайных отклонений на траекторию роста трещины. 

 

Достоверность результатов 

Предложенный в работе метод решения задачи о росте криволинейных трещин основан на 

граничноэлементном методе разрывных смещений, показавшем свою эффективность в решении 

задач для тела, ослабленного наличием трещин. Достоверность полученных результатов 

установлена путем сравнения с имеющимися аналитическими решениями и 

экспериментальными данными. Определены границы применимости данного метода. В 

пределах границ применимости показано хорошее совпадение численных характеристик и 

траектории трещины. Дальнейшее исследование проведено с учетом границ применимости, в 

которых верификация показала надѐжность и достоверность результатов используемого 

численного метода.  

 

Теоретическая и практическая ценность работы. 

Теоретическая ценность работы заключается в разработанных методах, которые могут 

быть использованы в других задачах моделирования роста трещин при наличии контакта между 

их берегами. Показанная устойчивость траекторий растущих трещин к малым отклонениям 

позволяет использовать разработанные методы и в задачах с неоднородными средами или с 

наличием других дефектов. Прикладная ценность работы связана с полученными критериями 

необходимости применения моделей криволинейного роста для задач взаимодействия растущих 

трещин. Такая задача часто встречается при проведении гидроразрыва, как в формате 

взаимодействия трещины гидроразрыва с естественными разломами, так и в виде 

взаимодействия трещин при многостадийном гидроразрыве пласта.  

 

Положения, выносимые на защиту. 

1. Предложен новый метод моделирования роста криволинейных трещин в упругой 

среде в плоской постановке. Модель развития трещины учитывает наличие нескольких трещин 

произвольной конфигурации с учетом возможного контакта берегов трещин.  

2. Разработан и программно реализован вычислительный алгоритм для анализа 

развития системы трещин с учетом контактных условий на их берегах.  Проведена его 

верификация и валидация. Показано точное (с отклонением менее 3%) совпадение численно 

предсказанной траектории растущей криволинейной трещины с экспериментом, а также 
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устойчивость предложенного метода моделирования по отношению к выбору параметров 

алгоритма. 

3. Показано, что траектория трещины при наличии внешнего перепада напряжений 

устойчива к малым возмущениям еѐ начального состояния и траектории, в том числе 

случайным. Это обосновывает применимость разработанного метода для анализа развития 

систем трещин в неодородных материалах или средах с дефектами, если характерный размер 

неоднородностей много меньше масштабов задачи.   

4. С использованием разработанного метода определены критерии взаимодействия 

изначально параллельных трещин в ходе их роста. Определен характер зависимости 

критического расстояния между трещинами от режима нагружения и их длин. 

Обзор литературы 

Вопросы прочности и разрушения материалов были актуальны с древних времен. С тех же 

времен эти вопросы были связаны с ростом трещин, начиная от наблюдения, что кирпичи или 

каменные блоки выдерживают серьѐзную нагрузку при сжатии, но легко разламываются при 

растяжении. Так каменные мосты приобрели свою арочную форму, за счет которой 

собственный вес конструкции обеспечивал сжимающие напряжения в каменных блоках. В то 

же время и даже раньше нашло своѐ применение контролируемое объединение трещин. Одним 

из древнейших способов добычи каменных блоков являлось вбивание множества клиньев, 

которые, во-первых обеспечивали растягивающие напряжения, а во-вторых создавали 

зародышевые трещины, которые при объединении приводили к тому, что большой кусок 

породы откалывался практически по плоскости, берущей начало из линии клиньев (Рис. 1). 

 

Рисунок 1. схематическое изображение раскола камня при помощи клиньев. 

С переходом к стальным конструкциям, выдерживающим большие растягивающие 

нагрузки, обнаружилось ещѐ одно свойство материалов: разрушение при циклических 
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нагрузках, не превосходящих критические. Этот эффект был вызван ростом и объединением 

усталостных трещин, но в то время ещѐ не был объяснен. 

Основополагающей работой в исследовании трещин принято считать работу Гриффитса 

[1]. В ней он сформулировал энергетический критерий развития трещины, в соответствии с 

которым трещина растет, если интенсивность высвобождающейся при этом потенциальной 

(упругой) энергии   достигает критического значения    , равного плотности поверхностной 

энергии. Этот критерий показал хорошее совпадение с экспериментами для хрупких 

материалов наподобие стекла. С другой стороны для конструкционных материалов выводы 

Гриффитса экспериментами не подтверждались, поскольку высвобождающаяся потенциальная 

(упругая)  энергия расходовалась на необратимые пластические деформации материала.  

Учет пластических свойств материалов был реализован в работах Ирвина [2] и Орована 

[3], где они независимо друг от друга экспериментально показали, что пластическая 

деформация в металлах возникает в малой окрестности кончика трещины. Был также 

сформулирован принцип квазихрупкого разрушения: поскольку область пластической 

деформации мала в сравнении с размерами тела и трещин, то поток упругой энергии 

рассчитывается из упругого решения, но расходуется эта энергия не только на образование 

новой свободной поверхности трещин, но и на необратимые пластические деформации. В 

работах Вестгарда [4] были получены аналитические формулы для напряжений и деформаций 

вблизи кончика трещины, а затем в работе Вильямса [5] было показано, что напряжения и 

деформации в окрестности кончика трещины (рис.2) определяются значениями коэффициентов 

интенсивности напряжений (КИН).  В зависимости от приложенной нагрузки выделяют три 

основных вида трещин: трещина нормального отрыва, трещина продольного сдвига и трещина 

антиплоской деформации, которым соответствуют три коэффициента интенсивности 

напряжений, обозначаемые, соответственно,            .  В случае преобладания одного из 

коэффициентов интенсивности применим критерий, сформулированный Ирвином [6]: рост 

трещины происходит, если КИН достигает критического значения. В плоских задачах это 

значение называют трещиностойкостью и обозначают    .   

 

Рисунок 2. Компоненты тензора напряжений в окрестности трещины.   расстояние от 

кончика,   угол отклонения от оси трещины. 

𝑥 

𝜎𝜗𝜗 𝜗 

𝜎𝑟𝑟 𝜎𝑟𝜗 
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Силовой и энергетический критерий роста трещин можно назвать первыми критериями 

линейной механики разрушения. Еще одним критерием, позволяющим учитывать пластические 

деформации, стал силовой критерий Баренблатта [7-9], в котором распространение трещин 

определяется модулем сцепления  , характеризующим действие сил сцепления в окрестности 

кончика трещины. В простейших случаях все три этих критерия эквивалентны между собой 

[10]. В работе Райса [11] был предложен способ расширить эти критерии на материалы с 

большой зоной пластической деформации. В качестве характеристики скорости выделения 

энергии на единицу новой поверхности при разрушении был предложен интеграл Райса или J-

интеграл. В работах Хатчинсона [12], Райса и Росингерна [13] было показано, что J-интеграл 

может быть применен в качестве силовой характеристики трещин для материалов с зоной 

больших пластических деформаций. Также было показано взаимоотношение этого интеграла и 

коэффициентов интенсивности деформаций. Это делает J-интеграл более удобным параметром 

для критериев роста трещин в случае сложного нагружения. Методы определения прочности на 

разрушение с использованием J-интеграла показали хорошее совпадение с 

экспериментальными данными [14].  

Для случаев сложных нагружений, когда модель прямолинейной трещины неприменима, 

были разработаны критерии определения направления роста трещины. Первыми из них стали 

двумерные критерии, относящиеся к плоской задаче для случая, когда антиплоские деформации 

не учитываются и       . Первым из них является критерий максимальных растягивающих 

напряжений, предложенный Эрдоганом и Сих [15]. В нем используется разложение Вильямса, в 

котором напряжения в окрестности кончика трещины выражаются через коэффициенты 

интенсивности напряжений       . В цилиндрической системе координат компоненты тензора 

напряжений принимают вид  
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где конечное слагаемое   обычно игнорируется в бесконечно малой окрестности кончика 

трещины.  Согласно предложенному критерию, трещина при заданных КИН будет 

распространяться в направлении  , для которого кольцевые растягивающие напряжения     

будут максимальными, что дает соотношение на КИН: 

                   =0 
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которое позволяет получить явное выражение для угла поворота: 

         (
  √               

       
+   

Следующим критерием является предложенный Сих [16] критерий минимальной 

плотности энергии деформаций. Согласно этому критерию трещина распространяется в 

направлении, для которого достигается минимум функции плотности энергии деформаций, 

которая для однородного изотропного материала имеет вид  

  
 

 
  

 

 
       

где    коэффициент плотности энергии деформаций, и в окрестности кончика плоской 

трещины может быть выражен через КИН: 

       
                  

  

где 

    
   

  
                    

    
   

  
                 

    
   

  
                                    

Здесь   модуль Юнга,   коэффициент Пуассона. Трещина распространяется, если 

минимальная величина коэффициента плотности энергии деформаций достигает критического 

значения      . Особенностью данного метода является то, что в отличие от критерия 

максимальных растягивающих напряжений, коэффициент Пуассона материала оказывает 

влияние на направление роста трещины. Сравнение с экспериментальными данными [17], 

впрочем, показывает, что данный критерий имеет меньшую точность, чем критерий 

максимальных растягивающих напряжений. 

Другим подходом являются критерии, основанные на предположении, что рост трещины 

происходит в таком направлении, для которого значение скорости высвобождения упругой 

энергии G будет наибольшим после возникновения новой поверхности при распространении 

под углом   к текущему направлению трещины. А критерием распространения является 

достижение критического значения             . Скорость высвобождения упругой 

энергии G может быть выражена через КИН: 
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  В работе Нуизмера [18] предполагается, что при малом приращении трещины значения 

КИН изменятся мало, что позволяет использовать значения КИН в момент  . Далее с 

использованием разложения Вильямса получается, что угол, для которого           будет 

максимальным, совпадает с углом  , получаемым из критерия максимальных растягивающих 

напряжений. В работе Аместой [19] предположение о малом изменении КИН не делается. Угол 

поворота трещины определяются итерационно, пока не будет найден такой угол  , при котором 

значение G будет максимальным при распространении под этим углом на малое расстояние   .  

Также были предприняты и попытки получить приближенный критерий на основе 

экспериментальных данных. Ричард, в своей работе [17] воспользовался квадратичным 

приближением и получил простую форму критической кривой для коэффициентов 

интенсивности напряжений и угла поворота трещины: 
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]  

Здесь положительным значениям     соответствуют отрицательные углы поворота  , а 

отрицательным значениям    , соответственно, положительные. В работе были использованы 

результаты экспериментов по определению прочности образцов из стали при сложном 

нагружении. Наилучшее совпадение прочности и углов поворота обеспечивается при выборе 

параметров, равных        ,         ,         . 

Дальнейшим развитием критериев роста трещин можно назвать промежуточные между 

двумерными и трехмерными методы, в которых учитывается влияние      на НДС в 

окрестности фронта трещины, но направление роста описывается только углом  . Такие методы 

представлены в работах [20-25]. Следующим шагом являются трехмерные критерии 

распространения трещин, учитывающие не только первые две моды: раскрытие и сдвиг, но и 

кручение (Рис.3). 

  

Рисунок 3. различные моды роста трещин при сложном нагружении. 
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Для ранее приведенных критериев в свое время были разработаны и трехмерные 

варианты.  В работе [26] представлен трехмерный критерий максимальных растягивающих 

напряжений, а в работе [27] проведена его валидация на экспериментальных данных по 

разрушению образцов с наклонным пропилом под действием растяжения и кручения. В работе 

[28] рассмотрен трехмерный случай критерия минимальной плотности энергии деформаций, а в 

работах [29-31] – критерия максимальной скорости высвобождения упругой энергии. В работе 

[17] также представлен трехмерный вариант критерия Ричарда, дающий простое выражение, 

как для угла  , так и для угла кручения  . 

 Рассмотрение подобных задач приводит не только к усложнению формул расчета, но и к 

фундаментальным сложностям, поскольку, как показано в работах [32-34] при соотношении 

            фронт трещины разрушается на множество мелких трещин, которые потом 

сливаются образовывая новый фронт[35,36]. Таким образом, для корректного моделирования 

роста трещины в таких условиях требуется учет не только локального состояния в данном 

участке фронта трещины, но и глобальный учет состояния всего фронта. Более подробное 

исследование критериев применимых к трехмерному росту трещины приведено в работе [37]. 

Помимо рассмотрения более сложных режимов нагружений, немало работ посвящено 

уточнению имеющихся критериев роста к реальным экспериментам. Большинство 

классических критериев при определении угла поворота трещины не учитывают особенности 

материала. Так для критерия максимальных растягивающих напряжений и скорости 

высвобождения упругой энергии упругие свойства материала вообще не влияют на угол 

поворота трещины, а для критерия минимальной плотности энергии деформаций, хоть углы 

поворота и зависят от значения коэффициента Пуассона  , но для различных материалов с 

одинаковым значением   они будут одинаковыми. В то же время эксперименты для различных 

материалов показывают различные углы поворота при разных условиях [38,39], что приводит к 

необходимости уточнять критерии роста. Так в работе [40] учет свойств материала 

обеспечивается различными прочностями материала к сдвиговым и растягивающим 

напряжениям, а в работах [41-45] рассмотрено влияние конечного слагаемого   в разложении 

тензора напряжений в окрестности трещины, которое показывает неплохие результаты при 

сравнении с экспериментами для различных материалов. В работе [45] приведен подробный 

обзор исследований на эту тему.  

С другой стороны, развивались и методы решения задач с трещинами. Было получено 

множество аналитических решений статических краевых задач о телах с трещинами. Так для 

плоского случая были найдены аналитические решения для одиночной прямолинейной 

трещины [46], трещины с изломом [47], различно расположенных параллельных трещин [48] и 

периодических систем трещин [49], а также произвольно расположенных прямолинейных 

трещин [50] и других случаев [51]. В трехмерной постановке также были получены решения 
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для различных форм трещины: круговой под симметричной[52] и кососимметричной[53] 

нагрузкой, эллиптической[54], параболической[55], а также для трещин в виде 

полуплоскости[56] или произвольной поверхности Ляпунова[57]. Решения для нескольких 

трещин были получены для частных случаев, таких как круговые трещины в одной плоскости 

[58] или на одной оси [59]. Решение подобных задач потребовало разработки множества 

методов, получить представление о которых можно из работ [60]. Для многих задач получены 

значения КИН, а для некоторых исследованы возможные направления роста [61]. Однако 

аналитические решения для растущей трещины чаще всего недоступны ввиду усложнения 

формы получаемой трещины. В связи с этим, для моделирования растущих трещин, а также 

трещин сложной формы используются численные методы.  

Для численных методов, используемых для моделирования тел с трещинами можно 

выделить два основных подхода: методы конечных элементов (МКЭ), в которых уравнения 

упругости решаются во всѐм теле и методы граничных элементов (МГЭ), в которых упругая 

задача сводится к решению граничных уравнений. Методы конечных элементов предполагают 

разбиение всей расчетной области на отдельные элементы, из чего вытекают как преимущества, 

так и недостатки такого подхода в случае задач с трещинами. С одной стороны, МКЭ позволяет 

моделировать задачу для произвольной геометрии тела, содержащего трещины, и для 

различных нагрузок, приложенных к этому телу. С другой стороны, для моделирования самих 

трещин, ввиду их малых размеров,  необходимы дополнительные действия. Одним из подходов 

является измельчение сетки вблизи контура трещины [62]. Такой подход позволяет 

моделировать влияние трещины и определять КИН, но требует, во-первых, значительного 

увеличения количества расчетных ячеек (особенно в трѐхмерном случае), а во-вторых, 

перестроения расчетной сетки при каждом шаге роста трещины, что существенно повышает 

вычислительные затраты. Также для определения условий роста трещин необходимо 

определять КИН в окрестности кончика трещины [63], напрямую вычислять энергию 

деформации [64] или рассчитывать работу, необходимую для закрытия трещины [65]. Таким 

образом, МКЭ не подходит для сложных систем трещин и задач взаимодействия трещин, ввиду 

существенной сложности построения трещин и определения критериев роста, однако подходит 

для моделирования сложных тел с простыми по форме трещинами, например для 

композитов[66,67] Одним из методов, позволяющих избежать необходимости постоянного 

перестроения сетки во время роста трещины, является обобщенный метод конечных элементов 

[68], в котором трещина предполагается растущей сквозь конечные элементы, а сам разрыв 

смещений моделируется через дополнительные разрывные степени свободы. Этот метод 

позволяет моделировать достаточно сложные системы трещин, однако условия роста 

определяются асимптотически и в имеющихся работах он применяется только для случая 

постоянного давления на берегах трещин.  
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Более часто для моделирования задач с трещинами применяются методы граничных 

элементов. Классический МГЭ основан на связи перемещений в теле с перемещениями и 

напряжениями на границе с помощью интегрального соотношения, называемого тождеством 

Сомильяны [69,70]. Граница разбивается на элементы, на которых граничное условие ставится 

в одной точке. Таким образом, интегральное соотношение, связывающее смещения и 

напряжения на границе сводится к системе алгебраических уравнений. Полученные таким 

образом значения перемещений и напряжений на границе, затем могут быть использованы для 

получения перемещений и напряжений в теле. Такой подход в сравнении с МКЭ требует 

существенно меньшего количества элементов сетки, а также не требует полного перестроения 

сетки при появлении новой граничной поверхности. Тем не менее, для применения такого 

подхода к задачам с трещинами необходимо решить одну существенную проблему. Трещина 

представляет собой вырожденную границу, поскольку оба еѐ берега являются границами, 

расстояние между которыми мало, но между ними существует разрыв поля перемещений. 

Уравнения классического МГЭ вырождаются при наличии таких вырожденных границ[71]. 

В связи с этим для решения задач с трещинами были разработаны различные 

разновидности метода граничных элементов. Первый подход предполагает модификацию 

расчетной области, где вместо трещины моделируется пропил конечной толщины[72], что 

позволяет решить проблему вырождения границы ценой некоторого понижения точности 

расчета. Вторым подходом является разбиение расчетной области на несколько подобластей 

таким образом, чтобы берега трещин оказывались в различных подобластях. Таким образом, 

граница каждой подобласти окажется невырожденной, и на них можно будет применять 

классический МГЭ.  На границе между зонами ставится условие жесткой сцепки: равновесие 

действующих сил и неразрывность поля перемещений. Такой подход называется многозонным 

МГЭ[71] и позволяет моделировать тела с трещинами, в рамках классического МГЭ, но требует 

перестроения границ между зонами и, соответственно, расчетной сетки при росте трещины. 

Кроме того задача разбиения расчетной области на зоны может быть достаточно сложной в 

случае множественных трещин или трещины сложной формы.  

Другим подходом является использование в качестве условия на границе не смещений, а 

вектора разрывов смещений между берегами трещины. Впервые метод разрывных смещений 

(МРС) был предложен в работе [73]. Этот метод использует решения на основе потенциалов 

двойного слоя, на основе которых получены соотношения, связывающие разрыв смещений на 

участке трещины с полем напряжений и смещений в среде. Подробно этот метод описан в 

работах [74], в работах [75-79] представлено его развитие для трехмерных задач. Кроме того, в 

работах [80,81] исследован вопрос численного определения коэффициентов интенсивности 

напряжений для сложных систем пространственных трещин. 
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Использование численных методов позволяет решать уже существенно более сложные 

задачи, включая задачи роста и взаимодействия трещин[82,83]. Взаимодействие трещин чаще 

рассматривается в контексте роста усталостных трещин, поскольку для них важно 

взаимодействие множества трещин, а не только рост одиночной [84,85]. Также в этих задачах 

другую форму принимают критерии роста, поскольку рост усталостных трещин происходит без 

достижения критических значений растягивающих напряжений. Также стоит отметить оценку 

влияния трещинноватости на упругие свойства среды [86,87] или влияние трещины на 

ориентацию критически напряженных трещин в окрестности еѐ носика [88]. В случае если 

рассматривается трещина или множество трещин в породе, то не всегда реализуются режим 

нормального отрыва [89], а существуют и сдвиговые трещины, а кроме того активация и рост 

трещин происходит под действием сдвиговых напряжений [90].  Помимо того исследовалась и 

задача взаимодействия трещин[91-93] или их ветвления [94]. Для подобных задач с точки 

зрения прочности конструкций введен коэффициент влияния[56,58], отмечающий отношение J-

интеграла для взаимодействующих трещин к его значению для одиночной трещины при тех же 

нагрузках. Исследования подобных задач в основном проведены для случая неподвижных 

трещин.  Помимо этого, методы моделирования трещин позволяют решать и смежные задачи, 

такие как задачи теплопроводности в телах с трещинами [95]. 

Другой важной областью применения механики трещин является моделирование трещин 

гидроразрыва пласта или ГРП. Важным отличием задачи гидроразрыва является необходимость 

одновременного решения как задачи упругости, так и задачи движения жидкости, для того 

чтобы моделировать как движение вязкой жидкости в трещине, так и изменение формы 

трещины и еѐ распространение под действием давления жидкости. Сложность решения такой 

совместной задачи крайне высока, так что для еѐ снижения были разработаны различные 

модели, отличающиеся набором упрощающих предположений. В зависимости от ограничений, 

налагаемых на геометрию трещины этими предположениями, модели трещин гидроразрыва 

можно условно разделить на следующие категории: одномерные, двумерные, псевдо-

трехмерные, плоско-трехмерные и трехмерные. 

К одномерным моделям трещин гидроразрыва относят модель радиальной трещины [96-

99], модели PKN и KGD, а также их вариации. В этих моделях предполагается, что трещина 

распространяется в плоскости (перпендикулярно минимальным сжимающим напряжениям), а 

также что форма трещины зависит только от одной пространственной координаты и времени. 

Модель радиальной трещины была впервые рассмотрена в работах [100]. В ней предполагается, 

что трещина осесимметрична, с нагнетающей скважиной в центре. Таким образом, уравнения 

описывающие форму трещины зависят только от радиальной координаты и времени, движение 

жидкости описывается законом Пуазейля [101], а раскрытие трещины зависит только от 

распределения давления вдоль радиуса трещины и определяется из известного решения для 
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осесимметрично нагруженной круговой трещины [102]. Рост трещины может определяться как 

критерием Ирвина [103], где трещина распространяется при достижении КИН критического 

значения       , так и, например, условием Баренблатта [104], где предполагается плавное 

смыкание берегов трещины, что эквивалентно      . В таких условиях задача имеет точное 

решение, позволяющее определять длину и форму трещины в зависимости от времени и 

параметров закачки.  

В работах Кристиановича и Желтова[105] была предложена, а в работах Гиртсма и Де 

Клерка [106] доработана модель вертикальной трещины гидроразрыва, в настоящее время 

известная как KGD-модель. В ней предполагается, что трещина растет от вертикальной 

скважины и высота трещины много больше еѐ длины, вследствие чего горизонтальные сечения 

трещины независимы друг от друга. В таком случае в горизонтальных сечениях реализуются 

условия плоской деформации, а течение жидкости определяется как течение Пуазейля между 

двумя пластинами. Раскрытие трещины получается из решения плоской задачи о 

прямолинейном разрезе [107]. В качестве критерия распространения трещины также выступают 

критерии Баренблатта о плавном смыкании[103], или силовой критерий [102]       . Для 

движения жидкости ставятся граничные условия на скважине (заданный расход или давление) и 

в кончике трещины (нулевой расход[108-111] или наличие отставания жидкости или 

«лага»[112-114]). В этой постановке рост трещины в основном определяется процессом 

разрушения, а не течением жидкости. 

В работах Перкинса и Керна [115], а также Нордгрена [116] предложен другой подход, 

который известен как PKN-модель. В ней также рассматривается вертикальная трещина, однако 

предполагается, что длина этой трещины много больше еѐ высоты, а высота фиксирована. Так 

вертикальные сечения трещины предполагаются независимыми, и в них реализуется плоское 

деформированное состояние. Давление жидкости предполагается однородным по сечению, то 

есть в каждом вертикальном сечении форма трещины определяется из решения задачи об 

однородно нагруженной трещине[117]. Само же давление определяется из решения для течения 

вязкой жидкости в эллиптическом канале. Фронт трещины определяется не из критериев 

прочности породы, а из условий распространения жидкости гидроразрыва. 

Все эти модели позволяют максимально упростить решение для задачи о росте плоской 

трещины под действием движения вязкой жидкости, вследствие чего активно использовались 

ранее и получили множество модификаций, в которых рассматриваются как комбинированные 

KGD-PKN модели [118,119], так и учитываются дополнительные эффекты, такие как сложная 

реология жидкости [120], движение проппанта [121-123] или утечка жидкости из трещины 

ввиду фильтрации в породу. В настоящее время одномерные модели применяются чаще для 

нахождения закономерностей процесса ГРП и оценки работоспособности более сложных 

моделей[124-127]. С другой стороны, зачастую результаты, полученные для одномерных 
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моделей, могут быть включены в более сложные модели. Например, в работах [128,129] 

представлена зависимость поведения трещины от неоднородности окружающего поля 

напряжений, а также исследовано поведение лага, с расчетом на применение данных 

результатов в псевдотрехмерных моделях роста трещин ГРП. 

Следующим типом моделей ГРП являются двумерные модели, постановка которых 

аналогична постановке модели KGD, за исключением предположения о прямолинейности 

трещины. Направление роста трещины в большинстве работ определяется исходя из 

напряжений в окрестности кончика трещины[130-132]. Наиболее применимым для трещин 

гидроразрыва предполагается критерий максимальных растягивающих напряжений, поскольку 

для ГРП преобладает первая мода напряжений    [37]. Для криволинейной трещины в общем 

случае не получено аналитических решений упругой задачи, поэтому для получения связи 

раскрытия трещины и давления жидкости используются численные методы, такие как метод 

разрывных смещений [74]. Влияние ограниченной высоты трещины может моделироваться при 

помощи введения добавочных коэффициентов [133]. Совместное решение задачи упругости и 

движения жидкости в таких условиях является достаточно сложным, поэтому в первых моделях 

такого типа предполагалось равномерное распределение давления в трещине или заданное 

распределение давления [130-132]. Позднее были представлены модели, полноценно 

учитывающие и движение жидкости, что позволило описывать эффекты, возникающие в 

окрестности скважины [134] или при взаимодействии с другими трещинами [135,136]. Способ 

описания взаимодействия трещины ГРП с естественными разломами был предложен в работе 

[137] для плоской трещины и может быть модифицирован для двумерной трещины для более 

точного описания этого взаимодействия.    

Наиболее часто используемыми в коммерческих симуляторах ГРП являются псевдо-

трехмерные[138,139] и плоско-трехмерные[140-144] модели. В них трещина представляет 

собой некоторую область в плоскости, ограниченную фронтом трещины. Такие модели 

позволяют описывать рост трещин переменной высоты. Псевдо-трехмерные модели описывают 

такие трещины с помощью упрощающих предположений либо о форме фронта трещины (т.н. 

Lumped модели) либо о независимости вертикальных сечений трещины (такие модели известны 

как Cell-based[145-147]). Псевдотрехмерные модели обладают вычислительной сложностью 

легко доступной современным компьютерам и при этом позволяют учитывать множество 

аспектов процесса ГРП: слоистость пласта [148,149], сложную реологию жидкости и движение 

проппанта [150,151]. Недостатком псевдо-трехмерных моделей является некорректное 

описание трещины в сложных условиях, например в случае прорыва сквозь более напряженный 

пласт [152]. В плоско-трехмерных моделях не делается упрощающих предположений о форме 

трещины и для еѐ определения решается трехмерная упругая задача, а распространение 

трещины рассчитывается из критериев разрушения. Такая задача требует численного решения с 
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разбиением трещины на отдельные элементы. Получившаяся сетка может быть подвижной и 

пересчитываться на каждом шаге [153] или неподвижной, в которой подвижна только линия 

фронта [154-158]. Движение жидкости в таких моделях двумерное, что позволяет учитывать 

эффекты расположения перфорации в скважине и движение проппанта. Плоско-трехмерные 

модели заметно более вычислительно сложные, чем псевдо-трехмерные, но способны 

описывать сложные случаи, недоступные псевдо-трехмерным и дают заметное преимущество в 

точности моделирования. Плоско-трехмерные модели ГРП дают возможность учитывать 

сложные конфигурации пластов[159], неоднородность среды[156], эффекты 

пороупругости[161] и более точно описывать поведение жидкости ГРП и проппанта. 

В псевдотрехмерных и плоско-трехмерных моделях также рассматриваются случаи 

многостадийного ГРП или множественного ГРП, но взаимодействие трещин описывается в 

упрощенном виде, где влияние других трещин на поле напряжений учитывается (т.н. stress 

shadow эффект), но влиянием этих изменений на направление роста трещины 

пренебрегается[162]. В работе [152] представлена оценка расстояния между трещинами ГРП в 

зависимости от контраста сжимающих напряжений, когда эффектами поворота пренебрегать не 

следует. Для оценки области применимости псевдо-трехмерных и плоско-трехмерных моделей 

в случае взаимодействия с другими трещинами или неоднородностями среды необходимо 

использование двумерных или трехмерных моделей. 

К трехмерным моделям ГРП можно отнести те модели, для которых не делается 

предположений, напрямую ограничивающих возможную форму трещины. Попытки построения 

таких моделей предпринимались еще в XX веке [163-165], однако даже в настоящее время в 

промышленных симуляторах используются псевдотрехмерные и плоско-трехмерные модели, в 

то время как полностью трехмерные используются в основном в научных исследованиях и в 

качестве верификации для более простых моделей. Этот факт обусловлен сложностью решения 

полностью трехмерной задачи деформации породы и выбора критериев распространения 

трещины. Для полностью трехмерной задачи трещина представляет собой двухмерную 

поверхность в трѐхмерном пространстве, ограниченную линией фронта. В отличие от плоской 

трещины, произвольность полученной поверхности не позволяет получить значение давления 

как интегральной функции раскрытия. Численное решение подобных задач предполагает учет 

не только большого количества ячеек, как в плоско-трехмерном случае, но и большее число 

учитываемых параметров, поскольку если в плоско-трехмерном случае рассматривается только 

нормальный разрыв, то в трѐхмерном случае учитываются также продольный и поперечный 

сдвиги. В современной литературе для численного решения такой задачи используются 

трехмерный метод разрывных смещений [75,166], метод граничных элементов [73], а также 

классический метод конечных элементов [167,168,169] или обобщенный/расширенный метод 

конечных элементов [170-173]. Предпринимаются также попытки описать деформацию породы 
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при распространении заполненной жидкостью трещины с использованием методов частиц и 

решеток [174-176]. Благодаря исследованиям с помощью трехмерных моделей возможно точнее 

изучить взаимное влияние трещин при многостадийном ГРП [166,176], эффекты 

пороупругости, взаимодействие с естественными разломами [177] и многие другие эффекты. 

Однако, за счет высокой вычислительной сложности такие исследования требуют 

существенных временных и вычислительных затрат на свое проведение, в связи с чем более 

предпочтительным является получение некоторых закономерностей с помощью двумерных 

моделей, а затем их верификация с помощью трехмерных.  
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Глава 1. Математическая модель задачи роста криволинейных трещин 

1.1. Постановка  

Рассмотрим задачу о росте трещин в линейно упругой однородной среде в условиях 

плоской деформации. Будем предполагать, что раскрытие трещин мало по сравнению с их 

длинами, то есть трещины можно считать отрезками кривых, на которых поле перемещений 

терпит разрыв. В таком случае поле напряжений и перемещений можно описать с помощью 

уравнений равновесия  

     

  
 

    

  
  

    

  
 

    

  
  

 (1.1) 

и закона Гука, где G – модуль сдвига, а   – коэффициент Пуассона. 
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В общем случае граничные условия ставятся на берегах трещины и на бесконечности. 

Граничные условия на «бесконечности» или, согласно принципу Сен-Венана, на достаточном 

удалении от трещины представляют собой внешние напряжения, действующие на трещину. Это 

могут быть сжимающие напряжения в горной породе, растягивающие напряжения в образце 

под нагрузкой или иные нагрузки, приложенные на достаточном расстоянии от трещины. Далее 

предполагаем случай изначально однородного поля напряжений, определяемого условиями 

(1.3), принимая сжимающие напряжения за положительные: 
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  (1.3) 

На берегах трещины ставится условие свободной поверхности или заданного давления,  

например, для трещины гидроразрыва. Таким образом, для точек кривой  , представляющей 

собой трещину, ставятся условия на напряжения, нормальные и касательные к этой кривой в 

данной точке 

    |            

   |         
  (1.4) 

где p(s) – заданное распределение внутреннего давления вдоль трещины.  
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Ввиду линейности задачи еѐ решение можно представить в виде суперпозиции решений 

двух задач: Первой, с граничными условиями на бесконечности при условии отсутствия 

трещины, и второй, где напряжения на бесконечности равны нулю, а условия на берегах 

трещины принимают вид 

    |               
    

   |             
    

  (1.5) 

где   
  и    

  получаются из    
     

     
  путем поворота системы координат на угол     . 

Такой подход позволяет, во-первых, оценить влияние наличия трещин на поле 

напряжений и перемещений в среде, а во вторых упрощает использование численных методов. 

Будем предполагать, что решение первой задачи известно и сконцентрируемся на второй. Далее 

мы будем рассматривать случай одноосного или двухосного растяжения на бесконечности, но 

основные рассуждения, изложенные в этой работе, могут быть применены и для случаев более 

сложных внешних напряжений, в том числе неоднородных. Следует отметить, что в случае 

наличия достаточно больших сжимающих напряжений некоторые участки трещин могут 

оказаться закрытыми. В таком случае на них должны ставиться иные граничные условиями, а 

также несколько изменяться методы решения. Такая постановка и методы еѐ решения 

рассмотрены в третьей главе данной диссертации. 

1.2. Метод решения.  

Для решения полученной задачи будем использовать численный метод разрывных 

смещений[74]. В данном методе трещина представляется в виде множества прямолинейных 

отрезков, на каждом из которых раскрытие и сдвиг берегов трещины предполагаются 

постоянными и обозначается как   
  и   

 , соответственно. На рис. 1.1 изображена схема 

разбиения трещины на элементы.  

В таком случае поле напряжений, вызываемое отдельным элементом, описывается 

уравнениями (1.6). где A – известные функции, зависящие от размера элемента, его ориентации 

и расстояния до точки      , которые будут рассмотрены позже. 

 

             
                    

     
                    

 

             
                    

     
                    

 

            
                    

     
                    

 

 (1.6) 
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Рисунок 1.1. Схематичное разбиение трещины на элементы.      длина элемента,    

угол наклона от оси   ,          координаты центра элемента.   
    

  – нормальный и 

касательный разрывы смещений. 

Граничное условие (1.5) при использовании этого метода выполняется только в точках 

соответствующих центрам элементов. 

                  
    

 

               
    

 
  (1.7) 

 

 Подстановка уравнений (1.6) в условия (1.7) даѐт нам систему линейных алгебраических 

уравнений относительно переменных    и   , где    
  

    
  

    
  

      
  

 это постоянные 

коэффициенты, зависящие от взаимного расположения элементов    . 
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         (1.8) 

 

Решение системы (1.8) позволяет получить раскрытия трещин и сдвиги берегов    и   . 

А использование формулы (1.6) позволяет при известных    и    определить напряжения в 

любой точке. 

Для решения задачи о росте трещин, помимо уравнений (1.8) и условий (1.7), нам 

потребуются также законы описывающие рост трещин: его направление и скорость.  

 𝑥𝑖 𝑦𝑖  

𝜃𝑖 
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Для определения направления роста трещины используем метод наибольших 

растягивающих напряжений [15].  В данном методе для определения направления и критерия 

роста используется асимптотическое разложение поля напряжений в окрестности кончика 

трещины, также называемое разложением Вильямса [5]. В полярной системе координат с 

центром в кончике трещины и осью направленной вдоль предыдущего направления трещины 

это разложение принимает вид: 
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 (1.9) 

 

Здесь напряжения в области перед трещиной выражаются через коэффициенты 

интенсивности напряжений         , соответствующие нормальному отрыву и сдвигу. Согласно 

критерию максимальных растягивающих напряжений, трещина распространяется под таким 

углом   к предыдущему направлению, чтобы кольцевые напряжения     были максимальными 

при имеющихся         . Уравнения (1.9) при таком условии дают соотношение, связывающее 

            

                       

которое имеет явное решение  

 
         (

   √  
      

 

    
+  (1.10) 

Также метод максимальных растягивающих напряжений предполагает силовой критерий 

распространения трещин для случая сложных нагружений 

 
       

 

 
[      

 

 
 

 

 
       ]       (1.11) 

где   
                            . Распространение трещины будем предполагать 

квазистатическим, то есть на каждом шаге, в случае выполнения критерия разрушения, 

трещина увеличивается вдоль полученного направления на фиксированную длину   , равную 

размеру граничного элемента.  

Следует отметить, что определение коэффициентов интенсивности напряжений само по 

себе является отдельной задачей, которая имеет аналитическое решение для отдельных 
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конфигураций трещин, но в случае криволинейной трещины должна решаться численно. В 

данной работе воспользуемся приближенным решением[178]. 

 
        

 

      
√
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 (1.12) 

Здесь       это нормальный и касательный разрывы смещения ближайшего к кончику 

трещины элемента,    – его длина.  

Используя данный метод, на основе уравнений (1.6, 1.8, 1.10-1.12) был реализован 

программный код, позволяющий вычислить поле напряжений вокруг трещины или системы 

трещин, находящихся под заданными нагрузками, а также моделировать рост этой системы 

трещин.  

1.3. Верификация численного решения 

Для определения точности и границ применимости предложенного метода было 

проведено его сравнение с аналитическими и экспериментальными результатами: 

1.3.1.  Плоская трещина под наклонной нагрузкой 

На рис. 1.2 показана постановка задачи. Растяжение образца с одиночной прямолинейной 

трещиной ориентированной под углом к растягивающим нагрузкам [4]. 

 

Рисунок 1.2.  Растяжение образца с трещиной длины   , находящейся под углом   к 

приложенным нагрузкам.  

Эта задача имеет аналитическое решение для коэффициентов интенсивности напряжений: 

  
   √               

   √             

В таблице 1.1 Представлены значения относительной погрешности           
     

  

и              
      

  коэффициентов интенсивности напряжений       , полученных 

численно, к теоретическим значениям   
       

 . Для данной постановки значения     оказались 
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равны     . Кроме того, эти значения оказались независимыми от угла  , поэтому в таблице 

приведена только зависимость от количества   элементов в разбиении трещины. Видим, что 

для одиночной прямолинейной трещины даже десяти элементов достаточно для обеспечения 

высокой точности определения коэффициентов интенсивности напряжений. 

 

N 10 30 100 300 1000 

         0.0023 0.005 0.0089 0.009 0.01 

Таблица 1.1 Значения относительной погрешности          для различных значений 

количества элементов    

Следует также отметить, что повышение количества элементов свыше некоторого предела 

не увеличивает точность определения КИН. Это обусловлено тем, что в методе разрывных 

смещений кончики элементов являются особенностями, возмущающими решение в своей 

окрестности. Таким образом, увеличение точности за счет более точного определения 

раскрытия каждого элемента уравновешивается уменьшением точности за счет более частого 

расположения особенностей. Данная проблема может быть решена за счет использования 

методов более высокого порядка точности [179]. 

1.3.2. Две параллельные трещины расположенные перпендикулярно растягивающим 

нагрузкам 

На рис. 1.3 представлена постановка задачи [180,61]. В таблице 1.2 представлены 

отношения численного и теоретического значения коэффициентов интенсивности для 

различных значений отношения расстояния между трещинами к их длине.  

 

Рисунок 1.3. Две параллельные трещины длины    на расстоянии   друг от друга, под 

действием одноосного растяжения. 
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     N=10 N=30 N=100 N=300 

0.2 -0.0035 0.0057 0.0090 0.0099 

0.4 -0.0078 0.0039 0.0095 0.0092 

0.6 -0.018 0.0028 0.0082 0.0097 

0.8 -0.018 0.0002 0.0067 0.0081 

1.0 -0.009 0.012 0.0203 0.022 

1.25 -0.013 0.013 0.022 0.025 

2 -0.026 0.012 0.026 0.033 

5 -0.081 0.0011 0.03 0.042 

10 -0.16 -0.022 0.036 0.053 

100 -0.25 -0.41 -0.05 0.081 

Таблица 1.2  Значения     при различных   и      

 

Результаты показывают, что в случае, если расстояние между трещинами превосходит 

размер элемента, то ошибка между численными и теоретическими значениями коэффициентов 

интенсивности напряжений не превосходит нескольких процентов. Существенное повышение 

ошибки происходит только для больших значений     , что соответствует случаю очень 

близкого расположения трещин, где используемый метод неприменим. При этом повышение 

количества элементов свыше 100 не даѐт увеличения точности. 

1.3.3.  Эксперимент, трещина, растущая под распределенными сдвиговыми нагрузками 

На рис. 1.4(а) показана экспериментально полученная траектория роста изначально 

прямолинейной трещины в образце из плексигласа, к которой были приложены сдвиговые 

нагрузки [15]. На рис. 1.4(б) показана траектория роста трещины в той же постановке 

полученная численно. Совмещение двух траекторий на рис. 1.4(в) показывает хорошее 

совпадение траектории роста не только в момент начала роста, но и в дальнейшем. 
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(а) (б) (в)  

Рисунок 1.4. Траектория трещины. а – экспериментальная, б – численная, в – наложение 

численной на экспериментальную. 

Полученные результаты показывают, что данный метод даѐт хорошую точность для задач 

с одиночными, а также взаимодействующими и растущими трещинами. Ограничением 

применимости данного метода являются случаи, когда трещины находятся друг к другу на 

расстоянии меньшем, чем размер граничного элемента. В таком случае можно предполагать 

неточное определение как полей напряжений у кончиков, так и последующего направления 

роста.   

1.3.4. Зависимость траектории трещины от размера граничных элементов 

Помимо сравнения численно полученной траектории с экспериментальной, рассмотрим 

также зависимость траектории от размера элементов. Для этого рассмотрим рост горизонтально 

расположенной трещины начальной длины   1, под действием комбинации сдвиговых и 

растягивающих напряжений:            . На рис. 1.5 показаны траектории роста трещины 

для различного размера граничных элементов. Точками на графике отмечены центры 

элементов. Значения    обозначают начальное количество элементов, на которые разбита 

трещина. 
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Рисунок 1.5. Траектория трещины при различных значениях длины    граничного 

элемента.    – начальное количество элементов в трещине. 

Полученные результаты показывают отсутствие существенной зависимости траектории 

трещины от размера используемых элементов. Таким образом, мы можем считать, что в нашей 

постановке величина приращения длины на каждом шаге не оказывает существенного влияния 

на траекторию трещины.   

1.4. Обезразмеривание решения 

Для исследования влияния трещины на окружающее поле напряжений следует определить 

зависимость решения от параметров задачи. С учетом того, что численное решение даѐт 

достаточно точное совпадение с аналитическими решениями в пределах своей применимости, 

анализировать будем используемое решение (1.8). 

Рассмотрим уравнения (1.6), описывающее поле напряжений, вызываемое одиночным 

элементом с заданными разрывами смещения. Для простоты предположим, что выбранный 

элемент трещины расположен вдоль оси   с центром в начале координат. Функции   в таком 

случае имеют следующий вид: 
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(1.13) 
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В обезразмеренном виде они принимают вид 
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(1.15) 

А уравнения (1.8), соответственно, вид  
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         (1.15) 

Где                                            

Таким образом, характерный линейный размер    не влияет на поле напряжений, 

вызываемое трещиной. Характерное напряжение    также не влияет на вид уравнения и 

является линейным множителем. Таким образом, поля напряжений, вызываемые геометрически 

подобными системами трещин под одинаковой нагрузкой, будут совпадать с точностью до 

масштаба. Также поля напряжений вокруг геометрически равных систем трещин, нагруженных 

одинаковым образом с точностью до некоторого множителя, будет совпадать с точностью этого 

множителя.  

Критерии распространения трещин также обладают некоторыми независимыми от 

характерного размера и характерного напряжения свойствами. Так угол  , под которым 

происходит рост трещин, не зависит от значений       , а зависит только от их безразмерного 

отношения       , согласно (1.10)  
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 Уравнения для (1.12) определения коэффициентов          обезразмериваются следующим 

образом: 
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 (1.17) 

Таким образом, угол поворота трещины также не зависит от характерного размера и 

характерного напряжения. То есть в случае роста подобные трещины под схожими нагрузками 

растут в одних и тех же направлениях. 

Следует отметить, что одно уравнение (1.11) всѐ-таки зависит от размеров и напряжений 

задачи. В обезразмеренном виде оно принимает вид 
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  (1.18) 

То есть при одинаковой геометрии задачи условие распространения трещины зависит от 

безразмерного параметра 
   

    
   . Остальные же свойства от масштаба и величины приложенных 

нагрузок не зависят. По крайней мере, до тех пор, пока задача остаѐтся в пределах линейной 

механики трещин. 

1.5. Влияние трещины на окружающее поле напряжений 

Рассмотрим влияние трещины на окружающее поле напряжений. С точки зрения влияния 

на рост других трещин нас интересуют два свойства этого поля: влияние на возможность роста 

и влияние на направление этого роста. На направление роста трещин влияет ориентация 

главных осей тензора напряжений, а именно направление наибольших растягивающих 

напряжений. На рис 1.6(а) показаны направления, перпендикулярные наибольшим 

растягивающим напряжениям, то есть направления, в которых, ориентировочно, будут расти 

трещины. На рис 1.6(б) представлены значения наибольших сдвиговых напряжений       

               .  Данная величина определяет то, насколько значительно влияние поля 

напряжений трещины в сравнении с внешним полем напряжений. Все значения напряжений в 

данном разделе приведены в безразмерном виде, с размерным множителем равным 

напряжениям   , приложенным к берегам трещины.  
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(а) (б) 

Рисунок 1.6. Поле напряжений в окрестности трещины нормального отрыва. (а) – 

направления минимальных растягивающих напряжений, (б) – контраст напряжений (разница 

между главными значениями тензора напряжений)  

Основываясь на этих двух графиках можно построить приближенную траекторию 

трещины при прохождении рядом с другой трещиной. Трещину, траекторию которой мы 

определяем, назовѐм растущей. Другую трещину назовѐм влияющей.  Во-первых, 

существенные изменения в траектории растущей трещины должны происходить при 

нахождении на расстоянии от влияющей трещины, не превышающем одной еѐ длины. Во 

вторых, итоговая траектория зависит, помимо влияющей трещины, от исходного направления и 

внешних напряжений. В качестве примера можем рассмотреть траекторию трещины, которая 

растет навстречу влияющей трещины из некоторой точки         параллельно оси   : 

При малых     (кривая a на рис.1.7) поле напряжений от влияющей трещины будет 

отклонять траекторию от влияющей трещины (участок 1 на рис 1.7), после чего траектория 

вновь станет параллельна оси    (участок 2), а затем будет приближаться к влияющей трещине, 

вплоть до возможного пересечения (участок 3). Для случая, больших    (кривая b), траектория 

не пройдѐт через область отклонения (участок 1), а сразу попадет в область притяжения 

(участок 3), после чего, в случае, если растущая трещина достигнет середины влияющей, еѐ 

траектория выровняется, и пересечения или существенного сближения трещин не произойдѐт. 

1 

2 3 4 
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Рисунок 1.7. Возможные траектории изначально параллельной трещины. a,b – 

предполагаемые траектории. 1,2,3 – условные области, разделенные по влиянию на траекторию.  

  

Помимо влияния на направление роста следует учитывать и влияние на саму возможность 

роста окружающих трещин. В качестве меры подобного влияния может служить среднее 

напряжение     
 

 
         . Так, если      , в среднем трещина увеличивает 

растягивающие напряжения, что способствует росту окружающих трещин, а если      , то 

уменьшает, препятствуя. На рис. 1.8 представлены значения     в окрестности трещины 

нормального отрыва, отнесенные к значению давления приложенного к еѐ берегам. Отметим, 

что область растягивающих напряжений находится перед трещиной, а сжимающих – по 

сторонам от неѐ. Сжимающие напряжения на расстоянии меньше полудлины трещины имеют 

тот же порядок, что и напряжения, приложенные к самой трещине. Таким образом, в 

гипотетическом сценарии взаимодействия трещин, описанном выше, после преодоления 

области у кончика влияющей трещины, растущая трещина может замедлиться или даже 

остановиться. Растягивающие напряжения имеют наибольшее значение у самого кончика 

трещины, где они обращаются в бесконечность. На рис. 1.8(б) видно, что разделяющая области 

сжимающих и растягивающих напряжений кривая            выглядит как гипербола вида 
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           , где   – полудлина трещины, а   – коэффициент, который для трещины под 

постоянным давлением можно оценить как       . 

 

(а) (б) 

Рисунок 1.8. Поле средних напряжений в окрестности трещины нормального отрыва. 

 

Для одиночного разрывного элемента можно получить аналитическое выражение для этой 

кривой. Подставим выражения (1.13 и 1.6) в уравнение          . Получим следующее 

выражение: 

  
                  

                      
   

Знаменатель этого выражения отличен от нуля во всех точках, кроме         ,  то 

есть за исключением этих точек кривая            имеет вид 

 
      

  

  
       (1.19) 

Уравнение (1.19) описывает гиперболу, пересекающую ось   в точках       . В случае, 

если     , то есть для чисто нормального отрыва, гипербола принимает более простой вид 

         

То есть для одиночного элемента кривая, отделяющая область сжатия от области растяжения в 

точности является гиперболой, проходящей через концы этого элемента. 



34 

 

1.6. Исследование траектории поворота трещины 

Главные направления тензора напряжений в окрестности кончика трещины нормального 

отрыва дают нам возможность оценивать не только направления роста других трещин в этой 

области, но и направление  роста самой трещины. В частности из рис.1.6(а) можно сделать 

вывод, что растущая трещина нормального отрыва должна обладать устойчивостью к малым 

отклонениям от начального направления. В реальных материалах такие отклонения могут 

происходить вследствие неоднородности среды или наличия микротрещин. Для проверки 

данного предположения проведѐм численный эксперимент. 

Рассмотрим трещину, состоящую из трѐх прямолинейных участков. Первый участок 

длины     расположен вдоль оси   с центром в начале координат. Два других длиной          

расположены в концах первого участка под углом   к нему (рис. 1.9).  

Рисунок 1.9. Начальная форма трещины с изломом. 

 

На рис. 1.10  представлены траектории роста трещин при различных значениях   для 

одноосного растяжения. Видим, что для углов       первый же шаг роста направлен по 

направлению к оси  , а для углов       рост трещины направляется к ней через несколько 

шагов прироста трещины. Ни в одном случае траектория вновь не пересекает оси  , но 

начальное отклонение от неѐ уменьшается.  

 

 

Рисунок 1.10. Траектории роста трещины при различных углах начального излома в 

случае одноосного растяжения. 

𝛼 

𝛼 

𝑥 

𝑙  
𝑙  

𝑙  
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На рис. 1.11 показаны траектории роста трещин в той же постановке для случая 

двухосного растяжения, для которого направление роста трещины определяется только полем 

напряжений, вызванным самой трещиной.  

 

Рисунок 1.11. Траектории роста трещины для различных углов начального излома, в 

случае двухосного растяжения. 

 

В таком случае трещина, отклонившаяся от оси, не возвращается к ней, а продолжает рост 

вдоль нового направления. Это направление можно получить, проведя прямую через два 

кончика трещины (ввиду симметрии задачи данная прямая проходит через начало координат, 

совпадающее с серединой трещины). Для малых углов   это направление устанавливается 

сразу, для больших – в течение нескольких шагов, поскольку согласно критерию наибольших 

растягивающих напряжений, растущая трещина не может единовременно повернуть более чем 

на     и даже этот поворот происходит только при чистом сдвиге, то есть реальные углы 

поворота несколько меньше. 

1.7. Оценка устойчивости траектории трещины 

Полученные в разделах 1.6 и 1.3.4 результаты дают возможность предполагать 

устойчивость траектории трещины к малым отклонениям, возникающим ввиду неоднородности 

среды или наличия в ней других трещин или иных дефектов. Для проверки данного 

утверждения рассмотрим задачу о росте трещины при наличии в среде множества мелких 

неоднородностей, оказывающих влияние на направление роста трещины. Такое предположение 

смоделируем следующим образом: 

На каждом шаге роста трещины, угол поворота трещины   определяем как сумму  

        

где    представляет собой угол, определяемый уравнением 1.10 в соответствии с 

напряжениями в кончике трещины, а    представляет собой случайное возмущение. Для 

простоты предположим, что величина    равномерно распределена на отрезке       , где   – 

угол максимального случайного отклонения. Данный угол частично характеризует масштаб 
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неоднородностей в среде, влияющих на траекторию трещины. Так в случае если 

неоднородности сравнимы с размером граничного элемента, угол   может составлять до    . В 

случае если масштаб неоднородностей меньше, то и угол   будет, соответственно, меньше.  

Для оценки влияния случайных отклонений рассмотрим сначала рост трещины, которая 

при отсутствии таких отклонений была бы прямолинейной, а именно рост трещины, 

расположенной перпендикулярно растягивающим нагрузкам. Изначально имеется 

прямолинейная трещина длины    . Прирост на каждом шаге составляет        . На рис. 

1.12 показаны траектории роста трещины в данных условиях. Черным цветом показана 

траектория без случайных отклонений, красным и зеленым для значений               

соответственно. Проведенная серия расчетов показывает, что для       отклонение 

траектории составляет не более 1% от пройденного расстояния.  Для       оно может 

составлять до 5%.    

 

Рисунок 1.12. Траектории роста трещины для различных диапазонов случайных 

отклонений в случае одноосного растяжения. 

 Помимо случая одноосного растяжения рассмотрим также случай всестороннего 

растяжения, где внешнее поле напряжений не оказывает влияния на направление роста 

трещины и оно определяется только геометрией самой трещины. Рассмотрим аналогичный 

предыдущему случай роста изначально прямолинейной трещины длины    , с приращением 

        на каждом шаге роста. На рис. 1.13 показаны траектории роста для  значений     

(невозмущенная траектория),              . Серия вычислений показывает, что в таком 

случае отклонения для       могут составлять до 7%, а для случая       – до 25%. Также 

как и для одиночного отклонения имеет место стабилизация трещины вдоль своей 

протяженности по мере роста.   
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Рисунок 1.13. Траектории роста трещины для различных диапазонов случайных 

отклонений в случае одноосного растяжения. Черный – невозмущенный рост, красный      , 
зеленый –      .  

Рассмотрим также то, насколько величина приращения ds влияет на итоговое отклонение. 

На рис 1.14 и рис. 1.15 показаны траектории для случая       и различных значений ds. На 

рис. 1.14 представлены траектории для одноосного растяжения. Можно отметить, что величина 

   не оказывает существенного влияния на траектории трещин.  

 

Рисунок 1.14. Траектории роста трещины для различных значений длин элементов в 

случае одноосного растяжения. 

На рис. 1.15 показаны траектории для случая всестороннего растяжения. Здесь уже имеет 

место существенная зависимость траекторий и величины отклонения от длины элемента ds. Это 

можно объяснить тем, что поскольку в этом случае трещина стабилизируется вдоль своей 

протяженности, большие возможные отклонения в начале роста ведут к большему изменению 

траектории на протяжении дальнейшего роста. Также следует отметить, что несмотря на 
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существенное отклонение от начального направления, рост трещин происходит с достаточно 

небольшими отклонениями от прямой, если за прямую принять продолжение отрезка, 

соединяющего кончики трещин.  

 

Рисунок 1.15. Траектории роста трещины для различных диапазонов случайных 

отклонений в случае одноосного растяжения. 

Помимо изначально прямолинейных трещин следует рассмотреть и влияние случайных 

отклонений на трещину криволинейную. В качестве примера возьмѐм трещину, растущую в 

условиях, схожих с представленными в разделе 1.3.4. Горизонтальный прямолинейный разрез 

длины    , под действием внешних напряжений             . На рис. 1.16 показаны 

траектории роста трещины в таких условиях для различных значений  . 

 

Рисунок 1.16. Траектории роста трещины для различных диапазонов случайных 

отклонений в случае наличия сдвиговых напряжений. 

Отметим, что при       отклонение траектории не превышает продемонстрированное в 

разделе 1.3.4. для различных размеров граничного элемента. Для бóльших значений   

отклонение более существенно, но также не превышает порядка 10% для       и 15% для 
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     . Результаты серии расчетов также показывают, что отклонение траектории в данном 

случае происходит чаще в одну и ту же сторону: по направлению начального поворота 

трещины (например, траектории у левого кончика трещины на рис. 1.16). Вместе с тем, 

дальнейшее направление роста у невозмущенных и возмущенных трещин совпадает, что 

позволяет делать вывод об устойчивости траектории и в этом случае.  

Выводы главы 1 

 Предложенный метод расчета роста криволинейных трещин показывает хорошее 

совпадение с аналитическими решениями задач с трещинами, при условии, расстояния 

между трещинами большего, чем размер элемента. Также данный метод показывает 

хорошее совпадение траектории растущей трещины с экспериментальными результатами. 

 Показана слабая зависимость траектории криволинейной трещины от величины приращения 

на каждом шаге.  

 Показано, что растущая трещина обладает некоторой мерой устойчивости относительно 

направления своего роста. Для малых отклонений от изначального направления, в условиях 

одноосного растяжения (или случая, когда есть контраст внешних напряжений) траектория 

растущей трещины возвращается к изначальному направлению. В случае, когда нет 

контраста внешних напряжений, новое направление роста трещины можно определить, 

проведя прямую, соединяющую кончик отклонѐнной трещины с еѐ серединой или же 

проведя прямую между двумя кончиками трещины. 

 Показано, что аналогичная устойчивость наблюдается и при наличии случайных 

отклонений на каждом шаге роста. В случае если присутствует внешнее поле напряжений, 

определяющее направление роста, траектория трещины является устойчивой к случайным 

возмущениям. При отсутствии такого поля напряжений, рост трещины выравнивается вдоль 

своей протяженности, но возможно отклонение направления роста от изначального. 

Величина данного отклонения также может зависеть от величины приращения на каждом 

шаге. 

 Для трещины, поворачивающей под действием внешних нагрузок, имеет место аналогичная 

устойчивость траектории к случайным отклонениям, как и для прямолинейной. 

Направление роста устанавливается в соответствии с полем напряжений. Однако 

отклонение в таком случае распределено не симметрично относительно невозмущенной 

траектории, чаще происходит отклонение в сторону, соответствующую повороту трещины.  

 Характерный линейный размер системы трещин    и характерное напряжение    не влияет 

на вид описывающих систему уравнений, кроме критерия разрушения. Таким образом, 

характер поля напряжений вокруг трещины, а также потенциальное направление еѐ роста, 

не зависят от масштаба задачи и порядка приложенных к системе нагрузок, пока такие 
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нагрузки остаются в пределах применимости линейной модели. От этих переменных 

зависит только сама возможность роста трещины, ввиду наличия в критерии роста 

размерного параметра    . 
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Глава 2: Исследование влияния взаимного расположения трещин на 

траекторию их роста 

В данной главе представлено численное исследование зависимости траектории роста 

трещин от их взаимного расположения с использованием разработанного программного кода. 

Для ограничения числа параметров, влияющих на результат взаимодействия, рассмотрим 

случай изначально параллельных прямолинейных трещин, расположенных со смещением друг 

относительно друга (рис.2.1). Для случая статического нагружения эта задача хорошо 

исследована [48]. В случае же растущих трещин, помимо исследуемого нами вопроса взаимного 

влияния трещин на траекторию их роста, возникают сразу несколько вопросов, на которые 

следует обратить внимание.  

1. При каких условиях происходит рост трещин? 

2. Возможен ли одновременный рост нескольких трещин? 

3. Возможен ли рост трещин с различной скоростью и от чего зависит скорость роста 

трещин? 

Подробный ответ на поставленные вопросы находится за рамками данного исследования, 

однако некоторые рассуждения на этот счет необходимы. Рассмотрим в качестве критерия 

роста трещин энергетический критерий, а именно равенство критическому значению скорости 

высвобождения упругой энергии на единицу свободной поверхности. Математически он 

выражается в равенстве функции G критическому значению    . Согласно [18] функция G 

может быть выражена через коэффициенты интенсивности напряжений на кончиках трещины. 

   
    

 
  

  
    

 
   

  

Для одиночной прямолинейной трещины знание скорости еѐ роста необязательно для 

определения еѐ траектории, поскольку значения G в обоих кончиках трещины равны, а сам рост 

трещины происходит вдоль изначального направления. В случае если изначально трещина 

ориентирована под углом к растягивающим напряжениям, вопрос определения скорости роста 

трещин становится более значим, поскольку от скорости роста трещины может зависеть 

напряженно-деформированное состояние среды. К примеру, в стекле скорость роста трещин 

достигает четверти скорости звука, и динамические эффекты могут оказывать существенное 

влияние на траекторию. Однако задача остается симметричной  и траектория, пусть и менее 

точно, может быть определена в квазистатическом приближении. 

При рассмотрении нескольких трещин мы сталкиваемся с тем, что значения G на 

различных кончиках трещин могут быть различными. В таком случае критерий роста может 

быть выполнен одновременно для более чем одного кончика трещин, но скорость роста в этих 

кончиках может отличаться. Вопрос определения скорости роста трещин является достаточно 
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сложным, поскольку зависит не только от значения G. Так для усталостных трещин скорость 

роста зависит от перепадов напряжений при циклических нагрузках и геометрии образца [181, 

182], для трещин в агрессивных условиях – от значения коэффициентов интенсивности 

напряжений и условий среды [181], а для трещин гидроразрыва – от динамики течения 

жидкости в трещине. В данной работе мы будем рассматривать два предельных случая 

определения скорости при одновременном росте трещин:  равномерный одновременный рост и 

рост только ведущей трещины. При равномерном одновременном росте все трещины, для 

которых выполнен критерий, растут с одинаковой скоростью (в нашем случае на один элемент 

за шаг). В случае роста только ведущей трещины на каждом шаге растѐт только тот или те 

кончики трещин, для которых значение G – максимально.   

На практике такие случаи могут иметь место, например, при росте трещины 

гидроразрыва, где рост происходит при достижении равенства      , а скорость роста 

определяется течением жидкости в трещине, которое происходит существенно медленнее 

процесса разрушения. 

2.1. Взаимодействие двух параллельных трещин при одновременном росте 

Для оценки влияния взаимного расположения трещин на траекторию и возможность 

дальнейшего роста, рассмотрим следующую постановку: две трещины расположенные согласно 

(рис.2.1) растут под действием приложенного на бесконечности растягивающего напряжения. 

Каждый из концов трещины на шаге расчета прирастает на один элемент. При этом для 

сравнения также будем рассматривать случай прямолинейного роста трещин в той же 

постановке.  

 

Рисунок 2.1. Начальное расположение трещин. Две параллельные прямолинейные 

трещины на расстоянии h между плоскостями и с продольным сдвигом d между центрами. На 

бесконечности приложены растягивающие напряжения   перпендикулярно трещинам. A, B, C, 

D – кончики трещин. 

 

𝜎 

𝜎 𝜎 

𝜎 

h 

d 

B A 
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Для оценки того, как получаемая на каждом шаге конфигурация трещин влияет на 

окружающее поле напряжений, а также на возможность дальнейшего роста трещин, будем 

рассматривать значение G – функции на кончиках трещин, отнесенной к еѐ теоретическому 

значению для одиночной прямолинейной трещины той же длины      . Значение    для 

плоской трещины длины    под действием перпендикулярных ей растягивающих напряжений 

  имеет вид: 

   
    

 
      

 Таким образом, по значению величины      можно судить о влиянии других трещин. 

Будем называть данную величину коэффициентом влияния. Значение коэффициента влияния, 

превышающее единицу, означает ослабление материала за счет других трещин и понижение 

нагрузок, которые нужно приложить для роста данной трещины. Соответственно, значение 

коэффициента влияния меньшее единицы означает, что наличие других трещин, наоборот, 

затрудняет рост рассматриваемой трещины.  Также следует отметить, что поскольку значение 

   прямо пропорционально длине трещины, случай    ⁄      ⁄    
  

 
 значит, что рост 

рассматриваемого кончика трещины может быть не самоподдерживающимся, поскольку для 

обеспечения того же значения   будет требовать приложения больших нагрузок  . 

 Далее представлены результаты расчетов. На рис. 2.2 слева показаны траектории роста 

изначально соосных трещин (d=0), а справа – значения коэффициента влияния в кончиках 

трещин. Ввиду симметрии задачи он будет одинаковым для любого из кончиков. Сплошной 

линией представлены значения коэффициентов влияния для прямолинейных трещин, 

прерывистой – для криволинейных трещин, траектория которых представлена слева. Значения 

     для всех рассмотренных значений   меньше единицы, то есть параллельные соосные 

трещины требуют для своего роста приложения больших напряжений, чем одиночные трещины 

той же длины. Следует отметить, что коэффициент влияния с учетом криволинейности 

растущих трещин превышает таковой для прямолинейных, ввиду отклонения траекторий 

трещин друг от друга.  
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Рисунок 2.2. Траектории (слева) и зависимости коэффициентов влияния      (справа) для 

изначально соосных трещин (d=0) при различных  . Сплошная линия – коэффициенты влияния 

для прямолинейных трещин, прерывистая – для криволинейных. 

Далее представлены результаты расчетов для случая d=0.5. На рис. 2.3 изображены 

траектории роста трещин, а на рис. 2.4 – коэффициенты влияния. Для данного случая, значения 

коэффициентов интенсивности напряжений на различных кончиках трещин не совпадают. 

Далее будем называть кончики трещин, расположенные ближе к другой трещине внутренними 

(точки А и D с рис.2.1), а противоположные к ним – внешними (точки B и С, соответственно).  

На рис.2.4(а) представлены значения коэффициентов влияния для внешних кончиков трещин, а 

на рис.2.4(б) – для внутренних.   

Из рис. 2.3 видно, что при росте навстречу друг другу имеет место отклонение траектории 

в сторону другой трещины под постепенно уменьшающимся углом к начальному направлению, 

а при росте друг от друга – отклонение в сторону от другой трещины. При этом для 

рассмотренных значений   траектории трещин не имеют тенденции к пересечению, поскольку 

угол отклонения внутренних кончиков от изначального направления уменьшается по мере 

роста. 
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Рисунок 2.3. Траектории трещин расположенных с малым смещением (d=0.5) при 

различных значениях h. 

На рис.2.4(а) видно, что для кончика, обращенного навстречу другой трещине, при таком 

расположении коэффициент влияния меньше единицы и уменьшается по мере роста трещины, а 

также резко падает при уменьшении расстояния   между трещинами. Кроме того, сравнение 

значений коэффициента влияния для прямолинейных и криволинейных трещин показывает, что 

сближение трещин приводит к уменьшению коэффициента влияния. Также следует отметить, 

что дли значений               значение      падает быстрее чем     , то есть значение G 

в этих кончиках падает по мере роста трещин. В случае если в этих кончиках значение G 

изначально не превосходило существенно    , то рост трещин в этом направлении мог бы 

прекратиться. 

Траектории роста трещин для случая    , представленные на рис. 2.5 показывают 

схожее поведение со случаем      . Поведение коэффициентов влияния для этого случая 

(рис. 2.6), впрочем, существенно отличаются. В начале роста (значение       на рис. 2.6(б)) 

коэффициент влияния существенно превосходит единицу, в случае если расстояние   меньше 

полудлины трещины. При этом для прямолинейных трещин значение       далее будет 

монотонно убывать, в то время как в случае криволинейного роста трещин поведение 

коэффициента влияния будет немонотонным. Далее коэффициент влияния резко падает.  
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Рисунок 2.4. Изменение коэффициентов влияния по мере роста трещин для трещин со 

смещением (d=0.5). (а) – в кончиках, расположенных вдали от другой трещины (внешних), (б) – 

вблизи (внутренних). 

Введем такой параметр как доля перекрытия   равный длине пересечения проекций двух 

трещин на ось х, отнесенной к длине трещины.  В случае если проекции не пересекаются, 

примем значение P как расстояние между проекциями трещин, взятое со знаком минус, 

отнесенное к длине трещины. Этот параметр будет удобен нам для оценки взаимного 

расположения криволинейных трещин. 

В случае      , при        значение коэффициента влияния превосходит единицу, а 

далее – не превосходит.  То есть для параллельных трещин их взаимное влияние способствует 

их росту не только при нулевых P, но и при значениях      . 

На противоположном от другой трещины краю коэффициент влияния для рассмотренных 

значений   превосходит единицу. Кроме того, при криволинейном росте трещин значение 

коэффициента влияния выше, чем при прямолинейном. 
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Рисунок 2.5. Траектории трещин при различных значениях   для случая       

 

Рисунок 2.6. Изменение коэффициентов влияния по мере роста трещин для случая   
   . (а) – на внешних кончиках трещин, (б) – на внутренних. 

 

На рис. 2.7 и 2.8 представлены результаты расчета для случая    . Из рис. 2.7 видно, 

что при малых   имеет место отклонение трещин друг от друга, которое затем сменяется 
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поворотом навстречу друг другу. Такое поведение подтверждает выводы раздела 1.5 

относительно поля напряжений, вызываемого наличием трещины. Значения коэффициента 

влияния показывают некоторое увеличение      на внешних кончиках трещин (рис. 2.8(а)) и 

существенное увеличение      на внутренних. 

 

Рисунок 2.7. траектории трещин при различных значениях   для случая      . 
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Рисунок 2.8. Изменение коэффициентов влияния по мере роста трещин для случая   
   . (а) – для внешних кончиков трещин, (б) – для внутренних. 

 

Представленные выше расчеты показывают существенное изменение значения      в 

зависимости от расположения трещин. Можно выделить следующую зависимость от значения 

коэффициента перекрытия P:  

 Когда проекции трещин не пересекаются (   ) коэффициент влияния больше 

единицы, как для внутренних, так и для внешних кончиков. Резко возрастает при 

уменьшении h и расстояния между трещинами. Значение на внутренних кончиках 

превосходит таковое для внешних. В случае не равномерного роста всех кончиков более 

вероятен рост внутренних. 

 При малом пересечении проекций трещин (        ) коэффициент влияния больше 

единицы как для внутренних, так и для внешних кончиков трещин, растет при 

уменьшении h, но на внутренних кончиках падает по мере увеличения P. Значения      

на внутренних и внешних кончиках сравнимы. В случае неравномерного роста возможен 

рост как внутренних, так и внешних кончиков. 

 При существенном пересечении проекций трещин (           ) коэффициент 

влияния для внутренних кончиков трещин становится меньше единицы и уменьшается с 

уменьшением h, а также резко падает с ростом P. Коэффициент влияния для внешних 

кончиков больше единицы, растет с уменьшением h, но не растет существенно с ростом 

P. В случае неравномерного роста расти будут внешние кончики. 

 При  близком к полному пересечению проекций трещин (         коэффициент 

влияния для внутренних кончиков меньше единицы, а для внешних кончиков близок к 

единице и уменьшается при увеличении P.  В случае если h достаточно велико (больше 

чем сдвиг d между трещинами), коэффициент влияния для внешних кончиков меньше 
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единицы и трещины полноценно осложняют рост друг друга. В случае неравномерного 

роста будут расти внешние кончики. Для соосного случая в случае нарушения 

симметрии также начнут расти внешние кончики. 

Помимо этого следует отметить, что полученные коэффициенты влияния для случая 

прямолинейного роста и для случая криволинейного роста отличаются незначительно. В 

большинстве случаев разница составляет не более 10%, кроме случаев близко расположенных 

трещин, растущих навстречу друг другу (рис. 2.6.(б) случаи h=0.5, h=0.3). Таким образом, 

модели криволинейного роста обеспечивают существенное преимущество в точности 

определения параметров напряженного состояния при взаимодействии трещин в случаях, где 

возможно сближение траекторий трещин. В частности, когда расстояние между трещинами 

составляет порядка их полудлины и менее.    

2.2. Взаимодействие трех параллельных трещин при неравномерном росте. 

Для учета взаимного влияния трещин, как на траекторию, так и на скорость роста, 

рассмотрим случай, когда на каждом шаге будут расти только те кончики трещин, для которых 

значение G максимально. Ввиду симметрии задачи таких на каждом шаге будет два. Для двух 

трещин такое предположение приводит к схожим результатам для различных значений d и h: 

обе трещины растут навстречу друг другу, пока не достигнут области    . После этого 

происходит неограниченный рост внешних кончиков, с постепенным ростом внутренних, когда 

значение P слишком уменьшается. По мере этого роста сокращается расстояние между 

трещинами и в дальнейшем (при неограниченном росте) следует пересечение. Качественно 

поведение и траектория трещин не зависят от значений d и h. 

Для более информативного результата рассмотрим следующую постановку: Пусть у нас 

есть три изначально параллельных трещины, на расстоянии h между плоскостями и со сдвигом 

  между центрами (рис.2.9). Образец с данной системой трещин находится под действием 

растягивающих напряжений   , приложенных на бесконечности. Будем рассматривать два 

случая: одноосное растяжение перпендикулярное плоскостям трещин и всестороннее 

растяжение. Ввиду линейности задачи значение напряжений в любой точке пропорционально 

  , то есть в предположение о росте только кончиков трещин с максимальным значением G 

может быть рассмотрено как предположение, что значение    на каждом шаге берется таким, 

что максимальное значение      .  

Здесь и далее верхнюю и нижнюю трещину будем называть крайними, а находящуюся 

между ними – центральной. Кончики крайних трещин, обращенные в сторону центральной 

будем называть внутренними, а противоположные – внешними.  
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Рисунок 2.9. Схема начального расположения трещин 

 

В таком случае можно выделить три основных сценария роста трещин: 

1. Растут только крайние трещины: Ввиду того, что центральная трещина находится в 

области, укрепляемой наличием крайних трещин, еѐ рост затруднен, и значения G на ней не 

превосходят таковые для внешних кончиков крайних трещин. В основном растут внешние 

кончики, но и внутренние тоже прирастают, обеспечивая значение коэффициента 

перекрытия P в диапазоне         . Траектория такого роста представлена на рис. 2.10 

2. Растѐт только центральная трещина: В случае если трещины расположены так, что 

попадают в область, ослабляемую другими, значение      для всех трещин будет больше 

единицы, но для центральной оно будет наибольшим, ввиду меньшего расстояния до обеих 

влияющих трещин. В таком случае центральная трещина начнет расти, после чего, за счет 

большего размера, будет иметь большее значение   и, соответственно, будет продолжать 

расти. Траектория такого роста представлена на рис. 2.11.  

3. Рост центральной трещины переходит в рост крайних: Изначально данный случай 

аналогичен предыдущему, но по мере роста центральной трещины она оказывается 

достаточно близко к крайним, вследствие чего   центральной трещины уменьшается за 

счет попадания в область, укрепляемую наличием крайних трещин, а   во внешних 

кончиках крайних трещин, наоборот, увеличивается, за счет попадания в область, 

ослабляемую наличием центральной. Если это значение становится больше, чем таковое 

для центральной трещины, то крайние трещины начинают расти, а центральная 

замедляется, прирастая вместе с внутренними кончиками крайних трещин, когда значение 

P становится достаточно малым. Траектория такого роста представлена на рис. 2.12. 

 

Рисунок 2.10. Пример траекторий трещин для случая роста крайних трещин. 
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Рисунок 2.11. Пример траектории роста трещин для случая роста центральной трещины. 

 

Рисунок 2.12. Пример траектории роста трещин для случая роста центральной, 

переходящего в рост крайних трещин. 

Для оценки критериев, согласно которым будет различаться поведение трещин, была 

проведена серия расчетов для различных значений      .  На рис. 2.13 представлено 

распределение различных сценариев поведения трещин в зависимости от начального 

расположения. Границы между областями параметров d и h, соответствующим представленным 

выше исходам взаимодействия, представляют собой две пересекающиеся кривые. 

Первая граница, отделяющая случаи роста крайних трещин от случаев роста центральной, 

представляет собой кривую, схожую с гиперболой. При больших h асимптотически 

приближается к прямой         . При           значение   достигает минимума      . 

Следует отметить, что при          рост центральной трещины происходит и при d<1, то 

есть при пересечении изначальных проекций трещин. 
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Рисунок 2.13. Распределение различных сценариев роста в зависимости от расстояний   и 

  между трещинами в случае одноосного растяжения. 

Кривая, отделяющая случаи неограниченного роста центральной трещины от случаев, 

когда рост центральной трещины переходит в рост крайних, имеет горизонтальную асимптоту 

        . Из этого можно сделать вывод, что, во-первых, существует критическое расстояние 

между плоскостями параллельных трещин, при котором большая трещина не сможет расти в 

сторону меньшей, не активировав еѐ рост в противоположную сторону. Во-вторых, это 

расстояние практически не зависит от длины большей трещины и приблизительно равно 0.7 

длины меньшей трещины. 

Для случая всестороннего растяжения также имеют место все три сценария 

взаимодействия трещин (рис. 2.14), но изменения траектории трещин более выраженные. Также 

есть некоторое отличие и в зависимости поведения трещин от       (рис.2.15). Так, для малых   

переходный режим взаимодействия осуществляется при больших  . Это может быть 

обусловлено тем, что при всестороннем растяжении трещины более чувствительны к 

изменению направления. Кроме того, критическое значение   к которому стремится кривая при 

увеличении   несколько отличается от одноосного случая и составляет       . Кривая, 

отделяющая рост крайних трещин от роста центральных, в точности совпадает с таковой с 

рис.2.13.  
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(

a) 

 

(

б) 

 

(

в) 

 

 

Рисунок 2.14. Траектории для различных сценариев взаимодействия в случае 

всестороннего растяжения. (а) – рост крайних трещин, (б) – рост центральной трещины, (в) – 

рост центральной трещины, переходящий в рост краевых. 
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Рисунок 2.15. Распределение различных сценариев роста в зависимости от расстояний   и 

  между трещинами в случае всестороннего растяжения. 

 

Одной из проблем приведенных выше постановок является то, что рост трещин в под 

действием внешних нагрузок в реальных условиях может являться неустойчивым, из-за чего 

могут возникать динамические эффекты, которые в данной модели не учитываются. 

Рассмотрим следующую постановку: пусть при начальном расположении трещин, аналогичном 

предыдущим случаям, к берегам центральной трещины приложена сосредоточенная сила, а 

напряжения на бесконечности равны нулю (рис.2.16).  В таких условиях рост трещин будет 

устойчивым, поскольку при увеличении длины трещины при неизменном значении f  значение 

G будет убывать. Аналогично предыдущим случаям, на каждом шаге значение f подбирается 

таким образом,  чтобы наибольшее значение G среди всех кончиков трещин совпадало с    .   

 

Рисунок 2.16. Схема расположения трещин и приложенных сил 
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Также такая постановка может дать представление о том, как трещина под действием 

приложенных к берегам сил (например, под действием внутреннего давления) ведет себя при 

наличии в среде других трещин.  

Для данной постановки, в отличие от предыдущих, имеют место всего два сценария 

взаимодействия растущих трещин:  

 неограниченный рост центральной трещины, при котором крайние трещины не 

растут, а после некоторого момента и вовсе закрываются.  

 рост центральной трещины, переходящий в рост крайних трещин, после чего 

может следовать объединение трещин. 

На рис. 2.17 показано распределение сценариев в зависимости от начального 

расположения трещин, а именно от параметров d и h. Для больших значений d граница между 

двумя различными сценариями выходит на горизонтальную асимптоту 
 

  
     . Случай роста 

крайних трещин в данной постановке не реализуется и при уменьшении d вместо этого 

происходит рост центральной трещины. Переход к росту крайних трещин при этом реализуется 

при меньших значениях h. Это обусловлено тем, что при малых сдвигах d крайние трещины 

оказываются частично закрытыми, что уменьшает их эффективную длину.  

 

Рисунок 2.17. Распределение различных сценариев роста в зависимости от расстояний   и 

  между трещинами в случае всестороннего растяжения. 

    

Выводы главы 2: 

С использованием разработанного программного кода была исследована задача 

взаимодействия растущих трещин на примере изначально параллельных трещин. Получены 

следующие оценки взаимного влияния растущих трещин друг на друга: 
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Изменение траекторий растущих трещин под действием других трещин в целом 

согласуется с результатами, полученными в главе 1, и может быть разделено на несколько 

этапов в зависимости от расстояния h между плоскостями трещин и отношения P между длиной 

пересечения проекций трещин на направление их изначального роста и длиной трещины. Для 

    и h меньшей или близкой к полудлине трещины имеет место отклонение трещин друг от 

друга при росте навстречу. Для малых     имеет место сближение траекторий трещин. По 

мере увеличения P это сближение траекторий становится менее выраженным. При       оно 

постепенно меняется на отклонение трещин друг от друга, достигающее наибольшего значения 

при P близком к единице, то есть при полном пересечении проекций трещин. 

Взаимное влияние трещин на напряжения в кончиках друг друга и, соответственно, на 

возможность дальнейшего роста также согласуется с результатами, полученными в 

предыдущей главе. Так, до пересечения (     трещины существенно облегчают друг другу 

рост навстречу и несколько облегчают рост в противоположных направлениях, причем это 

влияние увеличивается при уменьшении h. После пересечения проекций (       ) 

коэффициент влияния на внутренних (направленных навстречу друг другу) кончиках трещин 

достигает максимума после чего начинает убывать. На внешних (направленных в 

противоположные стороны) кончиках он, наоборот, возрастает и значения для внешних и 

внутренних кончиков сравниваются. При дальнейшем пересечении (         ) 

коэффициент на внутренних кончиках резко падает, в то время как на внешних – растет. При 

дальнейшем росте пересечения проекций убывать и значение коэффициента влияния на 

внешних кончиках. 

При достаточно большом значении P и при h превосходящем значение сдвига между 

трещинами коэффициент влияния на внешних кончиках становится меньше единицы. Только 

для такого расположения система параллельных трещин требует приложения больших 

нагрузок, чем одиночная трещина. В остальных случаях хотя бы один из кончиков трещин 

данной системы будет ослаблен (то есть потребует меньших нагрузок для роста) в сравнении с 

одиночной трещиной той же длины. 

В случае взаимодействия параллельных трещин различной длины возможны два 

качественно отличающихся сценария взаимодействия, в зависимости от расстояния между 

плоскостями трещин. В случае если расстояние   больше критического, бóльшая трещина 

продолжит рост мимо меньшей, меньшая может даже не активироваться. В случае, если 

расстояние   будет меньше критического, напряжения во внешнем (удаленном от другой 

трещины) кончике внешней трещины превзойдут таковые для большей трещины и меньшая 

трещина будет расти по направлению от большей. Напряжения же во внутреннем (ближайшем 

к другой трещине) кончике большей трещины будут по мере дальнейшего роста уменьшаться за 

счет влияния другой трещины, вплоть до возможной остановки роста.  
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Данное критическое расстояние     для случая одноосного растяжения практически не 

зависит от длины большей трещины и приблизительно равно       , где 2a – длина меньшей 

трещины. Для случая двухосного растяжения оно зависит от соотношения длин трещин и 

меняется от      при трещинах сравнимой длины, до         в случае, если длина большей 

трещины в 4 и более раза превосходит длину меньшей. Для случая роста центральной трещины 

под действием приложенных к еѐ берегам нагрузок критическое расстояние     также 

стремится к значению             при увеличении отношения между длинами трещин. 

 

Данные оценки позволяют сформулировать критерии необходимости применения 

моделей криволинейного роста для задач взаимодействия трещин: При взаимодействии 

параллельных трещин криволинейность их роста необходимо учитывать в случае, если 

расстояние между ними составляет 0.75 длины меньшей трещины или менее. В таких условиях 

нельзя пренебрегать как взаимным влиянием трещин на рост друг друга, так и влиянием 

криволинейности роста трещин на их взаимодействие. 

Данный критерий можно обобщить и на не параллельные трещины, впрочем, в случае 

непараллельных трещин следует иметь в виду, что рост одной из них в любом случае будет 

криволинейным, так что использование моделей криволинейного роста при их взаимодействии 

может быть оправдано и на больших расстояниях.  
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Глава 3: моделирование нелинейного взаимодействия трещин при наличии 

сжимающих нагрузок 

В некоторых случаях задача о нагружении тела, ослабленного наличием трещин, может 

оказаться нелинейной даже в случае, когда напряжения или деформации не выходят за пределы 

линейной механики. Такое происходит, когда берега каких-либо трещин смыкаются под 

действием приложенных нагрузок. Например, при взаимодействии трещины гидроразрыва с 

имеющимся в среде природным разломом, поскольку природный разлом изначально закрыт под 

действием сжимающих напряжений в среде и может, как открыться, так и закрыться вновь при 

наличии рядом трещины гидроразрыва.  

В таких условиях линейные методы, к которым относится и используемый в данной 

работе метод разрывных смещений, могут давать физически некорректный результат, 

заключающийся в отрицательном раскрытии трещин, то есть перехлесте берегов друг сквозь 

друга. Причиной тому является изменение граничных условий в случае соприкосновения 

берегов. Так вместо граничного условия (1.4) описывающего свободные берега трещины. 

          

Должно быть поставлено условие нулевого нормального разрыва смещений между 

берегами. 

               (3.1) 

а также условие на касательный разрыв. В качестве данного условия можно использовать 

закон сухого трения. То есть в случае если касательные напряжения на стенках не превосходят 

трения, обеспечиваемого нормальными напряжениями, ставится условие прилипания: 

     
        |  |        (3.2) 

В случае если касательные напряжения превосходят трение, условие на берегах 

принимает следующий вид, где kтр – коэффициент сухого трения, а знак перед ним 

противоположен изменению   : 

                
  (3.3) 

Таким образом, в зависимости от напряжений, приложенных к берегам трещины, и еѐ 

раскрытия можно разделить элементы трещины на три типа: открытые и закрытые, которые в 

свою очередь могут быть неподвижными или скользящими. Отметим, что «скользящими» такие 

элементы называются условно, поскольку задача квазистатическая  и движение берегов не 

рассматривается. В нашем случае это обозначает только то, что касательный разрыв смещения 
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может изменяться на шаге вычислений, а к берегам прилагаются касательные нагрузки, 

ограничивающие это изменение.  

Одной из существенных сложностей данного рода задач является то, что для корректного 

решения нужно сначала определить на каких граничных элементах ставятся те или иные 

условия, что можно сделать только корректно определив раскрытия и напряжения на них.  

Для решения данной задачи используется метод последовательных приближений [137]. В 

нем используется метод простой итерации, когда для начального распределения элементов по 

типам решается упругая задача, после чего определяется, какие элементы должны сменить тип, 

после чего задача решается снова с учетом полученных изменений. Задача считается решенной, 

когда на очередном шаге итерации ни один из элементов не сменил тип. 

У такого способа есть один существенный недостаток: на каждом шаге итерации из-за 

изменения элементов приходится пересчитывать матрицу коэффициентов  и заново решать 

уравнение (1.8) для всех элементов системы трещин. 

(
      

      
* (

  

  
*  (

  

  
) (3.4) 

Здесь    (
  

 

 
  

 
+     (

  
 

 
  

 
+ – нормальные и касательные разрывы смещений на 

элементах,     (
  

 

 
  

 
+     (

  
 

 
  

 
+ – нормальные и касательные напряжения, приложенные к 

берегам трещин.   – число элементов,  а                — матрицы коэффициентов, вместе 

образующие матрицу  .  

 Таким образом, вычислительная сложность каждого шага возрастает пропорционально 

количеству итераций в сравнении с линейной задачей, поскольку каждый пересчет системы 

(3.4) требует решения СЛАУ из порядка 2N уравнений с плотной матрицей. 

3.1. Метод моделирования нелинейных задач со смыканием берегов трещин 

Для решения данной задачи без необходимости пересчета всей матрицы коэффициентов 

на каждом шаге воспользуемся следующим методом. 

Рассмотрим нахождение раскрытий трещины с помощью метода разрывных смещений. 

Решение данной задачи выглядит как решение системы (3.4). Его можно получить, найдя 

матрицу, обратную A и подставив в выражение. 

   (
  

  
)  (

  

  
* (3.5) 
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Элементами, которые необходимо проверить будут все те, для которых значение   
 < 0. 

Эти элементы трещин являются закрытыми. Обозначим раскрытия и напряжения, относящиеся 

к закрытым элементам, как           , соответственно. Для открытых –          . Для закрытых 

элементов необходимо обеспечить раскрытие   
      а касательный разрыв смещений задается 

равным либо начальному значению, если таковое имеется, либо полученному при расчете 

значению   
     

 . Далее, чтобы проверить, являются ли какие-либо элементы из закрытых 

скользящими, необходимо найти значение напряжений на этих элементах. В других 

итерационных методах для этого пришлось бы пересчитывать матрицу     для нового набора 

открытых элементов. Вместо этого воспользуемся другим способом, а именно рассмотрим, 

какие именно напряжения нам нужно обеспечить на берегах закрытых трещин, чтобы 

удовлетворить  условиям на закрытых элементах. Уравнение (3.5) в таком случае примет 

следующий вид. 
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  (3.6) 

Или, с учетом имеющегося решения (3.5)  

   (

   
  

 
   

  

 

,  

(

 
 

   
  

   
  

 
   

  

)

 
 

  (3.7) 

где необходимо выяснить значения    
        

  , после чего значения    
  

      
  

 дадут 

нам изменения в разрывах смещений открытых элементов, необходимые для удовлетворения 

граничных условий. Для решения этой системы возьмем подматрицу матрицы    . Пусть 

закрытыми являются первые   элементов.  

  (
      

      
*         

  
    

  
  

    
  

    
  
  

    
  

    
  
  

    
  

    
  
  

               

Взяв обратную к ней    , получим 

   (   
  

 
*  (

   
  

   
  
) (3.8) 

Полученные напряжения    обозначают напряжения, приложенные к сомкнувшимся 

берегам трещин, обеспечивающие неподвижность этих берегов друг относительно друга и 

нулевое раскрытие.  Физически эти напряжения обеспечиваются за счет давления берегов 

трещин друг на друга и за счет силы трения между берегами. Следовательно, значение    
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должно быть неотрицательным, а значение |   
 | не может превосходить значения       

 .  Из 

этого получаем следующие условия для нашего итерационного процесса: 

   
    (3.9) 

|   
 |        

  (3.10) 

Для закрытых элементов должно быть выполнено условие (3.9), иначе этот элемент не 

закрыт, и необходимо его исключить из набора закрытых элементов. 

Если не выполнено условие (3.10), значит силы трения между стенками недостаточно, 

чтобы обеспечить неизменность значения   , следовательно, этот элемент можно отнести к 

скользящим. 

Для первого случая проблема решается исключением элемента из набора закрытых, и 

пересчетом матрицы   для другого набора.  

Рассмотрим второй случай, когда необходимо получить новое значение    
  при 

граничном условии (3.3), когда берега могут сдвинуться, но к ним приложена сила трения. 

   
          

  (3.11) 

Допустим, что из набора закрытых элементов под это условие попадает первый. Тогда 

уравнение (3.7), с учетом изменившихся условий, будет выглядеть так 
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 (3.12) 

где знак перед     выбирается так, чтобы совпадать со знаком    
 , полученного на 

предыдущем шаге.  В уравнении (3.12) неизвестными являются    
 , все    

  и все    
  кроме 

   
 . Перемножив матрицы в левой части (3.12), получим: 
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 (3.13) 

Перенеся все неизвестные в одну сторону, уравнение (3.13) можно привести к виду: 
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 (3.14) 

Решение данной системы позволяет найти как напряжения    на закрытых элементах, так 

и сдвиги     на скользящих. В случае если скользящих элементов больше одного решение 

строится аналогично. Таким образом, получаем новые значения    
  , для которых условие 

(3.10) выполнено. После этого элементы получают новые значения   
     

     
   и 

перестают быть скользящими. Для уменьшения количества итераций можно использовать 

различные значения    : при определении условия (3.10) использовать коэффициент трения 

покоя, а в условии (3.11) и расчете (3.14) использовать коэффициент трения скольжения. В 

таком случае элементы, которые перестали быть скользящими, не станут ими вновь при 

минимальном изменении    
  или    

 . 

Шаг итерации для определения закрывшихся или открывшихся элементов требует 

решения системы из   уравнений, где   – число закрытых элементов. Следовательно, данный 

способ будет существенно упрощать расчет, если    . С другой стороны, можно уменьшить 

значение  , исключив часть закрытых элементов, для которых значение     достаточно велико 

и значение |   | существенно меньше       . Такие элементы можно считать неактивными, и 

не включать в систему A, пока напряжения в этих элементах, вызванные другими элементами, 

не превзойдут пороговых значений, для которых нарушатся условия (3.9) или (3.10). Общая 

схема алгоритма решения представлена на рис.3.1. 

Следует отметить, что помимо предложенного метода решения подобной задачи, 

существуют и другие. Проблема нелинейного поведения системы, когда граничные условия 

представлены не уравнениями, а неравенствами, рассмотрена в работах, посвященных задачам 

о системах трещин под динамическими нагрузками[183,184], а также в задачах дискретного 

контакта[185,186]. Основными используемыми методами решения таких задач являются 

вариационные методы [187-189] с использованием методов конечных [190] или граничных 

[191] элементов. Обзор о методах решения данных задач представлен в работе [192].  
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Рисунок 3.1. Схема алгоритма решения нелинейной задачи. Зеленые стрелки обозначают 

выполненное условие, красные – не выполненное. 

Согласно этому алгоритму была написана программа на языке С++ для моделирования 

роста трещин в различных условиях нагружения. Полученные результаты представлены далее. 
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3.2 Результаты расчетов 

3.2.1. Активация закрытой трещины на различном расстоянии от активной 

Для начала рассмотрим следующую задачу: пусть в плоскости, находящейся под 

действием двухосного сжатия, находятся две параллельные трещины, длина одной из которых 

много больше другой (рис 3.2).  К берегам меньшей трещины длины   приложено равномерно 

распределенное давление  . Для удобства будем называть трещину под внутренним давлением 

активной, а закрытую трещину будем называть пассивной или разломом.  

 

Рисунок 3.2. Схема расположения трещин. Сверху – активная трещина под внутренним 

давлением  . Снизу – пассивная трещина, изначально закрыта под действием внешних нагрузок 

 . 

Рассмотрим различные значения p при выбранном значении     .Для начала рассмотрим 

три значения:     ,        и     . В таком случае избыточные давления          в 

трещине варьируются в диапазоне от   до   . На рис. 3.3 представлены результаты расчетов. 

На каждом рисунке красным цветом отмечены открытые участки трещин (    ), синим 

цветом – участки закрытые, но со сдвигом берегов (          . Пунктирной линией 

отмечены неактивные участки разлома (          . Каждая горизонтальная линия 

представляет собой результат отдельного расчета для соответствующего значения  . Система 

координат обезразмерена на длину трещины   . Значение коэффициента трения        .  

 

  

𝑙 

𝑝 𝑝 

𝜎 

𝜎 

𝜎 

𝜎 

𝜎 

𝜎 
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(а)        (б)         (в)         

Рисунок 3.3. Области открытия и активации закрытых трещин при различных значениях 

давления в активной трещине длины   . Красный – открытые области. Синий – закрытые, со 

смещением берегов. Пунктир – закрытые области. 

Область влияния активной трещины можно условно разделить на две части. Первой из 

них является небольшой сектор перед самым кончиком, где растягивающие напряжения, 

продуцируемые трещиной достаточно велики, чтобы преодолеть сжимающие напряжения 

среды и открыть часть закрытой трещины. Второй частью является более крупная 

цилиндрическая область, касающаяся кончика активной трещины и протяженная 

перпендикулярно ей, в которой касательные напряжения достаточно велики, чтобы преодолеть 

трение между берегами закрытой трещины и вызвать их сдвиг. Следует отметить, что в обоих 

случаях имеет место влияние активизированных областей разлома на соседние: открытые 

вызывают дополнительные растягивающие напряжения, проскальзывающие – дополнительные 

касательные.  

При взаимодействии трещин гидроразрыва с природными разломами, которое в 

упрощенном виде моделирует эта задача, давление в активной трещине падает по мере еѐ роста. 

Если не рассматривать распределение давления в трещине, зависящее от динамики вязкого 

течения жидкости, можно сказать, что на каждом шаге роста трещины давление в ней таково, 

чтобы выполнять условие  

       

Или, в случае другого критерия роста: 

     

Рассмотрим в таких условиях влияние изменения длины активной трещины на 

активизацию пассивной. Будем варьировать длину активной трещины, а давление в трещине 

выбирать таким образом, чтобы значение   оставалось таким же, как в соответствующем 

случае предыдущего расчета. Теоретическое значение   для одиночной трещины под 

постоянным давлением равно: 
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Из этого следует, что                    и, соответственно, 

          √
  
 

 

Или  

         
 √   ⁄   

Рассмотрим два случая, с           и       . На рис 3.4 и 3.5 изображены результаты 

расчетов с соответствующими     . 

   

(a)      
 

 
  (б)       (в)      

 

 
  

Рисунок 3.4. Области открытия и активации закрытых трещин при различных значениях 

давления в активной трещине длины        . Красный – открытые области. Синий – закрытые, 

со смещением берегов. Пунктир – закрытые области. 

   

(a)      
 

 
  (б)     

 

 
  (в)        

Рисунок 3.5. Области открытия и активации закрытых трещин при различных значениях 

давления в активной трещине длины     . Красный – открытые области. Синий – закрытые, со 

смещением берегов. Пунктир – закрытые области. 

Сравнение рис. 3.3-3.5 показывает, что расстояние, на котором активная трещина 

активирует участки пассивной, увеличивается по мере удлинения активной трещины 
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пропорционально корню из еѐ длины. Сравнение рисунков 3.3(а), 3.4(б), 3.5(в) показывает, что 

при одинаковом давлении в активной трещине, увеличение еѐ длины пропорционально 

увеличивает расстояние, на котором она активирует участки пассивной трещины и их 

протяженность.  

3.2.2. Влияние пассивной трещины на напряжения в активной 

Следует отметить, что кроме влияния активной трещины на пассивную, имеет место и 

ответное влияние активированных участков пассивной трещины на активную. Для его оценки 

используем коэффициент влияния     , где    – теоретическое значение для одиночной 

трещины данной длины под данным давлением, а   – полученное численно значение с учетом 

влияния открывшегося участка трещины. На рис. 3.6 представлена зависимость      от 

расстояния h 

 

Рисунок 3.6. Зависимость коэффициента влияния от расстояния между активной и 

пассивной трещиной. 

С учетом предыдущих выводов о расстоянии, на котором активная трещина активизирует 

участки пассивной, введем следующую безразмерную величину: 

   
 

 

 

    
 

В случае если избыточное давление неизвестно и определяется из критериев 

распространения,    можно выразить через трещиностойкость породы     

     
 √ 

   √ 
 

На рис. 3.7. показано распределение коэффициента влияния       
   для различных длин 

  и давлений      активных трещин. При таком обезразмеривании все кривые ведут себя 

одинаковым образом, возрастают при    стремящемуся к 0, имеют минимум при        , где 

𝐺 𝐺𝑡 

  𝑙  
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падение G может достигать 5%. При дальнейшем увеличении    коэффициент влияния 

возрастает обратно до единицы при       . 

 

Рисунок 3.7. Зависимость коэффициента влияния от безразмерного параметра    при 

различных значениях          активной трещины. 

Заметим, что коэффициент влияния превосходит единицу только на узком участке  

       , в то время, когда пассивная трещина имеет открытый участок вплоть до значений 

      . Также при        открытого участка пассивной трещины уже нет, а коэффициент 

влияния остается меньше единицы. Из этого можно сделать вывод, что касательные сдвиги 

берегов пассивной трещины, вызванные наличием активной, приводят к упрочнению среды 

перед кончиком активной трещины. Нормальные же сдвиги, согласно выводам глав 1 и 2, 

ослабляют только область перед кончиком раскрытого участка. Таким образом, пассивная 

трещина способствует росту параллельной ей активной трещины только при крайне малых 

расстояниях между трещинами.  

3.2.3. Влияние пассивной трещины на траекторию активной  

По мере роста активной трещины, еѐ расположение относительно разлома может 

меняться, соответственно изменяя и параметры взаимодействия между ними. Рассмотрим 

следующую задачу: Пусть в плоскости, 

находящейся под действием двухосного 

сжатия на расстоянии   друга находятся две 

параллельные трещины, одна из которых 

много длиннее другой (рис. 3.8). Меньшая из 

трещин, начальной длины   , 

квазистатически растет под действием 

приложенного к еѐ берегам равномерно 

распределенного давления  , такого, что на 

  

𝑙  

𝑝 𝑝 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

𝜎𝑥 

𝜎𝑥 

𝜎𝑥 

𝜎𝑥 

Рисунок 3.8. Схема расположения 

трещин 
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кончиках трещины на каждом шаге выполняется условие роста. 

 

  
    

 
   

     
       

Значение     взято таким образом, чтобы при начальной длине    избыточное давление в 

трещине без учета влияния разлома было равно внешним напряжениям по оси  . 

        

Трещины расположены перпендикулярно минимальному сжимающему напряжению, 

значение    взято равным      . 

На рис. 3.9. показаны траектории роста активных трещин для различных начальных 

значений  . Рассмотрены значения                                     , для которых в 

предыдущих задачах была зафиксирована активация участка пассивной трещины. Для значений 

                 также имели место открытые области.  

 

Рисунок 3.9. Траектории активной трещины вблизи разлома для различных  . 

При                 разлом не оказывает существенного влияния на траекторию 

активной трещины. Для         траектория трещины отклоняется от разлома. При 

дальнейшем уменьшении   происходит переход от отклонения к притяжению трещины и 

становится возможным пересечение активной трещины и разлома. Такое влияние на 

траекторию трещины достаточно хорошо соотносится с результатами для коэффициента 

влияния с рис.3.7: для малых   коэффициент влияния близок к единице или превосходит еѐ, а 

траектория активной трещины притягивается к разлому. При увеличении   коэффициент 

влияния падает до своего минимума, а траектория активной трещины отталкивается от разлома. 

При дальнейшем увеличении   значение коэффициента влияния возвращается к единице, 

соответственно исчезает влияние и на траекторию. 
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Выводы главы 3 

Разработан метод, позволяющий решать нелинейную задачу о трещинах под действием 

сжимающих напряжений с помощью метода разрывных смещений без необходимости 

итеративного пересчета всей матрицы коэффициентов. С использованием данного метода 

исследована задача взаимодействия трещины под внутренним давлением (трещины 

гидроразрыва) с параллельной ей закрытой под действием внешних сжимающих напряжений 

трещиной (природным разломом). Получены следующие выводы: 

 В пассивной трещине при наличии рядом активной возникают участки касательных 

сдвигов и нормального отрыва. Эти участки располагаются вблизи от кончика активной 

трещины. Их протяженность нелинейно зависит от расстояния между активной и пассивной 

трещиной. Участок нормального отрыва располагается в области перед кончиком активной 

трещины. Его протяженность быстро уменьшается с увеличением расстояния между 

трещинами. Участок касательного сдвига располагается в области расположенной у кончика 

активной трещины и протяженной перпендикулярно ему. Длина участка касательного сдвига до 

некоторого предела увеличивается по мере увеличения расстояния между трещинами, после 

чего уменьшается. Протяженность области, где активная трещина вызывает касательный сдвиг 

в несколько раз больше области, где она вызывает нормальный отрыв. 

Характер взаимодействия активной трещины и параллельной ей пассивной трещины 

большей длины (или расположенной так, что активируемая область полностью содержится 

внутри трещины), зависит от значения безразмерного параметра  

     
 √ 

   √ 
,  зависящего от расстояния между трещинами, длины активной трещины, внешних 

напряжений, приложенных перпендикулярно трещинам и трещиностойкости породы. 

Активированные участки пассивной трещины влияют на рост и траекторию активной в 

зависимости от значения   : 

 При малых    (         они ослабляют среду, упрощая рост активной трещины и 

притягивая еѐ траекторию к разлому.  

 При увеличении    (           ) ослабление среды сменяется укреплением 

(коэффициент влияния достигает минимума порядка 0.95), а притяжение траектории 

сменяется отталкиванием траектории от разлома.  

 При дальнейшем увеличении расстояния (            влияние постепенно 

ослабевает. Пассивная трещина активируется, но не оказывает существенного влияния 

на рост активной.  

 При превышении предельного расстояния (        активная трещина не активирует 

пассивную. В таком случае наличие разлома можно не учитывать. 
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Заключение 

В работе представлен метод решения задачи роста криволинейных трещин в плоской 

постановке на основе метода граничных элементов. Разработан метод решения контактной 

задачи в случае смыкания берегов трещин, не требующий итеративного пересчета всей 

матрицы коэффициентов системы. На основе предложенных методов реализован авторский 

программный код для решения задач о росте систем трещин, проведена его верификация и 

валидация.  

Сравнение с аналитическими решениями для статических трещин показало высокую 

точность метода в условиях, когда расстояние между трещинами больше размеров граничных 

элементов. Сравнение с экспериментом показало точное совпадение численно предсказанной 

траектории роста трещины с полученной экспериментально. 

С помощью разработанного программного кода проведено исследование влияния 

различных факторов на рост трещины нормального отрыва. Продемонстрирована малая 

зависимость численно рассчитанной траектории роста трещины от размера граничного 

элемента. Исследовано влияние трещины на окружающее еѐ поле напряжений.  

На основании полученных результатов предположена, а далее подтверждена устойчивость 

траектории трещины к малым отклонениям в случае наличия внешних напряжений, 

обеспечивающих направление роста. В тех же условиях показана устойчивость траектории 

трещины к случайным отклонениям на каждом шаге. Таким образом, разработанный метод 

может быть применим и в случае исследования неоднородных сред иди сред с наличием 

дефектов, в случае если размер дефектов или неоднородностей меньше масштаба задачи. 

С помощью разработанного программного кода исследовано взаимодействие растущих 

трещин. Показано наличие качественно различных сценариев взаимодействия изначально 

параллельных трещин в зависимости от их взаимного расположения. Получены критические 

значения расстояния между плоскостями трещин, на которых поведение системы качественно 

меняется. Показано, что взаимодействие происходит схожим образом в различных условиях 

нагружения. Разработаны критерии необходимости применения моделей криволинейного роста 

трещин в задачах взаимодействия трещин в зависимости от их длин и расположения.  

Исследована задача о взаимодействии трещины гидроразрыва с параллельным ей 

разломом, получены оценки влияния с трещины на активацию разлома и разлома на рост и 

траекторию трещины. Получена зависимость характера взаимодействия от безразмерной 

переменной    
  

   √ 
, связывающей расстояние между трещинами, сжимающие напряжения в 

среде, длину активной трещины и трещиностойкость среды.  
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