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Àêòóàëüíîñòü

Âàæíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïðèíÿòèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè

ðàçðàáîòêå ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-

ëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè íåôòè è ãàçà â ïëàñòå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

êîýôôèöèåíò èçâëå÷åíèÿ íåôòè è ãàçà íåóêëîííî ïàäàåò. Â ýêñïëóàòàöèþ

ââîäÿòñÿ ìåñòîðîæäåíèÿ ñ òðóäíî èçâëåêàåìûìè çàïàñàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì

óñëîæíÿþòñÿ ôèçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, îïèñûâàþùèå ôèëü-

òðàöèîííûå ïðîöåññû â íàñûùåííûõ ñðåäàõ. Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷

â äàííîé îáëàñòè ñâÿçàíî ñ âûáîðîì îïòèìàëüíîãî ðåæèìà ðàçðàáîòêè ìå-

ñòîðîæäåíèÿ íåôòè è ãàçà: ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîâ óâåëå÷åíèÿ íåôòåîòäà-

÷è, îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà èçâëå÷åíèÿ íåôòè, óìåíüøåíèå çàâîäíåíèÿ.

Ðåøåíèå äàííûõ çàäà÷, êîíå÷íî, òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ñà-

ìûõ ñîâðåìåííûõ ôèçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, à òàêæå

ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé

äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå äâóõ ôàç â ïîðèñòîé ñðå-

äå1. Ïðè ýòîì âî âðåìÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòåé âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíîå òåðìî-

äèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå. Äâèæåíèå êàæäîé ôàçû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè-

åì ñîõðàíåíèÿ ìàññû è çàêîíîì Äàðñè, âûðàæàþùèì çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè

ôèëüòðàöèè ôàçû ôëþèäà îò ãðàäèåíòà íàïîðà. Â äàííîé ìîäåëè ïðåíå-

áðåãàåòñÿ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû, íî ó÷èòûâàþòñÿ ñæèìàåìîñòè ôàç è

ïîðîäû, ýôôåêòû ãðàâèòàöèè è âëèÿíèå êàïèëëÿðíûõ ñèë.

Ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ìíîãîôàçíîé ôèëüòðàöèè èìåþò

äëèòåëüíóþ èñòîðèþ êàê çàðóáåæîì, òàê è â íàøåé ñòðàíå. Êëàññè÷åñêèå

ðàáîòû Ë.Ñ. Ëåáåéçîíà, Ã.È. Áàðåíáëàòà, Â.Ì. Åíòîâà, Â.Í. Íèêîëàåâñêîãî

è äðóãèõ îòå÷åñòâåííûõ ó÷åíûõ ñûãðàëè ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïîíèìàíèè

ïðîöåññîâ ïîäçåìíîé ãèäðîãàçîäèíàìèêè.

1M. Muskat — The Flow of Homogeneous Fluids Though Porous Media // McGRAW-HILL BOOK
COMPANY, Inc., New York and London, 1937

Ã.È. Áàðåíáëàòò, Â.Ì. Åíòîâ, Â.Ì. Ðûæèê � Äâèæåíèå æèäêîñòåé è ãàçîâ â ïðèðîäíûõ ïëàñòàõ
// "ÍåäðàÌîñêâà, 1984
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Â íàñòîÿùå âðåìÿ èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå ðàçðàáîòêà ÷èñëåííûõ ìåòî-

äîâ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ôèëüòðàöèè â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé ñòðóê-

òóðîé2. Ðåãóëÿðíî ïðîâîäÿòñÿ ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè ïî äàííîé òå-

ìàòèêå ECMOR (the European Conference on Mathematics of Oil Recovery),

SIAM (Conference of Mathematical and Computational Issues in Geosciences).

Ñîçäàíû êîìïëåêñû ïðîãðàìì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðàçðàáîò-

êè óãëåâîäîðîäíûõ ìåñòîðîæäåíèé Eclipse(Sñhlumberger), Tempest MORE

(Roxar), VIP (LandMark), CMG (CMG).

Âûñîêàÿ ñòîèìîñòü ýêñïåðèìåíòîâ â ýòîé îáëàñòè ñ îäíîé ñòîðîíû, è

òÿæåëûå ïîñëåäñòâèÿ íåïðàâèëüíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè ðàçðà-

áîòêå ìåñòîðîæäåíèé ñ äðóãîé, ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ïðîâåäåíèÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà áîëåå äåòàëüíûõ ñåòêàõ. Ñòðîÿòñÿ ñåòêè,

àäàïòèðîâàííûå ê ñòðóêòóðå ñðåäû, è, êàê ñëåäñòâèå, íåîðòîãîíàëüíûå. Õà-

ðàêòåðíûå ðàçìåðû ÿ÷ååê ïî ëàòåðàëè â äåñÿòêè è ñîòíè ðàç ìîãóò ïðå-

âîñõîäèòü õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ïî âåðòèêàëè. Êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ ÿ÷å-

åê ñåòêè ìîæåò áûòü ïîðÿäêà 109. Âû÷èñëåíèÿ íà òàêèõ îãðîìíûõ ñåòêàõ

ÿâëÿþòñÿ òðóäîåìêèìè äàæå äëÿ ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Ïîýòîìó âñòàåò ïðîáëåìà îñðåäíåíèÿ çàäà÷è � óêðóïíåíèå ñåòêè ñ îïðå-

äåëåíèåì ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ïîäõîäîâ

îñðåäíåíèÿ, êîòîðûå â ïðèíöèïå ðåøàþò ïðîáëåìó âîçìîæíîñòè ìîäåëèðî-

âàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íîå îãðóáëåíèå ìîäåëè, íå ïîçâîëÿþùåå ó÷èòûâàòü

âëèÿíèå ìåëêîìàñøòàáíûõ íåîäíîðîäíîñòåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâî-

ëÿåò êîððåêòíî îïèñûâàòü ïðîöåññû çàâîäíåíèÿ èëè ïåðåíîñ ïðèìåñåé, äëÿ

÷åãî âàæíî çíàòü ïîëå ñêîðîñòåé íà ïîäðîáíîé ñåòêå.

Êàê ñëåäñòâèå, íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü ìíîãîìàñøòàáíûå àëãîðèò-

ìû òèïà ðåìàñøòàáèðîâàíèÿ-äåìàñøòàáèðîâàíèÿ. Ýòîìó è ïîñâÿùåíà íà-

ñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà.

2Kh. Aziz, A. Settari — Petroleum Reservoir Simulation // Elsevier Applied Science Publishers, London,
1980

I. M. Cheshire, J. R. Appleyard, D. Banks, R. J. Crozier and J. A. Holmes — An Efficient Fully Implicit
Simulation //Paper EUR 179, European Offshore Petroleum Conference and Exhibition, London, 1980

R.D. Kanevskaya and R.M. Kats —Exact Solutions of Problems of Fluid Inflow into a Well with a Vertical
Hydrofracture and Their Use in Numerical Models of Flow through Porous Media // Fluid Dynamics, Vol. 31,
No. 6, pp. 854-864, 1996



5

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà

ìîäåëèðîâàíèÿ íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé ïî ïîäîáëàñòÿì, ÷òî ïîçâî-

ëèò óìåíüøèòü âðåìÿ ðàçðàáîòêè ïðîåêòà äëÿ ìåñòîðîæäåíèÿ è ïîâûñèò

òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ. Ïðè ýòîì â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ íåîðòîãî-

íàëüíûìè ñåòêàìè, àäàïòèðîâàííûìè ê ñòðóêòóðå ñðåäû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Äëÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè îáîáùåí ìåòîä îïîðíûõ îïåðàòîðîâ íà ñëó÷àé

ðàçðûâíûõ òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñåòîê, õà-

ðàêòåðíûõ äëÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè, ïîñòðîåí ïðèñîåäèíåííûé îáúåì, òàê

÷òî âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè, è îïåðàòîð äèâåðãåíöèè

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò íà íåîðòî-

ãîíàëüíûõ ñåòêàõ ñ òåíçîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè îòñëåæèâàòü ôðîíò çà-

âîäíåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñåé â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.

Ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è îñðåäíåíèÿ íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ ïðèíöè-

ïîâ ðàâåíñòâà èíòåãðàëà ýíåðãèé. Ïîñòðîåíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè äëÿ

ÿ÷ååê ãðóáîé ñåòêè ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâîâ. Ïðè

ýòîì ïðè ïåðåõîäå íà êðóïíóþ ñåòêó îïåðàòîð äèâåðãåíöèè àïïðîêñèìèðó-

åòñÿ ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.

Ïîñòðîåí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ïîäîáëàñòÿì. Ïðè ýòîì ñíà÷à-

ëà ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ðåìàñøòàáèðâàíèÿ ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå äàâëåíèÿ íà

ãðóáîé ñåòêå, à ïîòîì ïîòîêè ìåòîäîì äåìàñøòàáèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé ãðà-

íèöû ïîäîáëàñòåé èíòåðïîëèðóþòñÿ íà èñõîäíóþ ìåëêóþ ñåòêó, èñïîëüçóÿ

áàçèñíûå ôóíêöèè, âû÷èñëåííûå íà ìåëêîé ñåòêå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà

ãðóáîé ñåòêè. Äàëåå ðåøàåòñÿ ïîëíàÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèè â êàæäîé ïîä-

îáëàñòè ïî îòäåëüíîñòè íà ìåëêîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî

ðîäà, îïðåäåëåííûìè èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äàâëåíèÿ.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ è íàó÷íàÿ öåííîñòü

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè ðàññìîòðåí ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì,

îáëàäàþùèé ñóùåñòâåííûìè ïðåèìóùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðò-

íûìè ïîëíîñòüþ íåÿâíûìè ñõåìàìè. Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëÿåòñÿ äàâëåíèå ñ

ïîìîùüþ íåÿâíîé ñõåìû íà ãðóáîé ñåòêå, ò.å. ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì

÷èñëîì ÿ÷ååê. Êàê ñëåäñòâèå, ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðå-

øàòü íà êàæäîì øàãå, èìåþò ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü. Íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ

÷àñòü ðåøåíèÿ � ýòî ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé, íî îíè âû÷èñëÿþòñÿ

ëîêàëüíî, è äàííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëåíà.

Âî-âòîðûõ, èñïîëüçóåòñÿ ðàçäåëåíèå îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò

òàêæå ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèòü çàäà÷ó äëÿ ãèãàíòñêèõ ìåñòîðîæäåíèé.

Ïðè ðàññìîòðåíèè íåèçîòåðìè÷åñêîé ôèëüòðàöèè, êàê ïðàâèëî, óðàâíåíèÿ

ôèëüòðàöèè è òåïëîïðîâîäíîñòè ðàçäåëÿþò, ò.ê. õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü òåï-

ëîïåðåäà÷è âûøå õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè. Ïðåäëîæåííûé àëãî-

ðèòì ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåí è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïëîïðî-

âîäíîñòè â ïëàñòå.

Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ðàçðàáîòàí àëãîðèòì îñðåäíåíèÿ ñ

îïðåäåëåíèåì ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðûé ìîæåò áûòü

ýôôåêòèâíî ïðèìåíåí äëÿ íåîðòîãîíàëüíûõ ÿ÷ååê ñî ñëîæíîé âíóòðåííåé

ñòðóêòóðîé. Ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå äàæå äëÿ èçíà÷àëüíî èçîòðîïíîé

ñðåäû ïîëó÷àåòñÿ ýôôåêòèâíûé íåäèàãîíàëüíûé òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè.

Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü

òðóäîåìêîñòü ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðàáîòêè íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ ìå-

ñòîðîæäåíèé, à òàêæå ïîâûñèòü êà÷åñòâî ïðèíèìàåìûõ ïðîåêòíûõ ðåøå-

íèé, ïîñêîëüêó ïîëó÷åííîå ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì "high resolution ò.å.

ó÷èòûâàåò îñîáåííîñòè ñòðóêòóðû, çàäàííûå íà ìåëêîé ñåòêå.

Îáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ïîä-

òâåðæäàåòñÿ ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåì î ïîðÿäêå àïïðîêñèìàöèè è
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ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì è ñðàâíåíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ êàê ñ àíà-

ëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè òåñòîâûõ çàäà÷, òàê è ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ðå-

àëüíûõ çàäà÷, âûïîëíåííûìè ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ êîììåð÷åñêèõ êîì-

ïëåêñîâ ïðîãðàìì.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

1. X, XI, XII European Conference on the Mathematics of Oil Recovery

(ECMOR) 2006, 2008 è 2010.

2. Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿, àïðåëü 2007, 2009 è

2010.

3. Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå (ÊÂÌ),

Àêàäåìãîðîäîê, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, 18-20 èþíÿ 2007

4. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ãàçîâîé è âîëíîâîé äèíàìèêè, Ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 21-23

àïðåëÿ 2009

Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñ äîñòàòî÷íîé ïîëíîòîé îòðàæåíû â 12 íà-

ó÷íûõ ðàáîòàõ, ñðåäè êîòîðûõ äâå ïóáëèêàöèè â ðåôåðèðóåìûõ æóðíà-

ëàõ [3,14], äâà ïðåïðèíòà [1,8], à òàêæå âîñåìü äîêëàäîâ â ñáîðíèêàõ ìàòå-

ðèàëîâ è òåçèñîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé [2, 4�7,9�11].

Â [1,3,4] àâòîðó ïðèíàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñèëüíîé ñõîäè-

ìîñòè ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ ñëó÷àÿ ðàçðûâíûõ òåíçîðíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ, ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà, èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà

äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì è äëÿ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ

íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
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Â [2,5�7,9, 10] àâòîðîì ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ýôôåêòèâíûõ òåíçîðîâ ïðî-

íèöàåìîñòè äëÿ ñëó÷àåâ ñèëüíî íåîäíîðîäíîé ñëîèñòîé ñèñòåìû è äëÿ ñëó-

÷àÿ îäèíî÷íîé òðåùèíû.

Â [8] àâòîðîì âûïèñàíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìíîãî-

ôàçíîé ôèëüòðàöèèè â ïåðåìåííûõ íàñûùåííîñòü âîäû, äàâëåíèå íåôòè è

ìàññîâàÿ êîíöåíòàöèÿ òÿæåëîé êîìïîíåíòû óãëåâîäîðîäà â íåôòè è ðåàëè-

çîâàíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó.

Â [13] àâòîðîì îïèñàíû àëãîðèòìû îñðåäíåíèÿ, îñíîâàííûå íà âàðèàöè-

îííîì ïðèíöèïå ðàâåíñòâà ýíåðãèé.

Â [11,12,14] àâòîð ñôîðìóëèðîâàë àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ïîäîáëà-

ñòÿì íà îñíîâå ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà, ïðåäëîæèë äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

îá àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè ìåòîäîì îïîð-

íûõ îïåðàòîðîâ äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ íà ñåòêàõ, êîîðäèíàòíûå ëèíèè

êîòîðûõ õîòÿ áû âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ ïàðàëëåëüíû è ôóíêöèè çàäà-

íû â óçëàõ, à êîýôôèöèåíòû â ÿ÷åéêàõ. Îáîáùåí ìåòîä îïîðíûõ îïåðàòîðîâ

äëÿ ÿ÷ååê ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêìè ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâîâ. Ïðîâåäåí ðàñ÷åò

ðåàëüíîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå

ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìíîãîìàñøòàáíîãî àëãî-

ðèòìà è ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïîëíîñòüþ íåÿâíîé ñõåìîé ðàñ÷åòîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, òð¼õ Ãëàâ, Çàêëþ÷åíèÿ è Ñïèñêà ëè-

òåðàòóðû èç 51 íàèìåíîâàíèÿ. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 85 ñòðàíèöàõ, ñîäåðæèò

26 ðèñóíêîâ.

ÂÏåðâîé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è äâóõôàçíîé ôèëü-

òðàöèè è ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Â äàííîì ðàçäåëå ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ìî-

äåëü ñêâàæèí è âûïèñûâàåòñÿ èåðàðõèÿ ÿâíî-íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, à

òàêæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ñðàâíåíèè ñ àïðîáèðîâàííûì ñî-

âðåìåííûì êîìïëåêñîì ïðîãðàìì.

Â ðàçäåëå 1.1 ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äâóõôàçíàÿ ôèëü-

òðàöèÿ â àíèçîòðîïíûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ó÷å-
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òîì ñæèìàåìîñòåé ïîðîäû è ôëþèäîâ è ïðè íàëè÷èè ãðàâèòàöèè è âëèÿ-

íèè êàïèëëÿðíûõ ñèë îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé:

∂

∂t
(mρwSw) + div(ρwvw) = qMw ,

∂

∂t
(mρoSo) + div(ρovo) = qMo ,

Sw + So = 1,

(1)

ãäå èíäåêñû α = {w, o} îáîçíà÷àþò ôàçû âîäû è íåôòè ñîîòâåòñòâåííî,

m � ïîðèñòîñòü, äîëÿ ïîð â îáúåìå, ρα � ïëîòíîñòü ôàçû α, Sα � íàñû-

ùåííîñòü ôàçû α, vα � ñêîðîñòü ôàçû α, qMα � ìàññîâûé èñòî÷íèê ôàçû

α.

Ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîôàçíûì çàêîíîì Äàðñè:

vα = −krα
µα

K̂ (∇Pα − gρα∇z) , (2)

ãäå krα � îòíîñèòåëüíàÿ ôàçîâàÿ ïðîíèöàåìîñòü ôàçû α, µα � âÿçêîñòü

ôàçû α, K̂ � àáñîëþòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïîðîäû, Pα � ïîðîâîå äàâëåíèå

ôàçû α, g � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè.

Ïðè íàëè÷èè êàïèëëÿðíûõ ñèë ïîðîâûå äàâëåíèÿ ôàç ñâÿçûâàþòñÿ ñëå-

äóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

PL − PW = PCOW (SW ) (3)

ãäå PCOW (SW ) � êàïèëëÿðíîå äàâëåíèå ìåæäó íåôòÿíîé è âîäÿíîé ôàçîé.

Óðàâíåíèÿ (1), (2), (3) îïèñûâàþò ìîäåëü äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè äâóõ

ñæèìàåìûõ ôàç ñ ó÷åòîì êàïèëëÿðíûõ ñèë è ãðàâèòàöèè. Äàííóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé íåîáõîäèìî äîïîëíèòü íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Â ðàçäåëå 1.2 âûïèñàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè â

ïåðåìåííûõ äàâëåíèÿ íåôòè è íàñûùåííîñòè âîäû, ñòðîèòñÿ ðàçíîñòíàÿ

ñõåìà è îïèñûâàåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà äëÿ åå ðåøåíèÿ.

Ïîñòðîåíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà óðàâíåíèé äâóõôàçíîé ôèëüòðà-

öèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê
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àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé ïî âðåìåíè, ïîýòîìó àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà

äèâåðãåíöèè çàïèñûâàëàñü â îáùåì âèäå áåç îòíîñèòåëüíî ìåòîäà àïïðîê-

ñèìàöèè (ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ìåòîä îïîðíûõ îïåðàòîðîâ). Ïðè ýòîì

ôàçîâàÿ ïðîíèöàåìîñòü àïïðîêñèìèðîâàëàñü ïî ñõåìå ñíîñà ïðîòèâ ïîòîêà

(up-wind).

Â ðàçäåëå 1.3 ïîñòðîåíà ìîäåëü ñêâàæèí è ñôîðìóëèðîâàíû îãðàíè÷å-

íèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïàðàìåòðû ñêâàæèíû è ðåæèì åå ðàáîòû.

Â ìîäåëè ñêâàæèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðòèêàëüíóþ òðóáó ñ êðóãëûì

ñå÷åíèåì. Ïåðôîðàöèè ñ÷èòàþòñÿ èäåàëüíûìè: ïîâåðõíîñòü ìàññîîáìåíà

ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé è ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííåé ãðàíèöåé ñêâàæèíû.

Äàâëåíèå âíóòðè ñêâàæèíû ðàñïðåäåëåíî ãèäðîñòàòè÷åñêè, è ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî ñìåñü ãîìîãåííàÿ.

Ìåòîä ó÷åòà ñêâàæèí â ÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ ôèëüòðàöèè îñíîâàí íà äî-

ïóùåíèè òîãî, ÷òî âáëèçè ñêâàæèíû òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì

ðåøåíèåì. Ýòîò ïîäõîä âïåðâûå ïðåäëîæåí Ïèñìàíîì3. Îñíîâíûì ïðåäïî-

ëîæåíèåì â äàííîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ñêâàæèíû, îñü

êîòîðîé ïàðàëëåëüíà îñè Oz, õàðàêòåð òå÷åíèÿ áëèçîê ê ðàäèàëüíîìó.

Â ñèëó ðàäèàëüíîé ñèììåòðèè òå÷åíèå â öèëèíäðè÷åñêîì ñëîå â îêðåñò-

íîñòè ñêâàæèíû áóäåò îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëîé Äþïþè:

Q = −2πh
K

µ

Pk − Pwell

ln Rk

rwell

. (4)

Ôîðìóëà (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçü äåáèòà ñ ïàäåíèåì äàâëåíèÿ íà

ñêâàæèíå. Çíà÷åíèå Rk îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ñåòî÷íîé ìîäåëè.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ÿ÷åéêå, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ñêâàæèíà, îïðå-

äåëÿåòñÿ ïðèòîê èëè ñòîê. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, ñâÿçûâà-

þùåå îïîðíîå äàâëåíèå (çàáîéíîå äàâëåíèå) â ñêâàæèíå è ïàðàìåòðû â

ïëàñòå.

Êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ ëèáî ôèêñèðîâàííîå çàáîéíîå äàâëåíèå, ëèáî

ôèêñèðîâàííûé äåáèò. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî çàáîéíîãî äàâëå-

3D. W. Peaceman — Interpretation of Well-block Pressures in Numerical Reservoir simulation // SPE
Journal, V. 18, N 3, pp. 183-194, 1978
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íèÿ èñòî÷íèê â êàæäîé ÿ÷åéêå(ïåðôîðàöèè) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò äàâëå-

íèÿ è íàñûùåííîñòåé äàííîé ÿ÷åéêè. Â ñëó÷àå çàäàííîãî äåáèòà èñòî÷íèêè

â êàæäîé ÿ÷åéêå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.

Â êîíöå ãëàâû, ðàçäåë 1.3, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ

ðåàëüíîé çàäà÷è.

Â òðåõìåðíîé îáëàñòè ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé (ðèñ. 1) çàäàíà ñåòêà,

àäàïòèðîâàííàÿ ê ñòðóêòóðå ñðåäû. Ðàçìåðû îáëàñòè ïî ëàòåðàëè 461.15 êì

x 7099 êì, ìèíèìàëüíàÿ ãëóáèíà 2743.314 ì, ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà 2824.252 ì.

Ñåòêà ñîäåðæèò 85491 àêòèâíûõ ÿ÷ååê ÿ÷ååê (64 x 97 x 18), ïðè ýòîì

hx = 50.000 ì, hy = 50.000 ì, hz = [0.0 ì, 8.548 ì]. Çíà÷åíèÿ ïîðèñòîñòè

îò 0.0001 äî 0.238, ïðîíèöàåìîñòè ïî ëàòåðàëè îò 0.002 ìÄ äî 389.246 ìÄ,

ïî âåðòèêàëè îò 0.00008 ìÄ äî 2.6 ìÄ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: ïëàñòîâîå äàâ-

ëåíèå ðàñïðåäåëåíî ïî ãèäðîñòàòè÷åñêîìó çàêîíó è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

îò 298.749 áàð äî 305.751 áàð, íà ãëóáèíå 2759 ì çàäàí âîäîíåôòÿíîé êîí-

òàêò, âåëè÷èíà îñòàòî÷íîé âîäîíàñûùåííîñòè ñîñòàâëÿåò 0.22 (íåïîäâèæ-

íàÿ äîëÿ âîäû). Ðàçðàáîòêà âåëàñü 35 äîáûâàþùèìè è 16 íàãíåòàòåëüíûìè

ñêâàæèíàìè â òå÷åíèå 17 ëåò.

Îïèñàííûå âûøå àëãîðèòìû áûëè ðåàëèçîâàíû. Àïðîáàöèÿ àëãîðèòìîâ

ïðîâîäèëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììåð÷åñêîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì Eclipse.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ ñóììàðíîé äîáû÷è íåôòè è

âîäû. Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäó îïîðíûõ îïåðàòîðîâ è ïðîáëåìàì ðå-

ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Â ðàçäåëå 3.1 ïîäðîáíî îïèñàí ìåòîä îïîðíûõ îïåðàòî-

ðîâ äëÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè íà íåîðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõ

ñ ïîñòîÿííûìè òåíçîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ � ýòî ñîãëàñîâàííîå îïðåäå-

ëåíèå îïåðàòîðîâ ãðàäèåíòà è äèâåðãåíöèè èç ñîîòíîøåíèÿ, âûòåêàþùåãî

èç òåîðåìû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî:∫
D

udiv vdV = −
∫
D

(v,∇u)dV +

∫
∂D

uvnds.
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Ðèñ. 1. Ñåòêà è íà÷àëüíîå ïîëå íàñûùåííîñòè ìîäåëè ðåàëüíîãî ìåñòîðîæ-
äåíèÿ

Çäåñü ∂D � ãðàíèöà îáëàñòè D. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v è ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u. Ïîñêîëüêó ýòè âåëè-

÷èíû ïðîèçâîëüíû, òî ìîæíî çàäàòü u |∂D= 0.

Åñëè â ýòîì ðàâåíñòâå èçâåñòåí îïåðàòîð ∇ äëÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé,

òî ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð div. Ðàññìîòðèì î÷åâèäíûé ñëó÷àé v =

−K̂∇p, ãäå K̂ � òåíçîð. Òîãäà èíòåãðàë
∫
D (v,∇u) dV = −

∫
D

(
K̂∇p,∇u

)
dV

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã èíòåãðàëà ýíåðãèè. Ôóíêöèè îïðåäåëå-

íû â óçëàõ, êîýôôèöèåíòû â ÿ÷åéêàõ. Ñîãëàñíî îáùèì ïðèíöèïàì ìåòîäà

îïîðíûõ îïåðàòîðîâ ýòîò èíòåãðàë äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè Ω ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå: ∫
Ω

(
K̂∇p,∇u

)
dV ∼= gab∆ap∆bu (5)

∆ap = −P (A) + P (B), ∆bu = −U(C) + U(B),
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Ðèñ. 2. Ãðóïïîâàÿ äîáû÷à íåôòè è âîäû (òûñ. òîíí)

ãäå P è U � ñåòî÷íûå ôóíêöèè ôóíêöèé p è u ñîîòâåòñòâåííî, gab � ìàò-

ðèöà áèëèíåéíîé ôîðìû. Çäåñü ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îïðåäåëåíî îò

òî÷êè A ê òî÷êå B è îò òî÷êè Ñ ê òî÷êå Â.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðà-

è÷åñêîå ðàâåíñòâî: ∑
i

Viui ⟨div v⟩i =
∑
Ω

gab∆ap∆bu (6)

ãäå a, b ïðîáåãàþò âñå ðåáðà ÿ÷åéêè Ω. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèç-

âîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû ïðè ui ïîëó÷èì àïïðîê-

ñèìàöèþ îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè â êàæäîé ÿ÷åéêå:

⟨div v⟩i =
σag

ab∆pb
Vi

, (7)

Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ðåáðàì, âûõîäÿùèì èç òî÷êè

i. σa = ±1 â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âäîëü

ðåáðà a, Vi � îáúåì ïðèñîåäèíåííûé ê òî÷êå i.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ gab ñòàíäàðòåí4. Ïî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàììà

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1
0 ∩ H2. Èç ñòàíäàðòíûõ

ñâîéñòâ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé èç H1
0 ∩H2 ñëåäóåò5, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü â êàæäîé ÿ÷åéêå Ω ôóíêöèÿìè èç ëèíåéíîé îáî-

ëî÷êè L(Ω) =span{1, x, y} ñ òî÷íîñòüþ O(h2). Òîãäà ïîòðåáóåì äëÿ êàæäîé

4À. À. Ñàìàðñêèé, À. Â. Êîëäîáà, Þ. À. Ïîâåùåíêî, Â. Ô. Òèøêèí, À. Ï. Ôàâîðñêèé � Ðàçíîñòíûå
ñõåìû íà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ // Ìèíñê, 1996

5Ô. Ñüÿðëå � Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ // èçä. Ìîñêâà, 1980
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ÿ÷åéêè Ω òî÷íîãî ñîâïàäåíèÿ íåïðåðûâíîé ýíåðãèè
∫
Ω

K̂∇p∇pdV è ðàçíîñò-

íîé gab∆pa∆pb íà ôóíêöèÿõ èç L(Ω). Ýòî äàñò íàì âîçìîæíîñòü êîíêðåòè-

çèðîâàòü gab. Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ òðè òåîðåìû è èõ äîêàçàòåëüñòâà, êîòî-

ðûå âî ìíîãîì ñõîæè ñ ðåçóëüòàòàìè À.À. Ñàìàðñêîãî è À.Õ. Ïåðãàìåíò è

Ì.Þ. Çàñëàâñêîãî6.

Òåîðåìà 1.(À.Õ.Ïåðãàìåíò,Â.À.Ñåìèëåòîâ, 2007) Ñóùåñòâóþò gab òà-

êèå, ÷òî
∫
Ω

(K̂∇p,∇p)dV = gab∆pa∆pb äëÿ p ∈ L(Ω), è îíè ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû â âèäå

gab =
∑
φ

Sφ(K̂la, lb) (8)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì îáùèì óçëàì ãðàíåé a, b ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè, (K̂la, lb) åñòü åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-

òîðîâ K̂la è lb, ãäå la, lb, ñîïðÿæåííûå âåêòîðàì la, lb, ò.å. (l
a, lb) = δab (íà-

ïðàâëåííûå èç âåðøèíû φ); Sφ åñòü íåêîòîðûå ïëîùàäè, ïðèñîåäèíåííûå

ê óçëó φ è ñóììà êîòîðûõ ðàâíà ïëîùàäè SΩ ÿ÷åéêè Ω.

Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé gab âûðàæå-

íèå äëÿ ýíåðãèè äåéñòâèòåëüíî ïîëîæèòåëüíî. G � ìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð,

ïîðîæäåííûé â êàæäîé ÿ÷åéêå ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gab. Äàëåå íàì ïîíà-

äîáèòñÿ åùå íåñêîëüêî ñâîéñòâ gab, à òàêæå îïåðàòîðà G. Äåéñòâèòåëüíî,

ïðåäïîëîæèì äëÿ ÿ÷ååê ãðóáîé ñåòêè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ Cφ è Cl òàêèå,

÷òî Cφ ≤ φ ≤ π − Cφ è 1
Cl

≤ |a|
|b| ≤ Cl. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.(À.Õ.Ïåðãàìåíò,Â.À.Ñåìèëåòîâ, 2007) Ïóñòü ñäåëàííûå âû-

øå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñåòêè âûïîëíåíû. Òîãäà îïðåäåëÿåìûå

ôîðìóëîé (8) gab óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì: G ≥ βI,
∑

b |gab| ≤ γ, ïðè-

÷åì îöåíêè âûïîëíåíû ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñåòîê è ÿ÷å-

åê.
6Ì. Þ. Çàñëàâñêèé, À. Õ. Ïåðãàìåíò � Àëãîðèòìû îñðåäíåíèÿ è ìåòîä îïîðíûõ îïåðàòîðîâ â

ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè // ÆÂÌèÌÔ, Ò.45, �9, ñ 1616-1627, 2005
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Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíûõ êîýôôèöèåíòîâ â äâóìåðíîé îáëàñòè äîêà-

çûâàåòñÿ òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ è ñòðîÿòñÿ Vi è Sφ äëÿ ñëó÷àÿ

òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Òåîðåìà 3.(À.Õ.Ïåðãàìåíò,Â.À.Ñåìèëåòîâ, 2007) Ñóùåñòâóþò òàêèå

ïëîùàäè Vi è Sφ, ÷òî

∥q −Q∥E =

√∑
M

gab(qa −Qa)(qb −Qb) ≤ Ch∥p∥HL,1(K̂,D),

Qa � ðàçíîñòíûé àíàëîã qa = −
∫
∇pds, p è P � òî÷íîå è ðàçíîñòíîå

ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. ∥ · ∥E � ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà

ïîòîêîâ äëÿ ôóíêöèé p ∈ L(Ω):

gabQb +

∫
a

(K̂∇p,ds) = 0,

ïðè ýòîì èíòåãðàë áåðåòñÿ äëÿ ÷àñòè ïðèñîåäèíåííîãî ðåáðà a, íàõîäÿ-

ùåéñÿ â ÿ÷åéêå Ω. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî

íà ôóíêöèÿõ èç ëèíåéíîé îáîëî÷êè {1, x, y}, êîãäà Sφ = 1
2S∆φ

, ãäå ∆φ �

òðåóãîëüíèê, îïèðàþùèéñÿ íà ðåáðà, ñîñòàâëÿþùèå óãîë φ, à ãðàíèöû Vi

ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè öåíòðû ÿ÷ååê è öåíòðû ãðàíåé.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä îïîðíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ òðåõìåðíûõ çà-

äà÷. Â òðåõìåðíîé îáëàñòè â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîèòü ïðèñîåäèíåííûå îáú-

åìû íå ïîëó÷àåòñÿ. Íî äëÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè õàðàêòåðíû øåñòèãðàííûå

ñåòêè, ó êîòîðûõ åñòü ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûõ ðåáðà. Êàê ïîêàçàíî â ðàáî-

òå [14], íà òàêèõ ñåòêàõ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèñîåäèåííûå îáúåìû, òàêèì

îáðàçîì, ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ. Ïðè

ýòîì ïðèñîåäèíåííûå îáúåìû, êîòîðûå âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, èìåþò âèä: Sφ = 1
8(la, lb, lc), ãäå la, lb, lc � âåêòîðû,

ëåæàùèå íà ãðàíÿõ, ñ îáùåé âåðøèíîé φ, à ãðàíèöû ïðèñîåäèíåííûõ îáú-

åìîâ ê óçëàì ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè, íàòÿíóòûì íà öåíòðû ðåáåð, öåíòðû

ãðàíåé è öåíòð ÿ÷åéêè.

Â ðàçäåëå 2.2 ïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ íà ñëó-

÷àé ñåòêè ñ íåîäíîðîäíûìè ÿ÷åéêàìè.
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íåîäíîðîäíûõ ÿ÷ååê àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèå ëè-

íåéíûìè ôóíêöèÿìè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, â ñèëó ðàçðûâíîñòè

êîýôôèöèåíòîâ. Áàçèñíûå ôóíêöèè äîëæíû îáëàäàòü òåìè æå ñâîéñòâàìè

ãëàäêîñòè, ÷òî è ïîëíîå ðåøåíèå, à èìåííî: äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ íåïðåðûâ-

íîñòü íà ðàçðûâàú êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé è íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíûõ

êîìïîíåíò ïîòîêà è òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà.

Îïðåäåëèòü áàçèñíûå ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêè äëÿ ÿ÷åéêè ñ ïðîèçâîëü-

íîé ñòðóêòóðîé íåâîçìîæíî, íî èõ ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëåííî ñ äîñòàòî÷-

íîé òî÷íîñòüþ èç ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ íà ìåëêîé ñåòêå. Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé {φx, φy, φz} ðåøàþòñÿ òðè ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà-
÷è ñî ñïåöèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â êàæäîé ÿ÷åéêå ãðóáîé ñåòêè.

Îáëàñòü ñèëüíî íåîäíîðîäíàÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ, àäàïòèðîâàííûå ê ñòðóêòóðå ñðåäû. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òå ïðåäëàãàåòñÿ ýòî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ ñíà÷àëà îäíîìåðíûõ çàäà÷

íà ðåáðàõ, à çàòåì ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ íà ãðàíÿõ. Â ðàáîòàõ7 áûëî

ïðåäëîæåíî îïðåäåëÿòü êðàåâûå óñëîâèÿ èç ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ ýëëèï-

òè÷åñêèõ çàäà÷ íà ðåáðàõ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âû÷èñëÿþòñÿ ïîäîá-

íûì îáðàçîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òðåõìåðíûõ ÿ÷ååê: íà äâóõ ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ãðàíÿõ çàäàåòñÿ ïåðåïàä äàâëåíèÿ, è äëÿ êàæäîé ãðàíè ðåøàåòñÿ

ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëåííûìè èç ðå-

øåíèÿ îäíîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ðåáðàõ. Òàêèì îáðàçîì,

èìååì òðè áàçèñíûå ôóíêöèè ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåòêà è ñòðóêòóðà ñðåäû òàêîâû, ÷òî

ôóíêöèè {φx, φy, φz} � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê íîâûì

êîîðäèíàòàì âíóòðè ÿ÷åéêè íåîòðèöàòåëåí.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè, ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóþò ðåøåíèå â êàæäîé óêðóïíåííîé ÿ÷åéêå

ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Äàííûå ôóíêöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü âìåñòî

7J. E. Efendiev, T. Hou, V. Cinting — Multiscale Finite Elements for Nonlinear Problem and Their
Application // Computional Mathematic Science, 2, pp. 553-598, 2004
F. Brezzi — Interacting with the Subgrid World, in Numerical analysis 1999 (Dundee), Chapman and

Hall/CRC, Boca Raton,FL, 2000, pp. 69-82
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ëèíåéíûõ ôóíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè

ìåòîäîì îïîðíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïî àíàëîãèè ñî ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì îïîðíûõ îïåðàòîðîâ èç ðàâåíñòâà

ýíåðãèé îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû áèëèíåéíîé ôîðìû äëÿ êàæäîãî óãëà φ

ÿ÷åéêè Ω:

AGφA
T = D,

A =

∆aφx ∆bφx ∆cφx

∆aφy ∆bφy ∆cφy

∆aφz ∆bφz ∆cφz

 , Gφ =

gaaφ gabφ gacφ
gabφ gbbφ gbcφ
gacφ gbcφ gccφ

 ,

D =


∫
Ω

(
K̂∇φx,∇φx

)
dV

∫
Ω

(
K̂∇φx,∇φy

)
dV

∫
Ω

(
K̂∇φx,∇φz

)
dV∫

Ω

(
K̂∇φx,∇φy

)
dV

∫
Ω

(
K̂∇φy,∇φy

)
dV

∫
Ω

(
K̂∇φy,∇φz

)
dV∫

Ω

(
K̂∇φx,∇φz

)
dV

∫
Ω

(
K̂∇φy,∇φz

)
dV

∫
Ω

(
K̂∇φz,∇φz

)
dV

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

Gφ = A−1D
(
AT

)−1
.

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà O(h) îïåðàòî-

ðà äèâåðãåíöèè áóäåò èñïîëüçîâàíèå â ÿ÷åéêå áèëèíåéíîé ôîðìû G =∑
φ
dφGφ, ãäå

∑
φ
dφ = 1, dφ > 0. Â êà÷åñòâå dφ è Vi áóäåì èñïîëüçîâàòü

òå æå, ÷òî ïîëó÷åíû äëÿ îäíîðîäíûõ ÿ÷ååê, ïðè ýòîì óñëîâèå ïîòîêîâ âû-

ïîëíÿåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå [14].

Òàêæå âî âòîðîé ãëàâå â ðàçäåëå 2.3 îáñóæäàþòñÿ ïðîáëåìû ðåìàñøòà-

áèðîâàíèÿ (îñðåäíåíèÿ).

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåìàñøòàáèðîâàíèÿ, îñíîâàííîãî

íà ïðèíöèïå ðàâåíñòâà ýíåðãèé. Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ãðóáîé ñåòêè èìååì

óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè K̂ij:∫
Ω

(K̂∇pl,∇pm)dV =
∑
φ

Sφ(K̂eff l
a, lb)φ∆ap

l∆bp
m,

Çäåñü pl, pm òå æå áàçèñíûå ôóíêöèè, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ

ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè îáîáùåííûì ìåòîäîì
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îïîðíûõ îïåðàòîðîâ, è ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî òà-

êèì îáðàçîì, ìû èìååì ñèììåòðè÷íûé, ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûé òåí-

çîð ïðîíèöàåìîñòè.

×àñòûì ñëó÷àåì íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïàðàëëåëüíûõ ðàçðûâîâ,

äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêèå áàçèñíûå ôóíêöèè äàæå â

ñëó÷àå òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîíèöàåìîñòè:

p1 =

(n,r)∫
0

ds

(K̂(s)n,n)
, p2 = (m, r)−

(n,r)∫
0

(K̂(s)m,n)

(K̂(s)n,n)
ds,

p3 = (w, r)−
(n,r)∫
0

(K̂(s)w,n)

(K̂(s)n,n)
ds.

(9)

Â ðàçäåëå 2.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò

ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ îñðåäíåíèÿ äëÿ îäíîôàçíûõ çàäà÷. Äàííûå ðåçóëü-

òàòû ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ îñðåäíåíèÿ äëÿ çàäà÷ îäíîôàç-

íîé ôèëüòðàöèè. Íî â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà çàâîäíåíèÿ âðåìÿ

ïðîðûâà âîäû îïðåäåëÿåòñÿ íåêîððåêòíî.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àëãîðèòìó ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ïîäîáëàñòÿì. Â

ðàçäåëå 3.1 îïèñûâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìàòðèâà-

ëàñü äâóõôàçíàÿ ìîäåëü áåç ó÷åòà ñæèìàåìîñòè ôëþèäîâ, âëèÿíèÿ ãðàâè-

òàöèè è êàïèëëÿðíûõ ñèë.

Â ðàçäåëå 3.2 îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ. Çäåñü èñïîëüçîâàëàñü

èäåÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè ïî ïîäîáëàñòÿì8. Ñíà÷àëà âî âñåé îáëàñòè íà

ãðóáîé ñåòêå ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå äàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ìåòî-

äà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ. Äàëåå èñõîäíàÿ ìîäåëü ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîäîáëàñòè

ñ ïðèåìëåìûì êîëè÷åñòâîì àêòèâíûõ ÿ÷ååê. Çàòåì äëÿ êàæäîé ïîäîáëà-

ñòè íà èñõîäíîé ñåòêå ðåøàåòñÿ ïîëíàÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèè ñ ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà, îïðåäåëåííûìè èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äàâëåíèÿ

íà ãðóáîé ñåòêå. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòì ðåìàñøòàáèðîâàíèÿ-

äåìàñøòàáèðîâàíèÿ.

8R.E. Bank, M. Holst — A New Paradigm for Parallel Adaptive Meshing Algorithms // SIAM Rev.,
Vol.45, No.2, 2003
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Ðàçäåë 3.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ðåàëüíîé òðåõìåðíîé çà-

äà÷è ñ íåîðòîãîíàëüíîé ñåòêîé â íåîäíîðîäíîé îáëàñòè ñ äëèòåëüíûì ïå-

ðèîäîì ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèÿ.

Â îáëàñòè ñëîæíîé ãåîìåòðèåé (ðèñ. 3) çàäàíà ñåòêà, àäàïòèðîâàííàÿ

ê ñòðóêòóðå ñðåäû. Ðàçìåðû îáëàñòè ïî ëàòåðàëè 5475 ì x 3275 ì, ìèíè-

ìàëüíàÿ ãëóáèíà 2238.5 ì, ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà 2332.2 ì. Ñåòêà ñîäåðæèò

500 000 ÿ÷ååê (100 x 100 x 50), ïðè ýòîì hx = 54.75 ì, hy = 32.75 ì, hz =

[0.39 ì, 0.53 ì]. Çíà÷åíèÿ ïîðèñòîñòè îò 0.184 äî 0.264, ïðîíèöàåìîñòè îò

3 ìÄ äî 300 ìÄ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: ïëàñòîâîå äàâëåíèå 400 áàð, ïëàñò

ïîëíîñòüþ íàñûùåí íåôòüþ. Ðàçðàáîòêà âåëàñü 13 äîáûâàþùèìè è 4 íàãíå-

òàòåëüíûìè ñêâàæèíàìè â ðåæèìå ïîëíîé êîìïåíñàöèè äîáû÷è çàêà÷êîé

â òå÷åíèå 17 ëåò.

Ðèñ. 3. Ñåòêà

Èñõîäíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàëàñü íà 4 ïîäîáëàñòè ðàâíîìåðíî ïî îñÿì

Ox, Oy. Ïðè ðàñ÷åòå äàâëåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíûì ìåòîäîì ñåòêà óêðóï-

íÿëàñü â 10 ðàç. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà íà èñõîäíîé ñåòêå è ïî

ñåêòîðàì ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêàõ íèæå.

Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíà îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíèöà äàâëåíèé â ïðîöåíòàõ,

ðàññ÷èòàííûõ íà èñõîäíîé ìîäåëè è ïðè ïîìîùè ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòî-

äà. Ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ëåæèò â ðàìêàõ äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè äëÿ

äàííîãî êëàññà çàäà÷.
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Ðèñ. 4. Ïîëå äàâëåíèÿ íà êîíå÷íóþ äàòó ðàçðàáîòêè ïðè ðàñ÷åòå ïîëíîé
ìîäåëè. Âèä ñâåðõó

Ðèñ. 5. Îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíèöà äàâëåíèé â ïðîöåíòàõ ïî âñåì ïîäîáëàñòÿì

Î÷åâèäíî, ÷òî èçìåíåíèå ïîëÿ íàñûùåííîñòè ïðîèñõîäèò â ðàéîíå çàêà-

÷èâàþùèõ ñêâàæèí. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå íàñûùåííîñòè

âîêðóã òðåõ ñêâàæèí, ðàññ÷èòàííîå íà èñõîäíîé ñåòêå, è àáñîëþòíàÿ ðàç-

íèöà íàñûùåííîñòåé, ðàññ÷èòàííûõ ïî èñõîäíîé ìîäåëè è íà ïîäîáëàñòè.

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ðàñõîæäåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ ìåíüøå

ïîëïðîöåíòà.

Â Çàêëþ÷åíèè èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû.
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå íàñûùåííîñòè è àáñîëþòíàÿ ðàçíèöà íàñûùåííîñòåé

Ðåçóëüòàòû è âûâîäû äèññåðòàöèè

1. Ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïî

ïîäîáëàñòÿì, îñíîâàííûé íà êîððåêòíîì îïðåäåëåíèè ôèëüòðàöèîí-

íûõ ïîòîêîâ îòäåëüíûõ ôàç ôëþèäîâ ìíîãîìàñøòàáíûì ìåòîäîì

2. Ðàçðàáîòàí ôèçè÷åñêè è ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûé ìåòîä ðåìàñ-

øòàáèðîâàíèÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ðàâåíñòâà ýíåðãèé

3. Îáîáùåí ìåòîä îïîðíûõ îïåðàòîðîâ íà ñëó÷àè ÿ÷ååê ñ òåíçîðíûìè

êîýôôèöèåíòàìè è ÿ÷ååê ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, â òîì ÷èñëå ïî-

ñòðîåí ïðèñîåäèíåííûé îáúåì â 3D ñëó÷àå, õàðàêòåðíîì äëÿ çàäà÷

ôèëüòðàöèè.
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