
На правах рукописи

Семисалов Борис Владимирович

Моделирование течений вязкоупругих
полимерных сред и слаботурбулентных

процессов в бозе-газах на основе
дробно-рациональных приближений и

алгоритмов без насыщения

Специальность 1.2.2 – Математическое моделирование,
численные методы и комплексы программ

АВТОРЕФЕРАТ

диссертации на соискание ученой степени
доктора физико-математических наук

Новосибирск – 2025



Работа выполнена в Федеральном государственном бюджетном
учреждении науки «Институт математики им. С.Л. Соболева Сибирского

отделения Российской академии наук», г. Новосибирск

Научный консультант:

Ткачёв Дмитрий Леонидович, доктор физико-математических наук, доцент,
Федеральное государственное бюджетное учреждение науки «Институт ма-
тематики им. С.Л. Соболева Сибирского отделения Российской академии
наук», г. Новосибирск, заведующий лабораторией.

Официальные оппоненты:

Булатов Михаил Валерьянович, доктор физико-математических наук, Фе-
деральное государственное бюджетное учреждение науки «Институт дина-
мики систем и теории управления Сибирского отделения Российской акаде-
мии наук», г. Иркутск, главный научный сотрудник.

Дьяченко Александр Иванович, доктор физико-математических наук, Фе-
деральное государственное бюджетное учреждение науки «Институт теоре-
тической физики им. Л.Д. Ландау Российской академии наук», г. Москва,
ведущий научный сотрудник.

Пышнограй Григорий Владимирович, доктор физико-математических на-
ук, профессор, Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего образования «Алтайский государственный техниче-
ский университет им. И.И. Ползунова», г. Барнаул, ведущий научный со-
трудник.

Ведущая организация: Федеральное государственное бюджетное учре-
ждение науки «Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева Сибирского
отделения Российской академии наук», г. Новосибирск.

Защита диссертации состоится 10 апреля 2025 г. в 11:00 на заседании диссер-
тационного совета 24.1.237.01, созданного на базе ИПМ им. М.В. Келдыша
РАН, расположенного по адресу: 125047, г. Москва, Миусская пл., д.4

C диссертацией можно ознакомиться в библиотеке и на сайте ИПМ им.
М.В. Келдыша РАН http://keldysh.ru/council/3/D00202403/defence3.html

Автореферат разослан « » 2025 г.

Учёный секретарь диссертационного совета 24.1.237.01
кандидат физико-математических наук Корнилина М.А.

http://keldysh.ru/council/3/D00202403/defence3.html


ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность работы. Диссертация посвящена математическому мо-
делированию и численному анализу двух гидродинамических процессов: 1)
пуазейлевских течений несжимаемой вязкоупругой полимерной жидкости
(НВУПЖ) и 2) волновых взаимодействий в физических системах, описы-
ваемых нелинейным уравнением Шрёдингера (НУШ). Несмотря на значи-
тельные отличия физических законов, лежащих в основе этих процессов,
проблемы, возникающие при их математическом анализе, являются общи-
ми: решения поставленных задач, обладая высокой гладкостью внутри об-
ласти задачи, имеют особые точки в её малых окрестностях или на границе.
Информация о положении этих точек и их типе является принципиально
важной для изучения существования решений и их свойств, а также для
создания быстрых и высокоточных алгоритмов их поиска.

Первое приложение работы состоит в моделировании течений растворов
и расплавов полимеров и имеет прямое отношение к созданию новых матери-
алов с заданными физико-химическими свойствами и к развитию техноло-
гий экструзии, печати и напыления с использованием таких материалов, что
соответствует пункту а) положения 21 из 1. Успешное применение указанных
технологий связано с реализацией устойчивых течений в каналах принтеров
и экструдеров, которыми можно управлять с помощью механических, темпе-
ратурных и других воздействий на жидкость. Переход к сложной динамике
и турбулентным режимам течения крайне нежелателен, поэтому необходимо
иметь критерии потери устойчивости течений. Получение таких критериев
существенно затруднено, поскольку процесс ламинарно-турбулентного пе-
рехода сложным образом зависит как от реологии полимерной жидкости,
так и от технологических условий (размеров канала, температуры, давле-
ния и т. п.). Ситуация осложняется ещё тем, что ламинарные течения вязко-
упругих растворов и расплавов полимеров качественно отличаются от тече-
ний классических ньютоновских жидкостей. В частности, они могут терять
устойчивость практически при сколь угодно малых значениях числа Рей-
нольдса (Re), что зачастую ассоциируют с упругими свойствами полиме-
ров 2. Механизм, запускающий ламинарно-турбулентные переходы в тече-
ниях НВУПЖ с прямыми линиями тока при малых и умеренных значениях
Re, не установлен до сих пор. Для содержательного описания таких перехо-
дов требуется новый математический и вычислительный аппарат.

Отметим, что при реализации устойчивых ламинарных течений управле-
ние потоками полимерной жидкости также является нетривиальной задачей
и требует разработки специальных моделей. Один из наиболее продвинутых

1Стратегия НТР РФ (утверждена Указом Президента РФ от 28 февраля 2024 г. № 145
«О Стратегии научно-технологического развития Российской Федерации»).

2Datta S.S., Ardekani A.M., Arratia P.E. et al. Perspectives on viscoelastic flow
instabilities and elastic turbulence // Phys. Rev. Fluids. 2022. Vol. 7. No. 080701.
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подходов, позволяющих учесть сложное вязкоупругое поведение полимеров,
включающее эффекты анизотропии, релаксации и влияния микрострукту-
ры на свойства течения, реализован в рамках реологических мезоскопиче-
ских моделей 3. Однако для учёта температурных и электромагнитных воз-
действий, имеющих место в технологиях термоструйной и пьезоэлектри-
ческой печати, требуется дальнейшее развитие и обобщение этих моделей.

Второе приложение диссертационного исследования связано с поиском
решений одной из открытых проблем современной физики, а именно с вы-
явлением механизмов возникновения и развития турбулентности в жидко-
стях, газах и плазме. Важную роль в этой проблеме играют волновые вза-
имодействия, запускающие процессы передачи энергии и других инвариан-
тов между разномасштабными возмущениями. Такие процессы, называемые
каскадами, возникают во многих нелинейных физических системах и харак-
теризуются стационарными спектрами и постоянными потоками инвариан-
тов в пространстве Фурье между масштабами, где задаются их накачка и
диссипация (НД). Каскадные процессы важны для понимания ранней эво-
люции Вселенной, причин аномального нагрева солнечной короны, зарож-
дения «волн убийц» в Мировом океане и многих других явлений.

Большой интерес с точки зрения приложений представляет также эволю-
ция спектров энергии и других инвариантов в пространстве Фурье. Попыт-
ки математического исследования такой эволюции в последние десятилетия
привели к бурному развитию теории волновой турбулентности 4 (ТВТ),
центральным объектом которой является кинетическое уравнение (КУ) с
интегралом столкновений в правой части, описывающее волновые взаимо-
действия в гамильтоновых физических системах. Важными результатами
ТВТ являются точные стационарные решения КУ – спектры Колмогорова–
Захарова (КЗ), описывающие каскадные процессы. Однако на пути строгого
анализа волновых взаимодействий в рамках ТВТ возникает ряд открытых
вопросов об оценке отклонений решений КУ и спектров исходных дина-
мических уравнений, о локальном и глобальном существовании решений
КУ, об определении параметров стационарных и автомодельных спектров,
об обосновании неограниченного роста (blow-up) решений КУ на конечных
временны́х интервалах и другие.

Особую актуальность указанные вопросы приобретают при моделирова-
нии физических систем, описываемых НУШ, в оптике, космологии, физике
сверхтекучих жидкостей и бозе-газов, поскольку в этих приложениях по-
является возможность верификации и валидации результатов ТВТ. В дис-

3Pokrovskii V.N. The Mesoscopic Theory of Polymer Dynamics. 2nd ed. Berlin: Springer,
2010; Алтухов Ю.А., Гусев А.С., Пышнограй Г.В., Кошелев К.Б. Введение в
мезоскопическую теорию текучести полимерных систем. Барнаул: Изд-во АлтГПА, 2012.

4Zakharov V.E., L’vov V.S., Falkovich G. Kolmogorov Spectra of Turbulence I: Wave
Turbulence. Germany: Springer, 1992; Nazarenko S.V. Wave Turbulence. Heidelberg,
Germany: Springer, 2012.
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сертации мы сосредоточились на анализе волновой кинетики бозе-газа, так
как, с тех пор как был впервые получен конденсат Бозе–Эйнштейна, КБЭ
(Нобелевская премия по физике 2001 г.), для этого приложения наблюда-
ется стремительный прогресс экспериментальных методов, формирующих
базу для проверки существующих и разработки новых теорий.

Высокая сложность и нелинейность процессов из двух описанных прило-
жений определяет актуальность разработки адекватных вычислительных
моделей для поиска достоверного и высокоточного численного ответа на
имеющиеся открытые вопросы. Под адекватностью мы понимаем учёт ос-
новных особенностей исследуемых процессов на этапах приближения реше-
ний уравнений, описывающих эти процессы, и конструирования алгоритмов
их поиска на ЭВМ. Наиболее важные с этой точки зрения особенности яв-
ляются общими для рассматриваемых моделей и состоят в следующем:

1. Большие градиенты и фронты искомых решений, обусловленные нали-
чием особых точек (полюсов, точек ветвления и т. п.) их аналити-
ческих продолжений в комплексную плоскость ℂ. С течением времени
или при изменении параметров моделей такие точки могут возникать
и исчезать, двигаться в ℂ по сложным траекториям и выходить в об-
ласть, где ищется решение задачи. Последнее зачастую означает, что
классическое решение рассматриваемых уравнений разрушается.

2. Разномасштабность в моделях течения полимерной жидкости связа-
на с необходимостью учёта микроскопической структуры жидкости на
макроуровне; в моделях волновой турбулентности – с тем, что часто-
ты накачки и диссипации инвариантов, как правило, отличаются на
несколько (вплоть до шести–восьми) порядков.

3. Наличие областей со сложной геометрией (сечение канала, где течёт
полимер; область, по которой рассчитывается интеграл столкновений
в КУ) приводит к особенностям спектров дифференциальных опера-
торов и решений рассмотренных задач и требует разработки специаль-
ных методов аппроксимации.

4. Множество стационарных состояний либо режимов эволюции и пе-
реключение между ними при изменении параметров моделей. Реали-
зация требуемого режима в нелинейной модели связана с обоснован-
ным выбором значений параметров модели и алгоритма и с определе-
нием начальных и/или краевых условий.

Наконец, отметим, что поскольку в рассмотренных приложениях пробле-
мы баланса точности и скорости работы численных методов, а также вери-
фикации полученных решений проявляются особенно остро, значительное
внимание в диссертации уделяется реализации быстрых вычислительных
алгоритмов, позволяющих контролировать погрешность решений.
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Цели работы.
I. Разработка математических и вычислительных моделей 1) пуазейлев-

ских течений НВУПЖ, их установления и разрушения (потери устойчи-
вости) и 2) слабонелинейных волновых взаимодействий в бозе-газе. Целена-
правленный учёт особенностей 1–4, указанных выше, в рамках этих моделей.

II. Создание проблемно-ориентированных вычислительных алгоритмов
для расчёта указанных гидродинамических процессов с малыми затратами
памяти и машинного времени; построение апостериорных оценок погреш-
ности; реализация алгоритмов на ЭВМ в виде комплексов программ, их
отладка и тестирование.

III. Применение созданных моделей и алгоритмов для расчёта неизотер-
мических магнитогидродинамических (МГД) течений НВУПЖ в каналах
с сечениями прямоугольной, эллиптической и круглой форм при наличии
тонких включений – нагревательных элементов; для поиска способов управ-
ления такими течениями с помощью механических, температурных и маг-
нитных воздействий; для выявления нелинейных механизмов потери устой-
чивости осесимметричных течений; для анализа множества стационарных
режимов течения и переключений между ними.

IV. Применение созданных моделей и алгоритмов для верификации ТВТ
в задаче о течении бозе-газа (для анализа отклонений спектров НУШ от ре-
шений соответствующего КУ); для вывода и верификации новых точных
стационарных решений КУ типа спектров КЗ, описывающих прямой кас-
кад энергии и обратный каскад частиц бозе-газа; для поиска параметров
автомодельных режимов эволюции турбулентных спектров; для исследова-
ния неклассического степенно́го решения КУ и его разрушения (blow-up) в
конечный момент времени, означающего начало процесса конденсации.

Объекты исследования.
1. Задача о пуазейлевском течении несжимаемой вязкоупругой полимер-

ной жидкости, а также об установлении и разрушении такого течения.
2. Задача о взаимодействии волн в физических системах, описываемых

уравнением Шрёдингера с кубической нелинейностью.
3. Методы аппроксимации и алгоритмы, учитывающие информацию о

гладкости и особенностях решений указанных задач.
Методы исследования. Для приближения функций, их производных

и интегралов, а также для вывода оценок погрешности в работе использова-
ны методы без насыщения 5; прямые и обратные теоремы теории прибли-
жений; квадратуры Гаусса–Якоби, Сlenshaw–Curtis, Такахаши–Мори; ряды
Фурье и Фурье–Чебышёва; интерполяционные полиномы с узлами Чебы-
шёва и дробно-рациональные барицентрические интерполяции 6 (ДРБИ);

5Бабенко К.И. О явлении насыщения в численном анализе // Докл. АН СССР. 1978.
Т. 241, №3. С. 505–508.

6Schneider C., Werner W. Some new aspects of rational interpolation // Math. Comp.
1986. Vol. 47. P. 285–299.
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тензорные произведения приближений; приближения Чебышёва–Паде.
Для разработки и реализации вычислительных алгоритмов и апостери-

орного анализа погрешности использованы метод коллокаций, метод уста-
новления, нестационарные регуляризации с операторами параболического
и соболевского типов; спектральные разложения матриц, интервальные ме-
тоды; конечно-разностные аппроксимации, методы Рунге–Кутты; методы
объектно-ориентированного анализа проектирования и программирования.

Для анализа моделей течения НВУПЖ и слаботурбулентных процессов
в бозе-газах применяются методы решения линейных и нелинейных алгеб-
раических и дифференциальных уравнений, а также их систем, метод ли-
неаризации Ньютона; законы сохранения плотности частиц и энергии, пре-
образование Захарова, аргумент Эйнштейна о конденсации, автомодельные
замены переменных. Значительная часть результатов по моделированию по-
лучена на основе вычислительного эксперимента.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Разработаны методы приближения функций, основанные на новых ва-

риантах полиномиальных и дробно-рациональных барицентрических интер-
поляций. С применением этих методов получены матрицы, аппроксимиру-
ющие операторы дифференцирования в краевых и начальных задачах для
дифференциальных уравнений. Рассчитаны числа обусловленности, нормы
и спектральные разложения этих матриц. Предложены быстросходящиеся
методы интегрирования функций с большими градиентами и разрывами
производных у границы области интегрирования, даны оценки их погреш-
ности.

2. Разработан метод численного решения краевых и начально-краевых
задач для нелинейных ОДУ и УЧП эллиптического и параболического ти-
пов в приложениях произвольной размерности, а также задач Коши для
кинетических уравнений. Доказана теорема об устойчивости метода при ре-
шении уравнения Пуассона. Получены оценки объёмов памяти и числа опе-
раций метода. Предложен подход к апостериорному анализу погрешности.
Разработаны обобщения метода для решения задач в областях сложной гео-
метрии.

3. Предложен новый вариант реологической мезоскопической модели для
описания неизотермических магнитогидродинамических течений несжима-
емой вязкоупругой полимерной жидкости. Даны постановки задач о тече-
ниях пуазейлевского типа в каналах, показана неединственность их стаци-
онарных решений. Рассчитаны стационарные течения и процессы их уста-
новления.

4. Найдены точные стационарные решения задачи об осесимметричном
пуазейлевском течении полимерной жидкости. С учётом критериев суще-
ствования найденных решений сформулированы условия потери устойчиво-
сти указанного течения. Проведены верификация и валидация этих условий.

5. Разработана вычислительная модель однородного изотропного взаи-
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модействия волн в физических системах, описываемых нелинейным уравне-
нием Шрёдингера. Решена проблема верификации теории волновой турбу-
лентности на больших интервалах по времени: показано, что спектр волно-
вого действия уравнения Шрёдингера и решение соответствующего кинети-
ческого уравнения совпадают с высокой точностью на интервалах порядка
удвоенного характерного времени эволюции спектра.

6. Найдены точные стационарные решения кинетического уравнения,
описывающие прямой каскад энергии и обратный каскад частиц бозе-газа.
На основе этих решений дано объяснение отклонений экспериментальных
данных от результатов теории локальной турбулентности в задаче о пря-
мом каскаде энергии. С контролем погрешности рассчитаны автомодельные
решения кинетического уравнения.

7. Методы решения задач, указанных выше, реализованы в виде ком-
плексов проблемно-ориентированных программ для ЭВМ. С их помощью
проведён ряд тестовых расчётов, результаты которых подтверждают от-
сутствие насыщения разработанных методов, демонстрируют высокую точ-
ность и скорость сходимости методов и верифицируют полученные решения.

Обоснованность и достоверность результатов, полученных в дис-
сертации, обеспечивается: применением при разработке математических мо-
делей фундаментальных физических законов и принципов; учётом основных
свойств и особенностей исследуемых процессов и постановок задач на этапе
разработки вычислительной модели; оценками погрешности созданных ме-
тодов приближения и алгоритмов решения КУ, ОДУ и УЧП; высокой точно-
стью и скоростью сходимости, достигнутыми при численном анализе тесто-
вых задач с известными точными решениями; высокоточным соответстви-
ем решений, полученных разработанными методами и найденных другими
численными и аналитическими методами в рассмотренных прикладных за-
дачах; соответствием результатов моделирования экспериментальным дан-
ным в этих задачах. В частности, условия потери устойчивости течений
полимерной жидкости, полученные в диссертации, соответствуют данным
из 7, а приведённые стационарные и автомодельные спектры, описывающие
кинетику волн в бозе-газе, – результатам измерений из 8.

Научная новизна, теоретическая и практическая значимость.

В работе предложены новые подходы к решению важных проблем из
двух рассмотренных областей гидродинамики, среди них: новый способ ма-
тематического описания потери устойчивости течений растворов и распла-

7Khalid M., Shankar V., Subramanian G. A continuous pathway between the elasto-
inertial and elastic turbulent states in viscoelastic channel flow // Phys. Rev. Lett. 2021.
Vol. 127. No. 134502; Chandra B., Shankar V., Das D. Onset of transition in the flow of
polymer solutions through microtubes // J. Fluid Mech. 2018. Vol. 844. P. 1052–1083.

8Navon N., Gaunt A.L., Smith R.P., Hadzibabic Z. Emergence of a turbulent cascade
in a quantum gas // Nature. 2016. Vol. 539. P. 72–75; Glidden J.A.P., Eigen Ch., Dogra
L. H. et al. Bidirectional dynamic scaling in an isolated Bose gas far from equilibrium //
Nature Physics. 2021. Vol. 17. No. 4. P. 457–461.
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вов полимерных материалов; комплексный подход к управлению течениями
в каналах с учётом реологии и микроструктуры полимера при воздействии
температурных и магнитных полей; поиск новых стационарных и автомо-
дельных волновых спектров в физических системах, описываемых НУШ, и
их применение для интерпретации экспериментальных данных; верифика-
ция и валидация ТВТ при анализе слабонелинейных взаимодействий волн.

В диссертации сделан важный шаг на пути к адекватному численному
моделированию сложных нелинейных процессов и систем: созданы новые
алгоритмы на основе полиномиальных и дробно-рациональных интерполя-
ций, работающие в областях с достаточно сложной геометрией, позволяю-
щие существенно уменьшить объём используемой памяти и число операций,
а также контролировать погрешность полученных решений за счёт учёта
информации о свойствах искомых функций и благодаря оригинальным схе-
мам формирования и решения задач линейной алгебры, соответствующих
исходным дифференциальным моделям. Соискатель считает, что созданные
алгоритмы позволят значительно продвинуться в решении многих нелиней-
ных проблем, лежащих за рамками тематики диссертации.

Апробация работы. Основные результаты диссертации были представ-
лены на ведущих Всероссийских и Международных конференциях, среди
которых: VIII Междунар. конф. «Математика, её приложения и математи-
ческое образование», г. Улан-Удэ, 2023; конференция «Dynamics in Siberia»,
Novosibirsk, Russia, 2023; воркшоп «Wavecomplexity International Networking
Event», Nice, France, 2021; Междунар. конф. «Марчуковские научные чте-
ния», г. Новосибирск, 2021; XIII Междунар. конф. «Сеточные методы для
краевых задач и приложения – 2020», г. Казань, 2020; Междунар. конф.
«Аналитические и численные методы решения задач гидродинамики, мате-
матической физики и биологии», посвящ. 100-летию К.И. Бабенко, Москов-
ская обл., г. Пущино, 2019; Междунар. конф. в честь 90-летия С.К. Году-
нова «Математика в приложениях», г. Новосибирск, 2019; Всерос. конф. с
междунар. участием, посвящ. 60-летию Института гидродинамики им. М.А.
Лаврентьева СО РАН «Современные проблемы механики сплошных сред
и физики взрыва», г. Новосибирск, 2017; Междунар. конф. «Актуальные
проблемы вычислительной и прикладной математики», посвящ. 90-летию
со дня рожд. акад. Г. И. Марчука, г. Новосибирск, 2015; VIII Междунар.
конф. «Лаврентьевские чтения по математике, механике и физике», посвящ.
115-летию со дня рожд. акад. М.А. Лаврентьева, г. Новосибирск, 2015; II
Междунар. конф. «Высокопроизводительные вычисления – математические
модели и алгоритмы», посвящ. Карлу Якоби, г. Калининград, 2013.

Основные результаты работы обсуждались на следующих семинарах:
«Теоретические и вычислительные проблемы задач математической физи-
ки» в ИМСО РАН, 2020, 2021, 2022 гг. (рук. доктора́ физ.-мат. наук А.М. Бло-
хин и Д.Л. Ткачёв); «Общеинститутский математический семинар» в ИМ
СО РАН, 2021 г.; «Математический коллоквиум» в ИМ СО РАН, 2023 г.
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(видеозапись доступна на сайте sobolevmath.tilda.ws); «Прикладная гид-
родинамика» в ИГиЛ СО РАН, 2019, 2021, 2023, 2024 гг. (рук. чл.-корр.
РАН В.В. Пухначёв, д-р физ.-мат. наук Е.В. Ерманюк); «Zakharov seminar
on nonlinear waves», 2024 г. (рук. акад. Е.А. Кузнецов, канд. физ.-мат. на-
ук Д.С. Агафонцев, канд. физ.-мат. наук А.А. Гелаш); «Семинар на уче-
ном совете Института теоретической физики им. Л.Д. Ландау» в ИТФ,
2024 г.;«Computational Mechanics Seminar» Skolkovo Institute of Science and
Technology, 2024 г. (рук. Dr. Aslan Kasimov); «Общеинститутский научный
семинар ИВМиМГ СО РАН», 2024 г. (рук. чл.-корр. РАН Г.А. Михайлов, чл.-
корр. РАН С.И. Кабанихин, д-р физ.-мат. наук М.А. Марченко); «Информа-
ционно-вычислительные технологии» в ФИЦ ИВТ, 2015, 2019, 2022, 2024 гг.
(рук. акад. Ю.И. Шокин, д-р физ.-мат. наук В.М. Ковеня, д-р техн. на-
ук В.Б. Барахнин); «Математическое моделирование в механике» в ИВМ
СО РАН, 2024 г. (рук. доктора́ физ.-мат. наук В.К. Андреев, В.Б. Бекежа-
нова); «Математические методы экономики и естественных наук» на каф.
диф. уравнений МГУ, 2023 г. (рук. доктора́ физ.-мат. наук А.С. Шама-
ев и О.С. Розанова); объединённый семинар ИМ СО РАН, ИВМиМГ СО
РАН, каф. мат. методов геофизики НГУ, МЦА «Математические пробле-
мы геофизики», 2023 г. (рук. чл.-корр. РАН С.И. Кабанихин, д-р физ.-мат.
наук М.А. Шишленин); «Совместный семинар Отдела технологий катали-
тических процессов и Отдела тонкого органического синтеза» в Институте
катализа СО РАН, 2024 г. (рук. чл.-корр. РАН А.С. Носков); семинар ла-
боратории «Laboratoire de Mathématiques et de leurs Applications de Pau»
UPPA, France, 2018 г. (рук. prof. Gilles CARBOU); семинар отдела «Non-
linear Physics group, Laboratoire de Physique de l’École Normale Superieure
(LPENS)» École Normale, France, 2021 г. (рук. prof. Alexandros Alexakis).

Публикации. По результатам диссертационного исследования опубли-
кованы 19 статей в рецензируемых журналах [1] – [19]. Все статьи индекси-
руются базой данных РИНЦ, 15 статей – базой данных Scopus, 13 статей –
Web of Science (из них 5 опубликованы в журналах из квартиля Q1); разра-
ботаны, реализованы и зарегистрированы в ФИПС 3 комплекса программ
для ЭВМ [20] – [22].

Личный вклад автора. Все результаты диссертации получены лично
соискателем или при его непосредственном участии. Работы [2,3,5, 9, 11,13,
14], всего 7 работ, являются сольными (по ним соискатель не имеет соав-
торов). В статьях [1, 15, 17–19] соискателю принадлежат разработка, обос-
нование и тестирование алгоритмов решения КУ, дополнительно в [17–19]
соискатель работал над выводом КУ, описывающего однородное изотроп-
ное взаимодействие волн бозе-газа, над получением точных стационарных
решений КУ, над постановкой задач для автомодельных переменных, над
сравнением результатов решения НУШ и КУ. В работах [4,6–8] соискателю
принадлежат вывод разрешающих соотношений, описывающих пуазейлев-
ские течения НВУПЖ, разработка и реализация численных методов, вывод
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оценок погрешностей, дополнительно в [4, 6] – идентификация параметров
моделей, проведение расчётов и анализ их результатов; в работах [10, 12]
– разработка и реализация численных методов, проведение расчётов. Про-
граммы [20,22] разработаны и реализованы лично соискателем, в реализации
программы [21] принимала участие ученица соискателя, Е.А. Круглова.

Отметим, что в диссертации реализован комплексный подход к числен-
ному анализу задачи о стационарном неизотермическом течении НВУПЖ
в канале с сечением между двумя софокусными эллипсами. Для решения
задачи использованы: метод, созданный в диссертации, метод конечных эле-
ментов и метод коллокаций и наименьших квадратов. Решение задачи ме-
тодом конечных элементов получено А.Г. Горыниным. Метод коллокаций
и наименьших квадратов реализован В.А. Беляевым, Л.С. Брындиным под
рук. проф. В.П. Шапеева. Сравнение результатов работы методов проведе-
но в [16]. Решения, полученные этими методами в разных конечномерных
функциональных пространствах, совпадают с точностью до 3–5 знаков при
изменении параметров задачи в широких диапазонах.

Реализованы комплексные исследования для верификации ТВТ в мо-
делях динамики бозе-газа. В режиме слабонелинейного однородного изо-
тропного взаимодействия волн проведены сравнения: 1) спектров волнового
действия; 2) функций плотности вероятности для интенсивностей волн и
3) кумулянтов, полученных при численном решении НУШ и соответству-
ющего КУ. Разработка и реализация псевдоспектрального метода решения
трёхмерного НУШ с периодическими граничными условиями выполнены
коллегами соискателя Ying Zhu и Giorgio Krstulovic в рамках [17–19].

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, четырёх
глав, заключения, списка литературы и четырёх приложений. Работа содер-
жит 364 страницы, 84 рисунка, 36 таблиц и 321 ссылку на литературу.

Благодарности. Соискатель выражает глубокую признательность сво-

ему учителю д-ру физ.-мат. наук, проф. А.М. Блохину , научному консуль-

танту в области устойчивости течений полимерной жидкости д-ру физ.-
мат. наук, доц. Д.Л. Ткачёву, научному консультанту в области волновой
турбулентности проф. С.В. Назаренко. Соискатель благодарит своих кол-
лег и соавторов за плодотворное сотрудничество и научные дискуссии, в их
числе акад. М.П. Федорук; чл.-корр. Ю.Л. Трахинин; доктора физ.-мат. на-
ук С.К. Голушко, В.Н. Гребенёв, С.Б. Медведев, Г.Г. Черных, В.П. Шапеев;
проф. A. Guessab; исследователи G. Krstulovic и Y. Zhu; кандидаты физ.-
мат. наук В.А. Беляев, Э.А. Бибердорф, И.А. Васева, С.В. Идимешев, Р.Е.
Семенко; м. н. с. НГУ Л.С. Брындин, А.Г. Горынин; ученики соискателя:
Е.А Круглова, Г.А. Кузьмин, В.Р. Баранчиков, И.А. Бугоец, Л.И. Куткин.

В 2017–2024 гг. научная работа соискателя по теме диссертации под-
держивалась грантами РНФ (соглашения № 17-71-10135, 20-71-00071, 20-
11-20036, 22-11-00287) и грантом Математического Центра в Академгородке
(соглашение с Минобрнауки России № 075-15-2022-281).
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Введение включает 4 параграфа и содержит описание проблематики и
формулировку методологии работы, обзор принципов моделирования и раз-
работки численных методов в рамках описанной методологии со ссылками
на источники литературы, перечень результатов диссертационного исследо-
вания, выносимых на защиту. Отметим сразу, что все понятия и классиче-
ские результаты, на которые опирается работа, описаны в приложении I.

Более конкретно, в § 0.1 изложены проблемы и перспективы, связанные с
решением задач из двух прикладных областей: 1) моделирование пуазейлев-
ских течений растворов и расплавов полимерных материалов, их установ-
ления и разрушения; 2) описание волновых взаимодействий в нелинейных
системах гидродинамического типа. Для моделирования течений полимер-
ной жидкости показана эффективность мезоскопического подхода и описан
способ вывода реологического соотношения для компонент симметричного
тензора, описывающего анизотропию среды 9.

Для анализа волновых взаимодействий в физических системах, описы-
ваемых НУШ, изложены основные принципы ТВТ и шаги, необходимые
для вывода интегродифференциального КУ для спектра волнового действия
𝑛𝜔(𝑡) = 𝑛(𝜔, 𝑡) в случае однородного, изотропного взаимодействия волн [17].
Здесь 𝜔 – частота, 𝑡 – время. Указанное КУ имеет вид

𝑑𝑛𝜔

𝑑𝑡
= 𝑆𝑡𝜔(𝑛) =

∫︁
Δ𝜔

𝒫𝜔23[𝑛𝑐𝑛2𝑛3 + 𝑛𝜔(𝑛2𝑛3 − 𝑛𝑐𝑛3 − 𝑛𝑐𝑛2)]𝑑𝜔2𝑑𝜔3,

𝒫𝜔23 = 𝒫(𝜔, 𝜔2, 𝜔3) =
4𝜋3

√
𝜔
min

(︀√
𝜔,

√
𝜔2 + 𝜔3 − 𝜔,

√
𝜔2,

√
𝜔3

)︀
,

(1)

где 𝑛𝑖 = 𝑛(𝜔𝑖, 𝑡), 𝑛𝑐 = 𝑛(𝜔𝑐, 𝑡), 𝜔𝑐 = 𝜔2 + 𝜔3 − 𝜔, множество Δ𝜔 = {(𝜔2, 𝜔3) :
𝜔2, 𝜔3, 𝜔𝑐 > 0} при 𝜔 ∈ [0,∞) является неограниченной двумерной областью,
рис. 1. Ядро 𝒫𝜔23 интеграла столкновений 𝑆𝑡𝜔(𝑛) содержит особенности:
изломы вдоль линий 𝜔2 = 𝜔, 𝜔3 = 𝜔 и неограниченный рост производных в
окрестности границы Δ𝜔: 𝜔2 = 0, 𝜔3 = 0 и 𝜔𝑐 = 0, что осложняет расчёты.

В § 0.1 подчёркнуто, что, несмотря на значительное отличие физики ис-
следуемых процессов, проблемы, возникающие при их математическом мо-
делировании, являются общими и состоят в специфических особенностях
рассматриваемых задач. Развёрнутый анализ этих общих проблем и особен-
ностей дан в § 0.2 (см. пункты 1–4 выше, в разделе «Актуальность работы»).

В § 0.3 сформулированы критерии эффективности вычислительных ал-
горитмов, связанные с учётом априорной информации о гладкости и особен-
ностях искомых решений. С указанием ссылок на результаты теории при-

9Pokrovskii V.N., Altukhov Yu.A., Pyshnograi G.V. The mesoscopic approach to
the dynamics of polymer melts: consequences for the constitutive equation // J. Non-Newton
Fluid Mech. 1998. Vol. 76. No. 1–3. P. 153–181.
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Рис. 1: Область интегрирования Δ𝜔: неограниченная серая область при 𝜔 ∈
[0,∞), ограниченная заштрихованная область при 𝜔 ∈ [0, 𝜔max] (а); график
ядра интеграла столкновений (б)

ближений, теории поперечников, теории табулирования проведён анализ эф-
фективности подходов на основе рядов Фурье и интерполяционных много-
членов с узлами Чебышёва. Дан обзор результатов, касающихся применения
дробно-рациональных приближений для аппроксимации функций с особыми
точками, а также для локализации особых точек. Указан способ применения
полиномиальных и дробно-рациональных интерполяций для решения задач
произвольной размерности, основанный на записи прямых (тензорных) про-
изведений. Описан метод аппроксимации дифференциальных и интеграль-
ных операторов, изложены идеи о сочетании метода коллокаций и метода
установления для формирования и решения задач линейной алгебры, соот-
ветствующих исходным нелинейным дифференциальным постановкам.

В § 0.4 представлен перечень основных положений диссертации, выно-
симых на защиту; приведена структура работы; описаны новизна и значи-
мость, обоснованность и достоверность полученных результатов; дана ин-
формация о личном вкладе соискателя и об апробации работы.

Первая глава состоит из четырёх параграфов. В ней изложены новые
методы приближения функций, их производных и интегралов, позволяющие
учесть запас гладкости и наличие особенностей решений нелинейных крае-
вых, начальных и начально-краевых задач для ОДУ, УЧП и КУ; получены
оценки погрешности новых методов; описаны их обобщения для приближе-
ния решений двумерных и трёхмерных задач в областях различных форм.

В § 1.1 для приближения гладких функций предложены модификации
интерполяционных полиномов с узлами Чебышёва вида

̃︀𝑝𝑁 (𝑢, 𝑥) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗(𝑥)
𝜔𝑗𝑇𝑁 (𝑥)

𝑥− 𝑥ch
𝑗

𝑢(𝑥ch
𝑗 ) + 𝜎−1(𝑥)𝑢(−1) + 𝜎+1(𝑥)𝑢(1), (2)

где 𝑁 – число узлов интерполяции, 𝑥ch
𝑗 и 𝜔𝑗 = 𝑁/𝑇 ′

𝑁 (𝑥ch
𝑗 ) являются узлами
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и весами интерполяции соответственно:

𝑥ch
𝑗 = cos

(︂
2𝑗 − 1

2𝑁
𝜋

)︂
, 𝜔𝑗 = (−1)𝑗−1 sin

(︂
2𝑗 − 1

2𝑁
𝜋

)︂
, 𝑗 = 1, 𝑁, (3)

𝑇𝑁 (𝑥) – многочлен Чебышёва первого рода степени𝑁 ; функции 𝜎𝑗(𝑥), 𝜎±1(𝑥)
обеспечивают автоматическую реализацию однородных условий на грани-
цах 𝑥 = −1 и 𝑥 = 1. Для реализации неоднородных условий при поиске
решения u(𝑥) краевой задачи и задачи Коши использовано представление:

u(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑣(𝑥) ≈ ̃︀𝑝𝑁 (𝑢, 𝑥) + 𝑣(𝑥), (4)

где 𝑢(𝑥) удовлетворяет однородным условиям, а 𝑣(𝑥) – заданным условиям
в точках 𝑥 = −1, 𝑥 = 1 (подходы к расчёту 𝑣(𝑥) и их обобщения на случай
нескольких переменных обсуждаются в § 1.1 и 1.3). Далее описаны шесть
вариантов задания функций 𝜎𝑗(𝑥), 𝜎±1(𝑥), соответствующих шести типам
условий на границах отрезка [−1, 1]: условия Дирихле, условия Неймана,
смешанные условия, условия Дирихле в точке 𝑥 = −1 (𝑥 = 1) со смешанны-
ми условиями в точке 𝑥 = 1 (𝑥 = −1), условия Коши в точке 𝑥 = −1.

Необходимость построения модифицированных полиномов (2), (3) при
решении краевых задач связана с тем, что применение классических при-
ближений (𝜎𝑗(𝑥) ≡ 1 и 𝜎±1(𝑥) ≡ 0) в совокупности с методом коллока-
ций приводит к задачам линейной алгебры с вырожденными матрицами.
Использование (2), (3), напротив, ведёт к хорошо обусловленным задачам
(детальный анализ этого аспекта дан в § 1.3).

Далее в § 1.1 приведены интерполяции 2𝜋-периодических функций на
основе полиномов с ядром Дирихле и более специфические приближения,
учитывающие чётность либо нечётность приближаемой функции. На основе
прямых (тензорных) произведений разных комбинаций разработанных при-
ближений и метода замены переменной построены интерполяции функций
двух переменных в областях различных форм, среди них прямоугольник,
кольцо, область между софокусными эллипсами, область между окружно-
стями со смещёнными центрами, круг, треугольник (узлы этих интерполя-
ций показаны на рис. 2). По аналогии построены интерполяции функций
на сфере, на цилиндрической поверхности и на торе, а также функций трёх
переменных в параллелепипеде, цилиндрическом и сферическом слоях. Опи-
санные приближения позволяют удовлетворить любым комбинациям шести
рассмотренных типов граничных условий.

В § 1.2 построены модификации дробно-рациональных барицентриче-
ских интерполяций (ДРБИ) для приближения функции 𝑢(𝑥):

̃︀𝑟𝑁 (𝑢, 𝑥) =
1

D𝑁 (𝑥)

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜁*𝑗 (𝑥)𝐽𝑗(𝑥)𝑢(𝑥𝑗) + 𝜁−1(𝑥)𝑢(−1) + 𝜁1(𝑥)𝑢(1), (5)
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Рис. 2: Области на плоскости (𝑦, 𝑧) и узлы интерполяции: а – прямоуголь-
ник; б – кольцо; в – область между софокусными эллипсами; г – область
между двумя окружностями со смещёнными центрами; д – круг радиуса 1,
е – треугольник

где 𝐽𝑗(𝑥) =
𝜔𝑗

𝑥− 𝑥𝑗
, D𝑁 (𝑥) =

𝑁∑︀
𝑗=1

𝐽𝑗(𝑥), 𝑥𝑗 = 𝑔(𝑥ch
𝑗 ), 𝑔 – аналитическое отоб-

ражение, биекция отрезка [−1, 1] в себя, позволяющее адаптировать при-
ближение к особенностям 𝑢(𝑥); функции 𝜁*𝑗 (𝑥), 𝜁±1(𝑥) задаются так, чтобы
приближение ̃︀𝑟𝑁 (𝑢, 𝑥) автоматически удовлетворяло однородным условиям
на границах определённого типа (рассмотрены те же типы условий, что в
§ 1.1). В § 1.3 показано, что применение (5) вместе с методом коллокаций при
решении краевых и начально-краевых задач для ОДУ и УЧП обеспечивает
невырожденность и хорошую обусловленность систем линейных уравнений.

В рамках диссертации использован следующий вид отображения 𝑔(𝑥) 10:

𝑔(𝑥) = 𝛿 + 𝜀 sinh

{︂(︀
𝑎− + 𝑎+

)︀𝑥− 1

2
+ 𝑎−

}︂
, 𝑎± = sinh−1 1± 𝛿

𝜀
, (6)

где выражение «sinh−1» обозначает обратную функцию к гиперболическому
синусу. Такой выбор функции 𝑔 обусловлен возможностью явного задания
координат (𝛿, 𝜀) ∈ ℂ особой точки решения для адаптации к ней узлов ин-
терполяции. Кроме того, отображение (6) допускает обобщение для учёта
произвольного количества особых точек 11 и может быть использовано при

10Tee T.-W., Trefethen L.N. A rational spectral collocation method with adaptively
transformed Chebyshev grid points // SIAM J. Sci. Comp. 2006. Vol. 28. No. 5. P. 1798–1811.

11Идимешев С. В. Дробно-рациональная аппроксимация в начально-краевых задачах
с фронтами // Выч. технологии. 2020. Т. 25, № 2. С. 63–79.
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наличии у 𝑢(𝑥) разрыва производной или экспоненциально растущего гра-
диента в точке 𝑥 = 𝑥𝑑 ∈ [−1, 1] (при этом нужно задать 𝛿 = 𝑥𝑑, 𝜀 ≪ 1).

На рис. 3 приведены погрешности приближения трёх функций: 𝑓1
𝑇 (𝑥) =

(1+(𝛽𝑥)2)−1−(1+𝛽2)−1, 𝑓2
𝑇 (𝑥) = |𝑥|𝛼̃−1, 𝑓3

𝑇 (𝑥) = exp(−𝛾𝑥2)−exp(−𝛾), 𝛾 ≫ 1
с условиями Дирихле при 𝑥 = ±1 полиномом (2) и ДРБИ (5), (6). Эти по-
грешности обозначены 𝜀ch𝑝 и 𝜀𝑟𝑝 соответственно. На рис. 3, б точками показа-

на асимптотика наилучшего дробно-рационального приближения12 (НДРП)
функции 𝑓2

𝑇 (𝑥) при 𝛼̃ = 1.5. Видно, что применение ДРБИ даёт кардиналь-
ное ускорение сходимости, а асимптотики ДРБИ и НДРП совпадают.
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Рис. 3: Десятичные логарифмы погрешностей (2) (𝜀ch𝑝 , пунктир) и (5) (𝜀𝑟𝑝,

сплошные линии) с условиями 1-го типа: для функции 𝑓1
𝑇 (𝑥) при 𝑝 = 𝛽 =

5, 20, 100 (а); для 𝑓2
𝑇 (𝑥) при 𝑝 = 𝛼̃ = 0.1, 0.5, 1.5, пунктиром показана асимп-

тотика НДРП (б); для 𝑓3
𝑇 (𝑥) при 𝑝 = 𝛾 = 103, 106, 109 (в)

Далее показано, что при 𝑔 = id приближения (5) и (2) совпадают для всех
типов условий на границах. Для оценки погрешности (5) при 𝑔 ̸= id с приме-
нением идей из 13 показано, что ̃︀𝑟𝑁 (𝑢, 𝑥) с точностью до быстроубывающих
компонент совпадает с приближением p𝑁 (𝜈, 𝑥), где p𝑁 есть обобщение (2) на
случай приближения функции с неоднородными условиями, 𝜈 = (𝑢 ∘ 𝑔)/𝑔′.

В § 1.3 на основе предложенных полиномиальных и дробно-рациональных
интерполяций построены матричные аппроксимации операторов дифферен-
цирования первого и второго порядков (матрицы 𝒜 и 𝐴 соответственно).
Выражения элементов матриц 𝒜 = (a𝑖𝑗) и 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 = 0, 𝑁 + 1, получе-
ны путём дифференцирования (2) по 𝑥 один и два раза, перехода к пределу
𝑥 → 𝑥ch

𝑖 , где 𝑥ch
0 = −1, 𝑥ch

𝑁+1 = 1 и записи линейных комбинаций

̃︀𝑝𝑁 ′(𝑢, 𝑥ch
𝑖 ) =

𝑁+1∑︀
𝑗=0

a𝑖𝑗𝑢(𝑥
ch
𝑗 ), ̃︀𝑝𝑁 ′′(𝑢, 𝑥ch

𝑖 ) =
𝑁+1∑︀
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗𝑢(𝑥
ch
𝑗 ).

В итоге, с использованием (4) и обозначений 𝑈 =
(︀
𝑢(𝑥ch

0 ), ..., 𝑢(𝑥ch
𝑁+1)

)︀𝑇
,

U𝜇 =
(︀
u𝜇(𝑥

ch
0 ), ..., u𝜇(𝑥

ch
𝑁+1)

)︀𝑇
, 𝜇 ∈ {𝑥, 𝑥𝑥}, получены аппроксимации вида

12Stahl H.R. Best uniform rational approximation of 𝑥𝛼 on [0, 1] // Acta Math. 2003.
Vol. 190. P. 241–306.

13Baltensperger R., Berrut J.-P., Noël B. Exponential convergence of a linear rational
interpolant between transformed Chebyshev points // Math. Comp. 1999. V. 68. P. 1109–1120.
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U𝑥 ≈ 𝒜𝑈 + 𝒱𝑥, U𝑥𝑥 ≈ 𝐴𝑈 + 𝒱𝑥𝑥, где 𝒱𝑥, 𝒱𝑥𝑥 – векторы с компонентами
𝑣(𝑥ch

𝑖 ), 𝑣𝑥𝑥(𝑥
ch
𝑖 ), 𝑖 = 0, 𝑁 + 1. Аналогичные формулы записаны для (5) и

для интерполяций периодических функций. Все варианты выражений для
коэффициентов a𝑖𝑗 и 𝑎𝑖𝑗 приведены в § 1.3 и в приложении III.

Далее проведён анализ спектров полученных матричных аппроксима-
ций: с применением интервальных методов 14 рассчитаны значения соб-
ственных чисел матриц и радиусы интервалов, гарантированно содержа-
щих эти числа. Для краевых задач рассмотренных типов показано, что
[𝑁/2] меньших по модулю собственных чисел матрицы 𝐴 с высокой точно-
стью совпадают с собственными числами соответствующих задач Штурма–
Лиувилля. Исследованы спектральные разложения матриц 𝐴:

𝐴 = 𝑅𝐴𝐷𝐴𝑅
−1
𝐴 , (7)

где 𝑅𝐴 – матрица собственных векторов 𝐴; 𝐷𝐴 – диагональная матрица
собственных значений 𝐴. Построены графики зависимостей норм (norm) и
обусловленностей (cond) матриц 𝒜, 𝐴 и 𝑅𝐴, а также радиусов интервалов
(rad), гарантированно содержащих значения norm и cond, от числа узлов
интерполяции для всех описанных типов граничных условий. Исследова-
ны зависимости norm, cond и rad от коэффициентов смешанных граничных
условий и параметров 𝛿, 𝜀 отображения (6). В результате констатировано,
что norm и cond с ростом 𝑁 растут медленно, что является принципиаль-
но важным для построения не завышенных оценок погрешности методов
решения ОДУ, УЧП и КУ. Исключение представляет метод приближения
решений задачи Коши, для которого получен быстрый (экспоненциальный)
рост cond 𝑅𝒜. В § 1.3 предложены способы решения этой проблемы.

Далее в § 1.3 описаны аппроксимации интегральных операторов на отрез-
ке с переменным верхним пределом и даны обобщения всех предложенных
приближений и представления (4) для случая функций двух и большего
числа переменных.

Параграф 1.4 посвящён разработке квадратурных формул для функ-
ций с особенностями, лежащими на границе области интегрирования или в
её малой окрестности. Такие формулы необходимы для расчёта интеграла
столкновений в КУ. Здесь разработаны новые формулы на основе квадра-
тур Гаусса–Якоби, формул Мори и отображения (6); описана модификация
формул Clenshaw–Curtis; получены оценки погрешности созданных методов.

В главе 2 разработан, обоснован и протестирован нелокальный метод
без насыщения (НМБН) для решения краевых и начально-краевых задач
для нелинейных ОДУ и УЧП второго порядка, а также задач Коши для
четырёхволновых КУ. Основой предложенного метода является примене-
ние единого (нелокального) приближения искомого решения полиномом или

14Rump S.M. Verification Methods: Rigorous Results using Floating-point Arithmetic //
Acta Numerica. 2010. Vol. 19. P. 287–449.
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дробно-рациональной функцией (ДРФ) из числа построенных в гл. 1. Ско-
рости сходимости этих приближений близки к асимптотикам погрешности
наилучших приближений в классах полиномов и ДРФ, что соответствует
определению метода без насыщения. НМБН использует метод установле-
ния с регуляризующими операторами и метод коллокаций. В рамках НМБН
предложен новый подход к формированию и решению задач линейной ал-
гебры, соответствующих исходным дифференциальным постановкам, поз-
воливший существенно (на несколько порядков) сократить количество опе-
раций по сравнению с традиционной схемой метода коллокаций, приводя-
щей к СЛАУ с большой разреженной матрицей. ДРБИ обеспечивают высо-
кие адаптивные качества НМБН в задачах с особенностями. В тестовых
расчётах показаны отсутствие насыщения и значительные преимущества
НМБН над другими методами. Получены апостериорные оценки погрешно-
сти. Предложены обобщения для решения задач в областях сложных форм.

Глава 2 состоит из восьми параграфов. В § 2.1 описан алгоритм решения
краевых и начально-краевых задач для ОДУ и УЧП. Для примера краевая
задача Дирихле в области 𝐷 ⊂ ℝ𝑑 в рамках алгоритма записывается в виде

△u = 𝑓(u,𝐱), u|𝜕𝐷 = 𝑔𝑏(𝐱), (8)

где 𝐱 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑑) ∈ 𝐷, 𝑑 – размерность задачи, 𝑓 зависит от неизвестной
функции и её производных 1-го и 2-го порядков; △ – оператор Лапласа,
функция 𝑔𝑏(𝐱) задаёт граничные условия. В алгоритме используется метод
установления: для организации итераций вводятся фиктивная временна́я
переменная 𝑡 и нестационарный оператор – регуляризация 𝐵𝑡; решение за-
дачи (8) ищется как предел решений u(𝑡,𝐱) нестационарной задачи

𝐵𝑡u = △u− 𝑓(u,𝐱), u(𝑡,𝐱)|𝐱∈𝜕𝐷 = 𝑔𝑏(𝐱), u(0,𝐱) = u0(𝐱) (9)

при 𝑡 → ∞. В рамках НМБН используются простая регуляризация 𝐵𝑡 =
𝜕
𝜕𝑡

и регуляризация (оператор) Соболева 𝐵𝑡 = (𝑘1 − 𝑘2△) 𝜕
𝜕𝑡 , где 𝑘1, 𝑘2 > 0.

Вводится сетка по 𝑡 с постоянным шагом 𝜏 и узлами 𝑡𝑘 = 𝜏𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...;
решения на 𝑘-м и (𝑘−1)-м шагах по времени, удовлетворяющие однородным
краевым условиям, обозначаются ̂︀𝑢, 𝑢; с применением разностной аппрокси-
мации 𝜕

𝜕𝑡𝑢(𝑡𝑘,𝐱) ≈
̂︀𝑢−𝑢
𝜏 и формулы (4) выводятся соотношения для расчёта

значений ̂︀𝑢 по значениям 𝑢 в случае простой регуляризации:

̂︀𝑢− 𝜏△̂︀𝑢 = 𝑢− 𝜏𝑓(u,𝐱) + 𝜏△𝑣 (10)

и в случае регуляризации Соболева:

𝑘1̂︀𝑢− (𝑘2 + 𝜏)△̂︀𝑢 = (𝑘1 − 𝑘2△)𝑢− 𝜏𝑓(u,𝐱) + 𝜏△𝑣. (11)

Условие остановки итераций, ‖𝐵𝑡u‖ = ‖△u− 𝑓(u,𝐱)‖ ≤ 𝜀𝑆 , даёт приближён-
ное решение задачи (8) с невязкой установления 𝜀𝑆 .
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Для перехода от (10), (11) к задачам линейной алгебры использованы
интерполяции функций ̂︀𝑢, 𝑢 и их производных, созданные в гл. 1, и метод
коллокаций. Для приближения производных в задачах размерности 𝑑 ≥ 3
использована операция 𝛿-произведения матриц 𝐴𝛿, аппроксимирующих про-
изводные, и 𝑑-мерных массивов ̂︀𝑈 , содержащих значения ̂︀𝑢 в узлах колло-

кации: ̂︀𝑈𝑥𝛿𝑥𝛿 ≈ 𝐴𝛿

𝛿
× ̂︀𝑈 (эта операция определена в § 1.3), где 𝛿 = 1, 𝑑, ̂︀𝑈𝑥𝛿𝑥𝛿

– массив, содержащий значения второй производной ̂︀𝑢 по переменной 𝑥𝛿.
Схема аппроксимации уравнения (10) в случае 𝑑 = 3 показана на рис. 4, где
𝑁𝛿 – число элементов массива (число узлов коллокации) по направлению 𝛿,
𝐻(𝑈) – массив значений правой части (10) в узлах коллокации.

Из (10), (11) при использовании спектральных разложений матриц 𝐴𝛿

вида (7) получены уравнения с диагональными матрицами 𝐷𝐴𝛿
. Решения

этих уравнений записаны в явном виде, и из них с использованием опера-
ций 𝛿-произведения получены решения (10), (11). Этот алгоритм является
обобщением метода решения матричного уравнения Сильвестра.

Рис. 4: Схема 𝛿-произведений матриц и массивов в уравнении (10) при 𝑑 = 3

В § 2.1 дано пошаговое описание алгоритма; разобраны его упрощения
для частных случаев 𝑑 = 1, 2 и обобщения для решения нестационарных
уравнений; доказаны теоремы о сходимости алгоритма в линейных зада-
чах и получены оценки объёмов памяти и числа операций. Подчеркнём, что
при 𝑁1 = ... = 𝑁𝑑 = 𝑁 на каждом шаге метода установления для поиска
решения требуется порядка 𝑁𝑑+1 операций. Классическая схема метода кол-
локаций в аналогичной постановке приводит к системе линейных уравнений
с матрицей размера 𝑁𝑑 ×𝑁𝑑, для решения которой требуется порядка 𝑁3𝑑

операций, т. е. НМБН позволяет снизить число операций в 𝑂(𝑁2𝑑−1) раз.
В последнем пункте § 2.1 отмечено, что за счёт применения ДРБИ разра-

ботанный алгоритм особенно эффективен в задачах, решения которых име-
ют особые точки. Для их локализации в одномерном случае описан метод,
основанный на аппроксимациях Чебышёва–Паде.

Параграф 2.2 посвящён разработке алгоритма решения задачи Коши для
КУ, с членами, описывающими накачку и диссипацию энергии:

𝑑𝑛𝜔

𝑑𝑡
= 𝑆𝑡𝜔(𝑛) +

𝑐𝑓√
2𝜋𝜎

exp

[︂
− 1

2

(︂
𝜔 − 𝜔𝑓

𝜎

)︂2]︂
⏟  ⏞  

накачка

− [(𝜔/𝜔𝐿)
−𝑝 + (𝜔/𝜔𝑅)

𝑞]𝑛𝜔⏟  ⏞  
диссипация

, (12)
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где 𝑆𝑡𝜔(𝑛) – интеграл столкновений из (1); 𝑐𝑓 , 𝜎, 𝜔𝑓 , 𝜔𝐿, 𝜔𝑅, 𝑝, 𝑞 – по-
ложительные параметры: 𝜔𝐿, 𝜔𝑅 – характерные значения частот низко- и
высокочастотной диссипаций, числа 𝑝, 𝑞 определяют крутизну спектра в
окрестности диссипации; 𝜔𝑓 , 𝑐𝑓 , 𝜎 характеризуют расположение и гради-
ент спектра накачки, 𝜔𝐿 ≪ 𝜔𝑓 ≪ 𝜔𝑅. В § 2.2 полагается, что 𝜔 ∈ [0, 𝜔max],
поэтому область интегрирования Δ𝜔 в 𝑆𝑡𝜔(𝑛) ограничена, см. рис. 1, а.

Для построения алгоритма в § 2.2 решены три задачи. Во-первых, разра-
ботаны и протестированы быстросходящиеся кубатурные формулы для рас-
чёта интеграла столкновений. При этом реализована декомпозиция области
Δ𝜔, 𝜔 ∈ [0, 𝜔max] на подобласти Δ0–Δ4, Π1, Π2, внутри которых подынте-
гральная функция является аналитической; каждая подобласть отображена
на квадрат 𝑆𝑞 = [−1, 1]2; интегралы по 𝑆𝑞 представлены в виде повтор-
ных интегралов и рассчитаны с помощью квадратурных формул из § 1.4 с
учётом особенностей ядра интеграла столкновений и спектра 𝑛𝜔(𝑡). Для те-
стирования этих формул использованы точные стационарные решения КУ,
полученные в § 4.2, и спектры 15, имеющие на левой границе частотного диа-
пазона точки ветвления. Во-вторых, с применением ДРБИ (5) при 𝜁±1 = 0,
𝜁*(𝑥) ≡ 1 и обобщения (6) разработаны и протестированы методы прибли-
жения функции 𝑛𝜔(𝑡) и правой части КУ (12) с учётом того, что градиен-
ты членов, описывающих накачку и диссипацию, отличаются на несколько
(вплоть до восьми) порядков. В-третьих, для построения сходящейся схемы
решения задачи Коши для (12) с шагом по времени, существенно превы-
шающим минимальное расстояние между узлами сетки по переменной 𝜔,
реализована модификация НМБН. Отметим, что схемы на основе разност-
ных методов и метода Рунге–Кутты в этой задаче не работали.

Параграф 2.3 посвящён тестированию разработанного алгоритма в нели-
нейных краевых задачах с решениями различной гладкости. Порядки схо-
димости численных решений сопоставлены с порядками сходимости наилуч-
ших полиномиальных приближений функций соответствующей гладкости.
При этом использованы оценки на основе неравенства Джексона для функ-
ции одной переменной 16 и оценки из 17 для функций нескольких перемен-
ных. Показано высокоточное соответствие указанных порядков сходимости,
что свидетельствует об отсутствии насыщения разработанного алгоритма.

В § 2.4 даны апостериорные оценки двух компонент погрешности числен-
ных решений НМБН – погрешности использованного метода приближения
𝜀𝑀 и вычислительной погрешности 𝜀𝑅, связанной с округлением действи-
тельных чисел в памяти ЭВМ. Оценки 𝜀𝑅 для одно-, дву- и трёхмерных

15Захаров В.Е., Филоненко Н.Н. Спектр энергии для стохастических колебаний
поверхности жидкости // Докл. Акад. наук. 1966. Т. 170, № 6. С. 1292–1295.

16Дзядык В.К. Введение в теорию равномерного приближения функций полиномами.
М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит., 1977, гл. VI.

17Бабенко К.И. Основы численного анализа. М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит., 1986,
гл. 3, § 1, п. 7.
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задач выражаются через нормы и обусловленности матриц, аппроксимиру-
ющих производные, и матриц их спектральных разложений. Анализ этих
норм и обусловленностей с гарантией точности проведён в § 1.3. Оценки 𝜀𝑀
построены только для случая применения (2) в рамках НМБН. Они основа-
ны на соответствии асимптотик погрешностей численных решений НМБН
и наилучших полиномиальных приближений. В [9] с применением НМБН
проведены эксперименты в задачах с известными решениями. Показана бли-
зость построенных оценок 𝜀𝑅 и 𝜀𝑀 к точным значениям 𝜀𝑅 и 𝜀𝑀 . В гл. 3 эти
оценки использованы при решении задачи о течении полимерной жидкости.

В § 2.5 описан эксперимент с двумерной нелинейной краевой задачей,
точное решение которой, 𝑢ex, имеет пик, рис. 5, а. Эта особенность обуслов-
лена наличием у аналитических продолжений решения, как функции каж-
дой переменной, полюсов, лежащих в комплексной плоскости близко к об-
ласти задачи. Показано, что в таком случае применение ДРБИ (5) в рамках
НМБН (относительная погрешность в этом случае обозначена 𝜀𝑟spec) обес-
печивает существенные преимущества над ситуацией, когда используются
полиномиальные приближения (2) (относительная погрешность – 𝜀𝐶𝑕

spec).
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Рис. 5: График 𝑢ex(𝑥, 𝑦), построенный на сетке из 𝑁 ×𝑁 узлов коллокации
при 𝑁 = 31, адаптированной к особенности 𝑢ex с применением (6) (а); зави-
симость логарифмов относительных погрешностей от 𝑁 (б)

Параграф 2.6 содержит сравнение результатов работы НМБН, метода
конечных элементов (МКЭ) и метода коллокаций и наименьших квадратов
(МКНК) в модельной задаче о течении полимерной жидкости в канале, сече-
ние которого ограничено двумя софокусными эллипсами. Модельная задача
имеет ряд особенностей: она включает систему уравнений, одно из которых
является квазилинейным; решение имеет большие градиенты экспоненци-
ального характера. Для реализации НМБН задача записана в эллиптиче-
ской системе координат. В параграфе дано краткое описание метода кол-
локаций и наименьших квадратов, МКНК (реализацией занимались В.А.
Беляев и Л.С. Брындин) и метода конечных элементов, МКЭ (реализован
А.Г. Горыниным) и их параметров, и приведена сводная таблица, содержа-
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щая значения параметров, погрешностей и порядков сходимости методов,
а также времени расчётов. Из таблицы видны значительные преимущества
НМБН как по максимальной достижимой точности, так и по времени расчё-
тов при заданной точности. Кроме того, для рассмотренной задачи имеются
диапазоны параметров, в которых численное решение удалось найти толь-
ко с использованием НМБН. Вместе с этим отмечено, что МКНК и МКЭ
обладают большей гибкостью при решении задач в областях сложных форм.

В § 2.7 описан один подход к обобщению НМБН для решения задач
более сложной геометрии. Конкретно, созданы комбинации НМБН, мето-
дов декомпозиции и альтернирующего метода Шварца для решения нели-
нейных краевых задач в областях, допускающих разбиения на подобласти
канонических форм, где возможно построение прямых произведений одно-
мерных интерполяций. Далее на основе таких произведений решена одна
из основных проблем численной реализации метода Шварца – разработан
быстрый метод генерации данных и обмена ими в итерациях между подоб-
ластями. Приведены оценки числа операций метода. Реализованы тестовые
расчёты в нелинейных дву- и трёхмерных (3D) задачах, решения которых
имеют особенности. На рис. 6, а изображена область 3D задачи с решением
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼(exp[−𝛼(𝑥 − 5)2] + 1) sin(𝜋𝑥) sin(𝜋𝑦) sin(𝜋𝑧) при 𝛼 = 100, имею-
щим большие градиенты в окрестности плоскости 𝑥 = 5. Для поиска реше-
ния использованы НМБН и ДРБИ, в подобластях 𝐼 и 𝐼𝐼 построены сетки
размера 𝑁 ×𝑁 ×𝑁 . На рис. 6, б показана сходимость численного решения с
ростом 𝑁 , а в табл. 1 – время решения задачи на одном ядре персональной
ЭВМ и значения относительной погрешности 𝜀𝑟spec при различных 𝑁 .
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Рис. 6: Область тестовой задачи (а); log10 относительной погрешности (б)

Таблица 1: Зависимость времени расчётов 𝑇 (с) и погрешности от 𝑁
𝑁 15 25 35 45 55 65
𝑇 0.58 1.98 6.06 17.75 165.7 773.4

𝜀spec 3.96× 10−2 2.9× 10−3 10−4 7.1× 10−6 3× 10−7 2.6× 10−8

В § 2.8 обсуждаются детали реализации НМБН в виде комплексов про-
грамм для ЭВМ [20]– [22] с применением современных концепций объектно-
ориентированного анализа, проектирования и программирования, методов
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ускорения итерационных процессов и библиотек, использующих параллель-
ные вычисления. Отмечена аналогия в реализации НМБН и известного псев-
доспектрального метода, основанного на применении быстрых прямого и
обратного преобразований Фурье (аналогами таких преобразований служат
операции 𝛿-произведений с массивами решений, определённые в § 1.3). Су-
щественным преимуществом НМБН в этом контексте является возможность
применения различных (в том числе дробно-рациональных) приближений и
учёта любых типов граничных условий (не только условий периодичности).
Далее отмечена возможность сочетания НМБН со схемой переменных на-
правлений, что позволяет адаптировать алгоритм к градиентам решений,
расположенным на линиях (гиперповерхностях) сложных структур, лежа-
щих внутри области задачи.

Третья глава посвящена математическому и численному моделирова-
нию пуазейлевских течений несжимаемой вязкоупругой полимерной жид-
кости (НВУПЖ) при наличии температурных и магнитных воздействий на
жидкость. Глава состоит из шести параграфов.

В § 3.1 приведена обобщённая реологическая мезоскопическая модель,
которая описывает неизотермические МГД течения несжимаемой вязкоупру-
гой полимерной жидкости. Уравнения модели, записанные в безразмерной
форме в прямоугольной декартовой системе координат (𝑥, 𝑦, 𝑧), имеют вид:

div𝐮 = 0, div𝐇 = 0, (13)

𝑑𝐮

𝑑𝑡
+∇

(︂
𝑃+

𝜎𝑚‖𝐇2‖
2

)︂
=
div(𝑌Π)

Re
+𝜎𝑚(𝐇,∇)𝐇+

(︀
Fr−2−Ga(𝑌 −1)

)︀
𝐞𝑔, (14)

𝑑𝑎𝑖𝑗
𝑑𝑡

−
3∑︁

𝑙=1

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑙
𝑎𝑙𝑗 −

3∑︁
𝑙=1

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑙
𝑎𝑙𝑖 −

1

W

(︂
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

)︂
+ L𝑖𝑗 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 3, (15)

𝑑𝐇

𝑑𝑡
= (𝐇,∇)𝐮+ 𝑏𝑚△𝐱,𝐲,𝐳𝐇, (16)

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=

1

Pr

(︀
△𝑌 +𝐴𝑇𝑌 Φ+𝐴𝑚Φ𝑚

)︀
. (17)

Здесь 𝑡 – время, 𝑃 – давление; 𝐮 = (𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑇 – вектор скорости жидкости,
𝐇 = (𝐿,𝑀,𝑁)𝑇 – вектор напряжённости магнитного поля,
Π = (𝑎𝑖𝑗) – симметрический тензор анизотропии второго ранга, его раз-

мерные компоненты определены в § 0.1 диссертации;
𝑑/𝑑𝑡 = 𝜕/𝜕𝑡+ 𝐮 · ∇ – материальная производная по времени;
в уравнении (14) div(𝑌Π) = (div(𝑌 𝐚𝟏), div(𝑌 𝐚𝟐), div(𝑌 𝐚𝟑))

𝑇 ,
𝐚𝟏, 𝐚𝟐, 𝐚𝟑 – столбцы симметричной матрицы Π = (𝑎𝑖𝑗) = (𝐚𝟏,𝐚𝟐,𝐚𝟑);
𝑌 = 𝑇/𝑇0, 𝑇 – температура, 𝑇0 = 293.15 K = 20∘ C – температура окру-

жающей среды;
в уравнении (15) L𝑖𝑗 = (𝐾𝐼𝑎𝑖𝑗 + 𝛽(𝐚𝐢,𝐚𝐣))/𝜏0(𝑌 ), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3,
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𝐾𝐼 = W−1 + 𝑘𝐼/3, 𝑘 = 𝑘 − 𝛽,
𝐼 = trΠ = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 – первый инвариант тензора анизотропии,
𝑘, 𝛽 (0 ≤ 𝛽 ≤ 1) – феноменологические параметры модели, характеризу-

ющие вклады, связанные с анизотропией (величина 𝛽 учитывает ориента-
цию макромолекулярного клубка, число 𝑘 – его размеры),

𝜏0 = 𝐽(𝑌 )/𝑌 , 𝐽(𝑌 ) = exp
(︀
−𝐸𝐴(𝑌 − 1)/𝑌

)︀
, 𝐸𝐴 = 𝐸𝐴/𝑇0;

Re = 𝜌𝑢𝐻 𝑙/𝜂*0 – число Рейнольдса, 𝜌(= const) – плотность среды,
W = 𝜏*0 𝑢𝐻/𝑙 – число Вайсенберга,
𝜂*0 , 𝜏

*
0 – начальные значения сдвиговой вязкости и времени релаксации

при 𝑇 = 𝑇0;

△ = 𝜕2

𝜕𝑥2+
𝜕2

𝜕𝑦2+
𝜕2

𝜕𝑧2 – оператор Лапласа, в (16)△𝐱,𝐲,𝐳𝐇 = (△𝐿,△𝑀,△𝑁)𝑇 ;

в уравнении теплопроводности (17) Φ, Φ𝑚 – диссипативные функции,
𝐴𝑇 , 𝐴𝑚 – коэффициенты диссипации;

постоянные Ra (число Релея), Pr (число Прандтля), Ga = Ra/Pr (число
Грасгофа), Fr (число Фруда), 𝐸𝐴 (энергия активации) описаны в диссерта-
ции, 𝐞𝑔 – единичный вектор, задающий направление силы тяжести;

𝜎𝑚 = 𝜇0𝐻
2
0/(𝜌𝑢

2
𝐻) – коэффициент магнитного давления,

𝑏𝑚 = 1/Re𝑚, Re𝑚 = 𝜎𝑒𝜇0𝑢𝐻 𝑙 – магнитное число Рейнольдса,
𝜇0 – магнитная проницаемость вакуума, 𝜎𝑒 – электропроводность среды.
Система (13)–(17) записана в безразмерном виде: время 𝑡; координаты 𝑥,

𝑦, 𝑧; компоненты вектора скорости 𝑢, 𝑣, 𝑤; давление 𝑃 ; компоненты вектора
напряжённости магнитного поля 𝐿,𝑀 , 𝑁 ; компоненты тензора анизотропии
𝑎𝑖𝑗 получены из исходных размерных величин делением на (𝑙/𝑢𝐻); 𝑙; 𝑢𝐻 ;
𝜌𝑢2

𝐻 ; 𝐻0; W/3 соответственно, где 𝑙 – характерная длина, 𝑢𝐻 – характерная
скорость, 𝐻0 – характерная величина напряжённости магнитного поля.

Далее в § 3.1 даны комментарии об учёте магнитных и температурных
эффектов и об аналогиях (15) с моделью Oldroyd-B при 𝑘 = 𝛽 = 0. Прове-
дено упрощение уравнений (13)–(17) для поиска их частных решений вида{︃

𝑣 = 𝑤 ≡ 0, 𝑀 = 𝑁 ≡ 0, 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑌 = 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝐿 = 𝐿(𝑡, 𝑦, 𝑧),

𝑃 = 𝒫(𝑡, 𝑦, 𝑧)− 𝑃𝑑(𝑡)𝑥, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑖, 𝑗 = 1, 3,
(18)

описывающих течения пуазейлевского типа в канале с осью 𝑂𝑥 и прямо-
угольным сечением Ω = {(𝑦, 𝑧) : −1 ≤ 𝑦 ≤ 1, −𝑟 ≤ 𝑧 ≤ 𝑟} под действием
безразмерного перепада давления 𝑃𝑑(𝑡) на отрезке длины 𝑕𝑙 вдоль оси 𝑂𝑥;
и магнитного поля с вектором напряжённости, направленным вдоль оси ка-
нала. Получена разрешающая система, включающая квазилинейное урав-
нение второго порядка для 𝑢(𝑡, 𝑦, 𝑧), нелинейные уравнения для 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧) и
𝐿(𝑡, 𝑦, 𝑧) параболического типа и шесть нелинейных эволюционных уравне-
ний для 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑦, 𝑧).

24



В § 3.2 проведён анализ стационарных решений модели. В предположе-
нии Ga(𝑌 − 1) ≫ Fr−2 получена разрешающая система уравнений вида

𝑎̂𝑢𝑦𝑦 − 2𝑏̂𝑢𝑦𝑧 + 𝑐𝑢𝑧𝑧 + 𝑑𝑢𝑦 + 𝑒𝑢𝑧 = −[Re𝑃𝑑 +Ga(𝑌 − 1)]̃︀𝒦,

△𝑦,𝑧𝑌 +𝐴𝑇𝑌 𝜆𝜇 = 0, △𝑦,𝑧𝐿 = 0, △𝑦,𝑧 = 𝜕2/𝜕𝑦2 + 𝜕2/𝜕𝑧2,
(19)

где 𝑎̂ = 1− 𝑢2
𝑦ℒ, 𝑐 = 1− 𝑢2

𝑧ℒ, 𝑏 = 𝑢𝑦𝑢𝑧ℒ, 𝜆2 = 𝑢2
𝑦 + 𝑢2

𝑧, 𝜇2 = 𝑎212 + 𝑎213,

𝑑 = (1−𝛾)
𝑌𝑦

𝑌
−𝛾𝐸𝐴

𝑌𝑦

𝑌 2
, 𝑒 = (1−𝛾)

𝑌𝑧

𝑌
−𝛾𝐸𝐴

𝑌𝑧

𝑌 2
, ℒ =

1− 𝛾

𝜆2
, 𝛾 =

𝜏0𝜆

𝜇
𝜇Λ.

Неизвестные функции (19) – стационарные распределения 𝑢(𝑦, 𝑧), 𝑌 (𝑦, 𝑧),

𝐿(𝑦, 𝑧) в канале. Выражения ̃︀𝒦 и 𝜇Λ приведены в диссертации. Для их вы-
числения потребовалось решить кубическое уравнение, связывающее вели-
чины 𝜎 = 𝑎22 + 𝑎33 и 𝜇. В § 3.2 исследованы ветви решения этого уравнения
и описаны все возможные выражения для функций 𝑎̂–𝑒 и ̃︀𝒦 в (19), таким
образом, исследована множественность стационарных решений модели.

При переходе в (19) к эллиптическим и биполярным координатам выве-
дены разрешающие уравнения, описывающие течения в каналах с сечени-
ями между двумя софокусными эллипсами и между двумя окружностями,
см. рис. 2, в, г. Для всех полученных уравнений поставлены граничные усло-
вия: условия прилипания жидкости, значения температуры на внешних и
внутренних (при наличии) границах каналов, условия Дирихле для 𝐿(𝑦, 𝑧).
С использованием НМБН проведён численный анализ стационарных тече-
ний при вариации параметров задачи в широких диапазонах, исследованы
зависимости потоков и температур от этих параметров, построены графики
соответствующих решений и зависимостей (некоторые результаты приведе-
ны на рис. 7, параметры модели идентифицированы по данным из 18).
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Рис. 7: Зависимости размерного потока жидкости 𝑄 в канале с прямоуголь-
ным сечением от перепада давления (а), от ширины канала 𝑟𝑙 (б) и от числа
Вайсенберга (в)

Параграф 3.3 посвящён верификации численных решений задачи о те-
чении НВУПЖ в канале между двумя софокусными эллипсами при срав-
нении результатов, полученных НМБН, МКЭ и МКНК. Указанные методы

18Schmidt M., Wassner E., Münstedt H. Setup and test of a laser doppler velocimeter
for investigations of flow behaviour of polymer melts // Mechanics of Time-Dependent
Materials. 1999. Vol. 3. P. 371–393.
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основаны на приближениях, лежащих в различных конечномерных функци-
ональных пространствах. Их высокоточное совпадение, показанное в § 3.3,
является важным аргументом в пользу существования устойчивых стацио-
нарных решений рассматриваемой прикладной задачи. При этом наблюда-
емые относительные отклонения решений имеют порядки 10−5 − 10−3. Их
можно трактовать как характерные значения погрешности решений.

В § 3.3 исследованы сходимости численных решений, полученных с при-
менением НМБН, МКНК и МКЭ в отдельности; показаны сходимости этих
методов к единому решению в широком диапазоне параметров модели; про-
ведён анализ особенностей решений.

В § 3.4 исследован процесс установления нестационарных изотермиче-
ских течений НВУПЖ к стационарным при наличии постоянного перепада
давления 𝑃𝑑 с начальными условиями, соответствующими состоянию покоя
жидкости. При этом для разрешающей системы уравнений из § 3.1 постав-
лена начально-краевая задача и для организации итераций по нелинейности
выполнена линеаризация соотношений для 𝑎𝑖𝑗 по Ньютону. Решения зада-
чи получены численно с применением НМБН. В расчётах найдены значе-
ния параметров W, 𝑃𝑑, 𝑟, 𝛽, при превышении которых метод расходится
(это говорит об отсутствии стационарного течения); показано, что в процес-
се установления могут возникать сильные осцилляции скорости и измене-
ние направления потока жидкости; подтверждено, что предельное решение
нестационарных уравнений (при условии установления) с высокой точно-
стью совпадает с одной из ветвей стационарных решений, рассчитанных в
§ 3.2; обнаружен и охарактеризован эффект переключения предельного ре-
шения нестационарных уравнений между ветвями решения стационарной
задачи при изменении параметра 𝑐𝑘 = 𝑘/𝛽. Показано, что при малых W и
𝑃𝑑 указанное переключение реализуется при переходе через линию на плос-
кости (𝛽, 𝑐𝑘), близкую к гиперболе: 𝑐𝑘(𝛽) = 3/(4𝛽)− 0.5.

В § 3.5 найдены точные стационарные решения, описывающие изотерми-
ческие осесимметричные течения типа Пуазейля в цилиндрическом канале
с сечением {(𝑟, 𝜙) : 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋}. В случае 𝑘 = 𝛽 эти решения для
скорости 𝑤(𝑟) и для функций 𝑎𝑖𝑗(𝑟) имеют вид:

𝑎𝑟𝜙 = 𝑎𝜙𝜙 = 𝑎𝜙𝑧 ≡ 0,

𝑎𝑟𝑟 =
−1±

√︀
1− (𝛽Λ𝑃𝑑)2𝑟2

2𝛽Λ
, 𝑎𝑟𝑧 = −𝑃𝑑

𝑟

2
, 𝑎𝑧𝑧 = 𝑎𝑟𝑟+

𝑃 2
𝑑

2(W−1 + 𝑎𝑟𝑟)
𝑟2, (20)

𝑤(𝑟) =
1

𝑃𝑑𝛽ΛW

{︂(︀
8(1− 𝛽)𝛽 − 1

)︀
log

⃒⃒⃒⃒
𝜃(𝑟)

𝜃(1)

⃒⃒⃒⃒
± 𝛽ϒ

}︂
± 4ϒ𝛽(𝛽 − 1)

𝑃𝑑WΛ𝜃(𝑟)𝜃(1)
, (21)

где

ϒ = 𝜃(𝑟)− 𝜃(1), Λ = Re W, 𝛽 = 2𝛽 − 1, 𝜃(𝑟) = ±𝛽 +
√︀

1− (𝑃𝑑𝛽Λ)2𝑟2.

В случае 𝑘 ̸= 𝛽 получены более сложные выражения со сходящимся ин-
тегральным оператором. Из (20), (21) видно, что существование гладких
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решений определяется положением точек ветвления. С учётом этого наблю-
дения в § 3.5 сформулирован сценарий разрушения таких решений: при из-
менении параметров Re, W, 𝑃𝑑, 𝛽 точки ветвления решений движутся вне
отрезка [0, 1] (в общем случае в комплексной плоскости) и при некоторых
значениях этих параметров попадают на границу канала, в точку 𝑟 = 1.
При этом действительное решение перестаёт существовать. Показано, что
критические значения параметров обратно пропорциональны, т.е., напри-
мер, Re𝑐 ∼1/W𝑐, что соответствует экспериментальным данным, см. ссылку
в разделе «Обоснованность и достоверность результатов».

Далее в § 3.5 численно исследовано установление нестационарных реше-
ний и определены соотношения между параметрами, при реализации ко-
торых решение перестаёт устанавливаться. Показано, что при 𝛽 ≥ 0.5 эти
соотношения с высокой точностью совпадают с критическими значениями
параметров стационарной задачи; при 𝛽 < 0.5 имеет место «преднеустой-
чивость»: нестационарные решения с увеличением Re перестают устанавли-
ваться немного раньше, чем достигается критическое значение Re𝑐, рис. 8.
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Рис. 8: Критические значения Re в зависимости от W: а) 𝛽 = 0.75 и случаи
𝑃𝑑 = 0.5, 𝑃𝑑 = 1, 𝑃𝑑 = 2 (линии 1, 2, 3 соответственно); б) 𝛽 = 0.25 для
тех же значений 𝑃𝑑. Серые сплошные линии соответствуют условиям суще-
ствования решений (20), (21), пунктирные линии получены при численном
анализе установления нестационарных решений

Параграф 3.6 содержит результаты численного анализа стационарных
неизотермических течений полимерной жидкости между двумя соосными
цилиндрами при отсутствии диссипации тепла. Сечение канала {(𝑦, 𝑧) : 𝑟0 ≤
𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1} изображено на рис. 2, б. Проведены расчёты с контролем по-
грешности метода приближения 𝜀𝑀 и вычислительной погрешности 𝜀𝑅 (апо-
стериорные оценки 𝜀𝑀 , 𝜀𝑅 обсуждались в § 2.4). С применением обратных
теорем теории приближений сделано заключение, что поле скорости являет-
ся аналитическим, но его продолжение в ℂ имеет особую(ые) точку(и), по-
ложение которой(ых) не является фиксированным (как в соответствующем
решении Пуазейля для ньютоновской жидкости), а зависит от параметров
реологии жидкости. Координаты особой точки 𝛿 + 𝑖𝜀 ∈ ℂ вычислены с при-
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менением приближения Чебышёва–Паде, описанного в § 2.1. Показано, что
𝜀 близка к нулю, и построены зависимости 𝛿 от параметров 𝛽, 𝐸𝐴, W, рис. 9.

W

Рис. 9: Зависимость 𝛿 от феноменологического параметра 𝛽, энергии акти-
вации 𝐸𝐴 и числа Вайсенберга W. Для всех случаев 𝑟0 = 0.01. Пунктирной
линией показана левая граница области решения [𝑟0, 1]

При приближении особой точки к границе канала 𝑟 = 𝑟0 у скорости
возникает большой градиент, а при выходе особой точки на границу решение
разрушается, что соответствует сценарию, описанному в § 3.5.

Глава 4 диссертации посвящена моделированию волновых взаимодей-
ствий в бозе-газе, для описания динамики которого использовано НУШ,
конкретно, уравнение Гросса–Питаевского (УГП). На примере этого прило-
жения в гл. 4 даны ответы на открытые вопросы ТВТ, указанные выше в
разделе «Актуальность работы». Глава включает четыре параграфа.

В § 4.1 на основе количественных сравнений численных решений КУ и
спектров УГП, а также их статистик дана верификация ТВТ. Под статисти-
ками здесь понимается функция плотности вероятности (ФПВ) интенсив-
ностей волн и кумулянты. Численные решения УГП в волновом диапазоне
𝑘 ∈ [0, 𝑘cutoff] получены соавторами соискателя по работе [17]. При проведе-
нии вычислений особое внимание уделено реализации основных положений
ТВТ: условия о достаточно слабом нелинейном взаимодействии волн и о
том, что амплитуды и фазы волн являются независимыми случайными ве-
личинами и фазы равномерно распределены на окружности. При решении
УГП с разрешениями 2563 и 5123 рассчитан спектр 𝑛rad(𝑘, 𝑡), являющийся
осреднением спектра волнового действия по сфере радиуса 𝑘 в пространстве
Фурье. Этот спектр выражается через решение КУ (1): 𝑛rad(𝑘, 𝑡) = 4𝜋𝜔𝑛𝜔(𝑡)
с использованием дисперсионного соотношения 𝜔 = 𝑘2 (исследован неаку-
стический режим). Начальные условия для УГП и КУ заданы следующим
образом:

𝑛rad(𝑘, 0) = 𝑔0 exp

(︂
−(𝑘 − 𝑘𝑠)

2

𝜎2

)︂
, 𝑛𝜔(0) = 𝑛rad(𝑘, 0)/4𝜋𝜔, (22)

где 𝑔0 = 1, 𝑘𝑠 = 22, 𝜎 = 2.5. Затем спектры УГП и решения КУ рассчита-
ны и сопоставлены в диапазоне 𝜔 ∈ [0.12, 𝑘2cutoff] на коротком, 𝑡 ∈ [0, 25], и
длинном, 𝑡 ∈ [0, 100], временны́х промежутках, рис. 10.
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Рис. 10: Эволюция 𝑛rad(𝑘, 𝑡) при 𝑡 ∈ [0, 25]: спектры решений УГП с разре-
шениям 2563 и 5123 и решения КУ при 𝑡 = 0, 5, 10, 15, 20, 25 (а); эволюция
𝑛rad(𝑘, 𝑡) при 𝑡 ∈ [0, 100]: спектры решений УГП с разрешением 5123 и ре-
шения КУ при 𝑡 = 20, 40, 70, 100, 125.7, 145 (решение при 𝑡 = 145 получено
только для УГП) (б). Вертикальными пунктирными линиями показан 𝑘cutoff

С применением точных решений для ФПВ из 19 и численных решений
задачи Коши (1), (22) рассчитаны ФПВ и кумулянты. Показано их высо-
коточное соответствие с ФПВ и кумулянтами, полученными при решении
УГП. Установлено, что ФПВ эволюционируют к экспоненциально убыва-
ющим функциям, соответствующим гауссовой статистике, и в большинстве
режимов характерное время такой эволюции совпадает с кинетическим вре-
менны́м масштабом 𝑇𝑘𝑖𝑛

20 (для рассмотренной постановки 𝑇𝑘𝑖𝑛 ∼ 15).
Основной результат § 4.1 состоит в том, что установлено высокоточное

соответствие спектров УГП и решений КУ во временны́х диапазонах поряд-
ка 2𝑇𝑘𝑖𝑛, где значения спектра изменяются примерно в 4 раза, и качествен-
ное соответствие в существенно более длительных диапазонах вплоть до
неограниченного роста (blow-up) решения КУ, описывающего начало про-
цесса конденсации.

Параграф 4.2 посвящён моделированию прямого каскада энергии и об-
ратного каскада частиц бозе-газа при наличии накачки и диссипации. На ос-
нове преобразования Захарова найдены точные стационарные решения КУ:

𝑛𝜔 = 𝐶i|𝑄0|1/3𝜔−7/6 , 𝐶i ≈ 7.5774045× 10−2, (23)

𝑛𝜔 = ̃︀𝐶d𝑃
1/3
0 𝜔−3/2 ln−1/3(𝜔/𝜔𝑓 ), 𝜔 ≫ 𝜔𝑓 , ̃︀𝐶d ≈ 5.26× 10−2 (24)

с постоянными потоками частиц 𝑄0 < 0 и энергии 𝑃0 > 0 в обратном и пря-
мом каскадах соответственно. Здесь 𝜔𝑓 – частота накачки. Новизна (23),(24)

состоит в выражениях для 𝐶i, ̃︀𝐶d и в поправке «ln
−1/3(𝜔/𝜔𝑓 )».

19Choi Y., Jo S., Kwon Y.-S., Nazarenko S.V. Nonstationary distributions of wave
intensities in wave turbulence // J. of Phys. A. 2017. Vol. 50. No. 35. Art. #355502.

20𝑇𝑘𝑖𝑛 – характерное время эволюции решения КУ (время, по прошествии которого
значения спектра в какой-либо области частотного диапазона изменяются в два раза).
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Далее в § 4.2 показано, что решения задачи Коши для КУ (12) с нулевы-
ми начальными данными устанавливаются к спектрам (23), (24). Отметим,
что для обеспечения установления в широком частотном диапазоне потребо-
валась тонкая настройка параметров накачки и диссипации в правой части
(12), а также параметров НМБН.

Для рассмотренной постановки соавторами соискателя по работе [18]
рассчитаны спектры УГП. На рис. 11 приведены графики решений КУ и
спектров УГП, компенсированных выражениями (24) и (23) после перехода
к нормированной волновой переменной 𝑘/𝑘𝑓 =

√︀
𝜔/𝜔𝑓 . Эти графики близки

к единице, что говорит о соответствии точных и приближённых решений.
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Рис. 11: Компенсированные спектры волнового действия для прямого (а) и
обратного (б) каскадов, полученные при численном решении КУ и УГП с
разрешениями 5123 и 10243. На вставке – соответствующие потоки энергии
(а) и частиц (б), нормированные на их стационарные значения

На рис. 11, а для прямого каскада построены классические стационарные
спектры КЗ (𝑛𝑘 ∼ 𝑘3) и спектры, обнаруженные в экспериментах работы 21

(𝑛𝑘 ∼ 𝑘3.5). Полученное в § 4.2 решение (24) благодаря логарифмической по-
правке объясняет отклонения экспериментальных и теоретических резуль-
татов: в узком диапазоне волновых чисел на частотах, близких к частоте
накачки, спектр 𝑘−3.5 является аппроксимацией (24) (на рис. 11, а видна
близость спектра 𝑛𝑘𝑘

3.5 и полученных решений при 𝑘/𝑘𝑓 ≳ 1).
В § 4.3 дан анализ автомодельных режимов эволюции решений КУ в пря-

мом и обратном каскадах при наличии и отсутствии накачки и диссипации
энергии. В частности, показано, что при наличии накачки, увеличивающей

энергию системы по закону 𝐸(𝑡) ∝ 𝑡𝜆, где 𝜆 = const ≥ 0, в области 𝑘 > 𝑘𝑓 ре-
ализуется прямой каскад энергии, описываемый автомодельным решением
1-го рода по классификации Зельдовича–Райзера–Баренблатта 𝑔(𝜉):

𝑔(𝜉) = 𝑛rad(𝜉𝑡æ, 𝑡)𝑡1/2 при 𝜉 = 𝑘/𝑡æ, æ = 1/6 + 𝜆/3 . (25)

При определённых ограничениях на начальные значения спектра (они вы-

21Navon N., Gaunt A.L., Smith R.P., Hadzibabic Z. Emergence of a turbulent cascade
in a quantum gas // Nature. 2016. Vol. 539. P. 72–75.
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водятся из аргумента Эйнштейна о конденсации и закона Рэлея–Джинса 22)
вне зависимости от наличия накачки энергии реализуется обратный каскад
частиц бозе-газа, описываемый автомодельным решением КУ 2-го рода 𝑓(𝜂):

𝑓(𝜂) = 𝑛rad(𝜂𝜏 𝑏, 𝑡)𝜏1/2, где 𝜂 = 𝑘/𝜏 𝑏 и 𝜏 = 𝑡* − 𝑡. (26)

Такое решение существует в малой окрестности момента времени 𝑡* и имеет
степенну́ю асимптотику 𝑓(𝜂) ∼ 𝜂−𝑥*

при 𝜂 → ∞, где 𝑥* = 1/(2𝑏). Его раз-
рушение при 𝑡 = 𝑡* означает начало процесса конденсации. Параметр 𝑥* и
время 𝑡* не могут быть определены с помощью законов сохранения, для их
расчёта необходимо решить нелинейную спектральную задачу (см. § 4.4).

В § 4.3 выведены кинетические уравнения, описывающие автомодельные
режимы эволюции спектра в прямом и обратном каскадах, и с применением
НМБН решены задачи Коши для них. Графики решений при отсутствии
накачки представлены на рис. 12. При анализе спектров обратного каскада
рассчитаны 𝑥* ≈ 0.52 23 и 𝑡* ≈ 89.5.
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Рис. 12: Численные решения задачи Коши (1), (22): а) спектр 𝑛rad(𝑘, 𝑡) при
𝑡 = 10 , 20 , 30 , 40 , 50 , 60 , 70 , 80 , 88.5; б) зависимость 𝑛rad(𝑘, 𝑡)𝑡1/2 от 𝑘/𝑡æ

в прямом каскаде и график движения нормированного волнового фронта
𝑘cf/𝑡

æ на вставке; в) зависимость 𝑛rad(𝑘, 𝑡)𝜏1/2 от 𝑘/𝜏 𝑏 в обратном каскаде.
Графики б) и в) содержат спектры при 𝑡 = 80 , 82 , 84 , 86 , 88 , 88.5

Из рис. 12, б, в видно, что использование автомодельных переменных
(25), (26) приводит к тому, что графики решений совмещаются при наложе-
нии, что служит подтверждением реализуемости автомодельных режимов.

Параграф 4.4 посвящён решению нелинейной спектральной задачи для
КУ и определению параметров автомодельного спектра 2-го рода, описыва-
ющего начало процесса конденсации Бозе–Эйнштейна. Дан обзор результа-
тов, полученных для таких спектров ранее, как в случае физических систем,

22Connaughton C., Josserand Ch., Picozzi A., Pomeau Y., Rica S. Condensation of
classical nonlinear waves // Phys. Rev. Lett. 2005. Vol. 95. No. 26. Art. #263901.

23Указанное значение 𝑥* является достаточно грубым приближением точной величины
сверху (на рис. 12, а видно, что при 𝑡 → 𝑡* наклон спектра плавно уменьшается).
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описываемых НУШ, так и в случае других систем гидродинамического ти-
па. Показано, что в этих результатах имеется ряд неточностей, в связи с чем
требуется провести их численную верификацию с учётом свойств и особен-
ностей решения и с контролем погрешности.

Далее приведено кинетическое уравнение, описывающее автомодельный
спектр вида (26) (вместо 𝑘 использована переменная 𝜔 = 𝑘2, вместо 𝑛rad(𝑘, 𝑡)
– 𝑛𝜔(𝑡) = 𝑛rad(𝑘, 𝑡)/(4𝜋𝑘2)):

𝑥𝑓 + 𝜂(𝑑𝑓/𝑑𝜂) =
(︀
𝐴(𝑓, 𝜂) + 𝑓𝐵(𝑓, 𝜂)

)︀
/𝑏, (27)

𝐴(𝑓, 𝜂) =

∫︁
Δ𝜂

𝑆 · (𝑓2𝑓3𝑓𝑐) 𝑑𝜂2𝑑𝜂3, 𝐵(𝑓, 𝜂) =

∫︁
Δ𝜂

𝑆 · (𝑓2𝑓3 − 𝑓3𝑓𝑐 − 𝑓2𝑓𝑐)𝑑𝜂2𝑑𝜂3,

𝑆 = 𝑆(𝜂, 𝜂2, 𝜂3) = (4𝜋3/
√
𝜂)min{√𝜂,

√
𝜂2,

√
𝜂2 + 𝜂3 − 𝜂,

√
𝜂3},

𝑓2 = 𝑓(𝜂2), 𝑓3 = 𝑓(𝜂3), 𝑓𝑐 = 𝑓(𝜂2+ 𝜂3− 𝜂), Δ𝜂 = {(𝜂2, 𝜂3) : 𝜂2 > 0, 𝜂3 > 0, 𝜂2+
𝜂3 > 𝜂} – область интегрирования (она совпадает с областью, отмеченной
серым цветом на рис. 1, а).

Для (27) обоснованы краевые условия: при малых 𝜂 функция 𝑓(𝜂) явля-
ется постоянной, при больших 𝜂 – степенно́й, 𝑓(𝜂) ∼ 𝐶𝜂−𝑥. В связи с этим
для (27) на отрезке [𝜂min, 𝜂max] (0 < 𝜂min ≪ 1 ≪ 𝜂max < ∞) поставлена
краевая задача:

𝑑𝑓

𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝜂=𝜂min

= 0, 𝑥𝑓 + 𝜂
𝑑𝑓

𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝜂=𝜂max

= 0. (28)

Постановка нелинейной спектральной задачи для проведения вычислений
состоит в том, чтобы найти такие значения параметров 𝑥, 𝜂min, 𝜂max, при
которых задача (27), (28) имеет нетривиальное, положительное решение.

В отличие от задачи, рассмотренной в § 2.2, область интегрирования в
выражениях 𝐴(𝑓, 𝜂), 𝐵(𝑓, 𝜂) является неограниченной. В связи с этим метод
расчёта интеграла столкновений в НМБН был дополнен и протестирован.
Далее в § 4.4 на основе метода установления и метода коллокаций выпол-
нены линеаризация (27), (28) и сведе́ние нелинейной спектральной задачи к
поиску собственных чисел и собственных векторов матриц, возникающих на
итерациях метода установления. При этом использованы полиномиальные
приближения функций и их производных из гл. 1.

В результате найдены несколько приближённых решений нелинейной
спектральной задачи. Для оценки их погрешности введена функция относи-
тельной невязки 𝑅𝑟(𝜂), показывающая величину отклонений левой и правой
частей (27) в процентах после подстановки в это уравнение приближенного
решения. На рис. 13 показаны два приближённых решения с наименьшими
значениями невязки и соответствующие значения параметра 𝑥 = 𝑥*. Для
спектра 1) – 𝑥* ≈ 1.239, максимум невязки – ‖𝑅𝑟‖ ≈ 6.11%, для спектра 2)
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Рис. 13: Два наиболее точных решения нелинейной спектральной задачи (а)
и графики относительных невязок (б)

– 𝑥* ≈ 1.218, ‖𝑅𝑟‖ ≈ 4.69%. Отметим, что при переходе к переменной 𝑘 и
функции 𝑛rad(𝑘, 𝑡) нужно выполнить преобразование: 𝑥* = 2(𝑥* − 1).

В заключении диссертации подведены итоги работы и сделаны ком-
ментарии о возможных направлениях развития полученных результатов.

Приложение I содержит формулировки основных понятий и теорети-
ческих результатов, полученных ранее другими авторами, на которые опи-
рается диссертационное исследование. Приведены ссылки на источники, со-
держащие доказательства этих результатов.

В приложении II приведены доказательства теорем и лемм, сформу-
лированных в тексте диссертации.

Приложение III содержит формулы элементов матриц, аппроксими-
рующих операторы дифференцирования в задачах с различными типами
краевых условий. Здесь же приведены графики зависимостей норм и чисел
обусловленности этих матриц, а также матриц, возникающих в их спек-
тральных разложениях, от размера матриц (от числа узлов коллокации) и
выписаны значения собственных чисел, найденные с гарантией точности.

В приложении IV содержится информация для идентификации пара-
метров обобщённой мезоскопической модели течения НВУПЖ, описанной
в гл. 3. Приведены ссылки на литературу, содержащую необходимые экспе-
риментальные данные.
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