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Введение

В настоящее время появился интерес к разработке силовых установок но-

вого типа для надводных и подводных аппаратов и транспортных средств раз-

личного назначения — гидрореактивного водометного движителя (ГРД), рабо-

тающего в режиме импульсной или непрерывной детонации [1;2]. Это связано с

тем, что термодинамический цикл с детонационным горением топливной смеси

более энергоэффективен, чем все другие известные термодинамические циклы

с дефлаграционным сжиганием топлива [3]. Кроме того, ожидается [4], что при

детонационном горении топлива эмиссия вредных веществ (СО, сажа, оксиды

азота и др.) будет существенно ниже, чем в традиционном цикле со сжиганием

топлива при постоянном давлении (цикл Брайтона).

Импульсно-детонационный ГРД представляет собой водовод — профили-

рованный канал — и погруженную в него детонационную трубку. В таком ГРД

тяга создается путем периодического вытеснения забортной воды из водовода

под действием бегущей ударной волны, порожденной детонацией в трубке, и

расширяющихся продуктов детонации топливной смеси. Поскольку забортная

вода в водоводе барботируется газообразными продуктами горения и детона-

цией, в канале образуется сжимаемая двухфазная пузырьковая среда. Именно

этот фактор — использование в водоводе сжимаемой двухфазной пузырько-

вой среды — является ключевым в принципе работы импульсно-детонационного

ГРД. Для оценки эффективности таких ГРД и для их проектирования необхо-

димо уметь предсказывать передачу количества движения от ударной волны к

пузырьковой жидкости, используя численное моделирование.

Кроме указанной выше практической задачи, понимание особенностей

сжимаемых двухфазных пузырьковых течений важно для множества других

задач, в частности задач пожаро- и взрывобезопасности в химических техноло-

гиях.
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На сегодняшний день существует несколько физико-математических мо-

делей, описывающих течения пузырьковых сред. Выбор той или иной модели

для решения конкретной задачи до сих пор остается предметом научных дис-

куссий.

Во-первых, при выборе модели необходимо иметь в виду проблему кор-

ректности задачи Коши для уравнений движения многофазных сред. Матема-

тические модели, описывающие многофазные течения, как правило, получают

в результате пространственного, временного или статистического осреднения

законов сохранения для течений составляющих фаз. В 1970-х годах при пер-

вых попытках получить численные решения многофазных уравнений, возник-

ли неожиданные трудности, связанные с устойчивостью решения. Дальнейший

анализ показал, что задача Коши для этих уравнений сформулирована некор-

ректно (по Петровскому). Некорректность в таких задачах обычно связывают с

недостаточно полным описанием межфазного взаимодействия. В общем случае

межфазное взаимодействие зависит от топологии течения, типа имеющихся фаз

и физических процессов, происходящих на межфазной поверхности, например,

кавитации, трения, межфазного теплообмена и др. Поэтому в литературе пред-

лагаются различные подходы к регуляризации дифференциальных уравнений

в зависимости от типа решаемой задачи.

Во-вторых, численные результаты, полученные на основе выбранной ма-

тематической модели, должны качественно и количественно описывать экспе-

риментальные данные.

Таким образом, разработка корректной физико-математической модели

для моделирования течений пузырьковой среды — актуальная задача.

Цель диссертационной работы — разработать корректные физико-

математические модели неизотермического двухфазного течения в системе

«жидкость – пузырьки газа» и проверить их применимость к расчетам рас-

пространения ударных и детонационных волн в пузырьковых средах на основе

сравнения результатов расчетов с экспериментальными данными.
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Научная новизна. Ниже перечислены новые научные результаты, по-

лученные в работе:

1. Предложены четыре новые корректные физико-математические моде-

ли двухфазного двухскоростного неизотермического течения пузырь-

ковой среды, которые последовательно (от простого к сложному) до-

полняются уравнениями, описывающими сопутствующие физические

(колебания пузырьков, вязкость фаз, межфазный обмен количеством

движения и энергией) и химические (глобальные и детальные кинети-

ческие механизмы химических реакций, энерговыделение в газе) про-

цессы.

2. Для предложенных физико-математических моделей двухфазного

двухскоростного неизотермического течения пузырьковой среды раз-

работаны и отлажены новые численные алгоритмы.

3. Проведена верификация предложенных физико-математических моде-

лей двухфазного двухскоростного неизотермического течения пузырь-

ковой среды на основе сравнения результатов численных расчетов с

литературными экспериментальными данными, а также с новыми дан-

ными экспериментов о передаче количества движения от ударной вол-

ны к пузырьковой жидкости, полученных с участием диссертанта.

4. Численно и экспериментально доказано существование оптимального

начального газосодержания жидкости для достижения наиболее эф-

фективной передачи количества движения от ударной волны к пузырь-

ковой среде.

Теоретическая и практическая ценность диссертационной работы состо-

ит в разработке и верификации иерархии из четырех корректных физико-

математических моделей двухфазного двухскоростного неизотермического те-

чения пузырьковой среды, отличающихся разным уровнем детализации сопут-

ствующих физико-химических процессов, применительно к задачам распро-

странения волн давления в пузырьковых средах.
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На защиту выносятся следующие основные результаты и поло-

жения:

1. Физико-математические модели двухфазного двухскоростного неизо-

термического течения пузырьковой среды, которые последовательно

(от простого к сложному) дополняются уравнениями, описывающими

сопутствующие физические (колебания пузырьков, вязкость фаз, меж-

фазный обмен количеством движения и энергией) и химические (гло-

бальные и детальные кинетические механизмы химических реакций,

энерговыделение в газе) процессы.

2. Численные алгоритмы для предложенных математических моделей.

3. Результаты сравнения численных расчетов с литературными экспери-

ментальными данными, а также с новыми данными экспериментов,

проведенных с участием диссертанта, о передаче количества движения

от ударной волны к пузырьковой жидкости с пузырьками химически

инертного газа.

4. Численное и экспериментальное доказательство существования опти-

мального начального газосодержания жидкости для достижения наи-

более эффективной передачи количества движения от ударной волны

к пузырьковой среде.

Достоверность и обоснованность результатов подтверждаются их

сравнением с опубликованными в литературе и собственными эксперименталь-

ными, а также с известными расчетными данными.

Апробация работы и публикации. Основные результаты диссертаци-

онной работы докладывались на следующих научных семинарах и конферен-

циях:

1. На конференциях отдела горения и взрыва ИХФ РАН, 2015 и 2016 года,

г. Москва.

2. На научной сессии НИЯУ МИФИ, 2015 год, г. Москва.
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3. На конференции «X Международный коллоквиум по импульсной и

непрерывной детонации ICPCD», 2016 год, г. Санкт-Петербург, Россия.

4. На 7-ом Международном симпозиуме по «Неравновесным процессам,

плазме, горению и атмосферным явлениям», 2016 год, г. Сочи, Россия.

5. На Всероссийской конференции «Теплофизика и физическая гидроди-

намика – 2016» с элементами школы для молодых ученых, 2016 год,

г. Ялта.

6. На ежегодных Всероссийских научно-практических конференциях Ми-

нистерства образования и науки Российской Федерации (2014, 2015 и

2016 гг.).

7. На заседаниях кафедры вычислительной механики механико-

математического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова.

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 14 печатных ра-

бот. Статей, опубликованных в рецензируемых научных изданиях, рекомендо-

ванных ВАК – 3. Статей, планируемых выйти в печать в рецензируемых науч-

ных изданиях, рекомендованных ВАК – 1.

Личный вклад. Соискатель принимал непосредственное участие в по-

становке задач, разработке вычислительных программ, планировании и прове-

дении эксперимента, обработке экспериментальных данных, а также в подго-

товке статей и представлении докладов на конференциях.

Структура и объем диссертации. Полный объём диссертации состав-

ляет 129 страниц с 39 рисунками и 8 таблицами. Список литературы содержит

69 наименований.
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Глава 1. Обзор литературы

1.1 Физико-математические модели двухфазных двухскоростных

течений

Рассмотрим простейшую двухскоростную двухфазную физико-

математическую модель, которая описывает течение жидкости с пузырьками

газа. В этой модели двухфазная среда (жидкость — пузырьки газа) описыва-

ется как совокупность двух континуумов, каждый из которых характеризуется

своим давлением, скоростью потока и температурой. Для каждого континуума

(фазы) записываются законы сохранения массы, количества движения и

энергии:
𝜕𝜌𝑖𝛼𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖 = 0 (1.1)

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑗
𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑗
𝑖𝑢

𝑘
𝑖 ) + ∇𝑗 (𝛼𝑖𝑝𝑖) = 𝑝I∇𝑗𝛼𝑖 + 𝐹 𝑗

𝑖,𝑚
(1.2)

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝐸𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖𝑢

𝑘
𝑖 (𝜌𝑖𝐸𝑖 + 𝑝𝑖) = −∇𝑘𝛼𝑖𝑞

𝑘
𝑖 − 𝑝I

𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
+𝑄𝑖,𝑚 (1.3)

где индекс 𝑖 обозначает жидкость (l) или газ (g);𝑚 = l, g и𝑚 ̸= 𝑖; 𝑝𝑖, 𝜌𝑖, 𝛼𝑖,u𝑖, 𝐸𝑖

— давление, плотность, объемная доля, скорость и полная энергия 𝑖-ой фазы, 𝑝I

— межфазное давление. Слагаемые 𝑝I∇𝑗𝛼𝑖 и 𝑝I
𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
описывают силы, действую-

щие на межфазной поверхности, члены 𝐹 𝑗
𝑖,𝑚, 𝑄𝑖,𝑚 описывают межфазный обмен

импульсом и энергией соответственно и не содержат дифференциальных опера-

торов. Система уравнений дополняется соотношением, связывающим объемные

доли:

𝛼g + 𝛼l = 1 (1.4)



13

а также уравнениями, определяющими межфазное давление и связь давлений

в газе и жидкости:

𝑝g = 𝑝l = 𝑝I (1.5)

Для того, чтобы система уравнений (1.1)—(1.5) стала замкнутой, необхо-

димо определить уравнения состояния.

В 1970-х годах при первых попытках получить численные решения на ос-

нове модели (1.1)—(1.5) возникли неожиданные трудности, связанные с неустой-

чивостью решения. Дальнейший анализ [5–8] показал, что для системы опре-

деляющих уравнений происходит потеря гиперболичности, т.е. задача Коши

для такой модели поставлена некорректно по Петровскому (см. ниже Опреде-

ление 1) и ее нельзя использовать при численном моделировании без дополни-

тельной регуляризации.

Некорректность обычно связывают с недостаточно полным описани-

ем межфазного взаимодействия, так как при осреднении исходных уравне-

ний наличие межфазной поверхности приводит к возникновению слагаемых

𝑝I∇𝑗𝛼𝑖 и 𝑝I
𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
, содержащих дифференциальные операторы, т.е. влияющих на

тип уравнения. Поэтому регуляризация обычно сводится к определению давле-

ния 𝑝I на межфазной поверхности. Определение этой величины, как функции от

кинематических и термодинамических параметров фаз, зависит от топологии

течения, типа имеющихся фаз и физических процессов, происходящих на меж-

фазной поверхности, например, кавитации, трения, межфазного теплообмена и

др.

Наиболее распространенным выбором определения межфазного давления

является соотношение [9]:

𝑝I = 𝑝− 𝛿
𝛼g𝛼l𝜌g𝜌l
𝛼g𝜌𝑙 + 𝛼l𝜌g

u2
lg (1.6)
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где 𝛿 = const, ulg — скорость проскальзывания фаз. Фазовые давления предпо-

лагаются равными:

𝑝l = 𝑝g = 𝑝 (1.7)

В работе [9] в предположении, что обе фазы несжимаемые, получено, что си-

стема уравнений (1.1)—(1.4) с соотношениями (1.6) и (1.7) корректна, если вы-

полнены следующие условия:

𝛿 > 1, 𝜌𝑖 = const (𝑖 = l, g) (1.8)

Регуляризация типа (1.6)—(1.7) часто переносится на течения, где по край-

ней мере одна фаза (газ) является сжимаемой [10–12]. В этом случае условия

корректности (1.8) переписываются в виде:

𝛿 > 1, |ulg| ≪ 𝑐g (1.9)

где 𝑐g — скорость звука в газе. Второе условие возникает в результате того,

что анализ собственных значений проводится методом возмущения малого па-

раметра 𝜀 = |ulg|/𝑐g (см., например, [13]). В работе [14] численно показано, что,

например, при 𝜀 = 0.1 задача становится некорректной. Кроме того, так как

межфазное давление (1.6) не является физически обоснованным, то в литера-

туре можно встретить различные 𝛿.

В работе [10] численно исследовалось влияние межфазного давления на

структуру решения задачи Римана о распаде разрыва. Численные расчеты про-

водились при 𝛿 = 1, 2 и 5. Получено, что межфазное давление почти не влияет

на распространение «быстрых» возмущений (ударных волн и волн разреже-

ния), но может значительно влиять на распространение «слабых» возмущений

(контактных разрывов).

Физически обоснованная регуляризация этой задачи рассматривалась в

работах [15;16], где предлагалось вводить разные давления фаз, учитывающие
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силу поверхностного натяжения на искривленной поверхности раздела фаз. Со-

гласно уравнению Лапласа-Янга разность давлений можно определить следу-

ющим образом:

𝑝g − 𝑝l = 𝜎𝑘 (1.10)

где 𝜎 — коэффициент поверхностного натяжения, 𝑘 — средняя кривизна поверх-

ности. В работе [15] показано, что 𝑘 ∼ ∆𝛼g, где 𝛼g — объемное газосодержание,

∆ — оператор Лапласа. Такая регуляризация позволяет сделать задачу кор-

ректной во всей области, однако ее физическое обоснование получено только

для стратифицированного потока.

Другая физически обоснованная регуляризация предложена в работе [9]

для пузырьковых течений, где межфазное давление определялось как добавоч-

ное давление у поверхности газового пузырька, обусловленное его движением

в сплошной среде:

𝑝I = 𝑝l + 𝜉𝜌l𝑢
2
lg (1.11)

где коэффициент 𝜉 = −0.17 определяется в результате осреднения местного

коэффициента давления по поверхности сферического пузырька для течения

с большими числами Рейнольдса
(︀
Re > 1000, где Re = 2𝑅𝜌l|ulg|/𝜇l, 𝜇𝑙 — вяз-

кость жидкости, 𝑅 — радиус пузырька
)︀
. Давления в газе и жидкости предпола-

гаются равными (1.7). В работе [9] получено, что система уравнений (1.1)—(1.4)

с соотношениями (1.7) и (1.11) корректна, если выполнены следующие условия:

0 < 𝛼g < 0.17, 𝜌𝑖 = const (𝑖 = l, g) (1.12)

т.е. условия корректности (1.12) также получены в предположении, что жид-

кость и газ несжимаемые. Из условий видно, что такая регуляризация приме-

нима к течениям с малой концентрацией газовых пузырьков в жидкости (мак-

симальное газосодержание 𝛼g = 0.17). Для того, чтобы использовать ее при
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больших газосодержаниях, в [9] предложено учесть «неодиночность» газовых

пузырьков, т.е. ввести зависимость коэффициента 𝜉 от газосодержания.

Помимо подходов к регуляризации модели (1.1)—(1.5), связанных с введе-

нием межфазного давления, учет вязких напряжений позволяет сделать задачу

корректной во всей области [17]. Однако вязкие напряжения описывают трение

внутри фазы, поэтому их отсутствие не являются истиной причиной некоррект-

ности двухфазных задач. Понимание истиной причины позволит более правиль-

но описывать физические явления, связанные с двухфазными процессами, тем

не менее, такую модель можно использовать при численном моделировании.

Обсуждаемая модель пузырьковых течений (1.1)—(1.5) с регуляризацией

основывалась на 6-ти основных уравнениях: законах сохранения массы, количе-

ства движения и энергии, выписанных для каждой фазы, которые дополняются

соотношениями, связывающими фазовые и межфазные давления. Стоит отме-

тить наличие модели [18;19], состоящей из 7-ми уравнений: законов сохранения

массы, количества движения и энергии, записанных для каждой фазы, а так-

же уравнения компактирования (уравнение, описывающее эволюцию объемного

газосодержания). В этой модели [18; 19] обе фазы предполагаются сжимаемы-

ми, иначе система уравнений вырождается. Задача Коши для нее поставлена

корректно во всей области, однако также необходимо определить межфазное

давление и скорость межфазной поверхности ûI. В работе [18] для двухфазных

течений (газ — твердые частицы) соотношения на межфазной поверхности вы-

бираются таким образом, чтобы выполнялся второй закон термодинамики. В

работе [19] выбор соотношений на межфазной поверхности определяется сле-

дующим образом:

𝑝I = 𝛼g𝑝g + 𝛼l𝑝l, ûI =
𝛼g𝜌gug + 𝛼l𝜌lul

𝛼g𝜌g + 𝛼l𝜌l
(1.13)



17

1.2 Ударные волны в пузырьковых средах

В литературе свойства ударных волн (УВ), проникающих в пузырьковую

среду, как правило, изучают в вертикальной гидроударной трубе (см., напри-

мер, [20–26]), состоящей из камеры высокого давления (КВД), отделенной от

камеры низкого давления (КНД) диафрагмой, и измерительной секции (ИС),

заполненной жидкостью с пузырьками газа при нормальных условиях. КВД и

КНД заполнены газом. После разрыва диафрагмы формируется УВ, которая

распространяется по КНД и затем проникает в пузырьковую жидкость. Ско-

рость и другие характеристики ударной волны измеряют с помощью датчиков

давления, установленных в ИС, и высокоскоростной видеокамеры.

В работе [25] КВД и КНД заполнены воздухом при комнатной темпера-

туре и давление 4 и 1 атм соответственно. ИС содержит воду с воздушными

пузырьками со средним диаметром 2 мм и начальным газосодержанием от 0.01

до 0.2. В эксперименте [25] получено, что средняя скорость УВ в пузырьковой

жидкости при начальном газосодержании от 0.01 до 0.04 варьируется от 300

до 100 м/с, что значительно меньше чем скорость звука в воде (1500 м/с) и

в воздухе (340 м/с). При начальном газосодержании от 0.08 до 0.2 скорость

УВ изменяется в диапазоне от 70 до 50 м/с, т.е. практически не зависит от

газосодержания.

В экспериментах [21] давление в КВД варьируется от 1.2 до 4 атм. КНД

заполнена воздухом при нормальных условиях. ИС содержит водный раствор

глицерина (кинематическая вязкость 2 · 10−6м2/с) с воздушными пузырьками

со средним диаметром 2 мм и начальным газосодержанием 𝛼g = 0.01, 0.02 и

0.05 при нормальных условиях. Средняя скорость УВ, распространяющейся в

пузырьковой среде, растет с увеличением давления в КВД и падает с увеличе-

нием начального газосодержания. Скорость УВ при газосодержании 𝛼g = 0.05

варьируется в диапазоне от 50 до 70 м/с.
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Стоит отметить, что в зависимости от свойств пузырьковой среды (вяз-

кости, температуропроводности, размеров пузырьков и т.д.) УВ в пузырько-

вой среде имеют различные профили давления: монотонные или осциллятор-

ные [27–29]. Теоретическое доказательство существования осцилляторной УВ в

пузырьковой среде приведено в работе [29] на основе уравнения Кортевега—

де Вриза—Бюргерса (КдВБ) для слабых УВ. Было получено [29], что если

кинематическая вязкость жидкости ниже некоторого критического значения

𝜈 < 𝜈𝑐𝑟, то волна имеет осцилляторную структуру, иначе монотонную, где

𝜈𝑐𝑟 =

√︃
𝑅2

0𝑐
2
0𝛿𝑝

3𝛼0
g𝑝0

(𝛾 + 1)

2𝛾
, 𝛿𝑝 — амплитуда падающей УВ, 𝑝0 — начальное давле-

ние, 𝑐0 — изоэнтропическая скорость звука, 𝑅0 — начальный радиус пузырька,

𝛾 — показатель адиабаты. В экспериментальных исследованиях [29] УВ рас-

пространяется в воде с пузырьками воздуха различных размеров (0.69, 0.48

или 0.1 мм) при одинаковых газосодержаниях 𝛼g ≈ 0.08. C помощью датчиков

давления было получено, что частота осцилляций давления за УВ падает для

больших пузырьков (0.69 мм) и возрастает для маленьких пузырьков (0.1 мм).

В работах [23; 24] численно и экспериментально исследовали распростра-

нения слабых УВ в пузырьковой среде (амплитуда падающей УВ 50–100 кПа)

с малым начальным газосодержанием 𝛼g ≈ 0.0015−0.0024. Пузырьковая среда

представляла собой силиконовое масло (кинематическая вязкость 50 ·10−6м2/с)

с пузырьками азота или шестифтористой серы. Средний размер пузырьков

0.6 мм. Численные и экспериментальные исследования показали, что на де-

кремент затухания осцилляций давления в значительной степени могут влиять

межфазный обмен энергией, вязкость и сжимаемость несущей жидкости: чем

больше межфазный обмен энергией, вязкость и сжимаемость несущей жидко-

сти, тем быстрее затухают осцилляции пузырьков.

Простейшая модель пузырьковых течений [29;30], которая позволяет учи-

тывать колебания газовых пузырьков в жидкости, основывается на односко-

ростной двухфазной модели (т.е. на модели в которой законы сохранения массы
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и количества движения записываются для среды в целом). Давление газового

пузырька и давление среды связаны уравнением Рэлея-Ламба. Давление в га-

зовом пузырьке определяется через его объем (адиабатическое сжатие газа).

Эта модель разработана при следующих предположениях: (i) газосодержание

мало; (ii) пузырьковая среда изотермическая; (iii) газ в пузырьках подчиняется

уравнению состояния идеального газа, а жидкость несжимаемая; (iv) пузырьки

газа сохраняют сферическую форму, не дробятся и не слипаются; (v) жидкость

и газ движутся с одной скоростью.

В работе [31] было установлено, что межфазный теплообмен в значитель-

ной степени влияет на динамику колебаний газового пузырька, т.е. предполо-

жение (ii) может быть не выполнено. Поэтому в [31] была предложена более

подробная модель распространения УВ в пузырьковых жидкостях. В этой мо-

дели, также основанной на уравнениях сохранения, выписанных для среды в

целом, межфазный обмен энергией между пузырьками и жидкостью был учтен.

В задачах о распространении УВ в пузырьковых средах в непосредствен-

ной близости за УВ скорости пузырьков газа и жидкости могут сильно раз-

личаться, тогда предположение (v) не выполняется. В свою очередь, скорость

проскальзывания в значительной степени влияет на декремент затухания ос-

цилляций давления в УВ: чем больше скорость проскальзывания, тем больше

декремент затухания. Это связано, по-видимому, с тем, что чем выше скорость

проскальзывания, тем быстрее газовые пузырьки подводятся к новым участ-

кам холодной жидкости, т.е. происходят интенсификация теплообмена. В ра-

боте [32] предложена модель двухскоростного двухфазного течения, которая

основывается на законах сохранения массы, количества движения и энтропии.

Предложенная двухскоростная модель является корректной во всей области, но

используемое межфазное давление не является физически обоснованным.
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1.3 Пузырьковая детонация

При прохождении достаточно интенсивной УВ через пузырьковую жид-

кость, содержащую реакционноспособные газовые пузырьки, последние адиаба-

тически взрываются под воздействием волны сжатия. В определенном диапа-

зоне концентрации пузырьков наблюдается формирование пузырьковой дето-

нации [33–38], когда затухание УВ при прохождении через пузырьковую среду

компенсируется за счет увеличения внутренней энергии пузырьков. Следуя [34],

дадим определение пузырьковой детонации как самоподдерживающейся дето-

национноподобной волны давления, распространяющейся квазистационарно со

сверхзвуковой скоростью.

Пузырьковая детонация впервые наблюдалась в экспериментах [33], на-

правленных на изучение безопасности атомных электростанций, в охлаждаю-

щей системе которых при экстремально высоких температурах могут образовы-

ваться пузырьки, содержащие химически активный газ. В экспериментах [33]

исследовалось прохождение УВ через столб жидкого глицерина с цепочкой пу-

зырьков реакционноспособного газа (30%(2H2 + O2) + 70%Ar) в вертикальной

трубе квадратного сечения 50×50 мм2 длиной 1985 мм. Длина цепочки 670 мм,

средний диаметр пузырьков 10 мм.

Позже, в [34–36; 39] проведены систематические экспериментальные ис-

следования пузырьковой детонации в системе инертная жидкость — пузырьки

реакционно способного газа. Экспериментальная установка представляла собой

вертикальную ударную трубу длиной 4 м и внутренним диаметром 35 мм. Сред-

ний диаметр пузырьков 2 – 4 мм. В этих экспериментах пузырьковую детонацию

инициировали УВ, генерируемой в газе и падающей на поверхность раздела газ

— пузырьковая жидкость с начальным объемным газосодержанием в диапазоне

от 0.005 до 0.1. Пузырьковая детонация возникала при начальном газосодержа-

нии, меньшем 0.06 (верхний предел газосодержания) и большем 0.005 (нижний
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предел газосодержания). При газосодержании, большем 0.06, инициирующая

УВ сильно затухает из-за высокого газосодержания; при газосодержании, мень-

шем 0.005, удельного энерговыделения недостаточно для поддержания детона-

ции.

В [39] было впервые обнаружено существование уединенной самоподдер-

живающейся детонационной волны в системе инертная жидкость — реакцион-

носпособные газовые пузырьки. Также в [39] показано, что пузырьковая дето-

нация может существовать в системе, когда горючее и окислитель находятся в

разных фазах. Основное отличие такой системы заключается в том, что дето-

нации должно предшествовать испарение жидкости внутрь пузырька.

В [38] проведена серия экспериментов, в которых, в частности, исследова-

лось влияние вязкости несущей жидкости на скорость и пределы существования

пузырьковой детонации по начальному объемному газосодержанию. Экспери-

менты проводились в условиях, схожих с условиями [34–36]. В экспериментах

скорость детонации увеличивалась при повышении вязкости несущей жидкости

за счёт добавления в воду глицерина до 70%. Также показано, что повышение

вязкости позволяет инициировать пузырьковую детонацию при меньшей ам-

плитуде инициирующей УВ (17 атм вместо 40 – 50 атм в [34–36]). При этом

отмечено влияние вязкости жидкости на пределы детонации по начальному

объемному газосодержанию. Так, при добавлении в воду глицерина до 25% ини-

циировать пузырьковую детонацию УВ с амплитудой 17 атм удавалось только

при начальном газосодержании 0.01. Увеличение начального газосодержания

до 0.06 требовало повышения амплитуды УВ до 60 атм.

В работах [33–38] отмечены основные особенности пузырьковой детона-

ции. Во-первых, скорость ее распространения всегда выше скорости распро-

странения УВ в жидкости с пузырьками химически инертного газа в схожих

условиях и заведомо выше скорости звука в пузырьковой жидкости. Например,

в [35] при начальном газосодержании 0.02 скорость пузырьковой детонации со-

ставила 560 м/с, скорость УВ 425 м/с, а равновесная скорость звука 85 м/с.
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Во-вторых, процесс распространения пузырьковой детонации самоподдержи-

вающийся [35], тогда как УВ в жидкости с пузырьками химически инертного

газа постепенно затухает.

Впоследствии для анализа пузырьковой детонации был разработан ряд

математических моделей [40–45]. Как правило, в них предполагается, что (i) газ

подчиняется уравнению состояния идеального газа; (ii) жидкость несжимаемая

и изотермическая; (iii) пузырьки газа сохраняют сферическую форму, не вза-

имодействуют и не дробятся; (iv) пульсации в газе и жидкости описываются

уравнением Рэлея-Ламба; (v) жидкость и газ движутся с одной скоростью; а

также используются (vi) приближенные модели химической кинетики.

В работе [45] предложена математическая модель с учетом межфазно-

го теплообмена, основанная на двухфазных односкоростных уравнениях [46].

На основе предложенных уравнений аналитически и численно показано, что

существует решение типа уединенной волны (стоит отметить, что модель, на-

пример, в работе [47] не допускает такого решения). Для описания химических

превращений использовалась схема мгновенного воспламенения. Физически это

означает, что задержка самовоспламенения значительно меньше характерного

времени пульсации пузырька.

В [40] для описания течения пузырьковой жидкости используется одно-

скоростная модель [48], учитывающая сжимаемость и вязкость жидкости. Пу-

зырьковая детонация описывается приближенной моделью химической кинети-

ки газа [49; 50], в которой использовано уравнение изэнтропы химически рав-

новесного газа с учетом сдвига химического равновесия продуктов реакции в

пузырьке без традиционного используемого постоянного показателя адиабаты.

В работе [41] для исследования пузырьковой детонации используется ста-

ционарная двухскоростная модель движения пузырьковой среды [31]. Отметим,

что для стационарной системы уравнений задача Коши не ставится, т.е. вопрос

корректности для нее не рассматривается.
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Глава 2. Физико-математическая модель двухфазного невязкого

течения пузырьковой среды

2.1 Корректность задачи Коши для систем линейных уравнений с

частными производными

Введем основные определения и теоремы, которые будут использоваться

в настоящей работе. Все приведенные в данном параграфе определения и тео-

ремы сформулированы и доказаны в работе И.Г. Петровского [51] для систем

более общего вида. В настоящей работе ограничимся рассмотрением систем ви-

да:

𝜕𝑢𝑖(𝑡,�⃗�)

𝜕𝑡
=

𝑁∑︁
𝑗=1

⎛⎝ 3∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
𝑖𝑗

𝜕𝑢𝑗(𝑡, �⃗�)

𝜕𝑥𝑘
+

3∑︁
𝑘,𝑙=1

𝐵
(𝑘,𝑙)
𝑖𝑗

𝜕2𝑢𝑗(𝑡, �⃗�)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙
+ 𝐶𝑖𝑗𝑢𝑗(𝑡, �⃗�)

⎞⎠ (2.1)

где 𝑖 = 1, 𝑁 , 0 ≤ 𝑡0 < 𝑡 ≤ 𝑇 , �⃗� = (𝑥1,𝑥2, 𝑥3) ∈ R3, 𝐴(𝑘)
𝑖𝑗 , 𝐵

(𝑘,𝑙)
𝑖𝑗 , 𝐶𝑖𝑗 ∈ R, 𝑢𝑖: R3 ×

[0, 𝑇 ] → C.

Определение 1. Задача Коши для системы (2.1) поставлена равномерно кор-

ректно, если

1. Для всякой системы функций 𝜑𝑖(�⃗�) (𝑖 = 1,𝑁), ограниченных на всей

плоскости R3 вместе со всеми их частными производными до некоторого ко-

нечного порядка 𝐿, всегда существует одна и только одна система функций

𝑢𝑖, ограниченных вместе со всеми их частными производными, достаточно

высоких порядков, которые при всяком 𝑡 из интервала 0 ≤ 𝑡0 < 𝑡 ≤ 𝑇 удовле-

творяют этой системе и при 𝑡 = 𝑡0 принимают значения функций 𝜑𝑖.

2. Для каждого 𝑡0 из интервала [0, 𝑇 ] и любого наперед заданного 𝜀 > 0

можно указать такое независящее от 𝑡0 число 𝛿, что когда функции 𝜑𝑖 и все
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их частные производные до 𝐿-го порядка изменяются меньше чем на 𝛿 > 0,

то функции 𝑢𝑖 всюду при 𝑡0 < 𝑡 ≤ 𝑇 изменяются меньше чем на 𝜀.

Теорема 1. Задача Коши для системы (2.1) поставлена равномерно коррект-

но тогда и только тогда, когда при всевозможных действительных парамет-

рах 𝜉𝑠 действительные части всех корней 𝜆 детерминанта матрицы

(︁ 3∑︁
𝑘=1

𝐴(𝑘)(𝑖𝜉𝑘) −
3∑︁

𝑘,𝑙=1

𝐵(𝑘,𝑙)𝜉𝑘𝜉𝑙 + 𝐶 − 𝜆𝐸
)︁

должны быть ограничены сверху, т.е. Re[𝜆(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)] ≤𝑀 ∀𝜉𝑠 ∈ R, 𝑠 = 1,3.

Выделим отдельно гиперболические системы уравнений для которых

И. Г. Петровский доказал корректность в смысле Определения (1). Введем мат-

рицу 𝑃 , которая связана с матрицами коэффициентов системы уравнений (2.1)

формулой:

𝑃 (𝜉1,𝜉2, 𝜉3) =
3∑︁

𝑘=1

𝐴(𝑘)𝜉𝑘

где 𝜉𝑘 ∈ R.

Определение 2. Система (2.1) (пусть все элементы матриц 𝐵(𝑘,𝑙) равны

нулю) называется гиперболической, если характеристические корни матрицы

𝑃 (𝜉1,𝜉2,𝜉3) для ∀𝜉𝑠 ∈ R :
3∑︁

𝑠=1

𝜉2𝑠 = 1 вещественны и различны.

Обратно, если хотя бы при одном выборе действительных 𝜉𝑠 матрица 𝑃

имеет хотя бы один недействительный корень, тогда задача Коши для нее не

была поставлена корректно.

Если все собственные значения вещественны, но хотя бы при одном выбо-

ре действительных 𝜉𝑠 матрица 𝑃 имеет одинаковые собственные значения, то

задача Коши для нее может быть поставлена как корректно, так и некорректно

(см. Гиперболические системы в обобщенном смысле [51]).
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2.2 Осреднение

В настоящей главе получены уравнения сохранения массы, количества

движения и энергии двухфазной среды (жидкость с пузырьками газа) методом

пространственного осреднения соответствующих уравнений однофазных сред с

учетом граничных условий на межфазной поверхности в рамках подхода взаи-

мопроникающих континуумов.

Рисунок 2.1 — Схематическое представление элементарного объема
𝑉 = 𝑉g + 𝑉l, содержащего жидкость с пузырьками газа

Рассмотрим течение жидкости с газовыми пузырьками. Для перехода

к осредненным переменным введем вокруг произвольной точки пространства

фиксированный элементарный объем 𝑉 , ограниченный поверхностью 𝑆, для

которого эта точка является геометрическим центром (см. рис. 2.1). Линейный

размер элементарного объема 𝑉 во много раз превосходит неоднородности сре-

ды (диаметры пузырьков), но много меньше характерного линейного размера

задачи (например, длина сопла). Рассматриваемый объем содержит в себе дви-

жущуюся двухфазную смесь, так что 𝑉 = 𝑉l(𝑡) + 𝑉g(𝑡) = const, где индекс l (g)

обозначает жидкость (газ), 𝑉𝑖(𝑡) — объем занятый фазой 𝑖 в момент времени 𝑡,

ограниченный поверхностью 𝑆𝑖, так что 𝑆 = 𝑆l(𝑡) + 𝑆g(𝑡) = const, обозначим

𝑆lg межфазную поверхность находящуюся внутри объема V. Предполагается,

что для каждой фазы 𝑖 однофазные уравнения сохранения массы, количества
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движения и энергии действительны в любой внутренней точке 𝑉𝑖:

𝜕𝜌𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘

(︀
𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖

)︀
= 0 (2.2)

𝜕𝜌𝑖𝑢
𝑗
𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘

(︁
𝜌𝑖𝑢

𝑗
𝑖𝑢

𝑘
𝑖

)︁
= ∇𝑘

(︁
𝑃 𝑗𝑘
𝑖

)︁
(2.3)

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑖𝐸𝑖) + ∇𝑘

(︀
𝜌𝑖𝐸𝑖𝑢

𝑘
𝑖

)︀
= ∇𝑘

(︁
𝑃 𝑗𝑘
𝑖 𝑢𝑗,𝑖

)︁
−∇𝑘𝑞

𝑘
𝑖 (2.4)

для всех индексов, кроме 𝑖, используются стандартные правила суммирования,

𝑖 обозначает фазу и нигде в дальнейшем по этому индексу суммирования не

будет, 𝜌𝑖 — плотность, u𝑖 = 𝑢𝑘𝑖 e𝑘 = 𝑢𝑗,𝑖e
𝑗 — скорость, e𝑘 — ковариантные век-

торы базиса евклидова пространства, e𝑘 — контравариантные векторы базиса,

𝑃 𝑗𝑘
𝑖 = −𝑝𝑖𝛿𝑗𝑘 + 𝜏 𝑗𝑘𝑖 — компоненты тензора напряжений, 𝑝𝑖 — давление, 𝛿𝑗𝑘 —

символ Кронекера, 𝜏 𝑗𝑘𝑖 — компоненты тензора вязких напряжений, 𝑞𝑘𝑖 = κ𝑖∇𝑘𝑇𝑖

— компоненты вектора потока энергии, 𝑇𝑖 — температура, κ𝑖 — коэффициент

теплопроводности, 𝐸𝑖 = 𝜀𝑖 +
u2
𝑖

2
— массовая плотность энергии, 𝜀𝑖 — массовая

плотность внутренней энергии.

Геометрическому центру элементарного объема 𝑉 отнесем объемную кон-

центрацию фаз 𝛼𝑖 = 𝑉𝑖/𝑉 и величины, вводимые с помощью осреднения по

фазовому объему 𝑉𝑖 или межфазной поверхности 𝑆lg:

⟨Φ𝑖⟩ =
1

𝑉

∫︁
𝑉𝑖

Φ𝑖(r,𝑡)𝑑𝑉 (2.5)

⟨Φ𝑖⟩𝑖 =
1

𝑉𝑖

∫︁
𝑉𝑖

Φ𝑖(r,𝑡)𝑑𝑉 (2.6)

Φ̄𝑖 =

∫︀
𝑉𝑖

Φ𝑖(r,𝑡)𝜌𝑖𝑑𝑉∫︀
𝑉𝑖
𝜌𝑖𝑑𝑉

=
⟨𝜌𝑖Φ𝑖⟩𝑖

⟨𝜌𝑖⟩𝑖
(2.7)
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⟨Φ𝑖⟩ = 𝛼𝑖⟨Φ𝑖⟩𝑖 (2.8)

⟨Φ𝑖⟩𝑠 =
1

𝑆lg

∫︁
𝑆lg

Φ𝑖(r,𝑡)𝑑𝑆 (2.9)

Условия, накладываемые на величины Φ𝑖 (скалярная, векторная или тен-

зорная функция, определенная на 𝑉𝑖), чтобы осреднение имело смысл и приво-

дило к образованию новых макрополей ⟨Φ𝑖⟩𝑖, подробно разбираются в [31].

Для любой дифференцируемой скалярной, векторной или тензорной

функции Φ𝑖 справедливо следующее равенство [31]:

𝛼𝑖

⟨
𝜕Φ𝑖

𝜕𝑡

⟩𝑖

=
𝜕

𝜕𝑡

(︀
𝛼𝑖⟨Φ𝑖⟩𝑖

)︀
− 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

Φ𝑖(uI,n𝑖)𝑑𝑆 (2.10)

где uI — скорость межфазной поверхности, n𝑖 — внешняя нормаль межфазной

поверхности по отношению к 𝑖-ой фазе (см. рис. 2.1).

Для любой дифференцируемой скалярной, векторной и тензорной функ-

ции Φ𝑖 соответственно верны формулы [31]:

𝛼𝑖⟨∇Φ𝑖⟩𝑖 = ∇𝛼𝑖⟨Φ𝑖⟩𝑖 +
1

𝑉

∫︁
𝑆lg

Φ𝑖n𝑖𝑑𝑆 (2.11)

𝛼𝑖⟨∇𝑘Φ
𝑘
𝑖 ⟩𝑖 = ∇𝑘𝛼𝑖⟨Φ𝑘

𝑖 ⟩𝑖 +
1

𝑉

∫︁
𝑆lg

(Φ𝑖,n𝑖)𝑑𝑆 (2.12)

𝛼𝑖

⟨(︁
∇𝑘Φ

𝑗𝑘
𝑖

)︁
e𝑗

⟩𝑖
=
(︁
∇𝑘𝛼𝑖⟨Φ𝑗𝑘

𝑖 ⟩𝑖
)︁
e𝑗 +

1

𝑉

∫︁
𝑆lg

Φ𝑗𝑘
𝑖 𝑛𝑘,𝑖e𝑗𝑑𝑆 (2.13)

Подставив Φ𝑖 = 1 в (2.10) и (2.11), получим следующие соотношения,

которые также понадобятся в дальнейшем:

∇𝛼𝑖 = − 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

n𝑖𝑑𝑆 (2.14)
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𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
=

1

𝑉

∫︁
𝑆lg

(uI,n𝑖)𝑑𝑆 (2.15)

Если проинтегрируем уравнения сохранения (2.2)—(2.4) по объему 𝑉𝑖 и

используем формулы (2.10)—(2.13), то получим осредненные уравнения в общем

виде:
𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝜌𝑖𝑢𝑘𝑖 ⟩𝑖 = 𝑀𝑖,𝑚 (2.16)

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖𝑢𝑗𝑖 ⟩𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝜌𝑖𝑢𝑗𝑖𝑢

𝑘
𝑖 ⟩𝑖 = ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑃 𝑗𝑘

𝑖 ⟩𝑖 +𝑀𝑖,𝑚𝑢
𝑗
𝑖,𝑚 +𝑅𝑗

𝑖,𝑚
(2.17)

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖𝐸𝑖⟩𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝜌𝑖𝐸𝑖𝑢

𝑘
𝑖 ⟩𝑖 = 𝑀𝑖,𝑚𝐸𝑖,𝑚 −∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑞𝑘𝑖 ⟩𝑖 +𝑊𝑖,𝑚+

+ ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑃 𝑗𝑘
𝑖 𝑢𝑗,𝑖⟩

𝑖 +𝑄𝑖,𝑚

(2.18)

где𝑀𝑖,𝑚 ≡ 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝜌𝑖(uI − u𝑖,n𝑖)𝑑𝑆 — интенсивность перехода массы из фазы𝑚 в

𝑖 в единице объема и в единицу времени за счет фазового перехода, 𝑀𝑖,𝑚𝑢
𝑗
𝑖,𝑚 ≡

1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝜌𝑖𝑢
𝑗
𝑖 (uI − u𝑖,n𝑖)𝑑𝑆 — интенсивность межфазного обмена импульсом за

счет фазового перехода, u𝑖,𝑚 — скорость фазы 𝑖 на границе с фазой 𝑚, при этом

предполагается, что u𝑖,𝑚 = u𝑚,𝑖, 𝑅𝑗
𝑖,𝑚 = 1

𝑉

∫︀
𝑆lg
𝑃 𝑗𝑘𝑛𝑘,𝑖𝑑𝑆 — сила (ее компоненты),

действующая на межфазной поверхности из-за сил трения, давления, сцеплени-

ями между фазами и т.д.,𝑀𝑖,𝑚𝐸𝑖,𝑚 ≡ 1
𝑉

∫︀
𝑆lg
𝜌𝑖𝐸𝑖 (uI − u𝑖,n𝑖)𝑑𝑆 — интенсивность

межфазного обмена энергией за счет фазового перехода, 𝐸𝑖,𝑚 — энергия 𝑖-ой фа-

зы, находящейся на границе с 𝑚-ой фазой, 𝑊𝑖,𝑚 ≡ 1
𝑉

∫︀
𝑆lg
𝑃 𝑗𝑘
𝑖 𝑢𝑗,𝑖𝑛𝑘,𝑖𝑑𝑆 — приток

энергии в 𝑖-ую фазу за счет работы межфазных сил, 𝑄𝑖,𝑚 ≡ − 1
𝑉

∫︀
𝑆lg

(q𝑖,n𝑖)𝑑𝑆 —

теплопередача на границе между 𝑖-ой и 𝑚-ой фазами.
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Система уравнений (2.16)—(2.18) дополняется граничными условиями,

действующими на межфазной поверхности [31]:

𝑀l,g +𝑀g,l = 0

Pl,g + Pg,l = 0

𝑆l,g + 𝑆g,l = 0

(2.19)

где P𝑖,𝑚 = R𝑖,𝑚 +𝑀𝑖,𝑚u𝑖,𝑚, 𝑆𝑖,𝑚 ≡𝑀𝑖,𝑚𝐸𝑖,𝑚 +𝑄𝑖,𝑚 +𝑊𝑖,𝑚.

2.3 Изотермическая двухфазная невязкая модель

Рассмотрим подробнее законы сохранения массы и количества движения

соответственно (2.16), (2.17). Основной интерес в этих уравнениях представляет

описание сил, действующих на межфазной поверхности жидкости с газовыми

пузырьками. В дальнейшем будет предполагаться, что (i) газ подчиняется урав-

нению состояния идеального газа; (ii) жидкость несжимаемая; (iii) гетерогенная

среда идеальная, т.е. 𝑃 𝑗𝑘
𝑖 = −𝑝𝑖𝛿𝑗𝑘; (iv) пузырьки газа сохраняют сферическую

форму, не взаимодействуют и не дробятся; (v) фазовые переходы отсутствуют;

(vi) течение ламинарное.

Определим флуктуации величин, вводимых с помощью осреднения:

u𝑖 = ū𝑖 + 𝛿u𝑖 (2.20)

Φ𝑖 = ⟨Φ𝑖⟩𝑖 + ̃︀Φ𝑖 (2.21)

где Φ𝑖 — давление 𝑝𝑖 или плотность 𝜌𝑖 𝑖-ой фазы, ̃︀Φ𝑖 и 𝛿u𝑖 — отклонения от сред-

них значений. Подставим (2.20),(2.21) в (2.16),(2.17), тогда осредненные урав-

нения примут вид:
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𝜕⟨𝜌𝑖⟩𝑖𝛼𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑘𝑖 = 0 (2.22)

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑗𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑗𝑖 �̄�
𝑘
𝑖 ) + ∇𝑗

(︀
𝛼𝑖⟨𝑝𝑖⟩𝑖

)︀
= ∇𝑘

(︁
𝛼𝑖⟨𝑇 𝑗𝑘

𝑖 ⟩𝑖
)︁
− 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝑝𝑖𝑛
𝑗
𝑖𝑑𝑆

(2.23)

где ⟨𝑇 𝑗𝑘
𝑖 ⟩𝑖 = −⟨𝜌𝑖𝛿𝑢𝑗𝑖𝛿𝑢𝑘𝑖 ⟩𝑖 — компоненты тензора пульсационных напряжений

𝑖-ой фазы. В нашем случае тензор пульсационных напряжений нулевой, т.к.

течение ламинарное (см. предположение (vi)).

Для того, чтобы определить силы, действующие на межфазной поверхно-

сти жидкости с газовыми пузырьками, рассмотрим задачу о движении твердой

сферы в безграничном объеме идеальной несжимаемой жидкости. Распределе-

ние давления вдоль поверхности твердой сферы радиуса 𝑅 в отсутствие внеш-

них массовых сил, было получено в работе [52]:

𝑝l(𝜃) = 𝑝l,∞ +
1

2
𝜌l𝑅

𝑑𝑈𝑧

𝑑𝑡
cos(𝜃) +

1

8
𝜌l𝑈

2
𝑧 (9 cos2(𝜃) − 5) (2.24)

где сфера движется вдоль оси 0z (так выбираем эту ось) со скоростью U = 𝑈𝑧ez,

𝑝l,∞ — давление на бесконечности, 𝜃 — угол измеряемый относительно оси 0z и

радиус-вектором, соединяющим точку со сферы с ее центром.

При относительно больших числах Рейнольдса (Re ≫ 24) разрушается

симметрия относительно направления движения [53], при относительно малых

числах Рейнольдса (Re ≪ 24) преобладает вязкость, которая не учитывается

при выводе формулы (2.24), где Re = 2𝑅𝜌l𝑈𝑧/𝜇l, 𝜇l — динамическая вязкость

жидкости. Чтобы учесть эти эффекты, в [9] предложено ввести эмпирическую

функцию 𝐹 (𝜃), т.е. переписать уравнение (2.24) в виде:

𝑝l(𝜃) = 𝑝l,∞ +
1

2
𝜌l𝑅

𝑑𝑈𝑧

𝑑𝑡
cos(𝜃) +

1

2
𝜌lU

2𝐹 (𝜃) (2.25)
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Из соотношения (2.25) сразу следует, что 𝐹 (𝜃) = 𝐶p(𝜃), где 𝐶p(𝜃) — местный

коэффициент давления, который определяется следующим образом:

𝐶p(𝜃) =
𝑝l(𝜃) − 𝑝l,∞

1
2𝜌lU

2

В задачах об обтекании твердой сферы потоком жидкости местный коэффи-

циент давления 𝐶p(𝜃) получают как экспериментально, так и численно (см.,

например, [54]). С учетом предположений (iv) и (v) распределение давления

(2.25) у поверхности твердой сферы также справедливо для газового пузырька.

В работе [55] местный коэффициент давления 𝐶p(𝜃) рассчитывается в задаче

о всплытии газового пузырька с постоянной скоростью в жидкостях разного

сорта.

Если концентрация газовых пузырьков в элементарном объеме 𝑉 ма-

ла, тогда каждый газовый пузырек можно рассматривать независимо от дру-

гих и 𝑝l,∞ ≈ ⟨𝑝l⟩l, т.е. давление на большом расстоянии от пузырька равно

среднему давлению в жидкости. Пусть газовые пузырьки в рассматриваемом

элементарном объеме движутся относительно жидкости со средней скоростью

ūgl = ūg − ūl, тогда среднее межфазное давление в рассматриваемом объе-

ме равно давлению, осредненному по поверхности одного пузырька. Осредним

уравнение (2.25) по поверхности пузырька и определим флуктуации давления

𝑝l = ⟨𝑝l⟩𝑠 + 𝑝′l, 𝑝
′
l — отклонение от среднего значения:

⟨𝑝l⟩𝑠 = 𝑝l,∞ +
1

2
𝜌lū

2
lg⟨𝐶p(𝜃)⟩𝑠 (2.26)

𝑝′l(𝜃) =
1

2
𝜌l𝑅

𝑑𝑈𝑧

𝑑𝑡
cos(𝜃) +

1

2
𝜌lū

2
lg𝐶

′
p(𝜃) (2.27)

где 𝐶 ′
p(𝜃) = 𝐶p(𝜃) − ⟨𝐶p(𝜃)⟩𝑠.
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Рассмотрим силу в уравнении (2.23), действующую на жидкость со сто-

роны пузырьков газа:

𝑅𝑗
lg = − 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝑝l𝑛
𝑗
l 𝑑𝑆 = − 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

⟨𝑝l⟩𝑠𝑛𝑗l 𝑑𝑆 − 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝑝′l𝑛
𝑗
l 𝑑𝑆 (2.28)

Для первого слагаемого в правой части с учетом (2.14) получим:

− 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

⟨𝑝l⟩𝑠nl𝑑𝑆 = ⟨𝑝l⟩𝑠∇𝛼l

Второе слагаемое в правой части (2.28) (из-за мелкомасштабных пульсаций 𝑝′l) в

общем случае должно включать такие составляющие как сила присоединенных

масс при ускоренном движении одной фазы относительно другой, сила Магнуса

при вращении частиц в жидкости и др. Многие из этих сил, выраженных через

средние кинематические параметры, представлены в работе [31].

Запишем силу, действующую на межфазной поверхности, с учетом гра-

ничных условий (2.19) в виде двух составляющих:

R𝑖,𝑚 = ⟨𝑝l⟩𝑠∇𝛼𝑖 + F𝑖,𝑚

Для того, чтобы определить силу ⟨𝑝l⟩𝑠∇𝛼𝑖, осталось задать ⟨𝐶p(𝜃)⟩𝑠 в уравне-

нии (2.26). Коэффициент ⟨𝐶p(𝜃)⟩𝑠 в общем случае зависит от числа Рейнольд-

са, формы пузырька, массообмена с поверхности пузырька и др. Для нашего

случая коэффициент давления, осредненный по поверхности сферического га-

зового пузырька, имеет вид:

𝐶s ≡ ⟨𝐶p(𝜃)⟩𝑠 =
1

4𝜋𝑅2

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑅2𝑑𝜑

∫︁ 𝜋

0

sin(𝜃)𝐶p(𝜃)𝑑𝜃 =
1

4

∫︁ 𝜋

0

sin(𝜃)𝐶p(𝜃)𝑑𝜃 (2.29)
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Рисунок 2.2 — Местный коэффициент давления для различных Re [54].

На рис. 2.2 представлено распределение местного коэффициента давления

по поверхности твердой сферы для различных чисел Re, где 𝐶p(𝜃) — результат

численного моделирования [54]. В настоящей работе предлагается рассчитывать

𝐶s напрямую в зависимости от Re, т.е. задавать функцию 𝐶s = 𝐶s(Re). Резуль-

тат подстановки функции 𝐶p(𝜃) в интеграл (2.29) для расчета 𝐶s представлен

в таблице 2.1. При больших числах Re функция 𝐶s выходит на насыщение.

Таблица 2.1
Коэффициенты 𝐶s, 𝐶dp и 𝛽 для различных чисел Re

Re 𝐶s 𝛽 𝐶dp 𝐶dp(𝑏)

10 -0.19 -0.13 1.5 1.52
100 -0.25 -0.52 0.48 0.51
400 -0.3 -0.96 0.32 0.32
1000 -0.32 -0.74 0.43 0.438

163000 -0.32 -0.74 0.43 0.438

При больших объемных газосодержаниях необходимо учесть «коллектив-

ные» эффекты, т.е. задать зависимость Cs = Cs(𝛼g,Re).
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Коэффициент гидродинамического сопротивления 𝐶d состоит из двух ча-

стей:

𝐶d = 𝐶dp + 𝐶df

где 𝐶df — коэффициент вязкого сопротивления, 𝐶dp — коэффициент сопротив-

ления «формы», который определяется следующим образом:

𝐶dp = 2

∫︁ 𝜋

0

𝐶p(𝜃) cos(𝜃) sin(𝜃)𝑑𝜃 (2.30)

В работе [9] 𝐶s связывают с коэффициентом сопротивления «формы»

𝐶dp при очень больших числах Рейнольдса: 𝐶s = 𝛽𝐶dp при Re = 163000 и

𝛽 = −0.74. Коэффициент пропорциональности 𝛽 очевидно зависит от Re, т.к.

𝐶s = 𝐶s(Re) — осредненная функция 𝐶p(𝜃), а 𝐶dp = 𝐶dp(Re) — осредненная

функция 𝐶p(𝜃) в проекции на направление движения. Коэффициент 𝐶dp (см.

таблицу 2.1) рассчитывается в результате подстановки 𝐶p(𝜃) в интеграл (2.30).

Коэффициент пропорциональности 𝛽 (см. таблицу 2.1) рассчитывается из со-

отношения 𝛽 =
𝐶s

𝐶dp
. Дополнительно, для проверки, в последнем столбце, отме-

ченном как 𝐶dp(𝑏), представлены значения 𝐶dp, взятые из сводной таблицы [54].

Для учета «коллективных» эффектов введем функцию 𝐶coll
dp следующим

образом [9]:

𝐶coll
dp (𝛼g,Re) = 𝐶dp(Re)(1 − 𝛼g)

−2.7 (2.31)

а функцию 𝐶s перепишем в виде:

𝐶s(𝛼g,Re) = 𝛽(Re)𝐶coll
dp (𝛼g,Re) (2.32)
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Выпишем модель двухфазного невязкого изотермического тече-

ния с учетом полученных соотношений (2.26), (2.31) и (2.32):

𝜕⟨𝜌𝑖⟩𝑖𝛼𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑘𝑖 = 0

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑗𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑗𝑖 �̄�
𝑘
𝑖 ) + ∇𝑗

(︀
𝛼𝑖⟨𝑝𝑖⟩𝑖

)︀
= ⟨𝑝l⟩𝑠∇𝑗𝛼𝑖 + 𝐹 𝑗

𝑖,𝑚

⟨𝑝g⟩g = ⟨𝑝l⟩l, ⟨𝑝l⟩𝑠 = ⟨𝑝l⟩l +
1

2
𝐶s(𝛼g,Re)𝜌lū

2
lg

𝐶s(𝛼g,Re) = 𝛽(Re)𝐶dp(Re)(1 − 𝛼g)
−2.7

𝛼g + 𝛼l = 1

(2.33)

где 𝑖 = l,g, 𝑚 = l,g и 𝑚 ̸= 𝑖. Функции 𝛽(Re) и 𝐶dp(Re) интерполируются по зна-

чениям, представленным в таблице 2.1, Re = 2𝑅𝜌l|ulg|/𝜇l — число Рейнольдса

относительного движения фаз. Для того, чтобы выписанная система уравнений

была замкнутой, ее необходимо дополнить уравнениями состояния и опреде-

лить силу F𝑖,𝑚. Сила F𝑖,𝑚 в общем случае зависит от физических процессов,

происходящих на межфазной поверхности, и даже может зависеть от диффе-

ренциальных операторов. Однако, как правило, слагаемое F𝑖,𝑚 описывает силу

сопротивления и является алгебраическим членом (см. ниже (3.3)).

Выпишем уравнения состояния согласно предположениям (i) и (ii):

𝜌l = 𝜌0l = const, 𝜌g =
𝑝g
𝛾𝑐2g

(2.34)

где 𝑐g — изотермическая скорость звука в газе, 𝛾 — показатель адиабаты.
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2.3.1 Корректность задачи Коши

Утверждение 1. Задача Коши для системы уравнений (2.33) с уравнениями

состояния (2.34) поставлена корректно (по Петровскому) в линейном при-

ближении, если выполнены условия:
1

2
𝐶s(𝛼g,Re) < −𝛼g и 𝑝I > 0

Доказательство. Введем обозначение w =
(︀
𝛼g,𝑝, 𝑢

1
g, 𝑢

2
g, 𝑢

1
l , 𝑢

2
l

)︀
— вектор неиз-

вестных относительно которого решается задача. Доказательство проводится в

двумерном случае, т.е. �⃗� = (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2. В дальнейшем обозначения средних

величин опускаются.

Линеаризуем систему уравнений (2.33) в окрестности произвольного ре-

шения w0(𝑡,�⃗�):

w(𝑡,�⃗�) = w0(𝑡,�⃗�) + w′(𝑡, �⃗�) (2.35)

Подставим (2.35) в (2.33), предполагая, что возмущение w′ по всем пара-

метрам малы, пренебрежем величинами второго порядка малости и приведем

систему к каноническому виду. Эта система уравнений примет вид:

𝐸
𝜕w′

𝜕𝑡
+

2∑︁
𝑘=1

𝐴(𝑘)𝜕w
′

𝜕𝑥𝑘
+ 𝐶w′ = 0 (2.36)

Коэффициенты матриц 𝐴(𝑘) и 𝐶 в (2.36) являются функциями �⃗� и 𝑡. Рас-

смотрим малую область изменения �⃗� и 𝑡, в которой перечисленные коэффициен-

ты матриц допустимо считать постоянными, тогда получим систему уравнений

с постоянными коэффициентами.

Исследуем собственные значения матрицы 𝑀(𝜉1, 𝜉2) =
2∑︁

𝑘=1

𝐴(𝑘)𝜉𝑘, где 𝜉𝑘 ∈

R : 𝜉21 + 𝜉22 = 1 (матрица 𝑀 выписана ниже, cм. Приложение А).
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Для удобства введем обозначения 𝜒𝑖 = 𝜉1𝑢
1
𝑖 + 𝜉2𝑢

2
𝑖 . Матрица имеет два

тривиальных вещественных собственных значения:

𝜆1 = 𝜒g, 𝜆2 = 𝜒l

а другие его корни удовлетворяют следующему алгебраическому уравнению

четвертого порядка (cм. Приложение А):

𝑃1(𝜆) = 𝑃2(𝜆) (2.37)

где 𝑃1(𝜆) — многочлен четвертого порядка с корнями:

𝜆
(1)
1,2 = 𝜒l ±

⎯⎸⎸⎷(︁𝛼l𝜌g −
1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
lg�̇�g𝛼g

)︁
�̇�g𝛼g𝜌l

, 𝜆
(1)
3,4 = 𝜒g

𝑃2(𝜆) — многочлен второго порядка с корнями:

𝜆
(2)
1,2 = 𝜒l ±

√︃
−1

2𝐶s𝑢2lg
𝛼g

Из рис. 2.3 видно, если корни уравнения удовлетворяют неравенствам: 𝜆(1)1 <

𝜆
(2)
1 < 𝜆

(1)
3 = 𝜆

(1)
4 < 𝜆

(2)
2 < 𝜆

(1)
2 , то многочлены 𝑃1(𝜆) и 𝑃2(𝜆) будут иметь

4 точки пересечения, а следовательно все собственные значения матрицы 𝑀

вещественные и различные.
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P1( )
P2( )

Рисунок 2.3 — Схематическое расположение корней многочленов 𝑃1(𝜆) и 𝑃2(𝜆)

Условия для расположения корней многочленов можно переписать в эк-

вивалентной форме: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|𝜒g − 𝜒l| ≤

√︃
−1

2𝐶s𝑢2lg
𝛼g

− 1

2
𝐶s𝑢

2
lg𝜌l < 𝛼l𝑝−

1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
lg𝛼g

(2.38)

Первое неравенство выполнено, если −1
2𝐶s > 𝛼g, а второе — если 𝑝I > 0.

Если положить 𝐶s = 0, то система уравнений (2.33) перейдет в простей-

шую двухскоростную модель с общим давлением фаз и графики на рис. 2.3

будут иметь только две точки пересечения. Следовательно 𝑀 имеет комплекс-

ные собственные значения и задача Коши для такой системы уравнений будет

поставлена некорректно.
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2.4 Неизотермическая двухфазная невязкая модель

Рассмотрим подробнее закон сохранения энергии (2.18), пренебрегая при-

током энергии за счет фазовых переходов и работой вязких сил (см. предполо-

жения (iii) и (v)):

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖𝐸𝑖⟩𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝜌𝑖𝐸𝑖𝑢

𝑘
𝑖 ⟩𝑖 = −∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑞𝑘𝑖 ⟩𝑖 +𝑊𝑖,𝑚 −∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑝𝑖𝑢𝑘𝑖 ⟩𝑖 +𝑄𝑖,𝑚 (2.39)

Здесь 𝑊𝑖,𝑚 = 1
𝑉

∫︀
𝑆lg
𝑝𝑖𝑢

𝑘
𝑖 𝑛𝑘,𝑖𝑑𝑆 — приток энергии в 𝑖 фазу за счет работы меж-

фазных сил, 𝑄𝑖,𝑚 = − 1
𝑉

∫︀
𝑆lg

(q𝑖,n𝑖)𝑑𝑆 — теплопередача на границе между 𝑖 и 𝑚

фазами.

Определим флуктуации полной энергии, вводимые с помощью средних

величин (2.7):

𝐸𝑖 = �̄�𝑖 + 𝛿𝐸𝑖 (2.40)

где 𝛿𝐸𝑖 — отклонение от среднего значения. Подставим (2.40) в (2.39), тогда

уравнение примет вид:

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑖

𝜕𝑡
+∇𝑘𝛼𝑖

(︀
⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑖�̄�

𝑘
𝑖 + ⟨𝑝𝑖⟩𝑖�̄�𝑘𝑖

)︀
= −∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑞𝑘,𝑇𝑖 ⟩𝑖−∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑞𝑘𝑖 ⟩𝑖 +𝑊𝑖,𝑚 +𝑄𝑖,𝑚

где ⟨𝑞𝑘,𝑇𝑖 ⟩𝑖 = −⟨𝜌𝑖𝛿𝑢𝑘𝑖 𝛿𝐸𝑖⟩𝑖 − ⟨𝑝𝑖𝛿𝑢𝑘𝑖 ⟩𝑖 — компоненты вектора турбулентного теп-

лового потока. В нашем случае турбулентный тепловой поток нулевой, т.к. те-

чение ламинарное (см. предположение (vi)).

Приток энергии в жидкую фазу за счет работы межфазных сил𝑊l,g имеет

следующий вид:

𝑊l,g = − 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝑝l𝑢
𝑘
l 𝑛𝑘,l𝑑𝑆 = −⟨𝑝l⟩𝑠

1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝑢𝑘l 𝑛𝑘,l𝑑𝑆 − 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝑝′l𝑢
𝑘
l 𝑛𝑘,l𝑑𝑆 (2.41)



40

Скорость жидкости и межфазной поверхности в отсутствие фазовых переходов

одинаковые, т.е. на межфазной поверхности выполнено ul = uI. Тогда первое

слагаемое в правой части (2.41) с учетом соотношения (2.15) примет вид:

− ⟨𝑝l⟩𝑠
1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝑢𝑘I𝑛𝑘,l𝑑𝑆 = −⟨𝑝l⟩𝑠
𝜕𝛼l

𝜕𝑡
(2.42)

Второе слагаемое в правой части (2.41) описывает приток энергии за счет ра-

боты межфазных сил из-за мелкомасштабных пульсаций. Введем для него обо-

значение:

𝑋𝑖,𝑚 ≡ − 1

𝑉

∫︁
𝑆lg

𝑝′l𝑢
𝑘
l 𝑛𝑘,l𝑑𝑆

Закон сохранения энергии с учетом граничных условий (2.19) перепишется

в виде:

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖�̄�

𝑘
𝑖

(︀
⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑖 + ⟨𝑝𝑖⟩𝑖

)︀
= −∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑞𝑘𝑖 ⟩𝑖 − ⟨𝑝l⟩𝑠

𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
+𝑋𝑖,𝑚 +𝑄𝑖,𝑚

(2.43)

Выпишем модель двухфазного невязкого неизотермического те-

чения, дополнив систему уравнений (2.33) законом сохранения энергии (2.43):

𝜕⟨𝜌𝑖⟩𝑖𝛼𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑘𝑖 = 0

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑗𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑗𝑖 �̄�
𝑘
𝑖 ) + ∇𝑗

(︀
𝛼𝑖⟨𝑝𝑖⟩𝑖

)︀
= ⟨𝑝l⟩𝑠∇𝑗𝛼𝑖 + 𝐹 𝑗

𝑖,𝑚

𝜕𝛼𝑖⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘𝛼𝑖�̄�

𝑘
𝑖

(︀
⟨𝜌𝑖⟩𝑖�̄�𝑖 + ⟨𝑝𝑖⟩𝑖

)︀
= −∇𝑘𝛼𝑖⟨𝑞𝑘𝑖 ⟩𝑖 − ⟨𝑝l⟩𝑠

𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
+𝑋𝑖,𝑚 +𝑄𝑖,𝑚

⟨𝑝g⟩g = ⟨𝑝l⟩l, ⟨𝑝l⟩𝑠 = ⟨𝑝l⟩l +
1

2
𝐶s(𝛼g,Re)𝜌lū

2
lg

𝐶s(𝛼g,Re) = 𝛽(Re)𝐶dp(Re)(1 − 𝛼g)
−2.7

𝛼g + 𝛼l = 1

(2.44)

где 𝑖 = l,g; 𝑚 = l,g и 𝑚 ̸= 𝑖. Функции 𝛽(Re) и 𝐶dp(Re) интерполируются по зна-

чениям, представленным в таблице 2.1. Для того, чтобы выписанная система
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уравнений была замкнутой, ее необходимо дополнить уравнениями состояния

и определить слагаемые F𝑖,𝑚, 𝑄𝑖,𝑚 и 𝑋𝑖,𝑚. Как правило, слагаемое F𝑖,𝑚 описы-

вает силу сопротивления, 𝑋𝑖,𝑚 — диссипацию за счет работы сил сопротивле-

ния (из-за межфазной скоростной неравновесности), а 𝑄𝑖,𝑚 — теплопередачу

на межфазной поверхности. И эти слагаемые (F𝑖,𝑚, 𝑄𝑖,𝑚 и 𝑋𝑖,𝑚) не зависят от

дифференциальных операторов.

2.4.1 Корректность задачи Коши

Вместо закона сохранения полной энергии можно использовать закон со-

хранения полной энтальпии. Выпишем систему определяющих уравнения, опу-

стив в дальнейшем обозначения средних величин:

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑘
𝑖 ) = 0

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑗
𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖 𝑢

𝑗
𝑖 + 𝑝𝑖𝛼𝑖𝛿

𝑗𝑘) − 𝑝I∇𝑗𝛼𝑖 = 𝐹 𝑗
𝑖,𝑚

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝐻𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘

(︀
𝛼𝑖𝜌𝑖𝐻𝑖𝑢

𝑘
𝑖

)︀
=
𝜕𝛼𝑖𝑝𝑖
𝜕𝑡

− 𝑝I
𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
+𝑄𝑖,𝑚 +𝑋𝑖,𝑚

𝑝l = 𝑝g = 𝑝, 𝑝I = 𝑝l +
1

2
𝐶s(𝛼g,Re)𝜌lu

2
lg

𝛼g + 𝛼l = 1

(2.45)

где 𝐻𝑖 = ℎ𝑖 +
u2
𝑖

2
— массовая плотность полной энтальпии 𝑖-ой фазы, ℎ𝑖 — мас-

совая плотность энтальпии 𝑖-ой фазы.

Уравнения состояния несжимаемой жидкости и идеального газа:

𝜌l = 𝜌0l = const, 𝜌g =
𝑝g
𝑅g𝑇g

ℎ𝑖 = 𝑐𝑝,𝑖(𝑇𝑖 − 𝑇 0
𝑖 ) + ℎ0𝑖

(2.46)
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где 𝑖 = l,g, 𝑅g — газовая постоянная, 𝑇𝑖 — температура 𝑖-ой фазы, 𝑐𝑝,𝑖 = const

— теплоемкость 𝑖-ой фазы при постоянном давлении.

Утверждение 2. Задача Коши для системы уравнений (2.45) с уравнениями

состояния (2.46) поставлена корректно (по Петровскому) в линейном при-

ближении, если выполнены условия:
1

2
𝐶s(𝛼g,Re) < −𝛼g и 𝑝I > 0

Доказательство. Введем обозначение w = (𝛼g, 𝑝, 𝑢g, 𝑢l, 𝐻g, 𝐻l)
𝑇 — вектор

неизвестных относительно которого решается задача. Доказательство прово-

дится в одномерном случае.

Линеаризуем систему уравнений (2.45) в окрестности произвольного ре-

шения w0(𝑡,𝑥):

w(𝑡,𝑥) = w0(𝑡,𝑥) + w′(𝑡, 𝑥) (2.47)

Подставим (2.47) в (2.45), предполагая, что возмущение w′ по всем пара-

метрам малы, пренебрежем величинами второго порядка малости и приведем

систему к каноническому виду. Эта система уравнений примет вид:

𝐸
𝜕w′

𝜕𝑡
+ 𝐴

𝜕w′

𝜕𝑥
+ 𝐶w′ = 0 (2.48)

Коэффициенты матриц 𝐴 и 𝐶 в (2.48) являются функциями 𝑥 и 𝑡. Рас-

смотрим малую область изменения 𝑥 и 𝑡, в которой перечисленные коэффициен-

ты матриц допустимо считать постоянными, тогда получим систему уравнений

с постоянными коэффициентами. Матрица 𝐴 выписана ниже (cм. Приложение

Б). Исследуем собственные значения матрицы 𝐴.

Характеристический многочлен матрицы A имеет два тривиальных корня

𝜆1 = 𝑢g, 𝜆 = 𝑢l, четыре оставшихся удовлетворяют алгебраическому уравнению

четвертого порядка:

𝑃1(𝜆) = 𝑃2(𝜆)
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где 𝑃1(𝜆) — многочлен четвертого порядка:

𝑃1(𝜆) = 𝜌g(𝜆− 𝑢g)
2

(︂
(𝛼g − 1)𝜌g + 𝜌l𝛼g

𝜕𝜌g
𝜕𝑝

((𝜆− 𝑢l)
2 +

1

2
𝐶𝑠u

2
lg)

)︂

для которого коэффициент при старшей степени равен 𝑎(1) = 𝜌g𝜌l𝛼g
𝜕𝜌g
𝜕𝑝

, а кор-

ни:

𝜆
(1)
1,2 = 𝑢l ±

√
𝐷, 𝜆

(1)
3,4 = 𝑢g

где 𝐷 =

(︃
𝛼l𝜌g

𝜌l𝛼g
𝜕𝜌g
𝜕𝑝

− 1

2
𝐶su

2
lg

)︃
. При этом, используя выражение 𝑝 =

𝜌𝑔
𝜕𝜌𝑔/𝜕𝑝

и

условия
1

2
𝐶s < −𝛼g и 𝑝I > 0, можно показать, что 𝑢l −

√
𝐷 < 𝑢g < 𝑢l +

√
𝐷.

Многочлен 𝑃2(𝜆) — многочлен четвертого порядка:

𝑃2(𝜆) =

(︂
1

2
𝐶𝑠𝑢

2
lg + (𝜆− 𝑢l)

2𝛼g

)︂[︂
(𝑢g − 𝜆)

(︂
𝜕𝜌g
𝜕𝑢g

+
𝜕𝜌g
𝜕𝐻g

𝜆

)︂
+ 𝜌g

]︂

с двумя действительными корнями 𝜆(2)1,2 = 𝑢l ±

√︃
−𝐶𝑠

2𝛼g
𝑢lg и двумя комплексными

корнями, так как
[︁
(𝑢g − 𝜆)

(︁
𝜕𝜌g
𝜕𝑢g

+
𝜕𝜌g
𝜕𝐻g

𝜆
)︁

+ 𝜌g

]︁
= 𝜌g

[︁
1
𝐻g

(𝜆− 𝑢g)
2 + 1

]︁
; коэффи-

циент при старшей степени равен 𝑎(2) =
𝜌g𝜌l𝛼g

𝐻g
.

Если корни многочлена 𝑃2(𝜆) располагаются между корнями многочле-

на 𝑃1(𝜆), как показано на рис. 2.3, и многочлен 𝑃1(𝜆) возрастает быстрее чем

𝑃2(𝜆), то этого достаточно, чтобы многочлены имели четыре точки пересечения

на вещественной плоскости. Следовательно, в этом случае соответствующий ха-

рактеристический многочлен имеет четыре вещественных корня. Многочлен 𝑃1

возрастает быстрее чем 𝑃2, если 𝑎(1) > 𝑎(2) ⇔ 𝑐𝑝,g
𝑅g

> 1, что всегда выполнено

для идеального газа. Расположение корней 𝜆(1)1 < 𝜆
(2)
1 < 𝜆

(1)
3 = 𝜆

(1)
4 < 𝜆

(2)
2 < 𝜆

(1)
2 ,

если
1

2
𝐶s < −𝛼g и 𝑝I > 0.
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2.5 Расширение области корректности за счет учета фазовых

переходов

Рассмотрим подробнее условия корректности, которые накладывают огра-

ничения на область применимости модели (2.44):

1

2
𝐶s(𝛼g,Re) < −𝛼g, 𝑝I > 0

Функция 𝐶s(𝛼g,Re) по построению всегда удовлетворяет первому неравенству,

однако второе неравенство 𝑝I > 0 может не выполняться, так как 𝐶s < 0.

Случай 𝑝I ≤ 0 соответствует кавитации, действительно, при падении давления

𝑝I ниже давления насыщения на поверхности газового пузырька происходят

фазовые переходы — из жидкости начинает образовываться паровая фаза. Для

того, чтобы межфазное давление в модели (2.44) не становилось ниже давления

насыщения, необходимо дополнить ее источником, описывающим кавитацию.

Для учета кавитации газовую фазу будем считать состоящей из двух ком-

понент. Первая является паром жидкой фазы (индекс v), может претерпевать

фазовые переходы, вторая (индекс p) — пассивный газ, не претерпевающий фа-

зовые переходы. Такую двухкомпонентную смесь можно представить как сово-

купность континуумов, заполняющих один и тот же объем, занятый смесью.

Геометрическому центру элементарного объема 𝑉 (см. рис. 2.1) отнесем мас-

совую концентрацию 𝑠-го компонента газа 𝑌𝑠 = 𝑀𝑠/𝑀 , где 𝑀 и 𝑀𝑠 — масса

газовой смеси и масса 𝑠-го компонента газовой смеси соответственно, содержа-

щихся в объеме 𝑉 (𝑠 = v, p).

Массовые концентрации газа связаны соотношением:

𝑌v + 𝑌p = 1 (2.49)
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Уравнения состояния газа и жидкости:

𝜌g =
𝑝g𝑊

𝑅𝑇g
𝜌l = const

𝑒𝑖 =

∫︁ 𝑇𝑖

𝑇 0
𝑖

𝑐𝑣,𝑖(𝑇 )𝑑𝑇

(2.50)

где 𝑖 = l, g, 𝑐𝑣,𝑖(𝑇 ) — теплоемкость 𝑖-ой фазы при постоянном объеме (заданная

функция температуры), средняя молекулярная масса смеси 𝑊 определяется из

соотношения:
1

𝑊
=
∑︁
𝑠=v,p

𝑌𝑠
𝑊𝑠

где 𝑊𝑠 — молекулярная масса 𝑠-го компонента газовой смеси. Объемная доля

𝑠-го компонента и массовая концентрация связаны соотношением:

𝑋𝑠 =
𝑊𝑌𝑠
𝑊𝑠

(2.51)

Плотность пара:

𝜌v = 𝑌v𝜌g (2.52)

Выпишем законы сохранения в предположении, что все компоненты газа

движутся с одинаковой скоростью, равной скорости газа ug, т.е. диффузия не

учитывается:

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑘
𝑖 ) = 𝑀𝑖,𝑚

𝜕𝛼g𝑌v𝜌g
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝑌v𝛼g𝜌g𝑢
𝑘
g) = 𝑀g,l

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑗
𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖 𝑢

𝑗
𝑖 ) + ∇𝑗(𝑝𝑖𝛼𝑖) = 𝑝I∇𝑗𝛼𝑖 + 𝐹 𝑗

𝑖,𝑚 +𝑀𝑖,𝑚�̂�I

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝐸𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖𝐸𝑖 + 𝛼𝑖𝑝𝑖𝑢

𝑘
𝑖 ) + 𝑝I

𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
= 𝑄𝑖,𝑚 +𝑀𝑖,𝑚�̂�I

𝑝g = 𝑝l, 𝑝I = 𝑝l +
1

2
𝐶s(𝛼g,Re)𝜌l𝑢

2
lg

(2.53)
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где 𝑖 = l,g; 𝑚 = l,g и 𝑚 ̸= 𝑖, 𝑀𝑖,𝑚 — интенсивность перехода массы из 𝑚

фазы в 𝑖 в единице объема и в единицу времени за счет кавитации, которая

определяется, например, следующим образом:

𝑀l,g = −𝑀g,l = −𝜌v𝑁d4𝜋𝑅
2
d

𝑑𝑅d

𝑑𝑡

Здесь 𝑅d — радиус дисперсных частиц, 𝑁d — число центров активации на еди-

ницу объема, рассчитывается из уравнения переноса частиц:

𝜕𝑁d

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑘l ∇𝑘𝑁d = 0 (2.54)

𝑑𝑅d

𝑑𝑡
оценивается из уравнения Рэлея-Ламба в пренебрежении инерционных

слагаемых (линейная модель кавитации), для радиуса используется формула

𝛼d = 4
3𝜋𝑅

3
d𝑁d, где 𝛼d — объемная доля дисперсных частиц оценивается из со-

отношения 𝛼d = 𝛼g𝑋v. В итоге получим:

𝑀l,g = −𝐴𝑐𝜌v𝑁
1
3

d 𝛼
2
3

d

√︃
𝑝I − 𝑝sat(𝑇l)

𝜌l
(2.55)

где 𝐴𝑐 = 3.95 — постоянный коэффициент.
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Глава 3. Физико-математическая модель двухфазного вязкого

течения пузырьковой среды

3.1 Математическая модель

Модель двухскоростного вязкого течения двухфазной смеси (жидкость —

газ) получается из модели (2.44) путем учета вязких напряжений для обеих

фаз. Выпишем полную систему уравнений:

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑘
𝑖 ) = 0

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑗
𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖 𝑢

𝑗
𝑖 + 𝑝𝑖𝛼𝑖𝛿

𝑗𝑘) − 𝑝I∇𝑗𝛼𝑖 −∇𝑘𝛼𝑖𝜏
𝑗𝑘
𝑖 = 𝐹 𝑗

𝑖,𝑚

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝐸𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝑢

𝑘
𝑖 (𝜌𝑖𝐸𝑖 + 𝑝𝑖)) + 𝑝I

𝜕𝛼𝑖

𝜕𝑡
−∇𝑘𝛼𝑖𝜏

𝑗𝑘
𝑖 𝑢𝑗,𝑖 = 𝑄𝑖,𝑚

𝑝l = 𝑝g = 𝑝, 𝑝I = 𝑝l +
1

2
𝐶s(𝛼g,Re)𝜌l𝑢

2
lg

𝐶s(𝛼g,Re) = 𝛽(Re)𝐶dp(Re)(1 − 𝛼g)
−2.7

(3.1)

где 𝑖 = l,g; 𝑚 = l,g и 𝑚 ̸= 𝑖. Функции 𝛽(Re) и 𝐶dp(Re) интерполируются по

значениям, представленным в таблице 2.1, 𝜏 𝑗𝑘𝑖 — компоненты тензора вязких

напряжений имеют следующий вид:

𝜏 𝑗𝑘𝑖 = 𝜇𝑖

[︂
(∇𝑘𝑢

𝑗
𝑖 + ∇𝑗𝑢

𝑘
𝑖 ) −

2

3
∇𝑘𝑢

𝑘
𝑖

]︂
где 𝜇𝑖 — вязкость 𝑖-ой фазы.

Уравнения состояния для жидкости и газа:

𝜌l = 𝜌0l = const, 𝜌g =
𝑝g
𝑅g𝑇g

𝑒𝑖 = 𝑒0𝑖 +

∫︁ 𝑇𝑖

𝑇𝑖,0

𝑐𝑣,𝑖(𝑇 )𝑑𝑇
(3.2)



48

Межфазный обмен импульсом и энергией имеют следующий вид соответ-

ственно:

Fg,l = Cd
𝐴𝜌l|ulg|ulg

8
(3.3)

𝑄g,l = Nul
𝜅l𝐴(𝑇l − 𝑇g)

𝑑
(3.4)

где 𝐴 =
3𝛼g

𝑅
— межфазная поверхность в элементарном объеме, 𝑅 — средний

радиус пузырьков в элементарном объеме предполагается постоянным, Nul = 2

— число Нуссельта для жидкой фазы [31], 𝜅l — коэффициент теплопроводности,

Cd — гидродинамический коэффициент сопротивления:

𝐶d(Re) =

⎧⎪⎨⎪⎩
24

Re
(︀
1 + 0.15Re0.687

)︀
Re ≤ 1000

0.438 Re > 1000
(3.5)

3.1.1 Корректность задачи Коши

Утверждение 3. Задача Коши для системы уравнений (3.1) с уравнениями

состояния (3.2) поставлена корректно (по Петровскому) в линейном прибли-

жении.

Доказательство. Доказательство проводится в трехмерном изотермическом

случае. Введем обозначение w = (𝛼g, 𝑝, 𝑢
1
g, 𝑢

2
g, 𝑢

3
g,𝑢

1
l , 𝑢

2
l , 𝑢

3
l ) — вектор неизвест-

ных относительно которого решается задача. Все компоненты w определены

для всех действительных �⃗� = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3 и ∀𝑡 : 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

Линеаризуем систему уравнений (3.1) в окрестности произвольного реше-

ния w0(𝑡,�⃗�):

w(𝑡,�⃗�) = w0(𝑡,�⃗�) + w′(𝑡, �⃗�) (3.6)
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Подставим (3.6) в (3.1), предполагая, что возмущение w′ по всем пара-

метрам малы, пренебрежем величинами второго порядка малости и приведем

систему к каноническому виду. Эта система уравнений примет вид (для нашего

случая матрицы выписаны ниже cм. Приложение В):

𝐸
𝜕w′

𝜕𝑡
=

3∑︁
𝑘=1

𝐴(𝑘)𝜕w
′

𝜕𝑥𝑘
+

3∑︁
𝑘,𝑙=1

𝐵(𝑘,𝑙) 𝜕
2w′

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙
+

3∑︁
𝑘=1

𝐶(𝑘)w′ (3.7)

Коэффициенты матриц 𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘,𝑙), 𝐶(𝑘) в (3.7) являются функциями �⃗� и

𝑡. Рассмотрим малую область изменения �⃗� и 𝑡, в которой перечисленные ко-

эффициенты матриц допустимо считать постоянными, тогда получим систему

уравнений с постоянными коэффициентами. Задача Коши системы уравнений

(3.7) с постоянными коэффициентами поставлена корректно по Теореме (1),

если действительная часть собственных значений матрицы

𝑀(𝜉1,𝜉2, 𝜉3) =
(︁ 3∑︁

𝑘=1

𝐴(𝑘)(𝑖𝜉𝑘) −
3∑︁

𝑘,𝑙=1

𝐵(𝑘,𝑙)𝜉𝑘𝜉𝑙 +
3∑︁

𝑘=1

𝐶(𝑘)
)︁

ограничена сверху для любых значений параметров 𝜉𝑠, т.е.

Re[𝜆(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)] ≤𝑀 ∀𝜉𝑠 ∈ R 𝑠 = 1,3

.

Введем обозначение 𝑅2 =
3∑︁

𝑠=1

𝜉2𝑠 , так как для любого конечного 𝑅 соб-

ственные значения 𝜆 матрицы 𝑀 ограниченны, то интерес представляет случай

когда 𝑅 → ±∞.
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Введем обозначения

𝑀 =
𝑀

𝑅2

𝜉1 = 𝑅 sin(𝜃) cos(𝜒)

𝜉2 = 𝑅 sin(𝜃) sin(𝜒)

𝜉3 = 𝑅 cos(𝜃)

(3.8)

и перейдем к переменным
(︀
1
𝑅 , 𝜃, 𝜒

)︀
, теперь 𝜆 — собственное значение мат-

рицы 𝑀

(︂
1

𝑅
, 𝜃, 𝜒

)︂
. Так как необходимо проверить ограниченность 𝜆 =

𝜆

(︂
1

𝑅
, 𝜃, 𝜒

)︂
𝑅2 при 𝑅 → ±∞, разложим 𝜆 по малому параметру 𝜀 =

1

𝑅
: 𝜆 =

𝜆0 +𝜆1𝜀+𝜆2𝜀
2 +𝑜(𝜀3), где 𝜆0 — собственное значение матрицы 𝑀 0 = 𝑀(0, 𝜃,𝜒).

Теперь можно переписать условие корректности в виде:

Задача Коши уравнений (3.1) поставлена корректна, если для всех соб-

ственных значений матрицы 𝑀 верно одно из условий:

1) Re[𝜆0] < 0

2) Re[𝜆0] = 0 и Re[𝜆1] = 0

В нашем случае для матрицы 𝑀 0 получаем шесть отрицательных веще-

ственных значений: 𝜆(1,2)0 = −𝜇g
𝜌g

, 𝜆(3)0 = −4𝜇g
3𝜌g

, 𝜆(4,5)0 = −𝜇l
𝜌l

, 𝜆(6)0 = −4𝜇l
3𝜌l

, кото-

рые удовлетворяют условию корректности, и двойной корень 𝜆(7,8)0 = 0 для ко-

торого необходимо исследовать следующий член разложения 𝜆(7,8)1 . Собственное

значение 𝜆(𝜀,𝜃, 𝜒) является недифференцируемой функцией параметра 𝜀 в точ-

ке 𝜀0 = 0. Возмутим параметр 𝜀 в окрестности 𝜀0 и воспользуемся следующей

теоремой [56]:

Пусть 𝜆0 — полупростое1 двукратное собственное значение матри-

цы 𝑀 0. Тогда бифуркация 𝜆0 при возмущении параметра 𝜀 описывается
1Собственное значение называется полупростым, если его алгебраическая кратность совпадает с геомет-

рической кратностью.
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асимптотической формулой

𝜆 = 𝜆0 + 𝜀𝜆1 + 𝜀2𝜆2 + 𝑜(𝜀2)

где два значения 𝜆1 являются собственными значениями матрицы:⎛⎝𝑣𝑇1 𝜕𝑀(𝜀,𝜃,𝜒)
𝜕𝜀 𝑢1 𝑣𝑇1

𝜕𝑀(𝜀,𝜃,𝜒)
𝜕𝜀 𝑢2

𝑣𝑇2
𝜕𝑀(𝜀,𝜃,𝜒)

𝜕𝜀 𝑢1 𝑣𝑇2
𝜕𝑀(𝜀,𝜃,𝜒)

𝜕𝜀 𝑢2

⎞⎠
производные вычисляются при 𝜀 = 0, 𝑢1, 𝑢2(𝑣𝑇1 , 𝑣𝑇2 ) — правые (левые) линейно

независимые собственные вектора, отвечающие собственному значению 𝜆0 и

удовлетворяющие условию нормировки: 𝑣𝑇𝑖 𝑢𝑗 = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 1,2.

В нашем случае в результате бифуркации 𝜆 в окрестности 𝜀0 = 0 распа-

дается на два собственных значения:

𝜆
(7)

= 𝑖
(︀
𝑢3g cos(𝜃) + sin(𝜃)(𝑢1g cos(𝜒) + 𝑢2g sin(𝜒))

)︀
𝜀+ 𝑜(𝜀2)

𝜆
(8)

= 𝑖
(︀
𝑢3l cos(𝜃) + sin(𝜃)(𝑢1l cos(𝜒) + 𝑢2l sin(𝜒))

)︀
𝜀+ 𝑜(𝜀2)

Таким образом, Re[𝜆
(7,8)

1 ] = 0, следовательно, учет вязких напряжений —

переход от уравнений Эйлера к уравнениям Навье-Стокса — позволяет сделать

задачу (3.1) корректной во всей области.

Из доказательства, в частности, следует, что если положить 𝐶s = 0, то си-

стема уравнений (3.1) останется корректной, т.е. двухскоростная вязкая модель

с общим давлением корректна даже без учета межфазного давления.



52

3.2 Течение пузырьковой среды в сопле

Для проверки применимости модели (3.1)—(3.5) к решению конкрет-

ных физических задач, систему определяющих уравнений решали численно

в трехмерном случае. Расчеты проводились на коммерческой программе AVL

FIRE [57] после предварительного учета в ней межфазного давления. В ка-

честве конкретный задачи рассмотрели задачу о течении пузырьковой среды

в сопле [58]. В работе [58] экспериментально исследовалось дозвуковое тече-

ние пузырьковой среды в трубке переменного сечения. На рис. 3.1а представ-

лена установка, используемая в эксперименте. На вход в сопло подавали во-

ду с пузырьками азота с заданными массовыми расходами �̇�l = 2.22 кг/с и

�̇�g = 1.93 · 10−4 кг/с соответственно. Другие экспериментальные данные на

входе: 𝑝in = 1.8 атм, 𝜌l = 998 кг/м3, 𝛼g = 0.04. Начальное распределение ради-

усов пузырьков варьировалось от 0.1 до 0.4 мм.

а) б)
Рисунок 3.1 — Схемы экспериментальных установок a) [58] cопло имеет

прямоугольное поперечное сечение с равномерной глубиной 1.27 см, б) [59]
сопло имеет круглое поперечное сечение.

В эксперименте [58] измеряли скорость газовых пузырьков с помощью

стробоскопической фотографии при двойном экспонировании и давление с по-

мощью датчиков давления, установленных на стенке сопла. Из этих данных

(скорость газа и давление) рассчитывались среднее газосодержание �̄�g и сред-

няя скорость жидкости �̄�l на основе законов сохранения массы 𝛼𝑖𝜌𝑖�̄�𝑖𝑆 = const
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(𝑖 = l, g) в предположении однородности потока в поперечном сечении сопла, 𝑆

— площадь поперечного сечения сопла.

Для получения стационарного решения устанавливались следующие кра-

евые условия:

– на входе задавались массовые расходы жидкости и газа, а также на-

чальное газосодержание

– на выходе подбиралось давление таким образом, чтобы на входе уста-

новилось давление равное 𝑝in

– на всех стенках задавалось условие прилипания

На рис. 3.2 представлены результаты сравнения численных расчетов с экс-

периментальными данными [58], а также показана чувствительность задачи к

начальному среднему радиусу газовых пузырьков. Видно, что численные расче-

ты хорошо согласуются с экспериментальными данными: ошибка для расчета с

𝑅 = 0.2 мм не превышает 10%. Давление и скорость жидкости не чувствитель-

ны к начальному среднему радиусу газовых пузырьков в отличие от скорости

газа и газосодержания. В модели (3.1)—(3.5) реализуется подход, когда урав-

нение на число дисперсных частиц не решается, а радиус пузырьков входит

только в силу сопротивления (3.3) и остается неизменным на протяжении все-

го расчета
(︂
𝐹g,l ∼ 𝐴 =

3𝛼g

𝑅

)︂
. Увеличение радиуса пузырька (при неизменном

газосодержании 𝛼g) приводит к уменьшению силы сопротивления, а следова-

тельно к увеличению скорости газовых пузырьков (см. критическое сечение

для рис. 3.2в). Скорость газа выше скорости жидкости в критическом сечении,

так как газовые пузырьки быстрее ускоряются по сравнению с жидкостью (как

более легкая фаза).
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Рисунок 3.2 — Измеренные [58] (символы) и рассчитанные (сплошные кривые)
свойства течения вдоль оси сопла: a) средняя объемная доля газа, б) средняя

скорость жидкости, в) скорость газа, и г) давление

3.3 Влияние межфазного давления на структуру течения

В работе [10] численно исследовалось влияние межфазного давления на

структуру решения задачи Римана о распаде разрыва. Получено, что межфаз-

ное давление почти не оказывает эффекта на распространение «быстрых» воз-

мущений (ударных волн и волн разрежения), но может значительно влиять на

распространение «слабых» возмущений (контактных разрывов). Для установ-

ления влияния межфазного давления на структуру течения в сопле проведем
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два численных расчета. Первый расчет проводится для системы определяющих

уравнений (3.1)—(3.5) (расчет 1), второй расчет проводится для этой же систе-

мы (3.1)—(3.5), но в предположении, что 𝐶s = 0 (расчет 2). Как было отмечено

выше, обе эти модели являются корректными.

На рис. 3.1б представлена геометрия расчетной области, где 𝑑 = 28.57 мм,

𝑙 = 14.29 мм, 𝐿𝑇 = 147.64 мм, 𝑑0 = 50.8 мм, 𝜃𝑐 = 14.04∘, 𝜃𝑑 = 7.12∘. Сопло

имеет круглое поперечное сечение, поэтому расчеты проводились в двумерном

приближении в предположении осевой симметрии. На вход в сопло подавали

воду с пузырьками воздуха с заданными массовыми расходами �̇�l = 4.131 кг/с

и �̇�g = 1.49 · 10−3 кг/с соответственно. Газосодержание и давление на входе:

𝛼g = 0.21, 𝑝in = 1.27 атм. Распределение радиусов пузырьков варьировалось от

2 до 4 мм. Краевые условия для получения стационарного решения для обоих

расчетов устанавливались как в предыдущей задаче, с той разницей, что на

центральной оси сопла устанавливались условия симметрии по всем перемен-

ным. Расчеты проводились на коммерческой программе AVL FIRE [57] после

предварительного учета в ней межфазного давления.

На рис. 3.3 представлены результаты численного эксперимента. Видно,

что структура течения принципиально отличается для двух расчетов в расши-

ряющейся части сопла. Так для расчета 2 у стенки сопла наблюдается обратное

течение (см. рис 3.3г), т.е. образуется вихрь внутри которого концентрируется

газ, а в окрестности вихря газосодержание почти нулевое 3.3б. Вихрь отрыва-

ется от стенки сопла и сносится потоком, через некоторое время зарождается

новый вихрь. Для расчета 1, напротив, наблюдается потенциальное течение. И

после прохождения потоком расширяющейся части сопла, газ концентрируется

вдоль центральной оси (см. 3.3б). Таким образом, межфазное давление может

оказывать значительный эффект на структуру течения.
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а)

б)

в)

г)

д)

е)
Рисунок 3.3 — Результаты численного эксперимента a), в) и д) — расчет 1; б),

г) и е) — расчет 2; a) и б) — объемное газосодержание, в) и г) — скорость
газа (м/с), д) и е) — давление (атм)
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3.4 Исследования распространения ударной волны в пузырьковой

среде

3.4.1 Экспериментальная установка и методология

Эксперименты проведены на вертикальной гидроударной трубе (ГУТ) по-

стоянного прямоугольного сечения 50x100 мм2 длиной 1980 мм (рис. 3.4). ГУТ

составлена из КВД, отделенной от КНД диафрагмой с мембранным узлом, и

ИС, заполненной водой с пузырьками воздуха. Давление в КВД измерялось

с помощью дифференциального датчика давления пьезокерамического типа

(датчик Р1 на рис. 3.4) и с помощью датчика абсолютного давления (датчик

Р8 на рис. 3.4). Первый использовался для определения амплитуд волн дав-

ления, а второй — для измерения начального абсолютного давления в КВД и

давления в КВД перед моментом разрыва мембраны. КНД установки ГУТ со-

единена с атмосферой напрямую при помощи переходного устройства и в ходе

проведения экспериментов всегда заполнена воздухом до момента разрыва диа-

фрагмы. В КНД с помощью датчиков давления Р2 и Р3 определялись основные

параметры воздушной УВ, формируемые в ходе разрыва мембраны: ее ампли-

туда, длительность и скорость распространения. В ИС предусмотрены четыре

оптических окна и четыре датчика давления.

Экспериментальная установка также включает систему смешивания го-

рючих газов, их подачу в КВД, зажигание и генератор пузырьков, установлен-

ный в нижнем конце ИС в форме плиты с регулярными трубками-капиллярами

(171 шт.), выполненными из медицинских игл с внутренним диаметром 0.16 мм.

Объемная доля газа в пузырьковой жидкости контролировалась по изменению

уровня жидкости (оптическое окно №1 в ИС с нанесенными рисками рис. 3.5)
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и по перепаду уровней жидкости в дифференциальном жидкостном манометре

(рис. 3.4).

Рисунок 3.4 — Схема ГУТ
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а) Уровень жидкости без
пузырьков

б) Уровень жидкости с
пузырьками

Рисунок 3.5 — Пример фотографии (окно №1) пузырьковой среды со
свободной поверхностью; КП – контакная поверхность пузырьковой среды с

воздухом; P4 – положение датчика P4

Опыты проводились при одинаковой высоте столба пузырьковой среды,

равной 943 мм. Процедура опыта состояла в следующем. Зная высоту столба

пузырьковой среды ℎ = 943 мм и необходимое начальное газосодержание 𝛼0
g,

определяли эквивалентную высоту столба газа ℎg = 𝛼0
g · ℎ. Затем в секцию

КНД наливали воду до отметки (ℎ − ℎg) и включали подачу воздуха, приво-

дя расход воздуха к такому значению, чтобы уровень жидкости установился

на отметке ℎ = 943 мм. Ввиду того, что на поверхности пузырьковой жид-

кости всегда присутствует некоторое количество пузырьков, которые образу-

ют тонкий слой «пены», определение точного положения границы пузырьковой

жидкости не представляется возможным, особенно при большом газосодержа-

нии, когда объемная доля газа в пузырьковой жидкости превышает 0.08. Таким

образом, начальное газосодержание при 𝛼0
g > 0.08 определяли с помощью диф-

ференциального водяного манометра. Начальное газосодержание в этом случае
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рассчитывается по формуле:

𝛼0
g =

∆𝑥

∆ℎ

где ∆ℎ — разность высот, на которых производится отбор давления (∆ℎ =

496 мм) и ∆𝑥 — разность показаний высот водяных столбов. Минимальное зна-

чение ∆𝑥, которое может быть измерено с точностью 5% по показаниям диф-

ференциального манометра, равно 10 мм. Таким образом, нижняя граница по

объемному газосодержанию для измерений по водяному манометру находится в

районе отметки 𝛼0
g = 0.02. Для получения меньших значений 𝛼0

g использовались

только измерения высоты столба жидкости.

Давление вдоль ударной трубы измерялось с помощью 8 датчиков давле-

ния, расположенных, как показано на рис. 3.4. Координаты датчиков в системе

отсчета, связанной с положением диафрагмы ГУТ, приведены в таблице 3.1.

Поскольку далее речь пойдет в основном о взаимодействии УВ с контактной

поверхностью (КП) пузырьковой среды и воздуха и о распространении УВ в

такой среде, удобно ввести систему координат с началом в точке отсчета, от-

вечающей положению этой контактной поверхности в начальный момент вре-

мени, т.е. положение датчиков – это их глубина. Данные координаты также

приведены в таблице 3.1. Для определения скорости УВ необходимо знать рас-

стояние между датчиками давления и время пробега волны от одного датчика

до другого. Для удобства и дальнейших ссылок значения всех измерительных

баз приведены в таблице 3.2.

Таблица 3.1
Расстояния от диафрагмы до датчиков давления и глубина

датчиков – расстояние от свободной поверхности пузырьковой
жидкости до осевой линии датчика.

Датчик P1, P8 P2 P3 P4 P5 P6 P7
Координата, мм -32 247 422 673 943 1168 1347

Глубина, мм — — — 135 405 630 833
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Таблица 3.2
Расстояние между датчиками – измерительные базы для

вычисления средних скоростей УВ.
База P2 — P3 P3 — P4 P4 — P5 P5 — P6 P6 — P7

Расстояние, мм 175 251 270 225 179

3.4.2 Измерение скорости ударной волны

Экспериментальные исследования взаимодействия УВ с пузырьковой сре-

дой проведены для относительно слабых и сильных УВ. В экспериментах с от-

носительно слабыми УВ использовали диафрагму толщиной 25 мкм. Давление

в КВД (𝑝квд ≈0.3 МПа в момент разрыва диафрагмы) получали за счёт подачи в

КВД сжатого воздуха. В экспериментах с сильными УВ использовали диафраг-

му толщиной 150 мкм, а давление газа в КВД на уровне 𝑝квд ≈1.5 МПа в момент

разрыва диафрагмы получали за счет быстрого сжигания пропано-воздушной

смеси. Во всех экспериментах КНД заполняли воздухом при атмосферном дав-

лении, а в ИС размещали столб воды высотой ≈ 943 мм с пузырьками воздуха

со средним диаметром 𝑑 = 2.5 мм и начальной объемной долей газовой фазы

𝛼0
g от 0.005 до 0.3. Температура воздуха и воды комнатная.

На рис. 3.6 показан пример фотографии, используемой для определения

функции распределения воздушных пузырьков по размерам в одном из экспе-

риментов. В данном опыте средний диаметр пузырьков – 2.5 мм, а диаметры

пузырьков мелкой и крупной фракций равны соответственно 1.6 и 4 мм. Сле-

дует отметить, что с увеличением объемного газосодержания средний диаметр

пузырьков увеличивается, а их форма становится тем более искривленной, чем

меньше расстояние между пузырьками.

На рис. 3.7—3.8 представлены типичные осциллограммы датчиков давле-

ния Р2 – Р7, используемые для измерения скорости УВ на базах P2 — P3, P3

— P4, P4 — P5, P5 — P6 и P6 — P7:
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Рисунок 3.6 — Пример фотографии (окно №2) с полиэтиленовой нитью,
используемой для измерения скорости жидкости: 1 — горизонтальные

маркеры с шагом 20 мм, 2 — полиэтиленовая нить, 3 — линия равноудаленная
от датчиков P4 и P5, 4, 6 — держатели нити, 5 — фтороуглеродная леска;

𝛼0
g = 0.01

𝐷𝑖,𝑗 =
(𝑋𝑗 −𝑋𝑖)

(𝜏𝑗 − 𝜏𝑖)
(3.9)

где 𝑖,𝑗 — номера датчиков давления (рисунок 3.4), 𝑋𝑘 — координата датчика

Pk (таблица 3.1), 𝜏𝑘 — время прихода УВ на датчик Pk. Время прихода опре-

деляется по точке перегиба фронтальной части графика давления.
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Рисунок 3.7 — Осциллограммы давления «слабой» УВ (∆𝑃 ≈ 0.05 МПa) c
датчиков P2 – P3, установленных в газе, и P4 – P7, установленных в

пузырьковой среде с начальным газосодержание 𝛼0
g = 0.04; пУВ — первичная

УВ, вУВ — вторичная УВ, ВР — волна разрежения, оУВ — отраженная (от
нижней части трубы) УВ
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Рисунок 3.8 — Осциллограммы давления «сильной» УВ (∆𝑃 ≈ 0.5 МПa) c
датчиков P2 – P3, установленных в газе, и P4 – P7, установленных в

пузырьковой среде с начальным газосодержание 𝛼0
g = 0.04; пУВ — первичная

УВ, вУВ — вторичная УВ, ВР — волна разрежения, оУВ — отраженная (от
нижней части трубы) УВ
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Как видно из рис. 3.7—3.8 УВ, распространяющаяся в пузырьковой среде,

имеет осцилляторную структуру. Такие осцилляторные волны давления часто

наблюдаются в экспериментах с распространением УВ в пузырьковых средах

(см., например, [27], [28], [29]) и связывают их с нелинейностью и дисперсностью

пузырьковой среды. Видно (см. рис. 3.7—3.8), что осцилляции присутствуют не

только в первичной УВ, а также в волне разрежения, вторичной УВ и в УВ,

отраженной от нижней части трубы. При определенных условиях эксперимента

может наблюдать и монотонную структуру УВ в пузырьковой среде [60].

3.4.3 Измерение скоростей фаз

В эксперименте измерялась скорость газа за УВ по скорости газовых пу-

зырьков и скорость жидкости по скорости КП и маркированной полиэтиле-

новой нитки, т.к. плотности нитки и жидкости приблизительно одинаковые.

Скорость газовых пузырьков, КП и маркированной нитки определялась по ви-

деозаписям, сделанным скоростной видеокамерой Phanton Miro LC310, с помо-

щью программного обеспечения Phantom Camera Control. Данное программное

обеспечение позволяет проводить измерения расстояний и скоростей выбранных

точек видеокадров после предварительной калибровки – установления масштаб-

ной связи между изображением и физическим объектом.

На рис. 3.9 представлено перемещение одиночного пробного газового пу-

зырька в разные моменты времени, разделенные 1–2 мс интервалом. На основе

этих изображений получены 𝑥− 𝑡 (перемещение от времени) и 𝑣 − 𝑡 (скорость

от времени) диаграммы движения пробного пузырька (рис. 3.10). Необходимо

отметить, что, после того как УВ достигает пузырька, последний начинает во-

влекаться в движение и пульсировать. Эти пульсации продолжаются в течение

некоторого периода времени, который зависит от размеров пузырька, интен-
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сивности УВ и других параметров, а затем пузырек дробится на более мелкие

составляющие. Поэтому при движении пузырька в начале процесса отслежива-

ется движение одиночного пузырька, тогда как на последних стадиях процесса

отслеживается движение результирующего кластера из более мелких пузырь-

ков.

а) 𝑡 = 14.1 мс
соотвествует

покоящемуся пузырьку

б) 𝑡 = 15.4 мс
соответствует приходу

УВ на пузырек

в) 𝑡 = 17.25 мс г) 𝑡 = 18 мс
Рисунок 3.9 — Видеокадры перемещения индивидуального пузырька (отмечен

квадратом) за «сильной» УВ, распространяющейся в пузырьковой среде с
начальным газосодержанием 𝛼0

g = 0.01; 𝑑𝑥 – перемещение пузырька, P4 –
расположение датчика P4, стрелка указывает расположение и направление

распространения УВ; разрешение по времени 10000 кадров/с

На рис. 3.11 представлено перемещение контакной поверхности между

воздухом и пузырьковой средой с начальным газосодержанием 𝛼0
g = 0.01 за

«сильной» УВ в разные моменты времени, разделенные 2 мс интервалом. На

основе этих изображений построены 𝑥− 𝑡 и 𝑣− 𝑡 диаграммы перемещения кон-
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Рисунок 3.10 — 𝑥− 𝑡 и 𝑣 − 𝑡 диаграммы перемещения выбранного пузырька.
Вертикальные линии соответствуют видеокадрам на рис. 3.11а – 3.9г

тактной границы (рис. 3.12). Ошибка измерения скорости контактной границе

состовляет приблизительно ±25%.

Аналогичном образом получены 𝑥− 𝑡 и 𝑣− 𝑡 диаграммы движения марки-

рованной полиэтиленовый нитки с тем отличием, что для нитки прослеживал-

ся ее геометрический центр, расположенный в начальный момент на глубине

≈ 270 мм (см. рис. 3.5). Ошибка измерения скорости полиэтиленовый нитки

составляет приблизительно ±15%.
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а) 𝑡 = 14.5 мс –
приход УВ на КП

б) 𝑡 = 16.5 мс –
приход УВ на

датчик P4
Рисунок 3.11 — Видеокадры перемещения контактной поверхности за

«сильной» УВ, распространяющейся в пузырьковой среде с начальным
газосодержанием 𝛼0

g = 0.01; 𝑑𝑥 – перемещения контактной поверхности, P4 –
расположение датчика P4, стрелка указывает расположение и направление

распространения УВ; разрешение по времени 10000 кадров/с
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Рисунок 3.12 — 𝑥− 𝑡 и 𝑣 − 𝑡 диаграммы перемещения КП. Вертикальные
линии соответствуют видеокадрам на рис. 3.11
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3.4.4 Передача импульса от ударной волны к пузырьковой среде

Как уже отмечалось выше (см. Введение), в настоящее время появился ин-

терес к разработке силовых установок нового типа для надводных и подводных

аппаратов и транспортных средств различного назначения — ГРД, работающе-

го в режиме импульсной или непрерывной детонации [1; 2].

Импульсно-детонационный ГРД представляет собой водовод — профили-

рованный канал — и погруженную в него детонационную трубку. В таком ГРД

тяга создается путем периодического вытеснения забортной воды из водовода

под действием бегущей УВ, порожденной детонацией в трубке, и расширяющих-

ся продуктов детонации топливной смеси. Поскольку забортная вода в водоводе

барботируется газообразными продуктами горения и детонацией, в канале об-

разуется сжимаемая двухфазная пузырьковая среда. Именно этот фактор —

использование в водоводе сжимаемой двухфазной пузырьковой среды — явля-

ется ключевым в принципе работы импульсно-детонационного ГРД. Для оценки

эффективности таких ГРД и для их проектирования необходимо уметь пред-

сказывать передачу количества движения от УВ к пузырьковой жидкости.

Определим количество движения (импульс) в пузырьковой среде за УВ

следующим образом:

𝐼 = 𝛼l𝜌l𝑢l (3.10)

где 𝜌l — плотность воды (1000 кг/м3) и 𝑢l — средняя (или максимальная) ско-

рость жидкости за УВ. Поскольку плотность газа много меньше плотности жид-

кости, то вкладом газовой фазы в импульс можно пренебречь.

Средняя скорость жидкости 𝑢l за УВ в эксперименте рассчитывается на

основе 𝑥− 𝑡 диаграмм перемещения КП (см. рис. 3.12). Среднюю скорость КП

𝑉 cs определяли следующим образом:
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𝑉 cs =
𝑆

(𝜏4 − 𝜏cs)
(3.11)

где 𝜏cs и 𝜏4 — время прихода УВ на КП и датчик давления P4 соответственно,

𝑆 — расстояние которое проходит КП за время (𝜏4 − 𝜏cs).

Численные расчеты в этом параграфе проводились на основе модели

(3.1)—(3.5) с 𝐶s = 0 в условиях эксперимента. Рассчитанная скорость жидкости

получена путем добавления в модель лагранжевой частицы вблизи КП, кото-

рая движется со скоростью жидкости, и отслеживания ее движения. Среднее

значение расчетной скорости жидкости было также получено по формуле (3.11).

На рис. 3.13 представлено сравнение рассчитанных (кривые) и изме-

ренных (символы с ошибками) средних скоростей жидкости за «слабыми»

(рис. 3.13а) и «сильными» (рис. 3.13б) УВ в пузырьковой среде с различны-

ми начальными объемными газосодержаниями. Как видно из рис. 3.13, модель

удовлетворительно согласуются с измеренной экспериментально скоростью КП,

по крайней мере до 𝛼0
g = 0.3. Как и ожидалось, при очень низких значениях

𝛼0
g ≈ 0 скорость жидкости стремится к нулю. Как в экспериментах, так и в

расчетах, скорость жидкости возрастает с начальным объемным газосодержа-

нием, достигая при 𝛼0
g = 0.3 величины 5–6 м/с в «слабых» УВ и 20–30 м/с в

«сильных» УВ.

Стоит отметить, что экспериментальные измерения скоростей КП плохо

воспроизводятся, в частности для «сильных» УВ, например, разброс экспери-

ментальных данных на рис. 3.13б составляет от 5 до 10 м/с для 𝛼0
g = 0.02, от 6

до 12 м/с для 𝛼0
g = 0.08 и от 8 до 16 м/с для 𝛼0

g = 0.16, т.e. достигает ≈ 100%.

Одной из возможных причин такого разброса является эффект нерегулярно-

го разрыва диафрагмы, поскольку длина КНД довольно короткая (495 мм). В

таких условиях УВ, генерируемая разрывом диафрагмы, может достигать КП

в виде волнового пакета сложной формы с поперечными волнами, а не плос-
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Рисунок 3.13 — Рассчитанные (кривые) и измеренные (символы с ошибками)

зависимости скорости жидкости от начального объемного газосодержания
пузырьковой воды для a) «слабой» и б) «сильной» УВ

кого газодинамического разрыва. Другая возможная причина — нерегулярное

распределение пузырьков по размеру.

На рис. 3.14 представлены результаты измеренного (символы с ошибка-

ми) и рассчитанного (кривые) по формуле (3.10) импульса пузырьковой среды

для «слабых» и «сильных» УВ. Следует отметить, что значения импульса, пе-

редаваемого пузырьковой среде как «слабыми», так и «сильными» УВ, имеют

тенденцию выходить на насыщение при начальном объемном газосодержании

0.3, т.е. при дальнейшем увеличении 𝛼0
g импульс увеличивается незначительно.

Максимальные значения импульса в «слабых» и «сильных» УВ соответственно

составляют ≈ 3.7 и 15 т/(м2c).

Рассмотрим физический механизм переноса импульса от УВ к пузырь-

ковой среде. Падающая УВ при достижении КП распадается на отраженную

УВ и УВ, проникающую в пузырьковую среду и вовлекающую ее тем самым в

движение со скоростью �̄�l, создавая при этом избыточное давление ∆𝑝g,ref опре-

деленной продолжительности. Поэтому естественно определить эффективность

передачи импульса от УВ к пузырьковой среде следующим образом:

𝛽 =
𝐼�̄�l

∆𝑝g,ref
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Рисунок 3.14 — Рассчитанные (кривые) и измеренные (символы с ошибками)
зависимости количества движения от начального объемного газосодержания

пузырьковой воды для a) «слабой» и б) «сильной» УВ; сплошная кривая
получена на основе средней скорости жидкости за УВ, штрихпунктирная

кривая — на основе максимальной скорости жидкости за УВ

Таким образом, смысл коэффициента 𝛽 — часть избыточного давления ∆𝑝g,ref,

полученного пузырьковой средой в виде ударно-индуцированного движения.

На рис. 3.15 показаны зависимости 𝛽 от начального газосодержания для

«слабых» (рис. 3.15а) и «сильных» (рис. 3.15б) УВ, полученных на основе изме-

ренных (символы с ошибками) и рассчитанных (кривые) скоростей жидкости

за УВ. Видно, что как измеренная, так и рассчитанная эффективность переда-

чи импульса возрастает приблизительно линейно в зависимости от начального

объемного газосодержания по крайней мере до 𝛼0
g = 0.3, достигая значений

𝛽 ≈ 12% − 15% для «слабых» УВ и 𝛽 ≈ 20% для «сильных» УВ. Принимая во

внимание, что импульс, передаваемый пузырьковой жидкости, достигает сво-

его предельного значения при 𝛼0
g ≈ 0.3 (см. 3.14), эту эффективность можно

считать оптимальной.
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Рисунок 3.15 — Рассчитанные (кривые) и измеренные (символы с ошибками)
зависимости эффективности передачи количества движения от начального

объемного газосодержания пузырьковой воды для a) «слабой» и б) «сильной»
УВ; сплошная кривая получена на основе средней скорости жидкости за УВ,

штрихпунктирная кривая — на основе максимальной скорости жидкости
за УВ

3.5 Численное моделирование передачи импульса от ударной

волны к пузырьковой среде

Рассмотрим схему модельного устройства на рис. 3.16. Устройство состоит

из водовода (широкого прямого канала постоянного сечения длиной 850 мм и

шириной 100 мм с двумя открытыми концами) и из вложенного в водовод гене-

ратора УВ (газового канала шириной 50 мм с КВД и КНД, разделенными диа-

фрагмой), причем один конец канала открыт и сообщается с водоводом. Пред-

положим, что все устройство погружено в сплошную неподвижную воду, КВД

заполнена продуктами горения при высоких значениях давления и температу-

ры газов, КНД заполнена воздухом при нормальных условиях, а примыкающие

к ней части водовода (области I, II и III на рис. 3.16) могут быть заполнены

водой с пузырьками воздуха. Отличием гидростатического давления в разных

точках расчетной области пренебрегаем. На рис. 3.16 показаны все размеры мо-
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Рисунок 3.16 — Схема модельного устройства

дельного устройства, а в табл. 3.3 — все параметры задачи, использованные в

расчетах. Для сокращения вычислительных затрат задачу о передаче импульса

от УВ к пузырьковой жидкости решали для половины водовода, так что рас-

четная область была снизу ограничена плоскостью симметрии, как показано

на рис. 3.16. Три другие границы расчетной области (левая, правая и верхняя)

были удалены от водовода на достаточно большое расстояние, чтобы они не

оказывали влияние на течение в водоводе и в его ближайшей окрестности. Чис-

ленные расчеты в этом параграфе проводились на основе модели (3.1)—(3.5) с

𝐶s = 0.

Таблица 3.3
Параметры задачи о передаче импульса от УВ к пузырьковой

жидкости
Параметры Значение
𝐿КНД, мм 250
𝐿КВД, мм 250
𝐿ВД, мм 850

Давление в КВД, атм 15.5
Температура в КВД, атм 3957

Давление воздуха в КНД, атм 1
Температура воздуха в КНД, К 293.15

Температура воды, К 293.15
Объемная доля газа в водяном заряде 𝛼g 0, 0.03, 0.06, 0.1 и 0.2

Проведены две серии расчетов. В первой серии расчетов пузырьки возду-

ха вводились только в область I водовода, примыкающей к выходному сечению
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генератора УВ. Начальная объемная доля воды в этой области изменялась от

𝛼0
l = 1 до 0.97, 0.94, 0.9 и 0.8. Во второй серии расчетов пузырьки воздуха вво-

дились либо в область I водовода, либо в области I и II, либо в области I, II и

III, а начальная объемная доля воды в пузырьковом заряде была одинаковой

и равной 𝛼0
l = 0.9. Во всех расчетах в начальный момент времени все среды

(газ в КВД, газ в КНД, вода в водоводе и за его пределами, а также пузырько-

вая жидкость в водоводе) находились в состоянии покоя. Движение начиналось

после мгновенного открытия диафрагмы, разделяющей КВД и КНД: в КНД

формировалась воздушная УВ, которая по истечении короткого времени сна-

чала проникала в пузырьковую жидкость, а затем выходила в сплошную воду

в водоводе и за его пределами, претерпевая отражения и дифракцию.

На рис. 3.16 представлены пространственные распределения объемной до-

ли воды 𝛼l в расчетной области в разные моменты времени после открытия

диафрагмы в генераторе УВ (через 1, 5, 10, 15 и 20 мс) для двух случаев: с

пузырьковым водяным зарядом (𝛼l = 0.9, слева) и со сплошным водяным заря-

дом (𝛼l = 1, справа). При сравнении распределений слева и справа отчетливо

видны различия между ними, начиная с момента времени 5 мс. При выходе

УВ из пузырькового водяного заряда в окрестности правой кромки стенки во-

довода быстро образуется зона с повышенным газосодержанием, которая впо-

следствии сливается с газовым зарядом, поступающим из генератора УВ. К

моменту времени 20 мс размеры газового пузыря на выходе из водовода для

двух рассмотренных случаев существенно отличаются.



76

Рисунок 3.17 — Расчетные изолинии объемной доли воды 𝛼l в разные
моменты времени после открытия диафрагмы в генераторе УВ (построены с

шагом 0.1). Слева — пузырьковый водяной заряд с 𝛼l = 0.9, справа —
сплошной водяной заряд с 𝛼l = 1
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Расчеты позволяют определить мгновенную силу, действующую на

устройство, используя формулу:

𝐹 (𝑡) = 𝐼in(𝑡) − 𝐼out(𝑡)

где

𝐼in(𝑡) =

∫︁ ℎ

0

[𝑝in(𝑡,𝑦) + 𝜌in(𝑡,𝑦)𝑢2in]𝑑𝑦

𝐼out(𝑡) =

∫︁ ℎ

0

[𝑝out(𝑡,𝑦) + 𝜌out(𝑡,𝑦)𝑢2out]𝑑𝑦

(3.12)

индексы in и out соответствуют левому и правому сечениям водовода полуши-

риной h = 50 мм, а y — поперечная координата (см. рис. 3.16 и 3.17). Сила

считается положительной, если она направлена справа налево на рис. 3.16 и

3.17.

На рис. 3.18 приведены результаты расчетов мгновенной силы F для

двух случаев, рассмотренных на рис. 3.17, в виде зависимостей от времени на

протяжении всего расчета (рис. 3.18а) и на протяжении 20 мс (фрагмент на

рис. 3.18б). В обоих случаях весь процесс передачи импульса от УВ к жидкости

(и сплошной, и пузырьковой) можно разделить на четыре стадии. На первой

стадии доминирующую роль играет волновое воздействие УВ на жидкость в

водоводе. На второй стадии волновое воздействие сменяется поршневым дей-

ствием газов высокого давления на жидкость в водоводе. На третьей стадии

поршневое воздействие уменьшается вследствие выхода газового пузыря через

правый конец водовода. Наконец, на четвертой стадии давления жидкости и

газа в водоводе выравниваются, и процесс передачи импульса завершается.

Из рис. 3.18 видно, что на первой стадии процесса наблюдаются кратко-

временные пики положительной и отрицательной мгновенной силы, вызванные

отражениями УВ и волны разрежения, возникающей в газовом канале, а также

в стратифицированной среде и в полуограниченном объеме, причем для пузырь-

кового заряда наибольший пик положительной мгновенной силы наблюдается
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Рисунок 3.18 — Расчетные зависимости мгновенной силы, действующей на

устройство, от времени при передаче импульса от УВ к пузырьковому
водяному заряду с 𝛼l = 0.9 (сплошная кривая) и к сплошному водяному
заряду с 𝛼l = 1 (штриховая кривая): (а продолжительность 120 мс, (б

фрагмент продолжительностью 20 мс.

в момент времени 3 мс, а для сплошного водяного заряда — в момент времени

0.5 мс, т.е. в моменты выхода УВ через правый конец водовода с выталкиванием

порции вещества через него. Далее, на второй стадии, до момента времени 15–

16 мс в обоих случаях идет медленное нарастание мгновенной силы, вызванное

прогрессирующим ускорением вещества расширяющимся газовым пузырем из

генератора УВ. Последующее уменьшение силы F (третья стадия) связано со

снижением давления газов в водоводе вследствие выхода газового пузыря че-

рез правый конец водовода, а также вследствие выталкивания жидкости через

левый конец водовода. В целом из рис. 3.18 видно, что в обоих случаях мгновен-

ная сила F, действующая на устройство, почти всегда положительна в течение

50–60 мс после открытия диафрагмы, а в дальнейшем спадает до нуля (четвер-

тая стадия). Как и следовало ожидать, интегралы под кривыми на рис. 3.18а,

определяющие работу расширяющихся газов, оказались практически одинако-

выми с точностью до 2-3%. Вид кривых на начальных стадиях процесса (см.

рис. 3.18б) показывает, что при использовании в водоводе пузырькового водяно-

го заряда можно получить большее значение максимальной мгновенной силы,
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чем при использовании сплошного водяного заряда. В первом случае пиковое

значение мгновенной силы, действующей на устройство, достигает 100 кН/м,

тогда как во втором случае пиковое значение мгновенной силы не превышает

70 кН/м. Кроме того, в первом случае больше и продолжительность пика: 1 мс

вместо 0.2 мс. Более детально этот эффект отражен на рис. 3.19.

Из рис. 3.18 видно, что на первой стадии процесса наблюдаются кратко-

временные пики положительной и отрицательной мгновенной силы, вызванные

отражениями УВ и волны разрежения, возникающей в газовом канале, а также

в стратифицированной среде и в полуограниченном объеме, причем для пузырь-

кового заряда наибольший пик положительной мгновенной силы наблюдается

в момент времени 3 мс, а для сплошного водяного заряда — в момент времени

0.5 мс, т.е. в моменты выхода УВ через правый конец водовода с выталкиванием

порции вещества через него. Далее, на второй стадии, до момента времени 15–

16 мс в обоих случаях идет медленное нарастание мгновенной силы, вызванное

прогрессирующим ускорением вещества расширяющимся газовым пузырем из

генератора УВ. Последующее уменьшение силы F (третья стадия) связано со

снижением давления газов в водоводе вследствие выхода газового пузыря че-

рез правый конец водовода, а также вследствие выталкивания жидкости через

левый конец водовода. В целом из рис. 3.18 видно, что в обоих случаях мгновен-

ная сила F, действующая на устройство, почти всегда положительна в течение

50–60 мс после открытия диафрагмы, а в дальнейшем спадает до нуля (четвер-

тая стадия). Как и следовало ожидать, интегралы под кривыми на рис. 3.18а,

определяющие работу расширяющихся газов, оказались практически одинако-

выми с точностью до 2-3%. Вид кривых на начальных стадиях процесса (см.

рис. 3.18б) показывает, что при использовании в водоводе пузырькового водяно-

го заряда можно получить большее значение максимальной мгновенной силы,

чем при использовании сплошного водяного заряда. В первом случае пиковое

значение мгновенной силы, действующей на устройство, достигает 100 кН/м,

тогда как во втором случае пиковое значение мгновенной силы не превышает
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70 кН/м. Кроме того, в первом случае больше и продолжительность пика: 1 мс

вместо 0.2 мс. Более детально этот эффект отражен на рис. 3.19.

На рис. 3.19 показаны зависимости средней силы 𝐹 (𝑡) , действующей на

устройство, от времени для пяти значений 𝛼0
l = 1, 0.97, 0.94, 0.9 и 0.8 (первая

серия расчетов). Средняя сила определена по формуле:

𝐹 (𝑡) =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝐹 (𝑡)𝑑𝑡
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Рисунок 3.19 — Расчетные зависимости средней силы, действующей на
устройство, от времени при передаче импульса от УВ к сплошному водяному
заряду с 𝛼l = 1 (штриховая кривая 1) и к пузырьковому водяному заряду с

𝛼l = 0.97 (сплошная кривая 2), 0.94 (3), 0.9 (4) и 0.8 (5).

Из рис. 3.19 видно, что увеличение начальной объемной доли газа в пу-

зырьковом заряде, с одной стороны, приводит к увеличению пикового значения

положительной средней силы 𝐹 (𝑡) по отношению к ее пиковому значению в

сплошном водяном заряде (штриховая кривая), а с другой стороны – к уве-

личению продолжительности пикового значения отрицательной средней силы

𝐹 (𝑡) в начале процесса, причем на кривой 𝐹 (𝑡) для сплошного водяного заря-

да участок с отрицательной средней силой вообще отсутствует. По истечении

времени 12–14 мс средняя сила 𝐹 (𝑡) перестает зависеть от начального газосо-

держания водяного заряда в водоводе.
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Появление отрицательных значений средней силы для пузырьковых во-

дяных зарядов связано с тем, что скорости волн давления, проникающих в

пузырьковую и в сплошную жидкость после прихода УВ из газа на границу

раздела с пузырьковой жидкостью, сильно отличаются друг от друга: в пузырь-

ковой жидкости волна давления распространяется значительно медленнее, чем

в сплошной жидкости. Поэтому волна давления, бегущая по сплошной жид-

кости влево по водоводу, приводит к более раннему выталкиванию воды через

левый конец водовода, чем через правый. Этот факт подтверждается данными

на рис. 3.20.

На рис. 3.20 показаны зависимости средней силы 𝐹 (𝑡), действующей на

устройство, от времени для трех вариантов заполнения водовода пузырьковой

жидкостью с 𝛼l = 0.9 (вторая серия расчетов). Кривая 1 соответствует вари-

анту с заполнением только области I на рис. 3.16, кривая 2 – областей I и II, и

кривая 3 – областей I, II и III. Видно, что дополнительное заполнение водово-

да пузырьковой жидкостью (кривые 2 и 3 на рис. 3.20) позволяет исключить

начальный участок с отрицательной средней силой, обеспечивая при этом зна-

чение средней силы, превышающее соответствующее значение для сплошного

водяного заряда (см. рис. 3.19) на временах до 6–7 мс.
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Рисунок 3.20 — Расчетные зависимости средней силы, действующей на
устройство, от времени для трех вариантов заполнения водовода пузырьковой

жидкостью с 𝛼l = 0.9. Штриховая кривая 1 соответствует варианту с
заполнением только области I на рис. 3.16 , сплошная кривая 2 – областей I и

II, и сплошная кривая 3 – областей I, II и III
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Глава 4. Физико-математическая модель двухскоростного течения

пузырьковой среды с учетом динамики колебаний газовых

пузырьков

4.1 Математическая модель

В экспериментах о распространении УВ в пузырьковых средах часто на-

блюдается осцилляторная структура волн давления. Теоретическое доказатель-

ство существования осцилляторной УВ в пузырьковой жидкости приведено в

работе [29] на основе уравнения КдВБ. Осцилляторная структура УВ связана с

нелинейностью и дисперсностью пузырьковой среды. Для учета этого эффекта

вместо условия равенства давлений в систему определяющих уравнений (2.44)

вводится уравнение Рэлея-Ламба, связывающее давление в газовом пузырьке и

давление в жидкости. Выпишем законы сохранения массы, количества движе-

ния и энергии:

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘

(︁
𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖

)︁
= 0

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑗
𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖 𝑢

𝑗
𝑖 + 𝑝𝑖𝛼𝑖𝛿

𝑗𝑘) − 𝑝I∇𝑗𝛼𝑖 = 𝐹 𝑗
𝑖,𝑚

𝜕𝛼g𝜌g𝐸g

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼g𝑢

𝑘
g(𝜌g𝐸g + 𝑝g)) + 𝑝I

𝜕𝛼g

𝜕𝑡
= 𝑄g,l

𝑝I = 𝑝l +
1

2
𝐶s(𝛼g,Re)𝜌l𝑢

2
lg

𝛼g + 𝛼l = 1

(4.1)

где 𝑖 = l,g; 𝑚 = l,g и 𝑚 ̸= 𝑖. Фазовые давления 𝑝l и 𝑝g связаны уравнением

Рэлея-Ламба, учитывающим инерцию присоединенной массы, различие фазо-
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вых давлений и вязкую диссипацию:

𝑑g𝑅

𝑑𝑡
= 𝜔b

𝜌l𝑅
𝑑g𝜔b

𝑑𝑡
+ 𝜌l

3

2
𝜔2
b = 𝑝g −

4𝜇l𝜔b

𝑅
− 2𝜎

𝑅
− 𝑝l

(4.2)

где
𝑑g
𝑑𝑡

=
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑘g∇𝑘 обозначает субстанциональную производную, 𝑅 — средний

радиус газовых пузырьков в элементарном объеме, 𝜔b — скорость пульсаций

газовых пузырьков, 𝜇𝑙 — вязкость жидкости, 𝜎 — коэффициент поверхностного

натяжения. Средний радиус газовых пузырьков и объемная доля газа связаны

соотношением:

𝛼g =
4

3
𝜋𝑅3𝑁 (4.3)

где 𝑁 = const — число газовых пузырьков в элементарном объеме 𝑉 .

Межфазный обмен импульсом рассчитывается по формуле (3.3). Межфаз-

ный обмен энергией определим следующим образом [61]:

𝐻g,l = Nug𝜅g
𝐴(𝑇l − 𝑇g)

𝑑
(4.4)

где 𝐴 =
6𝛼g

𝑑
— межфазная поверхность, содержащаяся в элементарном объе-

ме, 𝜅g — теплопроводность газа, Nug – число Нуссельта газовой фазы имеет

следующий вид [31]:

Nug =

⎧⎪⎨⎪⎩
√︀

Peg, Peg ≥ 100

10, Peg < 100

где число Пекле газовой фазы Peg определяется по формуле:

Peg = 12(𝛾g − 1)
𝑇l𝑅|𝜔b|

|𝑇g − 𝑇l|κg
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Здесь κg =
𝜅g

𝜌g𝑐𝑝,g
— температуропроводность газа, 𝑐𝑝,g(𝑇g) — теплоемкость при

постоянном давлении (заданная функция температуры), 𝛾g — показатель адиа-

баты.

Уравнения состояния:

𝜌l = 𝜌0l = const, 𝜌g =
𝑝g

(𝛾g − 1)𝑒g

𝑒g(𝑇g) =

∫︁ 𝑇g

𝑇 0
g

𝑐𝑣,g(𝑇 )𝑑𝑇, 𝑇l = 𝑇 0
l = const

(4.5)

где 𝑒g = 𝐸g −
u2
g

2
— внутренняя энергия газа, 𝑐𝑣,g(𝑇g) — теплоемкость при по-

стоянном объеме (заданная функция температуры [62]).

4.1.1 Корректность задачи Коши

Утверждение 4. Задача Коши для системы уравнений (4.1)—(4.4) с уравне-

ниями состояния (4.5) поставлена корректно (по Петровскому) в линейном

приближении, если выполнены условия:
1

2
𝐶s < −𝛼g и 𝑝I > 0.

Доказательство. При доказательстве не учитываются алгебраические источ-

ники
(︁
𝐹 𝑗
𝑖,𝑚 = 0 и 𝐻g,l = 0

)︁
в (4.1), сила поверхностного натяжения и вяз-

кие силы, т.е. 𝜎 = 0 и 𝜇l = 0 в (4.2). Для удобства, радиус 𝑅 перепи-

сан относительно 𝛼g с помощью уравнения (4.3). Введем обозначение w =

(𝛼g, 𝑝g, 𝑝l, 𝑢g, 𝑢l, 𝜌g, 𝑤b)
𝑇— вектор неизвестных относительно которых решается

задача.

Линеаризуем систему уравнений (4.1) – (4.4) в окрестности произвольного

решения w0(𝑡,𝑥):

w(𝑡,𝑥) = w0(𝑡,𝑥) + w′(𝑡, 𝑥) (4.6)
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Подставим (4.6) в (4.1) – (4.4), предполагая, что возмущения w′ по всем

параметрам малы, пренебрежем величинами второго порядка малости и приве-

дем систему к каноническому виду. Эта система уравнений примет вид:

𝑇
𝜕w′

𝜕𝑡
+ 𝐴

𝜕w′

𝜕𝑥
+ 𝐶w′ = 0 (4.7)

Коэффициенты матриц 𝑇,𝐴 и 𝐶 в (4.7) являются функциями 𝑥 и 𝑡. Рас-

смотрим малую область изменения 𝑥 и 𝑡, в которой перечисленные коэффициен-

ты матриц допустимо считать постоянными, тогда получим систему уравнений

с постоянными коэффициентами.

Исследуем корни 𝜔(𝜉) многочлена:

det |𝑖𝜉𝐴+ 𝐶 − 𝜔𝑇 | = 0 (4.8)

Система уравнений с постоянными коэффициентами (4.7) корректна тогда и

только тогда, когда Re[𝜔(𝜉)] ≤𝑀 ∀𝜉 ∈ R (см. Определение 1). Разделим (4.8)

на 𝑖𝜉 и введем обозначение 𝜆 = −𝑖𝜔
𝜉

. Перепишем многочлен (4.8) в виде:

det
⃒⃒⃒⃒
𝐴− 𝑖𝐶

𝜉
− 𝜆𝑇

⃒⃒⃒⃒
= 0 (4.9)

Многочлен (4.9) имеет одно тривиальное вещественное собственное значе-

ние: 𝜆 = 𝑢g, а другие его корни удовлетворяют следующему алгебраическому

уравнению четвертого порядка:

𝑃1(𝜆) = 𝑃2(𝜆)

Здесь многочлены 𝑃1(𝜆) и 𝑃2(𝜆) имеют следующий вид:

𝑃1(𝜆) = 𝜌g
(︀
κ𝜌l(𝜆− 𝑢l)

2𝛼g +
1

2
𝐶sκ𝜌l𝑢2lg + 𝛼g𝛼l (𝜆− 𝑢g)

2 )︀ (︀(𝜆− 𝑢g)
2 − 𝑐2g

)︀
𝑃2(𝜆) = κ𝜌g(𝜆− 𝑢g)

2𝛾𝑝I𝛼l
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где 𝑐2g =
𝑝g𝛾

𝜌g
, κ =

3𝛼g

(𝑅𝜉)2𝜌l
. Таким образом 𝑃1(𝜆) — многочлен четвертой степени

с корнями:
𝜆
(1)
1,2 = 𝑢g ± 𝑐g

𝜆
(1)
3,4 = 𝑢g +

𝑢lg

(︁
𝛼g ± 𝑓(𝛿)

)︁
(𝛿𝛼l + 𝛼g)

(4.10)

где 𝛿 =
(𝑅𝜉)2

3
, 𝑓(𝛿) =

√︃
−1

2
𝐶s𝛼g − 𝛿𝛼l

(︂
1

2
𝐶s + 𝛼g

)︂
. Если

1

2
𝐶s < −𝛼g, тогда вы-

ражение под корнем 𝑓(𝛿) неотрицательно. При этом 𝑃1(𝜆) → +∞, если 𝜆 →

±∞. 𝑃2(𝜆)— многочлен второго порядка с корнями 𝜆(2)1,2 = 𝑢g. Если 𝑝I > 0, тогда

𝑃2(𝜆) → +∞ при 𝜆→ ±∞.

Из рис. 4.1 видно, если корни многочленов удовлетворяют неравенствам:

𝜆
(1)
3 < 𝜆

(2)
1,2 < 𝜆

(1)
4 , то многочлены 𝑃1(𝜆) и 𝑃2(𝜆) будут иметь 4 точки пересечения,

а следовательно все корни (4.9) вещественные.

Покажем, что кратный корень 𝜆
(2)
1,2 = 𝑢g многочлена 𝑃2(𝜆) располо-

жен между корней многочлена 𝑃1(𝜆) так, как это показано на рис. 4.1, т.е.

𝜆
(1)
3 < 𝜆

(2)
1,2 < 𝜆

(1)
4 . В этом случае многочлены 𝑃1(𝜆) и 𝑃2(𝜆) будут иметь 4 точки

пересечения, а следовательно все корни (4.9) вещественные.

Пусть 𝜓1(𝛿) =
(𝛼g − 𝑓(𝛿))

(𝛿𝛼l + 𝛼g)
и 𝜓2(𝛿) =

(𝛼g + 𝑓(𝛿))

(𝛿𝛼l + 𝛼g)
. Если 𝑢lg > 0, тогда

достаточно показать 𝑢g + 𝑢lg𝜓1(𝛿) < 𝑢g < 𝑢g + 𝑢lg𝜓2(𝛿). По определению

𝜓2(𝛿) > 0. Неравенство 𝜓1(𝛿) < 0 выполняется, если 1
2𝐶s < −𝛼g. Случай

𝑢lg < 0 может быть рассмотрен аналогичным образом с той разницей, что

𝑢g + 𝑢lg𝜓2(𝛿) < 𝑢g < 𝑢g + 𝑢lg𝜓1(𝛿).

Так как все корни (4.9) вещественные, следовательно Re[𝜔(𝜉)] = 0 ∀𝜉.
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P1( )
P2( )

Рисунок 4.1 — Схематическое расположение корней многочленов 𝑃1(𝜆) и 𝑃2(𝜆)

4.1.2 Согласованность модели со вторым законом термодинамики

Одно из важных требований к моделям, описывающим двухфазные те-

чения — это их согласованность со вторым законом термодинамики. Согласно

второму закону термодинамики, полное производство энтропии в замкнутой

адиабатической термодинамической системе должно быть неотрицательным.

Локальное производство энтропии для системы определяющих уравнений (4.1)–

(4.4) имеет следующий вид:

∑︁
𝑖

𝛼𝑖𝜌𝑖
𝑑𝑖𝑠𝑖
𝑑𝑡

=
∑︁
𝑖

1

𝑇𝑖

[︂
𝑄𝑖,𝑚 − 𝐹 𝑗

𝑖,𝑚𝑢𝑖,𝑗 −
𝑑𝑖𝛼𝑖

𝑑𝑡
(𝑝I − 𝑝𝑖)

]︂
(4.11)

где 𝑠𝑖 — энтропия 𝑖-ой фазы,
𝑑𝑖
𝑑𝑡

=
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑘𝑖∇𝑘 обозначает субстанциональную

производную.

Для проверки неравенства производства энтропии проведен численный

эксперимент. Рассмотрим УВ, распространяющуюся в трубке с адиабатически-



89

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

P,
 

x, 

Рисунок 4.2 — Начальное распределение давления в газе (штрихпунктирная
линия) и жидкости (сплошная линия)

ми торцевыми стенками, заполненной пузырьковой средой. Начальные распре-

деления давлений для обеих фаз показаны на рис. 4.2. Эти распределения были

взяты из численных решений, обсуждаемых ниже. В такой системе неравенство
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
≥ 0 должно выполняться для всех 𝑡 ≥ 0, где

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
– полное производство

энтропии в системе:
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
=

∫︁ 𝐿

0

∑︁
𝑖

𝛼𝑖𝜌𝑖
𝑑𝑖𝑠𝑖
𝑑𝑡

𝑑𝑥 (4.12)

где 𝐿 — длина трубки. Рис. 4.3 показывает производство энтропии в систе-

ме с течением времени: она положительна, поэтому полная энтропия системы

только растет со временем. Это означает, что система уравнений (4.1)—(4.4)

согласована со вторым законом термодинамики.
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Рисунок 4.3 — Полное производство энтропии в замкнутой системе

4.2 Численный метод

Алгоритм численного решения системы уравнений (4.1) – (4.4) основан

на методе предложенном в [23], но модифицированном для двухскоростной

модели. Основная идея метода заключается в нахождении фазовых давлений

𝑝𝑖 (𝑖 = l,g), обеспечивающих равенство функций 𝑈𝑖(𝑝𝑖) = 𝑈 𝑖(𝑝𝑖), где 𝑈𝑖 ≡ 𝛼𝑖𝜌𝑖

рассчитывается на основе законов сохранения массы, энергии и количества дви-

жения (4.1), а функция 𝑈 𝑖 ≡ 𝛼𝑖𝜌𝑖 рассчитывается на основе уравнения Рэлея-

Ламба (4.2), так как 𝛼𝑖 получается из (4.3) по 𝑅, рассчитаному из (4.2).

Cистема уравнений (4.1)–(4.3) дискретизировалась на равномерной «раз-

несенной» сетке в одномерном случае методом ICE (Implicit Continuous

Eulerian) [65] первого порядка по времени и пространству. Переменные 𝑝𝑖, 𝛼𝑖,

𝐸𝑖, 𝑅, 𝑈𝑖, 𝑈 𝑖 и 𝑊𝑖 ≡ 𝛼𝑖𝜌𝑖𝐸𝑖 определялись в центрах расчетных ячеек, а 𝑢𝑖 с

переменной 𝑉𝑖 ≡ 𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢𝑖 — на гранях ячеек. Закон сохранения массы дискрети-

зировался следующим образом:
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𝑈𝑛+1
𝑖,𝑘 = 𝑈𝑛

𝑖,𝑘 −
∆𝑡

∆𝑥

(︁
𝑉 𝑛+1
𝑖,𝑘+ 1

2

− 𝑉 𝑛+1
𝑖,𝑘− 1

2

)︁
(4.13)

где ∆𝑡 — шаг интегрирования по времени, ∆𝑥 — длина расчетной ячейки, ин-

декс 𝑘 обозначает центр ячейки, а индекс 𝑘 ± 1
2 — грань ячейки.

Неявные потоки массы 𝑉 𝑛+1
𝑖,𝑘± 1

2

рассчитываются из закона сохранения коли-

чества движения неявно по давлению:

𝑉 𝑛+1
𝑖,𝑘+ 1

2

= 𝑉 𝑛
𝑖,𝑘+ 1

2
− ∆𝑡

∆𝑥

[︁
(𝛼𝑛

𝑖 𝑝
𝑛+1
𝑖 )𝑘+1 − (𝛼𝑛

𝑖 𝑝
𝑛+1
𝑖 )𝑘

]︁
− ∆𝑡

∆𝑥

[︁
(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

2
𝑖 )

𝑛
𝑘+1 − (𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

2
𝑖 )

𝑛
𝑘

]︁
− ∆𝑡

∆𝑥
𝑝𝑛I,𝑘+ 1

2

(︁
𝛼𝑛
𝑖,𝑘+1 − 𝛼𝑛

𝑖,𝑘

)︁ (4.14)

где центральная разность конвективных слагаемых оценивается методом на-

правленной разности. Например, если (𝑢𝑖,𝑘+ 1
2

+ 𝑢𝑖,𝑘− 1
2
) > 0 тогда (𝑢2𝑖 )𝑘 = 𝑢2

𝑖,𝑘− 1
2

.

Закон сохранения энергии дискретизируется следующим образом:

𝑊 𝑛+1
𝑖,𝑘 = 𝑊 𝑛

𝑖,𝑘 −
∆𝑡

∆𝑥

[︁
(𝛼𝑛

𝑖 𝑝
𝑛+1
𝑖 𝑢𝑛𝑖 )𝑘+ 1

2
− (𝛼𝑛

𝑖 𝑝
𝑛+1
𝑖 𝑢𝑛𝑖 )𝑘− 1

2

]︁
− ∆𝑡

∆𝑥

[︁
(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢𝑖𝐸𝑖)

𝑛
𝑘+ 1

2
− (𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢𝑖𝐸𝑖)

𝑛
𝑘− 1

2

]︁
− 𝑝𝑛I,𝑘

(︁
𝛼𝑛+1
𝑖,𝑘 − 𝛼𝑛

𝑖,𝑘

)︁ (4.15)

где слагаемые, определенные на гранях ячейки, аппроксимируются методом

направленной разности. Например, если 𝑢𝑖,𝑘+ 1
2
≥ 0, тогда (𝜁𝑖)𝑘+ 1

2
= 𝜁𝑖,𝑘, где

𝜁𝑖 = 𝜌𝑖𝛼𝑖𝐸𝑖 или 𝛼𝑖𝑝𝑖.

Уравнение (4.2) дискретизируется неявно по давлению (газа и жидкости)

следующим образом:

𝑅𝑛+1
𝑘 = 𝑅𝑛

𝑘 − ∆𝑡

(︂
𝑢g
𝜕𝑅

𝜕𝑥

)︂𝑛

𝑘

+ ∆𝑡𝑤𝑛+1
b,𝑘

𝑤𝑛+1
b,𝑘 = 𝑤𝑛

b,𝑘 − ∆𝑡

(︂
𝑢g
𝜕𝑤b

𝜕𝑥

)︂𝑛

𝑘

− 1.5∆𝑡
(𝑤𝑛

b,𝑘)
2

𝑅𝑛
𝑘

− ∆𝑡
4𝜇l𝑤

𝑛
b,𝑘

𝜌l(𝑅𝑛
𝑘)2

+ ∆𝑡
𝑝𝑛+1
g,𝑘 − 𝑝𝑛+1

l,𝑘 − 2𝜎/𝑅𝑛
𝑘

𝜌l𝑅𝑛
𝑘

(4.16)
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где конвективные слагаемые также аппроксимируются стандартным методом

направленной разности. Полученный по (4.16) 𝑅𝑛+1
𝑘 подставляется в (4.3):

𝛼𝑛+1
g,𝑘 =

4

3
𝜋
(︁
𝑅𝑛+1

𝑘

)︁3
𝑁 (4.17)

Необходимо обеспечить, чтобы Ψ𝑛+1
𝑖,𝑘 ≡ 𝛼𝑛+1

𝑖,𝑘 𝜌𝑛+1
𝑖 − 𝑈𝑛+1

𝑖 = 0. Предполага-

ется, что Ψ𝑛+1
𝑖,𝑘 зависит только от параметров 𝑘-ой ячейки, тогда может быть

получена система двух нелинейных уравнений для 𝑘-ой ячейки:

𝑈𝑛+1
l,𝑘 (𝑝𝑛+1

l,𝑘 ) − (1 − 𝛼𝑛+1
g,𝑘 (𝑝𝑛+1

l,𝑘 ,𝑝𝑛+1
g,𝑘 ))𝜌l = 0

𝑈𝑛+1
g,𝑘 (𝑝𝑛+1

g,𝑘 ) − 𝛼𝑛+1
g,𝑘 (𝑝𝑛+1

l,𝑘 ,𝑝𝑛+1
g,𝑘 )𝜌g(𝑝

𝑛+1
g,𝑘 , 𝑒

𝑛+1
g,𝑘 ) = 0

(4.18)

Нелинейная система уравнений (4.18) решается методом Ньютона:

𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑝𝑛+1
l,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠 (︁
𝑝𝑠+1
l,𝑘 − 𝑝𝑠l,𝑘

)︁
+

𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑝𝑛+1
g,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠 (︁
𝑝𝑠+1
g,𝑘 − 𝑝𝑠g,𝑘

)︁
= −Ψ𝑠

𝑖,𝑘 (4.19)

где 𝑠 обозначает нелинейные итерции, 𝑖 = l,g. Выпишем явно производные для

метода Ньютона:

𝜕Ψl

𝜕𝑝𝑛+1
l,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠

= −2

(︂
∆𝑡

∆𝑥

)︂2

(1 − 𝛼𝑛
g,𝑘) − 4𝜋𝑁(𝑅𝑠

𝑘)
2∆𝑡2

𝑅𝑛
𝑘

𝜕Ψl

𝜕𝑝𝑛+1
g,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠

= 4𝜋𝑁 (𝑅𝑠
𝑘)

2 ∆𝑡2

𝑅𝑛
𝑘

𝜕Ψg

𝜕𝑝𝑛+1
g,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠

= −2

(︂
∆𝑡

∆𝑥

)︂2

𝛼𝑛
g,𝑘 −

(︂
𝜌𝑠g,𝑘
𝜌l,𝑘

4𝜋𝑁(𝑅𝑠
𝑘)

2∆𝑡2

𝑅𝑛
𝑘

+ �̄�𝑠
g,𝑘

𝜕𝜌g,𝑘
𝜕𝑝g,𝑘

)︂
𝜕Ψg

𝜕𝑝𝑛+1
l,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠

= 4𝜋𝑁(𝑅𝑠
𝑘)

2∆𝑡2

𝑅𝑛
𝑘

𝜌𝑠g,𝑘
𝜌l,𝑘

Для решения уравнений (4.1) – (4.4) реализуется следующий алгоритм:

1. Потоки импульса 𝑉 𝑛+1
𝑖,𝑘± 1

2

оцениваются из уравнения (4.14).
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2. Члены 𝑈𝑛+1
𝑖,𝑘 и 𝑊 𝑛+1

𝑖,𝑘 рассчитываются соотвественно по формулам (4.13)

и (4.15).

3. Радиус 𝑅𝑛+1
𝑘 оценивается из соотношения (4.16), объемная доля газа

𝛼𝑛+1
g,𝑘 из (4.17).

4. Нелинейная система уравнений (4.18) решается методом Ньютона от-

носительно фазовых давлений для каждой 𝑘-ой ячейки.

5. Относительная ошибка оценивается с использованием равномерной

нормы 𝜀 = max
𝑘

⃒⃒⃒𝑝𝑠+1
𝑖,𝑘 − 𝑝𝑠𝑖,𝑘
𝑝𝑠𝑖,𝑘

⃒⃒⃒
6. Если 𝜀 < 10−4, тогда алгоритм сошелся.

7. Переменные на 𝑠-ой итерации обновляются с (𝑠+ 1)-ой итерации.

8. Алгоритм 1 – 7 повторяется до тех пор, пока не сойдется.

Для полученных результатов размер сетки составлял ∆𝑥 ≈ 2.5 мм, а вре-

менной шаг оценивался следующим образом:

∆𝑡 =
cfl · ∆𝑥

𝑐

где 𝑐 =

√︂
𝑝квд

𝛼0
l 𝛼

0
g𝜌l

— изотермическая скорость звука в пузырьковой среде [23],

число cfl задавалось равным 0.05, 𝑝квд—давление в КВД.

4.3 Сравнение с экспериментальными данными

Для проверки предсказательной способности математической модели

(4.1)—(4.4) использовались результаты собственных экспериментальных дан-

ных (см. эксперимент 3.4), а также результаты экспериментов [23] и [25].

В работе [25] измерялась средняя скорость УВ на вертикальной ударной

трубе. КВД и КНД заполняли воздухом при нормальной температуре и под дав-

лением 4 и 1 атм соответственно, столб воды в ИС насыщали воздушными пу-



94

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
0

50

100

150

200

250

300

350

D
,  

/

0
g

Рисунок 4.4 — Рассчитанная (кривая) и измеренная [25](символы)
зависимость скорости УВ, распространяющейся в пузырьковой среде, от

начального газосодержания

зырьками со средним начальным диаметром 𝑑 ≈ 2 мм и начальным объемным

газосодержанием от 0.01 до 0.2. Скорость УВ рассчитывалась по формуле (3.9)

на основе датчиков давления, установленных на расстоянии 950 и 1750 мм (от

контактной поверхности). На рис. 4.4 приведено сравнение результатов числен-

ных расчетов с экспериментальными данными в виде зависимости скорости УВ

в пузырьковой среде от начального газосодержания 𝛼0
g. Из рис. 4.4 видно, что

измеренные экспериментально и рассчитанные данные хорошо согласуются при

𝛼0
g > 0.02, тогда как при меньших значениях наблюдается большое расхожде-

ние результатов. Последнее, по-видимому, связано с нарушением допущения

о «сплошности» дисперсного компонента пузырьковой среды при малых на-

чальных газосодержаниях 𝛼0
g: в таких условиях количество пузырьков в воде

относительно мало и они удалены друг от друга на относительно большие рас-

стояния, так что УВ фактически взаимодействует с одиночными пузырьками.

Также видно, что скорость УВ, распространяющейся в пузырьковой среде, ва-
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рьируется в диапазоне от 50 до 200 м/с, что в значительной степени меньше,

чем скорость звука в воде (1500 м/с) и воздухе (340 м/с).
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Рисунок 4.5 — Рассчитанные (кривые) и измеренные в эксперименте 3.4
(символы с ошибками) зависимости скорости УВ, распространяющейся в

пузырьковой среде, от начального газосодержания на измерительных секциях
a) P4 — P5 б) P5 — P6 в) P6 — P7 (см. таблицы 3.1 и 3.2)

На рис. 4.5 представлены рассчитанные (кривые) и измеренные в экспе-

рименте 3.4 (символы с ошибками) данные в виде зависимости скорости УВ в

пузырьковой среде от начального газосодержания для «слабых» УВ. Скорость

УВ рассчитывается по формуле (3.9) на основе датчиков давления (см. таблицы

3.1 и 3.2). Различия рассчитанных и экспериментально измеренных скоростей

УВ лежат в рамках погрешности эксперимента при 𝛼0
g > 0.01. Как и в преды-

дущем эксперименте при малых газосодержаниях наблюдается значительное
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расхождение с экспериментом. На рис. 4.5а—4.5в видно, что УВ, распростра-

няющаяся в пузырьковой среде, почти не затухает по длине трубы (длина ИС

≈ 2 м).

В эксперименте 3.4 также измерялась скорость контактной поверхности за

УВ. Средняя скорость контактной поверхности, 𝑉 cs, рассчитывается на основе

𝑥 − 𝑡 диаграмм (см. рис. 3.12) по формуле (3.11). На рис. 4.6а представлены

результаты сравнения численных расчетов с экспериментальными данными в

виде зависимости средней скорости контактной поверхности от начального га-

зосодержания для «слабых» УВ.

Средняя скорость индивидуального газового пузырька , 𝑉 g, за УВ опре-

деляется по 𝑥− 𝑡 диаграмме (см. рис. 3.10) следующим образом:

𝑉 g =
𝑆

𝜏
(4.20)

где 𝜏 = 3 мс и 𝑆 — перемещение газового пузырька за время 𝜏 . Заданный вре-

менной интервал (3 мс) был выбран для того, чтобы избежать влияния волны

разрежения на движение пузырька.

Рассчитанная скорость газового пузырька была получена путем добав-

ления в модель лагранжевой частицы, которая движется со скоростью газа,

и отслеживания ее движения. Среднее значение расчетной скорости пузырька

было также получено по формуле (4.20).

На рис. 4.6б представлены результаты сравнения численных расчетов с

экспериментальными данными в виде зависимости средней скорости газового

пузырька от начального газосодержания. Начальные данные выбранных газо-

вых пузырьков в эксперименте 3.4 представлены в таблице 4.1, где 𝑥0b – началь-

ное положение газового пузырька, рассчитанное от контактной поверхности,

𝑝квд – давление в КВД, 𝐷g – скорость УВ в КНД. Численные расчеты были про-

ведены при условиях близких к экспериментальным, а именно 𝑥0,calc
b = 199 мм,

𝑝calc
квд = 0.283 МПа и 𝐷calc

g = 426 м/с.
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Рисунок 4.6 — Рассчитанные (кривые) и измеренные в эксперименте 3.4

(символы с ошибками) зависимости a) средней скорости контактной
поверхности от начального газосодержания б) средней скорости газового

пузырька от начального газосодержания

Таблица 4.1
Начальные данные индивидуальных газовых пузырьков в

эксперименте 3.4
𝛼0
g 𝑥0b, мм 𝑝квд, МПа 𝐷g, м/с

0.01 135 0.265 420
0.02 138 0.262 407
0.04 181 0.291 432
0.08 160 0.3 410

0.16(1) 100 0.309 421
0.16(2) 116 0.309 421

0.2 109 0.291 384
0.3 (1) 33 0.273 414
0.3 (2) 99 0.273 414

Плотность воды и маркированной полиэтиленовой нитки, используемой в

эксперименте 3.4, приблизительно одинаковые. Таким образом, скорость жид-

кости должна быть близка к скорости маркированной нитки при малых газо-

содержаниях. На рис. 4.7а – 4.7в представлены результаты сравнения численно

рассчитанных скоростей жидкости (𝑣− 𝑡 диаграммы лагранжевой частицы, пе-

ремещающейся со скоростью жидкости) и экспериментально измеренных ско-

ростей маркированной нитки (𝑣 − 𝑡 диаграммы), расположенных в начальный
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момент времени на расстоянии 𝑥0 ≈ 270 мм от контактной поверхности. Видно,

что рассчитанные и экспериментальные данные хорошо согласуются.
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Рисунок 4.7 — Рассчитанные (кривые) и измеренные в эксперименте 3.4

(символы с ошибками) 𝑣 − 𝑡 диаграммы движения маркированной нитки с
начальным газосодержанием a) 0.01, б) 0.02 и в) 0.12 соответственно

На рис. 4.8а – 4.8в представлено сравнение рассчитанных и измеренных

экспериментально (эксперимент 3.4) профилей давления в УВ, распространяю-

щихся в пузырьковой жидкости. Видно, что численные расчеты воспроизводят

средние профили давления. Осцилляции в экспериментальных данных могут

возникать по причине существования поперечных волн давления в канале, т.к.

в эксперименте сложно добиться плоской падающей УВ.

В [23; 24] численно и экспериментально исследовали структуру УВ.

Эксперименты проводились в вертикальной ударной трубе, состоящей из
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Рисунок 4.8 — Сравнение численных результатов (сплошные линии) с

экспериментальными данными (эксперимент 3.4, символы): профили давления
в УВ c начальным газосодержанием и средним размером пузырьков

a)𝛼g = 0.005, 𝑑 = 2.5 мм б) 𝛼g = 0.01, 𝑑 = 3.5 мм и б) 𝛼g = 0.02, 𝑑 = 2.5 мм

КВД (1600 мм), КНД (1800 мм) и ИС (2000 мм). ИС заполнена силиконо-

вым маслом (Shinetsu Chemical Co. KF96-50) с пузырьками азота или ше-

стифтористой серы при нормальных условиях. Вязкость несущей жидкости

(50 · 10−6м2/сек) достаточно высокая, чтобы пузырьки сохраняли сферическую

форму во время всего эксперимента. Низкое давление насыщения несущей жид-

кости позволяет предполагать, что фазовые переходы отсутствуют. Условия при

которых проводились эксперименты представлены в таблице 4.2, где 𝛿𝑃 — ам-

плитуда падающей УВ, 𝑧 — расстояние от КП на котором установлен датчик

давления. Эксперименты из [24] (Case 3 и 4) имеют более регулярную структуру
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Рисунок 4.9 — Сравнение численных результатов (сплошные линии) с
экспериментальными данными (символы): профили давления в УВ а)—б)

эксперимент [23] и в)—г) эксперимент [24]; штриховые линии — результаты
численных расчетов, полученных на основе математической модели из [23]

УВ по сравнению с экспериментами из [23] (см. рис. 4.9). Это связано с тем, что

в [24] авторы добивались в эксперименте равномерного распределения газовых

пузырьков в объеме. На рис. 4.9 представлено сравнение результатов числен-

ных расчетов с экспериментальными данными [23; 24], а также с расчетами из

работы [23] (синяя сплошная линия). Из рис. 4.9 видно, что численные расчеты

хорошо согласуются с экспериментом. Частота колебаний давления в УВ для

численных экспериментов составляет Case 1 ≈ 6.25 кГц и Case 2 ≈ 4.91 кГц,

т.е. чем больше амплитуда падающей УВ, тем выше частота колебаний.
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Таблица 4.2
Экспериментальные данные [23] и [24]

Case 𝛼0
g 𝑅0, мм 𝑃 0, кПа 𝛿𝑃 , кПа 𝑧, м пузырьки газа

1 0.0015 0.601 101.2 101.2 0.311 N2

2 0.0015 0.591 100.1 55.6 0.314 N2

3 0.0018 0.582 109.1 115 0.912 N2

4 0.0024 0.613 112.9 130.6 1.462 SF6

Отметим, что в работе [32] предложена модель двухскоростного двухфаз-

ного течения, которая основывается на законах сохранения массы, количества

движения и энтропии. Для проверки предсказательной способности этой моде-

ли в работе [32] также проводятся сравнения численных результатов и экспери-

ментальных данных [24]. Для этой цели в работе [32] предполагается, что фазы

приходят в равновесие моментально, т.е. алгебраические источники, описываю-

щие межфазный обмен энергией и импульсом устанавливаются очень больши-

ми. Если мы делаем такие же предположения, мы получаем результаты пред-

ставленные на рис. 4.9г.
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Глава 5. Физико-математическая модель двухскоростного течения

пузырьковой среды с учетом динамики колебаний

реакционноспособных газовых пузырьков

5.1 Математическая модель

Выпишем систему уравнений, описывающую пузырьковую детонацию, на

основе двухскоростных двухфазных (жидкость — газовые пузырьки) уравне-

ний (2.44), где газовая фаза представляет собой гомогенный многокомпонент-

ный газ. В отличие от гетерогенных сред, когда фаза занимает лишь часть объе-

ма, компонент гомогенный смеси может рассматриваться как занимающий весь

объем смеси. Геометрическому центру элементарного объема 𝑉 (см. рис. 2.1) от-

несем также массовую концентрацию 𝑙-го компонента газа 𝑌𝑙 = 𝑀𝑙/𝑀 , где 𝑀 и

𝑀𝑙 – масса газовой смеси и масса 𝑙-го компонента газовой смеси соответственно,

содержащихся в объеме 𝑉 .

Массовые доли газа связаны соотношением:

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑌𝑙 = 1 (5.1)

где 𝐿 — общее число компонентов.

Газ в пузырьках подчиняется уравнению состояния идеального газа:

𝜌g =
𝑝g𝑊

𝑅𝑇g
(5.2)
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где 𝑅 — универсальная газовая постоянная, средняя молекулярная масса смеси

𝑊 определяется из соотношения:

1

𝑊
=

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑌𝑙
𝑊𝑙

где 𝑊𝑙 — молекулярная масса 𝑙-го компонента газовой смеси.

Жидкость рассматривается несжимаемой и изотермической, т.е.:

𝜌l = const

𝑇l = const
(5.3)

Выпишем законы сохранения массы, компонент газа, количества движе-

ния и энергии:

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑘
𝑖 ) = 0

𝜕𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢
𝑗
𝑖

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼𝑖𝜌𝑖𝑢

𝑘
𝑖 𝑢

𝑗
𝑖 + 𝑝𝑖𝛼𝑖𝛿

𝑗𝑘) − 𝑝I∇𝑗𝛼𝑖 = 𝐹 𝑗
𝑖

𝜕𝛼g𝜌g𝑌𝑙
𝜕𝑡

+ ∇𝑘(𝛼g𝜌g𝑢
𝑘
g𝑌𝑙) = 𝛼g�̇�𝑙

𝜕𝛼g𝜌g𝐸g

𝜕𝑡
+ ∇𝑘(𝛼g𝑢

𝑘
g(𝜌g𝐸g + 𝑝g)) + 𝑝I

𝜕𝛼g

𝜕𝑡
= 𝛼g�̇� +𝐻g

𝑝I = 𝑝l +
1

2
𝐶s(𝛼g,Re)𝜌lu

2
lg

(5.4)

где 𝑖 = l,g и 𝑙 = 1, 𝐿− 1. Функция 𝐶s(𝛼g,Re) определена следующим образом:

𝐶s(𝛼g,Re) = 𝛽(Re)𝐶coll
dp (𝛼g,Re) (5.5)

где 𝐶coll
dp — коэффициент сопротивления «формы», учитывающий коллективные

эффекты:

𝐶coll
dp (𝛼g,Re) = 𝐶dp(Re) (1 − 𝛼g)

−2.7 (5.6)
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Коэффициент 𝛽(Re) в (5.5) и функция 𝐶dp(Re) в (5.6) линейно интерполиру-

ются по значениям, представленным в таблице 2.1.

Алгебраические источники F𝑖 и 𝐻g описывают межфазный обмен импуль-

сом и энергией (5.12), �̇�𝑖, �̇� — химические источники в газе (5.9) для 𝑙-го ком-

понента и скорость энерговыделения в результате химических реакций (5.11),

соответственно. Система уравнений (5.4) дополняется соотношением, связыва-

ющим фазовые давления (5.7).

Фазовые давления 𝑝l и 𝑝g связаны уравнением Рэлея-Ламба, описываю-

щим пульсации газового пузырька в жидкости:

𝑑g𝑅

𝑑𝑡
= 𝜔b

𝜌l𝑅
𝑑g𝜔b

𝑑𝑡
+ 𝜌l

3

2
𝜔2
b = 𝑝g − 𝑝l −

2𝜎

𝑅
− 4𝜇l𝜔b

𝑅

(5.7)

Средний радиус газовых пузырьков и объемная доля газа связаны соот-

ношением:

𝛼g =
4

3
𝜋𝑅3𝑁 (5.8)

где 𝑁 = const — число газовых пузырьков в элементарном объеме 𝑉 .

Химические источники в газе �̇�𝑖 определяются стандартным образом [68]:

�̇�𝑖 = 𝑊𝑖

𝑀∑︁
𝑘=1

(𝜈
′′

𝑖,𝑘 − 𝜈
′

𝑖,𝑘)𝑓𝑘 (5.9)

Здесь 𝑀 — полное число химических реакций, 𝜈 ′′

𝑖,𝑘

(︀
𝜈

′

𝑖,𝑘

)︀
— стехиометрический

коэффициент компонента 𝑖, являющегося продуктом (реагентом) в 𝑘-ой реак-

ции,

𝑓𝑘 = 𝐴𝑘𝑇
𝜂𝑘
𝑔 𝑒

− 𝐸𝑘
𝑅𝑇g

𝐿∏︁
𝑖=1

(︂
𝑌𝑖𝜌g
𝑊𝑖

)︂𝑚𝑖,𝑘

(5.10)

где 𝐴𝑘 и 𝜂𝑘 — константы 𝑘-ой реакции, 𝐸𝑘 — энергия активации 𝑘-ой реакции

и, если не отмечено отдельно, то 𝑚𝑖,𝑘 = 𝜈
′

𝑖,𝑘.
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Cкорость энерговыделения в результате химических реакций в газе опре-

деляется как:

�̇� = −
𝐿∑︁
𝑖=1

∆𝑒0g,𝑖�̇�𝑖 (5.11)

где ∆𝑒0g,𝑖 — стандартные энергии образования химических компонентов.

Соотношения описывающие межфазный обмен энергией и импульсом име-

ют следующий вид:

𝐹 𝑗
g = −𝐹 𝑗

l = Cd(Re)
𝐴𝜌l(𝑢

𝑗
l − 𝑢𝑗g)|𝑢

𝑗
l − 𝑢𝑗g|

8

𝐻g = Nug𝜆g
𝐴(𝑇l − 𝑇g)

𝑑

(5.12)

где Cd — гидродинамический коэффициент сопротивления единичного газового

пузырька.

Для относительно малых чисел Рейнольдса (Re < 100) газовый пузырек

имеет сферическую форму, а коэффициент сопротивления совпадает с коэф-

фициентом сопротивления твердой сферы. При умеренных числах Рейнольд-

са начинает сказываться деформация газового пузырька, который принимает

форму эллипсоида вращения, сплющенного в направлении обтекания. Диапа-

зон чисел Рейнольдса такого пузырька, вообще говоря, зависит от типа несущей

жидкости. В представленных расчетах Cd для эллипсоидного режима аппрок-

симировался по значениям, измеренным экспериментально для воды [63]. При

дальнейшем увеличении числa Рейнольдса газовый пузырек принимает фор-

му сегмента, коэффициент сопротивления которой не зависит от его размера

и равен постоянному значению Cd = 2.6. Отметим, что деформация пузырька

учтена только в коэффициенте Cd, а эффективная межфазная поверхность в

(5.12) для простоты рассчитывается в предположении, что пузырек имеет сфе-

рическую форму.
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Число Нуссельта газовой фазы, Nug, определяется следующим обра-

зом [61]:

Nug =

⎧⎪⎨⎪⎩
√︀

Peg, Peg ≥ 100

10, Peg < 100
(5.13)

Peg = 12(𝛾g − 1)
𝑇l𝑅|𝑤b|

|𝑇g − 𝑇l|κg
, где κg =

𝜆g
𝜌g𝑐𝑝,g

— температуропроводность газа, 𝛾g,

𝑐𝑝,g и 𝜆g — показатель адиабаты, теплоемкость при постоянном давлении и теп-

лопроводность газа соответственно и задаются в виде известных функций от

температуры газа 𝑇g [62].

Температура несущей жидкости 𝑇l = 𝑇 0
l = const, а 𝑇g определяется из

калорического уравнения состояния:

𝑒g =

∫︁ 𝑇g

𝑇 0
g

𝑐𝑣,g(𝑇g)𝑑𝑇g

где 𝑐𝑣,g(𝑇g) — теплоемкость газа при постоянном объеме [62].

Применимость системы уравнений (5.4)–(5.13) для моделирования распро-

странения УВ в жидкости с реакционноспособными пузырьками проверяется на

экспериментах [35; 38], в которых в качестве инертной жидкости используется

вода или смесь воды с глицерином, а в качестве активного газа используется

ацетилено-кислородная смесь.

5.1.1 Кинетика в газовом пузырьке

Для моделирования химических превращений ацетилино-кислородной

смеси в газовом пузырьке применяется глобальный кинетический механизм.

Константы реакций глобального механизма подбирались по задержкам само-

воспламенения ацетилено-кислородной смеси в интересующем диапазоне тем-
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ператур и давлений (см. рис. 5.1) на основе расчетов по детальному кинетиче-

скому механизму [62].

0,50 0,55 0,60 0,65 0,70

1,0

10,0

1000/Tg

, 

Рисунок 5.1 — Задержки самовоспламенения ацетилено-кислородной
стехиометрической смеси; значки — детальный механизм, кривая —

глобальный механизм; треугольники — 𝑝0g = 30 атм, круги — 𝑝0g = 70 атм,
квадраты — 𝑝0g = 150 атм; стехиометрическая смесь

В качестве детального механизма была выбрана проверенная и признан-

ная модель горения углеводородных топлив GRI-Mech [62], состоящая из 325-ти

химических реакций и 53-ех веществ. Применимость детального механизма [62]

для моделирования ацетилено-кислородной смеси проверяется на эксперимен-

тальных данных [64] по задержкам воспламенения 𝜏 , измеренных методом от-

раженных УВ. Экспериментальные данные представлены в таблице 5.1 при на-

чальном давлении газа ≈ 667 Па. Результаты сравнения численных расчетов на

основе детального механизма GRI-Mech с экспериментальными данными пред-

ставлены на рис. 5.2. Видно, что расчеты удовлетворительно согласуются с экс-

периментальными данными.
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Таблица 5.1
Экспериментальные данные [64]

𝑇g, K [O2] · 105, моль/л [C2H2] · 105, моль/л [Ar] · 103, моль/л 𝜏 , мкс

1650 3.22 3.21 1.81 266

1790 3.29 1.02 1.85 181

1800 1.76 1.76 1.87 276

2115 1.85 0.57 1.94 119

2190 1.85 1.85 1.95 73

0,45 0,50 0,55 0,60

100,0

200,0

300,0

400,0

500,0

600,0

1000/Tg

, c

Рисунок 5.2 — Задержки самовоспламенения ацетилено-кислородной
стехиометрической смеси; круги — расчет GRI-Mech, треугольники —

эксперимент [64]

Численный расчет с использованием детального механизма может быть

достаточно трудоемким, поэтому в данной работе предлагается глобальный ме-

ханизм химических превращений ацетилино-кислородной смеси, состоящий из

трех химических реакций и 9-ти веществ (см. табл. 5.2). Реакции диссоциации
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воды и углекислого газа позволяют более правильно описать конечный состав

продуктов реакции.

Таблица 5.2
Константы реакций глобального механизма для начального давления

30 атм < 𝑝0g < 150 атм и начальной температуры 1500 К < 𝑇 0
g < 2500 К,

стехиометрическая смесь

Реакция 𝐴, м-моль-с 𝜂 𝐸, кДж/моль

C2H2 + 2.5O2 −→ 2CO + H2O
1 1011 0 55.4

CO + 0.5O2 = CO2 2 · 109 0 12

H2O + M = H + OH + M 1.6 · 1027 -3.0 124

5.2 Пузырьковая детонация

На рис. 5.3 представлены типичные осциллограммы распространения де-

тонационной волны (ДВ) [42] в инертной жидкости с реакционноспособными

газовыми пузырьками. В эксперименте [42] пузырьковую детонацию иниции-

ровали УВ, генерируемой в газе и падающей на поверхность раздела газ – пу-

зырьковая жидкость. В пузырьковой среде формируется своеобразное волновое

возмущение: от инициирующей УВ отходит короткая уединенная волна 1, а за

ней следуют основная УВ 2 и УВ 3, отраженная от торца КВД (см. записи 2-го,

3-го и 4-го датчиков на рис. 5.3). Воспламенение имеет место лишь в волне 1,

тогда как в волнах 2 и 3 воспламенение отсутствует. Анализ движения уеди-

ненной волны показал, что со временем (зависящим от условий эксперимента)

уединенная волна выходит на квазистационарный режим и движется со скоро-

стью, значительно превышающей равновесную (низкочастотную [29]) скорость
1𝑚C2H2

= 0.5, 𝑚O2
= 0.5
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звука в пузырьковой среде, а основная УВ, следующая за ней, в свою очередь

затухает вследствие диссипации энергии. Такой стационарный сверхзвуковой

самоподдерживающийся фронт реакции с быстрым и полным выгоранием го-

рючего в лидирующей УВ называют пузырьковой детонацией.

а) б)

в) г)
Рисунок 5.3 — Осциллограммы профилей давления [42], 1-ый датчик (5.3а)

установлен в газе, 2-ой датчик (5.3б) установлен на расстоянии 285 мм,
3-ий (5.3в) — 815 мм, 4-ый (5.3г) — 1345 мм (расстояния отсчитываются от

поверхности раздела газ — пузырьковая жидкость); 𝛼0
g = 0.0035, 𝑑0 = 2.8 мм,

пузырьки газа – 30%(2H2 + O2) + 70%Ar, несущая жидкость – вода

По мнению авторов [37] механизм формирования пузырьковой детонации

может быть следующим. Известно, что в пузырьковой среде с инертными газо-

выми пузырьками существуют УВ с осцилляторной структурой. Осциллятор-

ная УВ может распадаться на последовательность уединенных УВ — солитонов,

скорость которых пропорциональна их амплитудам. Наличие химических реак-

ций приводит к повышению давления в лидирующей УВ, и, следовательно, к

резкому возрастанию ее скорости.

Для проверки нашей модели проведено сравнение численных расчетов с

экспериментальными данными [35] по скорости распространения и структуре

пузырьковой детонации в воде с пузырьками ацетилено-кислородной смеси (си-
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стема I), а также в смеси воды и глицерина (50 % об./50 % об.) с пузырьками

ацетилено-кислородной смеси (система II).

Алгоритм численного решения системы уравнений (5.4)–(5.13) основан

на методе расщепления по физическим процессам. Сначала BDF — методом

(Backward Differentiation Formula) решаются кинетические уравнения для хи-

мических реакций при постоянном объеме с использованием внутреннего шага

интегрирования [69]. Далее методом, описанным в Главе 4.2, решается система

уравнений (5.4)–(5.13) без химических источников в одномерном приближении.

а)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

200

400
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800

1000

1200

D
, 

/

g

б)
Рисунок 5.4 — 5.4а Схема экспериментальной установки [35](размеры указаны

в миллиметрах); 5.4б Система I, Эксперимент [35]: круги — скорость
уединенной УВ, треугольники — скорость основной УВ;сплошные кривые —

расчетные скорости уединенной УВ 1 и основной УВ 2; квадраты — расчетные
скорости УВ 1 и основной УВ 2 на основе детального кинетического

механизма [62]

Эксперименты [35] выполнены в вертикальной гидроударной трубе

(рис. 5.4а) с внутренним диаметром 35 мм. Начальное давление и темпера-

туру (62.94 атм и 4278 К) в камере высокого давления (КВД) создавали за

счёт сжигания стехиометрической ацетилено-кислородной смеси. Камеру низ-
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кого давления (КНД) заполняли воздухом при нормальных условиях (1 атм и

293 К). В измерительной секции (ИС) создавали столб жидкости с газовыми пу-

зырьками (система I или II) с начальным объёмным газосодержанием 𝛼0
g от 0,01

до 0,1 при среднем размере пузырьков реакционноспособного газа 𝑑0 = 3.5−4.0

мм (массовые доли C2H2 и O2 равны 0.245 и 0.755, соответственно). Начальная

температура систем I и II была комнатной.

На рис. 5.5 представлены рассчитанные профили давления жидкости для

условий эксперимента [35]. Так же как и в эксперименте в расчете наблюдается

образование уединенной 1 и ударной 2 волн. На рис. 5.4б показаны символа-

ми экспериментальные значения средней скорости уединенной УВ 1 и основной

УВ 2 волн в системе I в зависимости от начального газосодержания. Значения

средних скоростей получены по записям давления на датчиках Р7 и P8 (см.

рис. 5.4а). Отметим, что пузырьковая детонация в [35] со свечением продук-

тов горения ацетилено-кислородной смеси наблюдалась при 𝛼0
g от 0,02 до 0,06,

тогда как при 𝛼0
g > 0,06 свечение продуктов горения ацетилена не регистриро-

валось, т.е. по утверждению авторов [35] детонация отсутствовала. Из рис. 5.4б

видно, что результаты, полученные на основе модели в целом согласуются с

экспериментом.

При всех начальных газосодержаниях и измеренные, и рассчитанные ско-

рости уединенной УВ существенно превышают равновесную скорость звука в

воде с пузырьками газа. Равновесная скорость звука 𝑐𝑒 оценивается по формуле:

𝑐2𝑒 =
𝛾𝑝0l

𝜌l𝛼0
l 𝛼

0
g

(5.14)

где 𝛾 = 1,33 (для смеси C2H2 + 2.5O2), в условиях экспериментов [35] скорость

звука составляла приблизительно 82 м/c при 𝛼0
g = 0,02 и 48 м/c при 𝛼0

g =

0,06, т.е. в этих условиях уединенные волны распространялись с числом Маха,

равным 9,4 и 8 соответственно.
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Рисунок 5.5 — Рассчитанные профили давления. Датчик P4 (5.5а) установлен

на расстоянии 2340 мм, P6 (5.5б) — 2540 мм, P10 (5.5в)— 3730 мм (см. рис.
5.4а), 𝛼0

g = 0.01, 𝑑0 = 3.5 мм, система I; 1 — уединенная волна, 2 — УВ, 3 —
отраженная волна

В работе [38] исследовалось влияние вязкости несущей жидкости на ско-

рость уединенной УВ 1. Показано, что при увеличении вязкости несущей жид-

кости (разбавление воды глицерином) скорость уединенной УВ 1 в пузырько-

вой среде возрастает (см. экспериментальные данные на рис. 5.6). Этот эф-

фект можно объяснить следующим образом. При прохождении уединенной УВ

через газовый пузырек последний деформируется с образованием кумулятив-

ной струйки, пронизывающей его насквозь. При увеличении вязкости несущей

жидкости поверхность пузырька становится более устойчивой к внешним воз-
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Рисунок 5.6 — Символы — эксперимент [38]: черные круги — скорость
уединенной УВ 1 в системе I, круги — скорость уединенной УВ 1 в системе II;

сплошные кривые — расчетные кривые: сплошная кривая — скорость
уединенной УВ 1 в системе I, штрих-пунктирная кривая — скорость

уединенной УВ 1 в системе II

мущениям, т.е. площадь соприкосновения пузырька с жидкостью уменьшается,

и следовательно, уменьшаются теплопотери пузырька, нагретого в результате

сжатия и химических превращений, через межфазную поверхность [38]. Одна-

ко в результатах, полученных на основе предложенной модели, наблюдается

обратный эффект: при увеличении вязкости скорость уединенной УВ 1 снижа-

ется (см. рис.5.6). По-видимому, это происходит вследствие того, что в модели

не учитываются такие эффекты как дробление и/или деформация пузырьков.

На рис. 5.7 приведено сравнение измеренного и расчетного профилей уеди-

ненной УВ, распространяющейся квазистационарно в системе II при 𝛼0
g = 0,01,

𝐷 ≈ 1130 м/с, 𝑝0l = 1 атм. Видно, что в эксперименте и в расчете полуширина

волны давления одинаковые и составляют около 30 мкс. В работе [66] сделан

вывод о том, что длина уединенной волны должна совпадать с протяженностью

зоны реакции, что не подтверждается экспериментально.
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Рисунок 5.7 — Измеренный [37] и рассчитанный профили давления в
уединенной волне пузырьковой детонации (система II, 𝛼0

g = 0.01, 𝐷 ≈ 1130

м/с, 𝑝0l = 1 атм)
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Основные результаты и выводы

1. Предложены корректные физико-математические модели двухфазного

двухскоростного неизотермического течения пузырьковой среды, кото-

рые последовательно (от простого к сложному) дополняются уравнени-

ями, описывающими сопутствующие физические (колебания пузырь-

ков, вязкость фаз, межфазный обмен количеством движения и энер-

гией) и химические (глобальные и детальные кинетические механизмы

химических реакций, энерговыделение в газе) процессы.

2. Для предложенных физико-математических моделей двухфазного

двухскоростного неизотермического течения пузырьковой среды раз-

работаны и отлажены новые численные алгоритмы.

3. Проведена верификация предложенных физико-математических моде-

лей двухфазного двухскоростного неизотермического течения пузырь-

ковой среды на основе сравнения результатов численных расчетов с

литературными экспериментальными данными, а также с новыми дан-

ными экспериментов о передаче количества движения от ударной вол-

ны к пузырьковой жидкости, полученных с участием диссертанта.

4. Численно и экспериментально на основе новых собственных экспери-

ментальных данных о передачи количества движения ударной волны к

пузырьковой жидкости доказано существование оптимального началь-

ного газосодержания жидкости для достижения наиболее эффективной

передачи количества движения от ударной волны к пузырьковой среде.
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Список принятых обозначений

В настоящей диссертации применяются следующие обозначения и сокра-

щения:

ГУТ — вертикальная гидроударная труба

ГРД — гидрореактивный водометный движитель

УВ — ударная волна

КВД — камера высокого давления

КНД — камера низкого давления

ИС — измерительная секция

КдВБ — уравнение Кортевега–де Вриза–Бюргерса

КП — контактная поверхность

ДВ — детонационная волна
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Приложение А

Матрица 𝑀(𝜉1,𝜉2) имеет следующий вид:

𝑀(𝜉1, 𝜉2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜒𝑙 0 0 0 −𝜉1𝛼𝑙 −𝜉2𝛼𝑙

𝜌𝑔(𝜒𝑔−𝜒𝑙)
𝛼𝑔�̇�𝑔

𝜒𝑔
𝜉1𝜌𝑔
�̇�𝑔

𝜉2𝜌𝑔
�̇�𝑔

𝜉1𝛼𝑙𝜌𝑔
𝛼𝑔�̇�𝑔

𝜉2𝛼𝑙𝜌𝑔
𝛼𝑔�̇�𝑔

− 𝑓𝜉1
𝛼𝑔𝜌𝑔

𝜉1
𝜌𝑔

𝜒𝑔 0 0 0

− 𝑓𝜉2
𝛼𝑔𝜌𝑔

𝜉2
𝜌𝑔

0 𝜒𝑔 0 0

𝑓𝜉1
𝜌𝑙𝛼𝑙

𝜉1
𝜌𝑙

0 0 𝜒𝑙 0

𝑓𝜉2
𝜌𝑙𝛼𝑙

𝜉2
𝜌𝑙

0 0 0 𝜒𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
где 𝑓 = 1

2𝐶s𝜌l𝑢
2
lg. Выпишем характеристический многочлен 𝑀(𝜉1, 𝜉2) с учетом

соотношения 𝜉21 + 𝜉22 = 1:

(𝜆− 𝜒𝑔) (𝜆− 𝜒𝑙)

𝜑�̇�𝑔𝜌𝑙
(𝑃1(𝜆) − 𝑃2(𝜆)) = 0

𝑃1(𝜆) = −𝛼l𝜌g(𝜆− 𝜒g)
2 + �̇�g𝛼g (𝜆− 𝜒g)

2

(︂
𝜌l(𝜆− 𝜒l)

2 +
1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
lg

)︂
𝑃2(𝜆) = 𝛼g𝜌l (𝜆− 𝜒l)

2 +
1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
lg
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Приложение Б

𝜌g =
𝑝g

𝑅g𝑇g(𝐻g, 𝑢g)
, т.к. 𝐻g = 𝑐𝑝,g(𝑇g − 𝑇 0

g ) + ℎ0g +
𝑢2g
2

, матрица 𝐴 = 𝑇−1𝑋,

где

𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌g 𝛼g
𝜕𝜌g
𝜕𝑝g

𝛼g
𝜕𝜌g
𝜕𝑢g

0 𝛼g
𝜕𝜌g
𝜕𝐻g

0

−1 0 0 0 0 0

0 0 𝜌g𝛼g 0 0 0

0 0 0 𝜌l𝛼l 0 0
1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
gl −𝛼g 0 0 𝜌g𝛼g 0

−1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
gl −𝛼l 0 0 0 𝜌l𝛼l

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌g𝑢g
𝜕𝜌g
𝜕𝑝g

𝑢g𝛼g

(︂
𝜌g𝛼g +

𝜕𝜌g
𝜕𝑢g

𝑢g𝛼g

)︂
0

𝜕𝜌g
𝜕𝐻g

𝛼g𝑢g 0

−𝑢l 0 0 𝛼l 0 0

−1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
gl 𝛼g 𝜌g𝛼g𝑢g 0 0 0

1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
gl 𝛼l 0 𝜌l𝑢l𝛼l 0 0

0 0 0 0 𝜌g𝑢g𝛼g 0

0 0 0 0 0 𝜌l𝑢l𝛼l

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Приложение В

Для более компактной записи введем обозначения (𝑖 = l, g):

𝜅𝑖 =
𝜇𝑖
3𝜌𝑖

𝜓𝑖 = 0.5𝜅𝑖(6 cos2(𝜃) + (7 + cos(2𝜒)) sin2(𝜃))

𝑙𝑖 = 0.5𝜅𝑖(7 + cos(2𝜃))

𝜍(1) = cos(𝜒) sin2(𝜃) sin(𝜒)

𝜍(2) = cos(𝜃) sin(𝜃) cos(𝜒)

𝜍(3) = cos(𝜃) sin(𝜃) sin(𝜒)

тогда матрица 𝑀 (0, 𝜃, 𝜒) примет вид:

𝑀 (0, 𝜃, 𝜒) = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 𝜓𝑔 𝜅𝑔𝜍
(1) 𝜅𝑔𝜍

(2) 0 0 0

0 0 𝜅𝑔𝜍
(1) 𝜓𝑔 𝜅𝑔𝜍

(3) 0 0 0

0 0 𝜅𝑔𝜍
(2) 𝜅𝑔𝜍

(3) 𝑙𝑔 0 0 0

0 0 0 0 0 𝜓𝑙 𝜅𝑙𝜍
(1) 𝜅𝑙𝜍

(2)

0 0 0 0 0 𝜅𝑙𝜍
(1) 𝜓𝑙 𝜅𝑙𝜍

(3)

0 0 0 0 0 𝜅𝑙𝜍
(2) 𝜅𝑙𝜍

(3) 𝑙𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Для матрицы �̂� (𝜃, 𝜒) =
𝜕𝑀 (𝜀, 𝜃, 𝜒)

𝜕𝜀

⃒⃒⃒
𝜀=0

будут использоваться обозначения:

𝜂 = −1

2
𝐶s𝜌l𝑢

2
lg

𝜚𝑖 = (𝑢3𝑖 cos(𝜃) + sin(𝜃)(𝑢1𝑖 cos(𝜒) + 𝑢2𝑖 sin(𝜒)))

𝜏 = ((𝑢3g − 𝑢3l ) cos(𝜃) + sin(𝜃)((𝑢1g − 𝑢1l ) cos(𝜒) + (𝑢2g − 𝑢2l ) sin(𝜒)))

𝛾 =
𝜌g
�̇�g

𝜎1 = cos(𝜒) sin(𝜃)

𝜎2 = sin(𝜒) sin(𝜃)

𝑚
(1)
𝑖 = −cos(𝜃)𝜏𝑥𝑧𝑖 − sin(𝜃) (cos(𝜓) (𝜂 − 𝜏𝑥𝑥𝑖 ) − 𝜏𝑥𝑦𝑖 sin(𝜓))

𝛼𝑖𝜌𝑖

𝑚
(2)
𝑖 =

sin(𝜃) sin(𝜓) (𝜏 𝑦𝑦𝑖 − 𝜂) + sin(𝜃)𝜏 𝑦𝑥𝑖 cos(𝜓) + cos(𝜃)𝜏 𝑦𝑧𝑖
𝛼𝑖𝜌𝑖

𝑚
(3)
𝑖 = −(cos(𝜃) (𝜏 𝑧𝑧𝑖 − 𝜂) + sin(𝜃)𝜏 𝑧𝑥𝑖 cos(𝜓) + sin(𝜃)𝜏 𝑧𝑦𝑖 sin(𝜓))

𝛼𝑖𝜌𝑖

(В.1)

тогда матрица �̂� (𝜃, 𝜒) примет вид:

�̂� = −𝑖

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜚𝑙 0 0 0 0 (𝜑− 1)𝜎1 (𝜑− 1)𝜎2 (𝜑− 1) cos(𝜃)
𝜏𝛾

𝜑
𝜚𝑔 𝛾𝜎1 𝛾𝜎2 𝛾 cos(𝜃) 𝛾𝜎1

1 − 𝜑

𝜑
𝛾𝜎2

1 − 𝜑

𝜑
𝛾 cos(𝜃)

1 − 𝜑

𝜑

𝑚
(1)
𝑔

𝜎1

𝜌𝑔
𝜚𝑔 0 0 0 0 0

𝑚
(2)
𝑔

𝜎2

𝜌𝑔
0 𝜚𝑔 0 0 0 0

𝑚
(3)
𝑔

cos(𝜃)
𝜌𝑔

0 0 𝜚𝑔 0 0 0

𝑚
(1)
𝑙

𝜎1

𝜌𝑙
0 0 0 𝜚𝑙 0 0

𝑚
(2)
𝑙

𝜎2

𝜌𝑙
0 0 0 0 𝜚𝑙 0

𝑚
(3)
𝑙

cos(𝜃)
𝜌𝑙

0 0 0 0 0 𝜚𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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