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Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè â ïðîáëåìå îáðàçîâàíèÿ è

ýâîëþöèè çâåçä îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ è àêòó-

àëüíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé àñòðîôèçèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ,

÷òî ñæèìàåìàÿ òóðáóëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ôàêòîðîì ðåãóëè-

ðóþùèì òåìï îáðàçîâàíèÿ çâ¼çä â ìåæçâ¼çäíûõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ.

Ñâåðõçâóêîâàÿ òóðáóëåíòíîñòü ñîçäàåò ñèëüíûå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè

â ìîëåêóëÿðíîì ãàçå, êîòîðûå ñæèìàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñàìîãðàâèòà-

öèè. Ýòîò ïðîöåññ âåä¼ò â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê îáðàçîâàíèþ çâ¼çä. Òóð-

áóëåíòíîñòü èãðàåò äâîÿêóþ ðîëü â ïðîöåññå çâåçäîîáðàçîâàíèÿ. Ñ îä-

íîé ñòîðîíû, íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, òóðáóëåíòíîñòü äàåò äèíàìè÷åñêóþ

ïîääåðæêó ìîëåêóëÿðíîìó îáëàêó, ñ äðóãîé ñòîðîíû îíà îáëåã÷àåò ëî-

êàëüíîå ñæàòèå âåùåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ðîæäåíèå çâåçä, â êîíå÷íîì

ñ÷¼òå, îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì âåùåñòâà âíóòðè ðîäè-

òåëüñêîãî îáëàêà, êîòîðîå îïðåäåëÿåò âðåìÿ è ìåñòî ðîæäåíèÿ ïðîòî-

çâ¼çä, êàê îíè ñæèìàþòñÿ è ðàñòóò â ðåçóëüòàòå àêêðåöèè âåùåñòâà èç

ïàäàþùåé âíåøíåé îáîëî÷êè. Òóðáóëåíòíîñòü â ìåæçâ¼çäíîé ñðåäå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñâåðõçâóêîâîé, ñæèìàåìîé, çàìàãíè÷åííîé è ïîýòîìó îòëè÷àåòñÿ

îò íåñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè, ïðîÿâëÿþùåéñÿ íà Çåìëå, íàïðèìåð, â

àòìîñôåðå è îêåàíàõ. Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè äèññèïàöèÿ

ýíåðãèè ïðîèñõîäèò íà äèíàìè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ ℓ ìåíüøèõ ìàñøòàáà ηK,

íà êîòîðîì äåéñòâóåò âÿçêîñòü. Êàñêàä ýíåðãèè èäåò îò êðóïíûõ ìàñ-

øòàáîâ, ÷åðåç âçàèìîäåéñòâèå ðîæäåííûõ âèõðåé, êî âñå áîëåå ìåëêèì

ìàñøòàáàì, äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãàåò ìàñøòàáà äèññèïàöèè ηK. Â

óñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè ðàâíîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè ïåðåíîñèòñÿ îò îäíîãî
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ìàñøòàáà ê äðóãîìó â èíåðöèàëüíîì äèàïàçîíå. Ïðè ýòîì äèôôåðåíöè-

àëüíûé ñïåêòð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èìååò âèä E(k)dk ∝ k−5/3dk. Òóð-

áóëåíòíîå äâèæåíèå â ìåæçâåçäíîé ñðåäå îòëè÷àåòñÿ îò ýòîé êàðòèíû â

ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ, òóðáóëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñæèìàåìîé ñî

çíà÷åíèåì ÷èñëà Ìàõà M â äèàïàçîíå îò åäèíèöû, â òåïëîé äèôôóç-

íîé ñðåäå, âïëîòü äî çíà÷åíèÿ 50 â õîëîäíûõ è ïëîòíûõ ìîëåêóëÿðíûõ

îáëàêàõ. Âî-âòîðûõ, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà î÷åíü ìÿãêîå, áëàãîäàðÿ

äåéñòâèþ ðàäèàöèîííîãî îõëàæäåíèÿ, ñ èíäåêñîì ïîëèòðîïû, â âûðà-

æåíèè äëÿ äàâëåíèÿ P ∝ ργ, ëåæàùèì â èíòåðâàëå 0.4 < γ < 1.2, â

çàâèñèìîñòè îò çàí÷åíèé äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû [1]. Â òðåòüèõ, òóð-

áóëåíòíîñòü íàïðàâëÿåòñÿ èç ìíîæåñòâà èñòî÷íèêîâ, äåéñòâóþùèõ íà

ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ. Ðàííèå ïîïûòêè ïîíÿòü ðàçâèòèå òóðáóëåíòíî-

ñòè â ìåæçâåçäíîé ñðåäå îïèðàëèñü íà òåîðèþ íåñæèìàåìîé òóðáóëåíò-

íîñòè [2]. Â ðàáîòàõ [3, 4] áûë ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêè ñïåêòð ïëîòíîñòè

è êðèòåðèé ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà. Â ïîñëåäóþùåì, íåñêîëüêî àâòî-

ðîâ ïðîäîëæèëè ýòó ðàáîòó, êóëüìèíàöèåé êîòîðîé ñòàëà ðàáîòà Sasao

(1973) î ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíîñòè â ñàìîãðàâèòèðóþùåé ñðåäå. Â ñòàòüå

[5], íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå, èñïîëüçîâàëàñü îñíîâíàÿ èäåÿ î ôëóêòóàöè-

ÿõ ïëîòíîñòè, ñîçäàâàåìûõ ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòüþ, â ïðîáëåìå

çâåçäîîáðàçîâàíèÿ. Òåõíèêà ðåíîðìãðóïïû áûëà ðàçðàáîòàíà â ðàáîòå

[6] äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íàêëîíà òóðáóëåíòíîãî ñïåêòðà ñêîðîñòè

íà òå÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà. Äàëåå ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â

÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî èíäåêñà àäèàáàòû äëÿ

äîçâóêîâîé ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè [7]. Ïðè ñâåðõçâóêîâîé òóðáó-

ëåíòíîñòè óäàðíûå âîëíû äàþò äîïîëíèòåëüíûé èñòî÷íèê äèññèïàöèè

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Óäàðíûå âîëíû ìîãóò ïåðåíîñèò ýíåðãèþ ìåæ-

äó øèðîêî ðàçäåëåííûìè ìàñøòàáàìè, óäàëÿÿ òåì ñàìûì ëîêàëüíóþ

ïðèðîäó òóðáóëåíòíîãî êàñêàäà ýíåðãèè õàðàêòåðíîãî äëÿ íåñæèìàåìîé

òóðáóëåíòíîñòè. Ðåçóëüòèðóþùèé ñïåêòð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, â ýòîì

ñëó÷àå, ïðèîáðåòàåò âèä E(k)dk ∝ k−2dk. ×èñëåííûå ìîäåëèðîâàíèÿ,
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òàêæå êàê è íàáëþäåíèÿ ìåæçâåçäíîé ñðåäû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàêëîí

ñïåêòðà ëåæèò â äèàïàçîíå ìåæäó Êîëìîãîðîâñêèì çíà÷åíèåì −5/3 è

çíà÷åíèåì −2 (Áþðãåðñ òóðáóëåíòíîñòü) [8]. Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà òóð-

áóëåíòíîñòè â ìåæçâåçäíîé ñðåäå åùå ÿñíî íå îïðåäåëåíà. Â íåêîòîðûõ

ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èñòî÷íèêîì òóðáóëåíòíîñòè íà ìàëûõ ìàñ-

øòàáàõ ìîãóò áûòü çâåçäíûå âåòðû è èñòå÷åíèÿ [9], ïðîöåññû ñâÿçàííûå

ñî âçðûâîì ñâåðõíîâûõ [10] èëè ðàñøèðåíèåì HII îáëàñòåé [11]. Äðóãîé

ïðèâëåêàòåëüíîé èäååé ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé â

ìåñòàõ ñòîëêíîâåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñõîäÿùèõñÿ òåå÷åíèé [12]. ×èñ-

ëåííûå ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñòðóé òåïëîãî íåéòðàëüíîãî ãàçà

ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû ïîääåðæàòü

âûñîêóþ ñòåïåíü òóðáóëåíòíîñòè ïðè îáðàçîâàíèè îáëàêîâ [13]. Â îáùåì,

êàðòèíà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ ïðè íàëè÷èè ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè âû-

ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, â ìîëåêóëÿðíûõ

îáëàêàõ, òóðáóëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâåðõçâóêîâîé. Ýòî îçíà÷àåò

âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ áîëüøèõ êîíòðàñòîâ ïëîòíîñòè, êîòîðûå ðå-

àëüíî íàáëþäàþòñÿ â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ, èìåþùèõ ñðåäíþþ ïëîò-

íîñòü îêîëî 100 ÷àñòèö íà îäèí êóáè÷åñêèé ñàíòèìåòð è ñîäåðæàùèõ

ÿäðà ñ ïëîòíîñòüþ 104 cm−3 è áîëåå. Â îáëàñòÿõ îáðàçîâàíèÿ ñêîïëåíèé

çâåçä íåêîòîðûå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè ìîãóò ïðåâûøàòü êðèòè÷åñêóþ

ìàññó äëÿ íà÷àëà ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà. Äåéñòâèå òóðáóëåíòíîñòè

ïðèâîäèò â íà÷àëå ê îáðàçîâàíèþ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ ôëóêòó-

àöèé ïëîòíîñòè è çàòåì ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèèè, èç íåêîòîðîé èõ

÷àñòè, îáðàçóþòñÿ çâåçäû [10]. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìèðóåòñÿ áîëåå øèðî-

êèé ñïåêòð ìàññ çâåçä, ÷åì â ñëó÷àå îáðàçîâàíèÿ îäèíî÷íûõ çâåçä ïðè

îòñóòñòâèè òóðáóëåíòíîñòè. Â ñëó÷àå ÿäåð ìàëîé ìàññû, òóðáóëåíòíîñòü

ÿâëÿåòñÿ äîçâóêîâîé è ïîëå ñêîðîñòè ñòàíîâèòñÿ áîëåå êîãåðåíòíûì [14].

Òàêèå ñòðóêòóðû íå ïîäâåðãàþòñÿ ôðàãìåíòàöèè è ïðîèçâîäÿò îäèíî÷-

íûå çâåçäû èëè äâîéíûå ñèñòåìû.

Î÷åíü òðóäíî ìîäåëèðîâàòü â ëàáîðàòîðèè ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðî-
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òåêàíèÿ ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè òèïè÷íûå äëÿ óñëîâèé ìîëåêó-

ëÿðíûõ îáëàêîâ è íåîáõîäèìàÿ äëÿ ýòîãî èíôîðìàöèÿ èç íàáëþäåíèé

òàêæå îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå â íàñòî-

ÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííûé ñïîñîá èññëåäîâàòü ñòà-

òèñòèêó ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé èí-

ôîðìàöèåé ëþáîé óñïåøíîé ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè çâåçäîîáðàçîâàíèÿ

[96, 98]. Äîëãîå âðåìÿ ïðèðîäà ñèëüíî ñæèìàåìîé è çàìàãíè÷åííîé

ìåæçâåçäíîé òóðáóëåíòíîñòè îñòàâàëàñü ñëàáî ðàçðàáîòàííîé. ×èñëåí-

íîå ìîäåëèðîâàíèå äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ïåðåíîñ ýíåðãèè ìåæäó

ìàñøòàáàìè è íàéòè êëþ÷åâûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîððåëÿöèè ìåæäó

îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. Ýòî ñòèìóëèðóåò

ðàçâèòèå àêêóðàòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, óäîáíûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ, îáëàäàþùèõ íèç-

êîé ÷èñëåííîé äèññèïàöèåé è øèðîêèì èíåðöèîííûì èíòåðâàëîì â ñïåê-

òðå ìîùíîñòè îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ìíîãèå ÷èñëåííûå

ìåòîäû, êîòîðûå óñïåøíî ïðîõîäÿò ñòàíäàðòíûå ÌÃÄ òåñòû, ñòàíîâÿòñÿ

íåóñòîé÷èâûìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàçâèòèÿ ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ òóðáó-

ëåíòíîñòè [93]. Äîáàâëåíèå íåáîëüøîé âÿçêîñòè â ÷èñëåííóþ ñõåìó, íåîá-

õîäèìîé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åå óñòîé÷èâîñòè, ïðèâîäèò â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê

äåãðàäàöèè òóðáóëåíòíûõ ñòàòèñòèê [80]. Ïîýòîìó ïðîáëåìà ÷èñëåííîé

óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèòñÿ ðåøàþùåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êàê ñâåðõçâóêî-

âîé òóðáóëåíòíîñòè, òàê è ñàìîãî ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ.

Èç íàáëþäåíèé íàéäåíî, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé â ñîëíå÷íîé ôîòîñôå-

ðå îáðàçîâàíî òóðáóëåíòíûìè êîíâåêòèâíûìè äâèæåíèÿìè. Ýòè äâèæå-

íèÿ â ñâîþ î÷åðåäü óêàçûâàþò íà ñóùåñòâîâàíèå äâóõ îñíîâíûõ ìàñ-

øòàáîâ ðàçâèòèÿ êîíâåêöèè - ãðàíóëÿöèè è ñóïåðãðàíóëÿöèè. Íàëè÷èå

ïðîìåæóòî÷íîãî ìàñøòàáà ìåçîãðàíóëÿöèè äî ñèõ ïîð âûçûâàåò ìíîãî-

÷èñëåííûå ñïîðû [15]. ß÷åéêè ãðàíóëÿöèè ðàçìåðîì 1.5 Ìì îò÷åòëèâî

íàáëþäàþòñÿ â âèäå ÿðêîãî êëåòî÷íîãî óçîðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îòîá-

ðàæåíèåì âåðòèêàëüíîãî äâèæåíèÿ ãàçà, îïðåäåëåííîãî èç ñäâèãà ñïåê-
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òðàëüíûõ ëèíèé. Ñòðóêòóðû ñóïåðãðàíóëÿöèè ïîêðûâàþò ïîâåðõíîñòü

ïîêîÿùåãîñÿ Ñîëíöà ñ òèïè÷íûì ãîðèçîíòàëüíûì ìàñøòàáîì 30 Ìì è

ñðåäíèì âðåìåíåì æèçíè îêîëî 1.8 äíåé. ß÷åéêè ñóïåðãðàíóëÿöèè ëåãêî

äåòåêòèðóåìû ïî êàðòàì äîïïëåðîâñêèõ ñêîðîñòåé â âèäå ôëóêòóàöèé

ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòåé, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷å-

íèå êîòîðûõ ðàâíî 360 ì/ñåê. Òàêæå ñóïåðãðàíóëÿöèÿ âèäíà ïî ýìèññèè

õðîìîñôåðû â ñïåêòðàëüíûõ ëèíèÿõ Ca II è K ïðè àíàëèçå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëåé â ïîêîÿùåìñÿ Ñîëíöå. Ñóïåðãðàíóëÿöèÿ áûëà

îòêðûòà áîëåå ÷åì 50 ëåò íàçàä, îäíàêî îáúÿñíåíèå åå ôèçè÷åñêîé ïðèðî-

äû îñòàåòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ñîëíå÷íîé ôèçèêè.

Ìíîãî ðàáîòû áûëî ïðîäåëàíî â õîäå èññëåäîâàíèÿ ñóïåðãðàíóëÿöèè, íî

íàáëþäàòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, êîíöåïòóàëüíûå òðóäíîñòè è ÷èñëåííûå

ïðîáëåìû ñòàëè ïîìåõîé â äåòàëüíîì ïîíèìàíèè ôåíîìåíà ñóïåðãðàíó-

ëÿöèè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü. Ñ ïîëó÷åíèåì, â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ìîùíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé è áåñïðåöåíäåòíûõ íàçåìíûõ è êîñìè÷å-

ñêèõ íàáëþäåíèé Ñîëíöà ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì ñòàëî âîçìîæíûì îñó-

ùåñòâèòü áîëüøîé ïðîãðåññ â èññëåäîâàíèè ñóïåðãðàíóëÿöèè. Ñîçäàíèå

óíèâåðñàëüíîé ñòðàòåãèè, îáúåäèíÿþùåé âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè ñó-

ïåðêîìïüþòåðîâ è íàáëþäàòåëüíûå âîçìîæíîñòè íàçåìíûõ òåëåñêîïîâ

è êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, ñòàëî îñîáåííî àêòóàëüíûì äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-

áëåìû ñóïåðãðàíóëÿöèè.

Â õîäå èññëåäîâàíèÿ ñóïåðãðàíóëÿöèè áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî

òåîðèé åå ïðîèñõîæäåíèÿ. Â ðàáîòå [16] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ëîêàëüíûé

ìèíèìóì âåðòèêàëüíîãî àäèàáàòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû â ãëó-

áîêèõ ñëîÿõ Ñîëíöà, âûçâàííûé èîíèçàöèåé He I è He II, äîëæåí ñïîñîá-

ñòâîâàòü îáðàçîâàíèþ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê ñ ãîðèçîíòàëüíûì ðàçìåðîì

ñðàâíèâûì ñ ãëóáèíîé çîí èîíèçàöèè. Ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ, ñóïåð-

ãðàíóëÿöèÿ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííîå óïîðÿäî÷èâà-

íèå áîëüøîãî ÷èñëà ìàëåíüêèõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê. Òàê, íàïðèìåð, â

ðàáîòå [17] ïîêàçàíî, ÷òî ÿ÷åéêè ìåçîãðàíóëÿöèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
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â äâóìåðíîì ìîäåëèðîâàíèè äàæå åñëè ãëóáèíà âû÷èñëèòåëüíîé îáëà-

ñòè íå äîñòèãàåò çîí èîíèçàöèè. Â ðàáîòàõ [15, 18] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

ìàñøòàá ñóïåðãðàíóëÿöèè âîçíèêàåò èç-çà íåëèíåéíîãî, êîëëåêòèâíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ãðàíóë. Èñïîëüçóÿ ÷èñëåííóþ ìîäåëü àããðåãàöèè ìíî-

ãèõ òåë, â ñòàòüå [19] ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåíîñ ìàãíèòíûõ ýëåìåíòîâ â ðå-

çóëüòàòå äâèæåíèÿ ãðàíóë, ìîæåò ïðîèçâîäèòü óçîð ñóïåðãðàíóëÿöèè.

Óìåíüøåíèå ðàçìåðà ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè, ñâÿçàííîå ñ îñëàáëåíèåì

ìàãíèòíîé àêòèâíîñòè, óæå íåäàâíî îáñóæäàëîñü â ðàáîòå [20]. Ïðèìåíå-

íèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ëîêàëüíîé ãåëèîñåéñìîëîãèè è äîëãèå ñåðèè íà-

áëþäåíèé ïðèâåëè ê îòêðûòèþ âîëíîâûõ ñâîéñòâ ñóïåðãðàíóëÿöèè [21],

îçíà÷àþùåå, ÷òî ñóïåðãðàíóëÿöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð âîëíîâîé

êîíâåêöèè.

Ïîíèìàíèå ïðîöåññà ðàçâèòèÿ òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè â ñîëíå÷íîé

ôîòîñôåðå áûëî çàìåòíî óëó÷øåíî ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóð-

ñîâ. Âñå ñåìåéñòâî ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè ìîæåò áûòü

îòíåñåíî ê äâóì êëàññàì. Â ïåðâîé ãðóïïå, ìîäåëèðîâàíèå îñíîâûâà-

ëîñü íà ïðîñòîé ïîëèòðîïíîé ìîäåëè ñòðàòèôèöèðîâàííîé àòìîñôåðû

è ñòàíäàðòíûå óðàâíåíèÿ íåñæèìàåìîé è ñæèìàåìîé ãèäðîäèíàìèêè,

âêëþ÷àÿ âÿçêîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü, ìàãíèòíîé äèôôóçèè ðåøàëèñü

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñ èñêóññòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â

ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî èñïîëüçîâàëèñü ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû, êîòîðûå î÷åíü

óäîáíû äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåñæèìàåìîé îäíîðîäíîé òóðáó-

ëåíòíîñòè [22], íî ïðè ýòîì èìåþò áîëüøèå ïðîáëåìû ñ ìîäåëèðîâàíèåì

ñæèìàåìûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ òå÷åíèé, â ÷àñòíîñòè ñ ðàñ÷åòîì óäàð-

íûõ âîëí è ðàëîæåíèåì âåëè÷èí ïî ñïåêòðàëüíîìó áàçèñó â íàïðàâëåíèè

ñòðàòèôèêàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì, âû÷èñëåíèÿ â âåðòèêàëüíîì

íàïðàâëåíèè ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì

âûñîêîãî ïîðÿäêà èëè êîìïàêòíûõ ñõåì, îáëàäàþùèõ ñïåêòðàëüíîé òî÷-

íîñòüþ [32]. Âî âòîðîé ãðóïïå, ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ îäíîâðåìåí-

íûì ó÷åòîì äèíàìèêè æèäêîñòè è òàêèõ âàæíûõ ôèçè÷åñêèõ ôàêòîðîâ,

9



êàê ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, ðàñïðåäåëåíèé îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

èç ñòàíäàðòíîé ñîëíå÷íîé ìîäåëè, ðåàëèñòè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,

âêëþ÷àÿ èîíèçàöèþ ãåëèÿ è âîäîðîäà, ðåàëèñòè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé. Â ýòîì ñëó÷àå, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü

ñðàâíåíû ïðÿìî ñ íàáëþäåíèÿìè. Â îòëè÷èå îò èäåàëèçèðîâàííûõ ìî-

äåëåé, âû÷èñëåíèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èãíîðèðóþò ôèçè÷åñêóþ âÿç-

êîñòü è îñíîâûâàþòñÿ òîëüêî íà ÷èñëåííîé âÿçêîñòè, ïðèìåíÿåìîé äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó, òàêîå ìîäåëèðîâàíèå

íå ïðèíèìàåò â ðàñ÷åò âñå ìíîãîîáðàçèå âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ

ìàñøòàáîâ äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ. Îäíàêî íåäàâíèå ïðÿìûå ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî çàâèñèìîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ

òóðáóëåíòíûõ ÌÃÄ òå÷åíèé îò äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ ìîæåò èìåòü

îñîáîå âàæíîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð, â ïðîáëåìå ôëóêòóàöèé â äèíàìî-

ìåõàíèçìå [23] ãåíåðàöèè ìàãíèòíûõ ïîëåé [24, 42], è äëÿ ïðîáëåìû ïå-

ðåíîñà óãëîâîãî ìîìåíòà ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ â àêêðå-

öèîííûõ äèñêàõ [25, 26].

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñîëíå÷íîé ñóïåðãðàíóëÿöèè ïðèìåíÿ-

þòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèÿ: ëîêàëüíîå ìîäåëèðî-

âàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, âûáèðàÿ â ýòîì

ñëó÷àå íåáîëüøîé îáúåì ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè, è ãëîáàëüíîå ìîäåëè-

ðîâàíèå â ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êå. Â ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè ðàçìåð âû-

÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè, â ëó÷øèõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÷èñëåííûõ ìîäå-

ëèðîâàíèÿõ, áåðåòñÿ ðàâíûì ðàçìåðó ìàñøòàáà ñóïåðãðàíóëÿöèè. Êðîìå

òîãî øàã ÷èñëåííîé ñåòêè íå äîëæåí áûòü ìåíüøå âåëè÷èíû, íåîáõîäè-

ìîé äëÿ ðàñ÷åòà êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ãðàíóëÿöèè. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî äèíàìèêà íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè ñèëüíî îãðàíè÷åíà ïåðè-

îäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Â

ãëîáàëüíîì, ñôåðè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàèìåíüøèé ìàñøòàá ñðàâíèì ñ

ðàçìåðîì ñóïåðãðàíóëÿöèè, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ýâîëþöèÿ ìàñøòàáîâ ñó-

ïåðãðàíóëÿöèè ñèëüíî äèññèïàòèâíà. Äèíàìèêà êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå
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ãðàíóëÿöèè â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîëíîñòüþ èñêëþ÷åíà èç ðàññìîòðåíèÿ.

Â îáùåì, îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ êàæäîãî òèïà ìîäåëèðîâàíèÿ åùå

íå ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü íåëèíåéíóþ äèíàìèêó è ïåðåíîñ ýíåðãèè íà

ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè ïîëíîñòüþ ñàìîñîãëàñîâàííî. Òåì íå ìåíåå,

÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äà¼ò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î êðóïíîìàñøòàá-

íîé äèíàìèêå êîíâåêöèè è ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïîêîÿùåìñÿ Ñîëíöå.

Ðàññìàòðèâàÿ ìîäåëèðîâàíèå â ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè, â ðàáîòå [30]

îñóùåñòâëåíà ïîïûòêà èññëåäîâàòü äèíàìèêó êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ìå-

çîãðàíóëÿöèè. Â ýòîé ðàáîòå ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëè-

ðîâàíèå êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà, ñ îòíîøåíèåì ãîðèçîí-

òàëüíîãî ìàñøòàáà ê âåðòèêàëüíîìó ðàâíîìó 20, ïðè ÷èñëå Ðýëåÿ 5×105

(ãðóáî â 1000 ðàç áîëüøå êðèòè÷åñêîãî). Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íå

ïîêàçàëè íàëè÷èÿ ìàñøòàáîâ ñóïåðãðàíóëÿöèè, íî áûëî îáíàðóæåíî ñó-

ùåñòâîâàíèå ìåäëåííî ýâîëþöèîíèðóþùåãî ïîëÿ ñêîðîñòåé íà ìàñøòàáå

â ïÿòü ðàç áîëüøå ðàçìåðà ÿ÷ååê ãðàíóëÿöèè. Òèïè÷íîå âðåìÿ êîððå-

ëÿöèè è ïåðåíîñ ýíåðãèè íà ìàñøòàáå ìåçîãðàíóëÿöèè íàìíîãî áîëüøå,

÷åì ïîäîáíûå âåëè÷èíû äëÿ òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ãðà-

íóëÿöèè. Àâòîðû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ðàçâèòèå êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå

ìåçîãðàíóëÿöèè åñòü ðåçóëüòàò êîëëåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áîëüøîãî

÷èñëà ÿ÷ååê ãðàíóëÿöèè. Òàêæå îíè óêàçàëè, ÷òî ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû,

îòâåòñòâåííûå çà îáðàçîâàíèå ìåçîãðàíóëÿöèè, íå òðåáóþò ó÷åòà ñòðàòè-

ôèêàöèè ïëîòíîñòè â ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðå. Îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð ìåç-

îãðàíóëÿöèè, ïðè áîëüøîì àñïåêòíîì îòíîøåíèè, â ìîäåëèðîâàíèè òóð-

áóëåíòíîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåêñà áûëî ïîäòâåðæäåíî â

äàëüíåéøèì íåñêîëüêèìè ãðóïïàìè èññëåäîâàòåëåé [27, 28, 29].

Â ðàáîòå [31] áûëî ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ìîäå-

ëèðîâàíèå êîíâåêöèè â îáëàñòè ñ àñïåêòíûì îòíîøåíèåì ðàâíûì 10.

Àâòîðû íàáëþäàëè ðîñò ðàçìåðà êîíâåêòèâíûõ ñòðóêòóð, íî íå íàøëè

êàêèõ-ëèáî ïðèçíàêîâ îáðàçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ áîëüøèõ,
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÷åì ó ãðàíóëÿöèè íà ïîâåðõíîñòè ôîòîñôåðû. Îòñóòñòâèå ïðèçíàêîâ ñó-

ïåðãðàíóëÿöèè â ýòîì ìîäåëèðîâàíèè îáúÿñíÿëîñü ñëàáîñòüþ ðàçâèòèÿ

òóðáóëåíòíîñòè. Êðîìå òîãî ÷èñëåííàÿ îáëàñòü áûëà íå òàê øèðîêà è

ãëóáîêà, ÷òîáû ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ êðóïíîìàñøòàáíîé äèíàìèêè.

Ê òîìó æå, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [30], â ýòèõ ðàñ÷åòàõ ïðèìåíÿëèñü îò-

êðûòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íèæíåé ãðàíèöû âû÷èñëèòåëüíîé îá-

ëàñòè è ðàññìàòðèâàëàñü ñèëüíàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ àòìîñôåðû. Äàëüíåé-

øèì ðàçâèòèåì ñòàëà ðàáîòà [32], â êîòîðîé àâòîðû ïðîâåëè òðåõìåðíîå,

ëîêàëüíîå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîíâåêöèè â âû÷èñëèòåëü-

íîé îáëàñòè ñ î÷åíü áîëüøèì àñïåêòíûì îòíîøåíèåì ∼ 42, èñïîëüçóÿ

ïîëèòðîïíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïðè óìåðåííîé ñòðàòèôèêàöèè,

áåðÿ ÷èñëà Ðýëåÿ, êàê â ðàáîòå[30] è ïðèìåíÿÿ îòðàæàþùèå ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöå âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íå ïîêàçàëè ïðèçíàêîâ ñóïåðãðàíóëÿöèè â

ñïåêòðå ìîùíîñòè ñêîðîñòè, íî ïîäòâåðäèëè ñóùåñòâîâàíèå äîëãîæè-

âóùèõ è î÷åíü ìîùíûõ òå÷åíèé íà ãîðèçîíòàëüíîì ìàñøòàáå, ïðåâû-

øàþùèì â 5 ðàç ðàçìåð ãðàíóëÿöèè. Êðîìå òîãî, ýòîò ãîðèçîíòàëüíûé

ìàñøòàá êîíâåêöèè óâåëè÷èâàëñÿ ìåäëåííî â òå÷åíèè ïåðèîäà âðåìåíè

ñðàâíèìîãî èëè ïðåâûøàþùåãî âðåìåííîé èíòåðâàë äèôôóçèè òåïëà â

âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Â ðàáîòå [33] áûëî ïðîâåäåíî ðåàëèñòè÷íîå òðåõìåðíîå ìîäåëèðîâà-

íèå êîíâåêöèè â îáëàñòè øèðèíîé 96 Ìì è ãëóáèíîé 20 Ìì. Íàéäåíî

ìîíîòîííîå ãëàäêîå óâåëè÷åíèå ðàçìåðà êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê ñ ãëóáèíîé

è î÷åíü ìàëîå èçìåíåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå

ñóïåðãðàíóëÿöèè. Â ðàáîòå [45] ïðîâåäåí ïîäîáíûé òðåõìåðíûé ÷èñëåí-

íûé ýêñïåðèìåíò â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè øèðèíîé 60 Ìì è ãëóáèíîé

20 Ìì, èñïîëüçóþùèé ïîäñåòî÷íóþ ìîäåëü âÿçêîñòè íà ìàëûõ ìàñøòà-

áàõ êîíâåêòèâíîãî äâèæåíèÿ. Â èòîãå ïîëó÷åí ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ïî-

ñòåïåííîãî óâåëè÷åíèÿ êîíâåêòèâíîãî ìàñøòàáà ñ ãëóáèíîé.
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Íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìîäåëèðîâàíèé ðàçâèòèÿ êîíâåêöèè ïðîâåäåíî

ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà, ïî ñïî-

ñîáó ââåäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Â

ïåðâîì ñëó÷àå, èññëåäîâàòåëè ââîäèëè ñðåäíåå ìàãíèòíîå ïîëå çàäàííîé

âåëè÷èíû è êîíôèãóðàöèè â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, âî âòîðîì ìàãíèòíîå ïî-

ëå ãåíåðèðîâàëîñü â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ, ñòàðòóÿ ñ íåáîëüøîãî íà÷àëü-

íîãî âîçìóùåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòè äâà ïîäõîäà ìîãóò ïðîèçâîäèòü

êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîñêîëüêó äèíàìè÷åñêèé îòêëèê è

÷ëåíû â óðàâíåíèè èíäóêöèè âåäóò ñåáÿ ïî ðàçíîìó â ýòèõ ñèòóàöèÿõ.

Ïåðâàÿ ïîïûòêà ìîäåëèðîâàòü ëîêàëüíóþ, ñîëíå÷íóþ ÌÃÄ êîíâåê-

öèþ áûëà ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [34]. Ðàññìàòðèâàëàñü ñèëüíî ñòðàòè-

ôèöèðîâàííàÿ ìàãíèòîêîíâåêöèÿ, â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ, âïëîòü äî 8. Ðåçóëüòàòû ìî-

äåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ñòðåìèëîñü îòäåëèòüñÿ îò

êîíâåêòèâíîãî äâèæåíèÿ. Àíàëîãè÷íîå ìîäåëèðîâàíèå ñî ñëàáûì ìàã-

íèòíûì ïîëåì [35] îáíàðóæèëî, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå êîíöåíòðèðîâàëîñü

â ÿ÷åèñòóþ ñòðóêòóðó íà ìàñøòàáàõ ìåçîãðàíóëÿöèè, òàêæå êàê â ñïî-

êîéíîì Ñîëíöå.

Êðóïíîìàñøòàáíûå ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÃÄ êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè

Áóññèíåêñà, â òóðáóëåíòíîì ðåæèìå áûëè ïðîâåäåíû â ðàáîòàõ [36, 37,

38]. Â îòñóòñòâèè íà÷àëüíîãî ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðåçóëüòàòû ïîêà-

çàëè, ÷òî ìåëêîìàñøòàáíîå, õàîòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàííîå äè-

íàìî ìåõàíèçìîì, îðãàíèçóåòñÿ â êðóïíîìàñøòàáíûå ìàãíèòíûå ñòðóê-

òóðû íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå ñèëü-

íîãî ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî îñíîâíîé ìàñøòàá

òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè ñèëüíî óìåíüøàåòñÿ ìàãíèòíûì íàòÿæåíèåì.

Òàêæå íåîáõîäèìî îòìåòèòü ðàáîòû [39], [40] è [130], â êîòîðûõ èññëåäî-

âàëñÿ ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ìàãíèòíûõ ñëîåâ è òî÷å÷íûõ êîíöåíòðàöèé

ìàãíèòíîãî ïîòîêà íà ìàñøòàáàõ ìåçîãðàíóëÿöèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè-
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ìåíÿëîñü èäåàëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ìîäåëèðîâàíèþ òðåõìåðíîé ñæèìà-

åìîé ìàãíèòîêîíâåêöèè ñî ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì, âî âòîðîì ñëó÷àå

èñïîëüçîâàëîñü ðåàëèñòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ñ íà÷àëüíûì îäíîðîäíûì,

ãîðèçîíòàëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì. Òàêæå çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ðàáî-

òà [42], â êîòîðîé áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ãåíåðàöèè ìàãíèòíûõ ïî-

ëåé äèíàìî-ìåõàíèçìîì â ðåàëèñòè÷íîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðè

óìåðåííîì àñïåêòíîì îòíîøåíèè âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè.

Òðåõìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîêàëüíîé ÌÃÄ êîíâåêöèè ñ ðåàëèñòè÷-

íîé ôèçèêîé íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè áûëî âïåðâûå ïðîâåäåíî â

ðàáîòàõ [43, 44, 46]. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè øè-

ðèíîé 60 Ìì è ãëóáèíîé 20 Ìì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â îá-

ëàñòè çàäàâàëîñü îäíîðîäíîå âåðòèêàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå âåëè÷èíîé

50 Ãñ. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè îáðàçîâàíèå êðóïíîìàñøòàá-

íîé ñòðóêòóðû ñóïåðãðàíóëÿöèè, êîíöåíòðàöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðàñ-

øèðåííûõ îáëàñòÿõ ðàçìåðîì îêîëî 5 Ìì è â ñëîÿõ, ðàñïîëîæåííûõ

ïî êðàÿì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè. Ïîñëå ýòîãî â ðàáîòå [47] áûëî ïðî-

âåäåíî ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèå êîíâåêöèè â îáëàñòè 48 Ìì øèðèíîé è 20

Ìì ãëóáèíîé ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, íà÷àëüíî ââåäåííûì íà íèæíåé ãðà-

íèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â ôîðìå îäíîðîäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîòîêà.

Õîòÿ âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òîëüêî ñîîòâåòñòâîâàëî âðåìåíè æèçíè ñó-

ïåðãðàíóëÿöèè, ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîêàçàëè, ÷òî âûìåòàíèå ìàãíèòíûõ

ýëåìåíòîâ ê ãðàíèöàì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ

ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âî ìíîãîì ñõîæåé ñ òîé, ÷òî áûëà

ïåðâîíà÷àëüíî ïîëó÷åíà â ðàáîòå [46].

Òàêèì îáðàçîì ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñóïåðãðàíóëÿöèè ñòàíîâèò-

ñÿ î÷åíü àêòèâíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé. Áîëüøèíñòâî íåäàâíèõ êðóï-

íîìàñøòàáíûõ ìîäåëåé óñïåøíî âîñïðîèçâîäÿò íàáëþäåíèÿ ôîòîñôåð-

íîé ñîëíå÷íîé ìàãíèòîêîíâåêöèè â ìàñøòàáå îò ãðàíóëÿöèè äî ñóïåðãðà-

íóëÿöèè. Îäíèì èç ãëàâíûõ äîñòèæåíèé èññëåäîâàíèÿ ñóïåðãðàíóëÿöèè
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ÿâëÿåòñÿ î÷åíü õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ ñ äàííûìè ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé, îáðàáîòàííûõ ìåòîäàìè ãåëèî-

ñåéñìîëîãèè [48, 49].

Öåëè äèññåðòàöèè :

1. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ íèçêîé ÷èñëåí-

íîé äèññèïàöèåé ñ õîðîøèìè ñïåêòðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ ìî-

äåëèðîâàíèÿ ñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè äëÿ çàäà÷è çâåçäîîáðàçî-

âàíèÿ.

2. Èññëåäîâàíèå ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè â çàäà÷å îáðà-

çîâàíèÿ çâ¼çä. Ïîëó÷åíèå óíèâåðñàëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

ôîðñèðîâàííîé òóðáóëåíòíîñòè äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî è ìóëüòèôàçíîãî

ñëó÷àÿ.

3. Èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîé ñîëíå÷íîé ñóïåðãðàíóëÿöèè ñ ðåàëèñòè÷-

íîé ôèçèêîé ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðíûõ ìàñ-

øòàáîâ ðàçâèòèÿ ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà :

1. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðåäëîæåíà ðàçíîñòíàÿ

ñõåìà ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ íèçêîé ÷èñëåííîé äèññèïàöèåé.

Ñõåìà ïîçâîëÿåò ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì ìîäåëèðîâàòü òóðáóëåíòíûå

ñâåðõçâóêîâûå ÌÃÄ òå÷åíèÿ áåç âîçíèêíîâåíèÿ íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿ-

öèé íà îñíîâíûõ ÌÃÄ ðàçðûâàõ è èñêàæåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðè-

ñòèê òóðáóëåíòíîñòè.

2. Ïîñòðîåíà íîâàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñæèìàåìîé ÌÃÄ

òóðáóëåíòíîñòè äåéñòâóþùåé ïðè îáðàçîâàíèè èåðàðõè÷åñêèõ êðóïíî-

ìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð â äèôôóçíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäå è â îáëàñòÿõ

çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â ïëîòíûõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ. Â îñíîâå ìîäåëè

ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå î òóðáóëåíòíîñòè êàê ìåõàíèçìå ïðåîáðàçîâàíèÿ

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîñòóïàþùåé îò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íà áîëüøèõ

ìàñøòàáàõ ïðè îäíîâðåìåííîì äåéñòâèè ñëó÷àéíîé âûíóæäàþùåé ñèëû.

Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè âïåðâûå â ìèðîâîé ïðàêòèêå ïîêàçàíî, ÷òî çàêîí
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4/3 äëÿ íåñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äëÿ

ñâåðõçâóêîâûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé.

3. Ðàçðàáîòàíà íå èìåþùàÿ ìèðîâûõ àíàëîãîâ òðåõìåðíàÿ ÷èñëåííàÿ

ìîäåëü ýâîëþöèè êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè, ó÷èòûâàþ-

ùàÿ ïîäñåòî÷íûå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè, ðåàëèñòè÷íîå óðàâíåíèå ñîñòî-

ÿíèÿ çâåçäíîãî âåùåñòâà, íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé ñîëíå÷íîé ìîäåëè, äåéñòâèå ãðàâèòàöèè, ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, ïåðåíîñà ðàäèàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ.

4. Âïåðâûå â ìèðîâîé ïðàêòèêå ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ÌÃÄ

ìîäåëèðîâàíèå ëîêàëüíîé ñîëíå÷íîé ñóïåðãðàíóëÿöèè. Ïîëó÷åíî, ÷òî

õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ðàçâèòèÿ êîíâåêöèè óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ãëóáèíîé

ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðû, ìàãíèòíîå ïîëå êîíöåíòðèðóåòñÿ â ðàñøèðåííûõ

îáëàñòÿõ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ïîäàâëåíèåì êîíâåêöèè è â ñëîÿõ, ðàñïî-

ëîæåííûõ ïî êðàÿì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè.

5. Ïðîâåäåíà ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ ïàðàëëåëüíîãî êîìïëåêñà ïðî-

ãðàìì. Â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî ïîäòâåðæäåíèå âûñî-

êîé ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ïàðàëëåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè.

Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü :

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû âàæíû äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçèêè

îáðàçîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêèõ ñòðóêòóð â äèôôóçíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäå è

â îáëàñòÿõ çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â ïëîòíûõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ. Íàó÷-

íàÿ öåííîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå íîâûõ ïîä-

õîäîâ ê èçó÷åíèþ ñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè â ïðîáëåìå çâåçäîîá-

ðàçîâàíèÿ, â íàõîæäåíèè íîâûõ óíèâåðñàëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòå-

ðèñòèêàõ ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðà-

áîòû ñâÿçàíà ñ ïðîâåäåíèåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè,

ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ

âûÿñíåíèÿ ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû òóðáóëåíòíîñòè è äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðå-

çóëüòàòàìè íàçåìíûõ è êîñìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

îïóáëèêîâàíû â àâòîðèòåòíûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ è èñïîëüçóþòñÿ êàê ó
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íàñ â ñòðàíå, òàê è çà ðóáåæîì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû :

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíà-

ðàõ Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì.Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Óíèâåð-

ñèòåòà Ñòýíôîðäà(ÑØÀ), Óíèâåðñèòåòà Àðèçîíà(ÑØÀ), Óíèâåðñèòå-

òà Ïðèíñòîíà(ÑØÀ), Óíèâåðñèòåòà Ðèâåðñàéäà(ÑØÀ), Óíèâåðñèòåòà

Íîðòðèäæà(ÑØÀ), Óíèâåðñèòåòà ÑàíÄèåãî(ÑØÀ), à òàêæå íà ñëåäóþ-

ùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñèìïîçèóìàõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ SOHO

14 / GONG 2004 "Helio- and Asteroseismology: Towards a Golden Future"

(ÑØÀ, 2004); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Large-scale Structures and

their Role in Solar Activity"(ÑØÀ, 2004); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

"Solar MHD Theory and Observations: A High Spatial Resolution Perspective"

(ÑØÀ, 2005); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Numerical Modeling of Space

Plasma Flows: Astronum-2006"(ÑØÀ, 2006); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåí-

öèÿ "FIFTY YEARS OF ROMANIAN ASTROPHYSICS"(Ðóìûíèÿ, 2006);

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Subsurface and Atmospheric In�uences on

Solar Activity"(ÑØÀ, 2007); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "EXPLORING

THE SOLAR SYSTEM AND THE UNIVERSE"(Ðóìûíèÿ, 2007); Ìåæäó-

íàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Solar-Stellar Dynamos as Revealed by Helio- and

Asteroseismology"(ÑØÀ, 2008); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Eleventh

International Conference on Hyperbolic Problems, Theory, Numerics,

Applications"(Ôðàíöèÿ, 2006); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "13th

International Conference on Hyperbolic Problems, Theory, Numerics,

Applications"(Êèòàé, 2010); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "HELAS II

International Conference - Helioseismology, Asteroseismology and MHD

Connections"(Ãåðìàíèÿ, 2007); Ìåæäóíàðîäíîå ñîâåùàíèå "Solar

polarization 5"(Øâåéöàðèÿ, 2007); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

"Turbulent Mixing and Beyond"(Èòàëèÿ, 2009); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôå-

ðåíöèÿ "Òèõîíîâ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà"(Ðîññèÿ, 2006); Ìåæäóíà-

ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûå
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ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé"(Ðîññèÿ, 2008). Ìåæäóíàðîäíûé ñèì-

ïîçèóì IAU 270 "Computational Star Formation"(Èñïàíèÿ, 2010);

Äîñòîâåðíîñòü ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ :

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì õî-

ðîøî îáîñíîâàííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, óñòîé÷èâîñòüþ è ñõîäèìîñòüþ

èñïîëüçîâàííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ñðàâíåíèåì ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè

èç íàçåìíûõ íàáëþäåíèé è êîñìè÷åñêèõ ñïóòíèêîâ, íàëè÷èåì ïóáëèêà-

öèé è äîêëàäîâ, îáñóæäåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ðàçëè÷íûõ

êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà :

Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ïî ìîäåëèðîâàíèþ ñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíò-

íîñòè âêëàä àâòîðà â ïîñòàíîâêó ðåøåííûõ çàäà÷ è â èíòåðïðåòàöèþ

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûë ðàâíûì âêëàäîì äðóãèõ ñîàâòîðîâ, à ñàìî

ðåøåíèå çàäà÷ è ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ áûëè âûïîëíåíû äèññåð-

òàíòîì. Âêëàä àâòîðà â ðàçðàáîòêó ÷èñëåííîãî ìåòîäà PPML è â ìîäå-

ëèðîâàíèå ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè áûë îñ-

íîâíûì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû :

1. Ðàçðàáîòàí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä PPML (êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèé

ìåòîä íà ëîêàëüíîì øàáëîíå) äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêî-

ãî òèïà â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïðîâåäåíà ïðàêòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà

ìåòîäà PPML íà ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷àõ-òåñòàõ, ïîêàçàâøàÿ âûñîêèé

ïîðÿäîê òî÷íîñòè è íèçêóþ ÷èñëåííóþ äèññèïàöèþ ìåòîäà. Ìåòîä PPML

ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ñâåðõçâóêîâûå òóðáóëåíòíûå ÌÃÄ òå÷åíèÿ áåç

ïîÿâëåíèÿ íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé íà ÌÃÄ ðàçðûâàõ è èñêàæåíèÿ

ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè.

2. Ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èçîòåðìè÷åñêîé

ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè äëÿ îöåíêè è ñðàâíåíèÿ ìåòîäà PPML

ñ ïîïóëÿðíûìè â àñòðîôèçèêå ÌÃÄ ïðîãðàììàìè, ïðèìåíÿåìûå äëÿ èñ-
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ñëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû çâåçäîîáðàçîâàíèÿ. Íàéäåíî, ÷òî ìåòîä PPML â

ñîâîêóïíîñòè ëó÷øå äðóãèõ ìåòîäîâ îòðàæàåò ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðè-

ñòèêè ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè.

3. Ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ

òóðáóëåíòíîñòè íà ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðàõ â ïðîáëåìå îáðàçî-

âàíèÿ çâåçä è ôîðìèðîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìîëåêóëÿðíûõ

îáëàêîâ. Ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñæèìàåìîé,

ôîðñèðîâàííîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îáðàçîâàíèå ÿäåð ïðîòîçâ¼çä ïðîèñõîäèò â ñâåð-

õàëüâåíîâñêîì ðåæèìå, ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè ïîñòîÿííà â èíåðöè-

îííîì èíòåðâàëå, çàêîí 4/3 äëÿ íåñæèìàåìîé ÌÃÄ ìîæåò áûòü ïåðåíå-

ñåí íà ñâåðõçâóêîâûå òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ.

4. Ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè äëÿ

ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ôîðìèðîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìîëåêóëÿð-

íûõ îáëàêîâ è îáðàçîâàíèÿ ÿäåð ïðîòîçâ¼çä â òåìíûõ îáëàêàõ. Â îñíîâå

ìîäåëè ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå î òóðáóëåíòíîñòè êàê ìåõàíèçìå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ïîñòóïàþùåé îò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íà

áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíîé âûíóæäàþùåé ñèëû.

5. Ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèå ëîêàëüíîé

ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè ñ ðåàëèñòè÷íîé ôè-

çèêîé. Â ðàñ÷åòàõ ïîëó÷åíî, ÷òî õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû êîíâåêöèè ðàñ-

òóò ïðè äâèæåíèè âãëóáü îò ïîâåðõíîñòè ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðû, ìàã-

íèòíîå ïîëå êîíöåíòðèðóåòñÿ ïî êðàÿì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè è â ðàñ-

øèðåííûõ îáëàñòÿõ, ãäå íàáëþäàåòñÿ ïîäàâëåíèå êîíâåêöèè. Ñðåäíèé

ðàäèóñ êðóïíîìàñøòàáíûõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê, îáíàðóæåííûé â ìîäå-

ëèðîâàíèè, ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìûì ðàçìåðàì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿ-

öèè.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè :

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Îáùèé

îáú¼ì äèññåðòàöèè 205 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 74 ðèñóíêà, 11 òàáëèö è ñïèñîê
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû :

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâ-

íûå öåëè ïðîâåäåííûõ â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèé. Èçëîæåíî êðàòêîå

ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Â ãëàâå 1 "Êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèé ìåòîä íà ëîêàëüíîì øàáëîíå

PPML"ïðåäñòàâëåí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä PPML äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, èìåþùèé âû-

ñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è íèçêóþ ÷èñëåííóþ äèññèïàöèþ. Ïîñòðîåíèå

ìåòîäà è åãî îñíîâíûå ñâîéñòà ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû íà ïðèìåðå óðàâ-

íåíèé ñêàëÿðíîãî òèïà è ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè. Äëÿ ïðîâåð-

êè âû÷èñëèòåëüíûõ êà÷åñòâ ìåòîäà ïðîâåäåíî áîëüøîå ÷èñëî òåñòîâûõ

ðàñ÷åòîâ è ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è îá ýâîëþöèè ñæèìàåìîé ÌÃÄ òóð-

áóëåíòíîñòè.

Â ïàðàãðàôå 1.1 "PPML äëÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé"äàíî îïèñàíèå íî-

âîãî ìåòîäà PPML äëÿ ðåøåíèÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà PPML ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè èíôîðìà-

öèè î ðåøåíèè ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ, ïåðåíåñåííîé âäîëü õà-

ðàêòåðèñòèê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ

ñîñòîÿíèé íà ãðàíèöå ÷èñëåííîé ÿ÷åéêè. Ýòè ñîñòîÿíèÿ â äàëüíåéøåì

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ ïåðå-

ìåííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íîé ïàðàáîëû. Ïðîâåäåíî

ñðàâíåíèå îøèáîê â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìåòîäîì PPML è ïîïó-

ëÿðûíì ìåòîäîì PPM â ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ íîðìàõ. Íàéäåíî,

÷òî ìåòîä PPML óìåíüøàåò îøèáêè âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ íîðìàõ è îá-

ëàäàåò ìåíüøåé äèññèïàöèåé, ÷åì ñõåìà PPM. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå

ñâîéñòâ ìåòîäà PPML â çàäà÷å îáðàçîâàíèÿ, äâèæåíèÿ è ñòîëêíîâåíèÿ

óäàðíûõ âîëí è ôîðìèðîâàíèÿ îáëàñòåé ðàçðåæåíèÿ ïðè ðåøåíèè óðàâ-

íåíèÿ Áþðãåðñà. Ìåòîä PPML ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ðåøåíèå â îáëàñòÿõ

ðàçðåæåíèÿ áåç ïîòåðè òî÷íîñòè â îñòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîâåäåí-

íûå èññëåäîâàíèÿ ãîâîðÿò î ïîâûøåíèè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
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ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà PPML.

Â ïàðàãðàôå 1.2 "PPML äëÿ ãàçîäèíàìèêè"ìåòîä PPML ðàñøèðåí

äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè. Èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî

ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà ïðè äâèæåíèè âäîëü õàðàêòåðèñòèê ãè-

ïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîñòîÿíèé íà ãðàíè-

öàõ ÿ÷ååê. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ñâîéñòâîì, íåîáõîäèìî ëèíåàðè-

çîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè, çàôèêñèðîâàâ áàçèñ ïðàâûõ è

ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â êàæäîé ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêå. Ãðàíè÷íûå ñî-

ñòîÿíèÿ â îáëàñòÿõ íåìîíîòîííîãî ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî

ñòàíäàðòíîìó ìåòîäó PPM è ïðîöåäóðû ìîíîòîíèçàöèè, ñîõðàíÿþùåé

ïîðÿäîê ñõåìû. Ïðè âû÷èñëåíèè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé êóñî÷íûõ ïàðàáîë

â ìåòîäå PPML â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ó÷èòûâàþòñÿ èçìåíåíèÿ àìïëèòóä

âîëí â ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íåôèçè÷íûõ îñöèë-

ëÿöèé â ðåøåíèé. Ïîòîê íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè îïðåäåëÿåòñÿ èç ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ìåòîäà

Ðîó, êîòîðûé îòíîñèòåëüíî ïðîñò â ðåàëèçàöèè è îáëàäàåò íèçêîé ñõåì-

íîé âÿçêîñòüþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ

ïî âðåìåíè ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ àìïëèòóäû âîëí ïî îáëà-

ñòè åå âëèÿíèÿ, àíàëîãè÷íî ìåòîäèêå PPM. Ðåøåíèå îäíî- è äâóõìåðíûõ

òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä PPML ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïåðå-

äàåò âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèå ðàçðûâû è îáëàäàåò íèçêîé äèññèïàöèåé.

Â ïàðàãðàôå 1.3 "PPML äëÿ èäåàëüíîé ÌÃÄ"ïðåäñòàâëåíà ÷èñëåííàÿ

ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîìåðíîé èäåàëüíîé ÌÃÄ, îñíîâàííàÿ íà

ìåòîäå PPML. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ÌÃÄ ëèíåàðèçóåòñÿ äëÿ êàæäîé ðàç-

íîñòíîé ÿ÷åéêè ïðè ôèêñèðîâàíèè áàçèñà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïîñëå

ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà ïðè äâè-

æåíèè âäîëü õàðàêòåðèñòèê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé íà ãðàíèöàõ ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê. Â ýòîì ñëó÷àå

äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîëó÷àþòñÿ ñâîè ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, èõ çíà÷å-

íèÿ íà îáùåì èíòåðôåéñå äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÿ÷åéêè íå ñîâïàäàþò.
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Äëÿ �ñøèâêè� ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó Ðèìàíà î ðàñïàäå

ðàçðûâà ìåæäó íèìè, ïåðåéäÿ ïðè ýòîì îò ïðîñòûõ ïåðåìåííûõ ê êîí-

ñåðâàòèâíûì. Ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòÿõ íåìîíîòîííîãî ðåøåíèÿ

ïåðåîïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî îäíîìåðíîé ïðîöåäóðû ìîíîòîíèçàöèè, ñî-

õðàíÿþùåé ïîðÿäîê ñõåìû è ìíîãîìåðíîãî àëãîðèòìà ìîíîòîíèçàöèè,

óäàëÿþùåãî ëîêàëüíûå âûáðîñû â ðåøåíèè. Âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ íà ãðà-

íèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè ïðîâîäèòñÿ ïî ìåòîäèêå ðàçðàáîòàííîé äëÿ ñëó÷àÿ

ãàçîäèíàìèêå. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðåìå Ñòîêñà è

îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïî-

íåíò âåêòîðîâ ïîòîêîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ. Ðåøåíèå îäíî- è äâóõ-

ìåðíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ÌÃÄ ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä PPML äàåò îòëè÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå êàê ãëàäêèõ, òàê è ðàçðûâíûõ ðåøåíèé.

Â ïàðàãðàôå 1.4 "Ìîäåëèðîâàíèå ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè"ìåòîä

PPML ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ òðóäíîé ïðîáëåìû ðàñ÷åòà ôîðñèðî-

âàííîé ñóïåðàëüâåíîâñêîé òóðáóëåíòíîñòè. Ìíîãèå ÷èñëåííûå ìåòîäû,

êîòîðûå óñïåøíî ïðîõîäÿò ñòàíäàðòíûå ÌÃÄ òåñòû, ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé-

÷èâûìè ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è [93]. Äîáàâëåíèå íåáîëüøîé âÿçêîñòè

â ÷èñëåííóþ ñõåìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åå óñòîé÷èâîñòè, ïðèâîäèò â êîíå-

íîì ñ÷åòå ê äåãðàäàöèè òóðáóëåíòíûõ ñòàòèñòèê [80]. Ïîýòîìó ïðîáëåìà

÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèòñÿ ðåøàþùåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, êàê

ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè, òàê è ñàìîãî ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâà-

íèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ óðîâíÿ ìàãíåòèçàöèè âåùåñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåòîä PPML ÿâ-

ëÿåòñÿ èäåàëüíî óñòîé÷èâûì ìåòîäîì, îáëàäàåò øèðîêèì ñïåêòðàëüíûì

äèàïàçîí è íå èñêàæàåò ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè.

Âñå ýòî äåëàåò åãî èäåàëüíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì äëÿ êðóïíîìàñøòàá-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñæèìàåìîé ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè.

Â ïàðàãðàôå 1.5 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû ïî ãëàâå 1.

Â ãëàâå 2 "Ìîäåëèðîâàíèå ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè â ìîëå-
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êóëÿðíûõ îáëàêàõ"ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ñ äðóãèìè

ïîïóëÿðíûìè ïðîãðàììàìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ ðàñ-

ïàäàþùåéñÿ òóðáóëåíòíîñòè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî

ñëó÷àÿ â ïðîáëåìå çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è äëÿ ìóëüòèôàçíîãî ñëó÷àÿ ïðè

èññëåäîâàíèè îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ. Ðàññìîòðåíû îñíîâ-

íûå ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè òóðáóëåíòíîñòè è ïîëó÷åí íîâûé óíè-

âåðñàëüíûé çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè.

Â ïàðàãðàôå 2.1 "Òåñòèðîâàíèå PPML ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâåðõçâóêî-

âîé èçîòåðìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè"ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå PPML ñ èç-

âåñòíûìè ÷èñëåííûìè êîäàìè â ðåøåíèè ïðîáëåìû ýâîëþöèè ñâåðõàëü-

âåíîâñêîé èçîòåðìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé ñëó-

÷àéíîé ñèëû, ñòàðòóÿ ñ îäèíàêîâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Àíàëèç ñïåêòðà

ìîùíîñòè ñêîðîñòè è ìàãíèòíîé ýíåðãèè â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.02,

0.06, è 0.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî PPML îáëàäàåò â ñîâîêóïíîñòè íàèìåíüøåé

÷èñëåííîé äèññèïàöèåé ñðåäè ïðåäñòàâëåííûõ ïðîãðàììì. Íà îñíîâå

îöåíîê øèðèíû ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû è ÷èñåë Ðåéíîëüäñà äëÿ ñêîðîñòè è

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñäåëàí âûâîä, ÷òî ìåòîä PPML îáëàäàåò íàèëó÷øèìè

äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè ñðåäè âñåõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâ-

ëåííûõ â ìîäåëèðîâàíèè ðàçðóøåííîé òóðáóëåíòíîñòè.

Â ïàðàãðàôå 2.2 "Ìîäåëèðîâàíèå ñâåðõçâóêîâîé èçîòåðìè÷åñêîé òóð-

áóëåíòíîñòè"äàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõçâóêîâîé

ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî ñëó÷àÿ â ïðîáëåìå çâåçäî-

îáðàçîâàíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç îñíîâíûõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàòåðèñòèê è

çàêîíîâ ïîäîáèÿ äëÿ ñæèìàåìîé èçîòåðìè÷åñêîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè.

Ñïåêòð ìîùíîñòè ëîãàðèôìà ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè ãàçà ìàñøòàáè-

ðóåòñÿ êàê k−1.79, k−1.64, è k−1.52 ïðè çíà÷åíèÿõ ïëàçìåííîãî ïàðàìåòðà

β0 = 20, 2, è 0.2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ è ÷èñëà Ìàõà ñïåêòð ïëîòíîñòè ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïëîñêèì.

Âåëè÷èíà íàêëîíà ñïåêòðà ñêîðîñòè â ñòåïåííîì çàêîíå óìåíüøàåòñÿ êàê
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�1.94, -1.62, -1.51 äëÿ β0 = 20, 2, è 0.2, ñîîòâåòñòâåííî, ñïåêòð ñêîðîñòè ñ

óâåëè÷åíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïëîñêèì. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî âåëè÷èíà íàêëîíà �1.8 äëÿ ñïåêòðà ñêîðîñòè, ïîëó÷åííàÿ èç íàáëþ-

äåíèé ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ, ñîãëàñóåòñÿ ñî ñâåõàëüâåíîâñêîé ïðèðîäîé

òóðáóëåíòíîñòè. Â ñâåðõàëüâåíîâñêîì ñëó÷àå ïðè β = 20 ðåçóëüòàòû ïî-

äîáíû äëÿ íåçàìàãíè÷åííûõ òå÷åíèé, â êîòîðûõ âåëè÷èíà íàêëîíà ñïåê-

òðà ñêîðîñòè -1.94 áëèçêà ê �2 äëÿ çàêîíà Áþðãåðñà è âåëè÷èíà íàêëîíà

â ñïåêòðå P (ρ1/3u, k) ∼ k−1.7 áëèçêà ê çíà÷åíèþ â ñïåêòðå Êîëìîãî-

ðîâà. Ïîêàçàíî, ÷òî îáðàçîâàíèå ÿäåð çâ¼çä ïðîèñõîäèò â ñâåðõàëüâå-

íîâñêîì ðåæèìå, ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè ïîñòîÿííà â èíåðöèîííîì

èíòåðâàëå, çàêîí 4/3 äëÿ íåñæèìàåìîé ÌÃÄ ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí íà

ñâåðõçâóêîâûå òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå óðîâíåé íà-

ñûùåíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè

äëÿ ìîäåëåé ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ðàçðåøåíèÿìè 2563, 5123, è 10243 ïðè

ïëàçìåííîì ïàðàìåòðå β0 = 2. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîêàçûâàåò ñõîäè-

ìîñòü óæå íà ñåòêå 2563, òîãäà êàê óðîâåíü íàñûùåíèÿ ìàãíèòíîé ýíåð-

ãèè çàâèñèò îò ðàçðåøåíèÿ ñåòêè, îáóñëîâëåííûé ÷èñëåííîé äèôôóçèåé,

ïîäàâëÿþùåé ñæàòèÿ ìåëêèõ ìàñøòàáîâ, è äåéñòâèåì ìåëêîìàñøòàáíî-

ãî äèíàìî. Èç ðåçóëüòàòîâ ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè β0 = 2 íàéäåíî,

÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè èìååò ëîãíîðìàëü-

íóþ ôîðìó ñ èäåàëüíîé ñîâïàäåíèåì ïîðÿäêà ∼ 108 ïî âåðîÿòíîñòè ïðè

áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ íåìàãíèòíûì ñëó÷àåì ïðèMs = 6,

ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ÌÃÄ ñëó÷àå ïðèMs = 10 ÿâëÿåòñÿ áîëåå

øèðîêèì ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ìàõà.

Â ïàðàãðàôå 2.3 "Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ îáëà-

êîâ"ïðåäëîæåíà íîâàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåæçâåçäíîé ñðåäû, ïîä-

âåðãàþùåéñÿ íåëèíåéíûì âçàèìîäåéñòâèÿì è ñàìîîðãàíèçàöèè â ãàëàê-

òè÷åñêèõ äèñêàõ. Ìåæçâåçäíàÿ ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñèñòåìà ñ òóð-

áóëåíòíîñòüþ, â êîòîðîé êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ââåäåíííàÿ íà áîëüøèõ

ìàñøòàáàõ, íàïðèìåð â ðåçóëüòàòå âçðûâà ñâåðõíîâûõ, ïåðåíîñèòñÿ îò
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êðóïíûõ ìàñøòàáîâ ê ìåëêèì â ðåçóëüòàòå êàñêàäíîãî ïðîöåññà. Ìåæ-

çâåçäíàÿ ñðåäà ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ ðàçëè÷íûõ ïîòîêîâ ýíåðãèè, è ñà-

ìîðãàíèçàöèÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ïðîöåññà ðåëàêñàöèè ïîñðåäñòâîì

íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñè-

ñòåìû ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÌÃÄ ñëó÷àÿ.

Â ýòîé êàðòèíå, ìîëåêóëÿðíûå îáëàêà ñ èõ âíóòðåííåé èåðàðõè÷åñêîé

ñòðóêòóðîé îáðàçóþòñÿ êàê äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû - àêòèâíûå îá-

ëàñòè ñèëüíî ïåðåìåæàþùåãîñÿ òóðáóëåíòíîãî êàñêàäà, êîòîðûé ïðåîá-

ðàçóåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðè äåéñòâèè ñëó÷àéíîé âûíóæäàþùåé

ñèëû. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñêîëüêî ïðîñòûõ ìîäåëåé

â ïåðèîäè÷åñêîé êîðîáêå, â êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ èñêóññòâåííàÿ êðóïíî-

ìàñøòàáíàÿ ñîëåíîèäàëüíàÿ ñèëà äëÿ èìèòàöèè ïåðåíîñà êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè îò ðàçëè÷íûõ ãàëàêòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Ðåçóëüòàòû ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ìàãíèòíîå ïîëå óñèëèâàåòñÿ

ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíîé ñèëû è íàñûùàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ñèñòåìû ê

óñòîé÷èâîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ. Óðîâåíü íàñûùåíèÿ çàâèñèò îò

âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ B0 è îò ñêîðîñòè ïîäà÷è êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè êðóïíîìàñøòàáíîé ñèëîé, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëåíà urms

è n0. Àíàëèç ôàçîâîé äèàãðàììû ïîêàçûâàåò, ÷òî òóðáóëåíòíîñòü äàåò

âêëàä â øèðîêèé äèàïàçîí òåïëîâîãî äàâëåíèÿ è òàêæå, ÷òî pth â ìîëå-

êóëÿðíîì ãàçå ñ êîíöåíòðàöèåé (n > 100 ñì−3) åñòü âûøå, ÷åì äëÿ äèô-

ôóçíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäû, äàæå íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàìîãðàâèòàöèÿ

èãíîðèðîâàíà â ìîäåëè. Ýôôåêò ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïëîòíîñòü âåðîÿò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (PDF) ïëîòíîñòè î÷åâèäíî î÷åíü ñëàá â ñðåäíåì,

è ÷àñòü PDF, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûñîêîé ïëîòíîñòè, ìîæåò áûòü õîðîøî

àïïðîêñèìèðîâàíà ëîãíîðìàëüíîé ôîðìîé, êàê è â èçîòåðìè÷åñêîì ñëó-

÷àå. Âçâåøåííîå ïî ìàññå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïîëó÷åííîå â íàøåé

ìîäåëè ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ðåêîíñòðóèðîâàííûì èç íàáëþ-

äåíèé ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì ÓÔ ñïåêòðà ãîðÿ÷èõ çâ¼çä [127]. Ìîäåëè ñ

urms = 16 êì/ñåê âîñïðîèçâîäÿò êàê ôîðìó, òàê è øèðèíó íàáëþäàåìûõ
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ðàñïðåäåëåíèé âïîëíå îò÷åòëèâî. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëÿþò

îïðåäåëèòü óðîâåíü ñèëû ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ. Ñó-

ùåñòâóåò ÿñíî ïîëîæèòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ MA ∼ n0.4 è áîëüøàÿ ÷àñòü

ïëîòíîãî âåùåñòâà (n > 100 cm−3) ïîïàäàåò â ñâåðõàëüâåíîâñêóþ ÷àñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ. Êëþ÷ ê ïîíèìàíèþ ïðîèñõîæäåíèÿ ýòîãî ñâåðõàëüâåíîâ-

ñêîãî ðåæèìà â õîëîäíîì è ïëîòíîì ìîëåêóëÿðíîì ãàçå ëåæèò â ïðîöåñ-

ñå ñàìîîðãàíèçàöèè â çàìàãíè÷åííîé ìåæçâåçäíîé òóðáóëåíòíîñòè. Åñ-

ëè ìîëåêóëÿðíûå îáëàêà îáðàçóþòñÿ â òóðáóëåíòíîé ìåæçâ¼çäíîé ñðåäå

÷åðåç êðóïíîìàñøòàáíîå ñæàòèå äèôôóçíîãî Hi, òîãäà òóðáóëåíòíîñòü

â òàêèõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ ìîæåò áûòü òîëüêî ñâåðõàëüâåíîâñêîé

[128].

Â ïàðàãðàôå 2.4 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû ïî ãëàâå 2.

Â ãëàâå 3 "Ìîäåëèðîâàíèå ëîêàëüíîé ñîëíå÷íîé ñóïåðãðàíóëÿöèè"

ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì êðóïíûõ âèõ-

ðåé ôîòîñôåðíîé, ëîêàëüíîé ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè, èñïîëüçóÿ ðåàëèñòè÷-

íóþ ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü. Èññëåäîâàíà òåïëîâàÿ ñòðóêòóðà êîíâåêòèâ-

íûõ äâèæåíèé â âåðõíåé ðàäèàöèîííîé çîíå ôîòîñôåðû, äèàïàçîí âîç-

íèêàþùèõ ðàçìåðîâ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê è ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ êîí-

âåêöèè âãëóáü îò ïîâåðõíîñòè Ñîëíöà. Ðàññìîòðåíà âðåìåííàÿ ýâîëþ-

öèÿ è ðîñò êðóïíûõ êîíâåêòèâíûõ ìîä íà ìàñøòàáå ìåçîãðàíóëÿöèè è

ñóïåðãðàíóëÿöèè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ðàçâèòèå ëî-

êàëüíîé êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè. Ðàññìîòðåíî ïðèìå-

íåíèå ìåòîäîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåëèîñåéñìîëîãèè äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ èíôîðìàöèè î âíóòðåííèõ äâèæåíèÿõ âåùåñòâà â ñîëíå÷íîé ôî-

òîñôåðå.

Â ïàðàãðàôå 3.1 "×èñëåííàÿ ìîäåëü ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè"îïèñàíà

òðåõìåðíàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåð-

ãðàíóëÿöèè, ó÷èòûâàþùàÿ ïîäñåòî÷íûå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè, ðåàëè-

ñòè÷íîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ çâåçäíîãî âåùåñòâà, íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé ñîëíå÷íîé ìîäåëè, äåé-
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ñòâèå ãðàâèòàöèè, ïåðåíîñà ðàäèàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ. Ýâîëþöèÿ âñåõ

êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ âî âðåìåíè ðàññ÷èòûâàëàñü ñ ïîìîùüþ ÿâ-

íîé TVD êîíñåðâàòèâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû [135], îñíîâàííàÿ íà ëîêàëüíî-

õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìåòîäå âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ âäîëü êàæäîãî ïðîñòðàí-

ñòâåííîãî íàïðàâëåíèÿ è ñîõðàíÿþùàÿ ëîêàëüíûé áàëàíñ ãðàäèåíòà äàâ-

ëåíèÿ è ñèëû ãðàâèòàöèè.

Â ïàðàãðàôå 3.2 "Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñîëíå÷íîé êîí-

âåêöèè"ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ëî-

êàëüíîé ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè ñ ðåàëè-

ñòè÷íîé ôèçèêîé. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñ óâåëè÷å-

íèåì ãëóáèíû ðàçìåð êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê ðàñò¼ò è èõ ÷èñëî ñîîòâåò-

ñòâåííî óìåíüøàåòñÿ. Íà ãëóáèíå 2-5 Ìì ñðåäíèé ðàçìåð ÿ÷ååê ñîñòàâ-

ëÿåò 10-15 Ìì, â òî âðåìÿ êàê îí ðàâåí 15-20 Ìì íà ãëóáèíàõ áîëüøå

÷åì 10 Ìì. Âåðòèêàëüíîå äâèæåíèå íà êðàÿõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê èìååò

ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü è ñòàíîâèòñÿ ñâåðõçâóêîâûì â óãëàõ ÿ÷ååê íà

ãëóáèíàõ 3-4 Ìì. Íà áîëüøèõ ãëóáèíàõ òå÷åíèå âåùåñòâà çàìåäëÿåòñÿ

è ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå ëàìèíàðíûì. Èñïîëüçîâàíèå ïàññèâíûõ ÷àñòèö â

âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè äàëî âîçìîæíîñòü îáíàðóæèòü êðóïíîìàñøòàá-

íûå ðàñõîäÿùèåñÿ òå÷åíèÿ ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 1-1.5 êì/ñåê èç öåíòðîâ

ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè. Ñðåäíèé ðàçìåð êðóïíîìàñøòàáíûõ êîíâåêòèâ-

íûõ ÿ÷ååê, íàéäåííûé â ìîäåëèðîâàíèè, ðàâåí 20-30 Ìì â äèàìåòðå è

ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìûì ðàçìåðàì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè.

Â ïàðàãðàôå 3.2 "ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèå ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè"ïðîâåäåíî

ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíó-

ëÿöèè â òðåõìåðíîé âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè ñ íàëîæåíèåì îäíîðîäíîãî

ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, çíà÷åíèå êîòîðîãî âçÿòî èç íàáëþäåíèé. Ìàã-

íèòíîå ïîëå ìîæåò ìåíÿòü ïðîñòðàíñòâåííûå ìàñøòàáû è òåìï ðàçâèòèÿ

êîíâåêöèè, îãðàíè÷èâàòü ðîñò êîíâåêòèâíûõ ìîä íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòà-

áàõ îò ãðàíóëÿöèè äî ñóïåðãðàíóëÿöèè. Â îáëàñòÿõ ñèëüíîé êîíöåíòðà-

öèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êàê íàïðèìåð â ñîëíå÷íûõ ïÿòíàõ, êîíâåêöèÿ ìî-
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æåò áûòü ïîëíîñòüþ ïîäàâëåíà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îñíîâíûå ýëåìåí-

òû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ÷èñëåííàÿ ñõåìà ñëåäóåò ãèäðîäè-

íàìè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ â îáùåé ñõåìå

èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âêëþ÷åíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íàéäåíî ÷òî

ìàãíèòíîå ïîëå êîíöåíòðèðóåòñÿ â ðàñøèðåííûõ îáëàñòÿõ, ïîäîáíî ñîë-

íå÷íûì ïÿòíàì, ñ äèàìåòðîì îêîëî 5 Ìì è â òîíêèõ âåðòèêàëüíûõ ñëî-

ÿõ íà ãðàíèöå ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè. Â ïðîòÿæåííûõ îáëàñòÿõ íàéäå-

íî óâåëè÷åíèå ñèëû ìàãíèòíîãî ïîëÿ äî çíà÷åíèé 700-800 Ãàóññ, âíóòðè

ÿ÷åéêè ñóïåðãðàíóëÿöèè çíà÷åíèå âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ î÷åíü ìàëî îêîëî 1 Ãàóññà è ìåíüøå. Ñðåäíèé ðàçìåð ÿ÷ååê

ñóïåðãðàíóëÿöèè ñîñòàâëÿåò 20-30 Ìì. Âåùåñòâî äâèãàåòñÿ èç öåíòðà

ñóïåðãðàíóëû ñî ñêîðîñòüþ îêîëî 1-1.5 êì/ñåê. Èññëåäîâàíèå êàðòèíû

êîíâåêöèè â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïîêàçûâàåò, ÷òî õîëîäíûå êóñêè

âåùåñòâà äâèãàþòñÿ âíèç â âèäå ñòðóé ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ îêîëî

4 êì/ñåê è ÷èñëîì Ìàõà M=0.6. Â îáëàñòÿõ íà ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè,

ãäå íàáëþäàåòñÿ äâèæåíèå âåùåñòâà äâèãàåòñÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí â îä-

íó òî÷êó, îáíàðóæåíî ìîùíîå âèõðåâîå äâèæåíèå âåùåñòâà. Áëàãîäàðÿ

ñèëüíîé ñæèìàåìîñòè âåùåñòâà çäåñü ïðîèñõîäèò áûñòðûé îòòîê âíóò-

ðåííåé ýíåðãèè è îáðàçóþòñÿ ñòðóè ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè.

Íà ãëóáèíàõ áîëüøå 10 Ìì èìåþòñÿ îáëàñòè ëîêàëèçàöèè îãðîìíîé ìàã-

íèòíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóùèå çíà÷åíèÿì ìàãíèòíîãî ïîëÿ â äèàïàçîíå

îò 800 äî 1000 Ãàóññ. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáëàñòÿìè ñ ñèëüíîé êîíöåíòðà-

öèåé ìàãíèòíûõ ïîëåé ñðàâíèìû ñ ìàñøòàáîì ëîêàëüíûõ ñóïåðãðàíóë.

Â ïàðàãðàôå 3.3 "Ãåëèîñåéñìè÷åñêàÿ èíâåðñèÿ òðåõìåðíûõ ïîëåé"

ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåëèîñåé-

ñìîëîãèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ïðèïîâåðõíîñò-

íûõ òå÷åíèé â ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðå. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîùíûì ñðåäñòâîì

äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèÿ î âíóòðåííèõ ñëîÿõ Ñîëíöà ÿâëÿåòñÿ èññëå-

äîâàíèå ñòàòèñòèê àêóñòè÷åñêèõ è ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè.

Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êàðò âåëè÷èíû âðåìåíè ðàñïðîñòðà-
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íåíèÿ ñèãíàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè. Êàðòû âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèã-

íàëà çàòåì èíâåðòèðîâàíû ïðè ïîìîùè ìíîãîêàíàëüíîé SOLA èíâåðñèè

è ñðàâíåíû ñ ðåàëüíûìè òå÷åíèÿìè. Èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå òèïû îøè-

áîê â ðåçóëüòàòàõ ïðèìåíåíèÿ èíâåðñèè è ðàçðàáîòàíà ðîáàñòíàÿ ïðî-

öåäóðàõ ìèíèìèçàöèè îøèáîê. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå çíà÷åíèé

ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûõ èç ðåàëèñòè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìîäåëèðîâàíèé êîí-

âåêöèè êàê âõîäíûõ äàííûõ, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü äîïóñòèìûé óðîâåíü

ñëó÷àéíîãî øóìà èíâåðòèðîâàííûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè ïîòîêà. Èñõîäÿ

èç ýêñïåðèìåíòà, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè êàðò âðåìåíè ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ ñèãíàëà, óñðåäíåííûõ ïî èíòåðâàëó âðåìåíè 4 äíÿ âîçìîæíî

èçìåðèòü òðåõìåðíûå ñêîðîñòè âåëè÷èíîé íå ìåíåå 10 ì/ñåê íà ïîâåðõ-

íîñòè Ñîëíöà è ãîðèçîíòàëüíûå ñêîðîñòè èìåþùèå àìïëèòóäó 20 ì/ñåê

íà ãëóáèíå 5 Ìì.

Â ïàðàãðàôå 3.4 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû ïî ãëàâå 3.

Â Çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó,

îáñóæäàåòñÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-

òîâ, ïðèâîäèòñÿ ñïñèîê îïóáëèêîâàííûõ ïî òåìå äèññåðòàöèè ðàáîò è

íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû.
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Ãëàâà 1

Êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèé ìåòîä íà

ëîêàëüíîì øàáëîíå PPML.

Êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-

ñòåì (PPM) âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [50] è õîðîøî çàðåêîìåí-

äîâàë ñåáÿ â çàäà÷àõ âû÷èñëèòåëüíîé àñòðîôèçèêè. Ìåòîä èìååò òðå-

òèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è âòîðîé

ïîðÿäîê ïî âðåìåíè. Îäíèì èç åãî íåäîñòàòêîâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâà-

íèå ïðîöåäóðû èíòåðïîëÿöèè âåëè÷èí ïî ÷åòûðåõòî÷å÷íîìó øàáëîíó

äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ çíà÷åíèé íà ãðàíèöàõ ñìåæíûõ ÿ÷ååê ðàçíîñòíîé

ñåòêè ïðè ïîñòðîåíèè êóñî÷íûõ ïàðàáîë. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê

äèññèïàöèè âåëè÷èí è ñãëàæèâàíèþ ôðîíòà óäàðíîé âîëíû è êîíòàêò-

íîãî ðàçðûâà äëÿ çàäà÷è Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà. Â íîâîì ïîäõîäå

ïðåäëîæåí ñïîñîá óñòðàíèòü ïðîöåäóðó èíòåðïîëÿöèè çà ñ÷åò èñïîëüçî-

âàíèÿ èíôîðìàöèè ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðåìåíè. Âïåðâûå ïîäîáíàÿ

èäåÿ áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ ëèíåéíîé

àïïðîêñèìàöèåé âåëè÷èí âíóòðè ÿ÷ååê çàäîëãî äî èçîáðåòåíèÿ ìåòîäà

PPM [51]. Ñì. òàêæå [52], ãäå îáñóæäàåòñÿ ìåòîä Ãîäóíîâà íà ìàëûõ

øàáëîíàõ. Ïðåäëàãàåìûé ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä èìååò ñîêðàùåííóþ

àááðåâèàòóðó - PPML (Piecewise Parabolic Method on Local stencil).
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1.1 PPML äëÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ìåòîäîâ PPM è PPML íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è íåëèíåéíîãî

íåâÿçêîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñ ôèíèòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Àíàëèç ñõåì ïðîâåäåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé, ïðèìåíåííîé â ðàáî-

òàõ [53, 54, 55] ïðè àíàëîãè÷íîì èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ

ñõåì.

1.1.1 Ìåòîä PPM

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ îäíîìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó ñ øàãîì h ñ îïðå-

äåëåííîé íà íåé èñêîìîé ôóíêöèåé q(x). Çíà÷åíèÿ qi áóäåì ñîîòíîñèòü ñ

öåíòðàìè ÿ÷ååê, çíà÷åíèÿ íà èõ ãðàíèöàõ áóäåì îáîçíà÷àòü qi+1/2. Â ìå-

òîäå PPM ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíóòðè êàæäîé ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè ôóíê-

öèþ q(x) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ïàðàáîëû (ðèñ. 1.1):

q(x) = qLi + ξ
(
∆qi + q

(6)
i (1− ξ)

)
, (1.1)

ãäå

ξ =
(
x− xi−1/2

)
h−1, ∆qi = qRi − qLi ,

q
(6)
i = 6

(
qi − 1/2

(
qLi + qRi

))
.

Ðèñ. 1.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè q(x) âíóòðè ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè.
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Ôîðìóëà (1.1) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

qi = h−1

xi+1/2∫
xi−1/2

q(x) dx.

Â îáëàñòÿõ ãëàäêîé ôóíêöèè q(x) â îòñóòñòâèè ýêñòðåìóìîâ, ò.å. åñëè

qi+1/2 ∈ [qi . . . qi+1] , (1.2)

ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ qRi = qLi+1 = qi+1/2 è qLi = qRi−1 = qi−1/2 . Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ qi+1/2 èñïîëüçóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïðîöåäóðà ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà:

qi+1/2 = 1/2 (qi + qi+1)− 1/6 (δqi+1 − δqi) , (1.3)

ãäå

δqi = 1/2 (qi+1 + qi−1) .

×òîáû âûïîëíèòü óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà (1.2) çíà÷åíèÿ δqi â

(1.3) íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà

δmqi =


min (|δqi|, 2|qi+1 − qi|, 2|qi − qi−1|) sign (δqi) ,

ïðè (qi+1 − qi) (qi − qi−1) > 0

0, ïðè (qi+1 − qi) (qi − qi−1) ≤ 0.

Â îáëàñòÿõ íåìîíîòîííîãî ðåøåíèÿ q(x) ñëåäóåò ïåðåîïðåäåëÿòü çíà-

÷åíèÿ qLi è qRi . Åñëè qi ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì èëè ìèíèìó-

ìîì, òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (1.13) äîëæíà áûòü êîíñòàíòîé, ò.å.

qLi = qRi = qi. Åñëè qi ëåæèò ñëèøêîì áëèçêî ê qLi èëè qRi , òî ïàðàáî-

ëà (1.13) ìîæåò èìåòü ýêñòðåìóì âíóòðè ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè (ïðè ýòîì

|∆qi| < |q(6)i |). Â ýòîì ñëó÷àå qLi è qRi äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû

ñäâèíóòü ýêñòðåìóì åå ãðàíèöàì. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

qLi = qi, qRi = qi, åñëè
(
qRi − qi

) (
qi − qRi

)
≤ 0 (1.4)

è
qLi = 3qi − 2qRi , åñëè ∆qi · q(6)i > (∆qi)

2 ,

qRi = 3qi − 2qLi , åñëè ∆qi · q(6)i < − (∆qi)
2 .

(1.5)
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Ïîñëå òîãî, êàê ôóíêöèÿ q(x) îïðåäåëåíà, ìîæíî âû÷èñëèòü åå ñðåä-

íåå çíà÷åíèå íà îòðåçêå
[
xi+1/2 − y . . . xi+1/2

]
(ïðè y > 0):

q Li+1/2(y) = y−1

xi+1/2∫
xi+1/2−y

q(x) dx =

qRi − 1/2 y h−1
(
∆qi −

(
1− 2/3 y h−1

)
q
(6)
i

)
. (1.6)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà
∂q

∂t
+ a

∂q

∂x
= 0. (1.7)

Ïðè ðàñïàäå ðàçðûâà íà ãðàíèöå äâóõ ñìåæíûõ ÿ÷ååê â òî÷êå xi+1/2 âîç-

íèêàåò íåêîòîðîå ñðåäíåå ñîñòîÿíèå q∗(xi+1/2, t). Ò.ê. óðàâíåíèå ïåðåíîñà

èìååò îäíó õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ dx/dt = a,

òî ïðè a > 0 ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 + τ áóäåò îïðåäåëÿòü-

ñÿ óñðåäíåíèåì ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó èíòåðâàëó
[
xi+1/2 − aτ . . . xi+1/2

]
,

ò.å. q∗(xi+1/2, t0 + τ) = q Li+1/2 = q Li+1/2(aτ). Ïðè a < 0 îïðåäåëÿþùèì

èíòåðâàëîì (çîíîé âëèÿíèÿ) áóäåò
[
xi+1/2 . . . xi+1/2 + aτ

]
. Â ýòîì ñëó÷àå

q∗(xi+1/2, t0 + τ) = qRi+1/2 = qRi+1/2(−aτ), ãäå

qRi+1/2(y) = y−1

xi+1/2+y∫
xi+1/2

q(x) dx =

qLi+1 + 1/2 y h−1
(
∆qi+1 +

(
1− 2/3 y h−1

)
q
(6)
i+1

)
. (1.8)

Çäåñü òàêæå y > 0. Ïîòîê íà ãðàíèöå ñìåæíûõ ÿ÷ååê â çàäà÷å Ðèìàíà

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Fi+1/2 =
1

τ

t0+τ∫
t0

F
(
q∗
(
xi+1/2, t

))
dt.

Äëÿ óäîáñòâà ìîæíî ââåñòè ôóíêöèè a+ = max(a, 0) = (a+ |a|) /2 è

a− = min(a, 0) = (a− |a|) /2, òîãäà

Fi+1/2 = a+qLi+1/2 + a−qRi+1/2. (1.9)

Âåëè÷èíû qLi+1/2 ïðè a < 0 è qRi+1/2 ïðè a > 0 ìîæíî âçÿòü ëþáûìè.
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1.1.2 Ìåòîä PPML

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà PPM ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííîé

ïðîöåäóðû (1.3) ïî ÷åòûðåõòî÷å÷íîìó øàáëîíó. Åå ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò

ê ñãëàæèâàíèþ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé q(x), íàïðèìåð, íà ôðîíòå óäàðíîé

âîëíû èëè íà êîíòàêòíîì ðàçðûâå. Âìåñòî èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäó-

ðû ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå qi+1/2 íà ïðàâîé ãðàíèöå ÿ÷åéêè

ñ ïîìîùüþ ïåðåíîñà çíà÷åíèÿ íà ïàðàáîëå ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðå-

ìåíè âäîëü õàðàêòåðèñòèêè dx/dt = a. Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû

âû÷èñëèòü qi+1/2 â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 + τ ïðåäëàãàåòñÿ äâèãàòüñÿ îò

òî÷êè xi+1/2 íà ïðàâîé ãðàíèöå ÿ÷åéêè ñî çíà÷åíèåì qi+1/2 âäîëü õàðàê-

òåðèñòèêè äî ìîìåíòà t = t0 (ðèñ. 1.2).

Ðèñ. 1.2. Õàðàêòåðèñòèêà âíóòðè ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè äëÿ a > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ a > 0

qi+1/2(t0 + τ) = qRi (t0 + τ) = qLi + ξ
(
∆qi + q

(6)
i (1− ξ)

)
, (1.10)

ãäå ξ =
(
x− xi−1/2

)
h−1 = (h− aτ)h−1 = 1 − aτh−1. Âñå âåëè÷èíû â

ïðàâîé ÷àñòè (1.10) áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðåìåíè t = t0. Ïðè

a < 0 çíà÷åíèå qi+1/2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïàðàáîëå â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì i+1:

qi+1/2(t0 + τ) = qLi+1(t0 + τ) = qLi+1 + ξ
(
∆qi+1 + q

(6)
i+1(1− ξ)

)
,

ãäå ξ = −aτh−1.

Òàêèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïàðàáîëà ñòðîèòñÿ â êàæäîé ÿ÷åé-

êå. Äàëåå, ïîñëå ïðîâåðêè óñëîâèé (1.4)-(1.5), ïåðåõîäèì ê ôîðìóëàì
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(1.6) è (1.8) äëÿ âû÷èñëåíèÿ qLi+1/2(aτ) ïðè a > 0 èëè qRi+1/2(−aτ) ïðè
a < 0 è âû÷èñëÿåì ïîòîêè (1.9).

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü âû÷èñëèòåëüíûé

àëãîðèòì íà ëîêàëüíîì øàáëîíå, ò.ê. äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê

êóñî÷íîé ïàðàáîëû ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäóþùåìó øàãó ïî âðåìåíè íå

èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèè â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ.

1.1.3 Òåñòèðîâàíèå ìåòîäîâ

Òåñòèðîâàíèå ïðåäñòàâëåííûõ ìåòîäîâ áûëî ïðîâåäåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ

ìåòîäèêîé, èçëîæåííîé â ðàáîòå [54]. Ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à Êîøè äëÿ

ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (1.7) ñ ôèíèòíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

q(x, 0): q(x, 0) = 0 ïðè x ∈ (−∞, l1) ∪ (l2,+∞) è q(x, 0) = q0(x) ïðè

x ∈ [l1, l2]. Â êà÷åñòâå q0(x) èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ïðîôèëè:

q0(x) =
1

l2 − l1
(x− l1) - �ëåâûé òðåóãîëüíèê�,

q0(x) = 1 - �ïðÿìîóãîëüíèê�,

q0(x) =
1

2
− 1

2
cos

(
2π

l2 − l1
(x− l1)

)
- �êîñèíóñ�,

q0(x) =



− 2

3 (l11 − l1)
(x− l1) + 1, x ∈ [l1, l11 ) ,

1

3
, x ∈ [l11, l22] ,

2

3 (l2 − l22)
(x− l2) + 1, x ∈ (l22, l2 ] ;

- �çóá�,

q0(x) =


− 2

3 (l12 − l1)
(x− l1) + 1, x ∈ [l1, l12 ) ,

2

3 (l2 − l12)
(x− l2) + 1, x ∈ [l12, l2] ;

- �Ì�,

q0(x) =
1

l2 − l1
(l2 − x) - �ïðàâûé òðåóãîëüíèê�.
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×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) ñðàâíèâàëîñü ñ òî÷íûì, êîòîðîå èìå-

åò âèä:

q0(x) =


0, x− at < l1,

u0(x− at), l1 ≤ x− at ≤ l2,

0, x− at > l2.

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿëèñü íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ C, L1, L2, W 1
2 íà Ω =

(−∞,+∞) ∗ [0, T ] (èíòåãðàëüíî ïî âðåìåíè):

∥f ∥C= max
Ω

|f |, ∥f ∥L1
=

T∫
0

+∞∫
−∞

|f |dx dt, ∥f ∥L2
=

 T∫
0

+∞∫
−∞

f 2dx dt

1/2

,

∥f ∥W 1
2
=

 T∫
0

+∞∫
−∞

(
fx

′
)2
dx dt

1/2

;

è íà R = (−∞,+∞) ïðè t = T (ëîêàëüíî ïî âðåìåíè):

∥f ∥C= max
R

|f |, ∥f ∥L1
=

+∞∫
−∞

|f |dx, ∥f ∥L2
=

 +∞∫
−∞

f 2dx

1/2

,

∥f ∥W 1
2
=

 +∞∫
−∞

(
fx

′
)2
dx

1/2

.

Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: l = 520, l1 = 10,

l2 = 30, l11 = 162
3 , l22 = 231

3 , l12 = 20, T = 400, h = 1, a = 1. Ïðè

òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ h è a ÷èñëî Êóðàíòà σ ñîâïàäàåò ñ øàãîì

ïî âðåìåíè τ . Çà âðåìÿ T = 400 ïðîôèëü óñïåâàåò ïðîáåæàòü 20 ñâîèõ

äëèí, ÷òî äîñòàòî÷íî äëÿ âûÿâëåíèÿ ñâîéñòâ èñïîëüçóåìîé ÷èñëåííîé

ñõåìû. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè σ = 0.1, 0.25, 0.5, è 0.8.

Â ðàáîòå [54] ïðîâîäèëñÿ àíàëèç êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì. Â òàêèõ

ñõåìàõ çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ìåæäó óçëàìè ðàçíîñòíîé ñåòêè íå îïðåäåëåíû,

è äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èõ êîíå÷íîðàçíîñòíûå

àíàëîãè, çàìåíÿþùèå èíòåãðàëû ñóììàìè ïî óçëàì ñåòêè è øàãàì ïî

âðåìåíè. Â êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîì ìåòîäå ðåøåíèå âíóòðè ðàçíîñòíûõ
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ÿ÷ååê àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïàðàáîëîé, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâåííûå èíòåãðà-

ëû â ôîðìóëàõ äëÿ íîðì â ïðîñòðàíñòâàõ L1 è L2 ìîæíî âû÷èñëÿòü

òî÷íî.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå C êàæäàÿ ðàçíîñòíàÿ ÿ÷åéêà

ñ íîìåðîì i äðîáèëàñü íà M = 200 óçëîâ (c íîìåðàìè j), â êîòîðûõ

îïðåäåëÿëèñü çíà÷åíèÿ qki,j â ìîìåíò âðåìåíè k:

∥q∥C= max
0≤i≤N ; 0≤j≤M ; 0≤k≤K

|qki,j| - èíòåãðàëüíî ïî âðåìåíè;

∥q∥C= max
0≤i≤N ; 0≤j≤M

|qi,j| - ëîêàëüíî ïðè t = T .

Çäåñü N -÷èñëî ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê, K-÷èñëî øàãîâ ïî âðåìåíè (k = K

ñîîòâåòñòâóåò t = T ).

Ïðè âû÷èñëåíèè íîðìû â ïðîñòðàíñòâå W 1
2 ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî

âî âñåõ íà÷àëüíûõ ïðîôèëÿõ q0(x) êðîìå "êîñèíóñà" èìåþòñÿ òî÷êè ðàç-

ðûâà, â êîòîðûõ qx
′
= ∞, ïîýòîìó âû÷èñëåíèå òî÷íûõ èíòåãðàëîâ òåðÿåò

ñìûñë. Âìåñòî ýòîãî , òàêæå êàê áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [54], èñïîëüçî-

âàëñÿ êîíå÷íîðàçíîñòíûé àíàëîã W 1
2 , îïðåäåëåííûé êàê:

∥q∥W 1
2
=

(
τh−1

N∑
i=0

K∑
k=0

(
qki−1 − qki

)2)1/2

- èíòåãðàëüíî ïî âðåìåíè;

∥q∥W 1
2
=

(
h−1

N∑
i=0

(qi−1 − qi)
2

)1/2

- ëîêàëüíî ïðè t = T .

Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå W 1
2 , î÷åâèäíî, çàâèñÿò îò

òîãî, íàñêîëüêî ïîäðîáíà ðàçíîñòíàÿ ñåòêà è ñòðåìÿòñÿ ê ∞ ïðè h → 0

äëÿ ïðîôèëåé, èìåþùèõ òî÷êè ðàçðûâà.

Äëÿ ïåðåâîäà àáñîëþòíûõ îøèáîê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â îòíîñèòåëü-

íûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íîðìû òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáëè-

öàõ:
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Íîðìû òî÷íîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíî ïî âðåìåíè

ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 1 1 1 1 1 1

L1 4000 8000 4000 4444.4400 5333.3300 4000

L2 51.6398 89.4427 54.7723 53.5182 62.0633 51.6398

W 1
2 19.9875 28.2843 9.8953 27.7529 27.9205 19.9875

Íîðìû òî÷íîãî ðåøåíèÿ ëîêàëüíî ïðè t = T

ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 1 1 1 1 1 1

L1 10 20 10 11.1111 13.3333 10

L2 2.5820 4.4721 2.7386 2.6759 3.1032 2.5820

W 1
2 0.99938 1.4142 0.49477 1.3876 1.3960 0.99938

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâåW 1
2 îòëè÷àþòñÿ îò ïðåä-

ñòàâëåííûõ â [54]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â [54] çíà÷åíèÿ qi çàäàâàëèñü â

óçëàõ x = 0, 1, 2, . . . , N − 1, òîãäà êàê â êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîì ìåòîäå

îíè ñîîòíîñÿòñÿ ñ öåíòðàìè ÿ÷ååê, â êîòîðûõ x = 1/2, 3/2, . . . , N − 1/2.

Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êå x = 0 ñîîòâåòñòâóåò ëåâàÿ ãðàíèöà ïåðâîé ÿ÷åéêè.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7).

1.1.4 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì PPM

Ðåøåíèå ïîêàçàíî â âèäå ðèñóíêîâ äëÿ êàæäîé èç øåñòè ôîðì íà÷àëü-

íîãî ïðîôèëÿ q0(x) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ÷èñëà Êóðàíòà: σ = 0.1 è 0.8 íà

ìîìåíòû âðåìåíè îò t = 0 äî T (ðèñ. 1.3,1.4). Òàêæå ïðåäñòàâëåíû òàá-

ëèöû îøèáîê, ñîäåðæàùèå íîðìû ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì è ÷èñëåííûì

ðåøåíèåì. Â ëåâîì âåðõíåì óãëó óêàçàíî σ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäâèãå òî÷-

íîãî ðåøåíèÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ x íà âåëè÷èíó íå êðàòíóþ ðàññòîÿíèþ

ìåæäó óçëàìè h, åå ïðîåêöèÿ íà óçëû ðàçíîñòíîé ñåòêè áóäåò èçìåíÿòü-

ñÿ, ÷òî áóäåò ïðèâîäèòü ê ñêà÷êîîáðàçíîìó èçìåíåíèþ íîðìû ðàçíîñòè

òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå W 1
2 , ò.ê. â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîðàçíîñòíûé àíàëîã íîðìû.
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Òàáëèöû îøèáîê èíòåãðàëüíî ïî âðåìåíè (ìåòîä PPM).

0.1 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.78013 0.77971 0.11541 0.84664 0.82433 0.80646

L1 709.2900 965.2680 230.2030 1507.9800 1396.6500 641.1570

L2 13.1505 17.2448 3.4284 20.6813 19.4520 12.9661

W 1
2 16.8997 23.7344 2.5295 24.8912 24.1902 16.8612

0.25 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.60859 0.60442 0.10868 0.62256 0.61652 0.59983

L1 638.8410 924.2660 181.6920 1415.8400 1312.0400 609.1250

L2 12.8076 16.8743 2.9151 19.9931 18.8210 12.6943

W 1
2 16.8274 23.5396 2.1456 24.7273 24.0374 16.7484

0.5 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.51436 0.49944 0.093620 0.53011 0.50996 0.51977

L1 563.4810 855.1270 134.9150 1272.4500 1185.9500 562.9400

L2 12.1841 16.2155 2.3444 18.8859 17.7784 12.1730

W 1
2 16.5596 23.1943 1.8363 24.3658 23.7236 16.5607

0.8 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.66672 0.64466 0.065666 0.68878 0.67407 0.66621

L1 448.1290 714.6680 101.9580 1001.1000 998.2290 473.5950

L2 10.8551 14.7612 1.7026 16.5501 15.8830 10.9834

W 1
2 15.5816 22.0077 1.5848 22.8209 22.4006 15.6465
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Òàáëèöû îøèáîê ëîêàëüíî ïðè t = T (ìåòîä PPM).

0.1 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.50427 0.51160 0.11541 0.54759 0.51292 0.51450

L1 2.1445 2.8814 0.82444 4.7370 4.4819 1.9858

L2 0.72962 0.94465 0.22876 1.1707 1.1176 0.72155

W 1
2 0.87754 1.2316 0.15235 1.2984 1.2623 0.87738

0.25 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.49955 0.50587 0.10868 0.54101 0.50711 0.50712

L1 1.9471 2.7699 0.68338 4.4572 4.1481 1.8808

L2 0.71131 0.92588 0.20014 1.1312 1.0729 0.70619

W 1
2 0.87191 1.2230 0.13096 1.2858 1.2497 0.87159

0.5 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.50605 0.49943 0.093620 0.53011 0.50235 0.50345

L1 1.7375 2.5691 0.50444 4.0302 3.6287 1.7374

L2 0.67729 0.89138 0.16139 1.0717 1.0018 0.67702

W 1
2 0.85915 1.2066 0.11172 1.2662 1.2284 0.85909

0.8 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.51770 0.50687 0.065666 0.51217 0.51087 0.50339

L1 1.3883 2.1313 0.37939 3.1478 2.9691 1.4699

L2 0.60253 0.80883 0.11711 0.93662 0.88103 0.60926

W 1
2 0.82093 1.1576 0.10047 1.2063 1.1765 0.82317
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Ðèñ. 1.3. Ïðîôèëè äëÿ σ = 0.1 (ìåòîä PPM).
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Ðèñ. 1.4. Ïðîôèëè äëÿ σ = 0.8 (ìåòîä PPM).
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Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà Êóðàíòà îøèáêè óìåíüøàþòñÿ, ÷òî

ñâÿçàíî ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëåííîé âÿçêîñòè ñõåìû. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâ-

ëÿþò íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå C. Â òàáëèöàõ îíè ïîä-

÷åðêíóòû. Îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå C áóäóò îáñóæ-

äàòüñÿ íèæå (ñì. ñòð. 47).

1.1.5 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì PPML

Íèæå ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå òàáëèöû îøèáîê äëÿ ðàñ÷åòîâ êóñî÷íî-

ïàðàáîëè÷åñêèì ìåòîäîì íà ëîêàëüíîì øàáëîíå (PPML), à òàêæå ðè-

ñóíêè ïðîôèëåé äëÿ σ = 0.1 è 0.8 íà ìîìåíòû âðåìåíè îò t = 0 äî

T (ðèñ. 1.5,1.6). Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå òå-

ñòîâ ìåòîä PPML ïîêàçàë ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì PPM. Èñêëþ÷åíèå

ñîñòàâëÿþò çíà÷åíèÿ íîðì, âûäåëåííûå æèðíûì øðèôòîì, îäíàêî âñå

îíè íàáëþäàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C. Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C - ýòî ìàê-

ñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì è ÷èñëåííûì ðåøåíèåì. Äëÿ ïðîôè-

ëåé, èìåþùèõ ðàçðûâ (âñåõ êðîìå "êîñèíóñà"), ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü

äîñòèãàåòñÿ âáëèçè ýòîãî ðàçðûâà, ÷òî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.7. Çíà÷åíèå

íîðìû îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé èç äâóõ áëèæàéøèõ ê ëèíèè ðàçðûâà òî÷íî-

ãî ðåøåíèÿ (ïîêàçàíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé) òî÷åê, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ

qi,j. Íà ðèñóíêå òàêàÿ òî÷êà ïîêàçàíà æèðíûì êðóæêîì.
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Òàáëèöû îøèáîê èíòåãðàëüíî ïî âðåìåíè (ìåòîä PPML).

0.1 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.75613 0.75565 0.076122 0.75662 0.75630 0.69570

L1 552.6660 909.2250 97.4871 1201.1200 1153.4300 550.6460

L2 12.3978 16.7240 1.6815 18.4410 17.7605 12.2170

W 1
2 16.5899 23.3516 1.1843 23.9530 23.6335 16.5944

0.25 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.57784 0.57531 0.075961 0.58037 0.57868 0.55589

L1 520.2340 849.5530 92.3369 1142.4200 1094.3400 519.8320

L2 11.9612 16.1403 1.6455 17.9244 17.1779 11.8165

W 1
2 16.3502 23.0022 1.2794 23.7965 23.3863 16.4069

0.5 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.51441 0.49938 0.069115 0.52707 0.51855 0.52555

L1 462.6780 753.0510 79.8622 1019.6700 997.7140 463.3970

L2 11.1813 15.1655 1.4864 16.8236 16.1842 11.1730

W 1
2 15.9607 22.4175 1.2891 23.2474 22.8324 15.9688

0.8 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.61997 0.61360 0.040749 0.62633 0.62209 0.63704

L1 363.3940 625.4640 39.4735 783.3780 790.9780 365.4070

L2 9.9448 13.7838 0.79444 14.7433 14.4267 10.0368

W 1
2 14.9228 21.0576 0.81280 21.6119 21.3418 14.9330
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Òàáëèöû îøèáîê ïðè t = T (ìåòîä PPML).

0.1 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.50852 0.50534 0.076053 0.57420 0.54242 0.53360

L1 1.7560 2.8222 0.43658 3.8961 3.6532 1.7501

L2 0.69774 0.93340 0.12711 1.0551 1.0056 0.68697

W 1
2 0.87030 1.2243 0.076025 1.2606 1.2368 0.87004

0.25 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.50922 0.50419 0.075922 0.55337 0.52905 0.52262

L1 1.6560 2.6303 0.39054 3.6944 3.4035 1.6508

L2 0.67365 0.90029 0.12015 1.0239 0.97120 0.66536

W 1
2 0.85944 1.2088 0.080633 1.2467 1.2220 0.85853

0.5 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.50042 0.49936 0.069115 0.52085 0.50263 0.50152

L1 1.4706 2.3290 0.32561 3.2774 3.07234 1.4706

L2 0.62868 0.84589 0.10624 0.95869 0.91218 0.62828

W 1
2 0.83726 1.1793 0.08189 1.2171 1.1946 0.83688

0.8 ëåâûé òðå-

óãîëüíèê

ïðÿìîóãîëü-

íèê

êîñèíóñ çóá Ì ïðàâûé òðå-

óãîëüíèê

C 0.51875 0.50808 0.040749 0.53798 0.52421 0.51644

L1 1.1517 1.9318 0.15675 2.4779 2.5142 1.1558

L2 0.55809 0.76870 0.057823 0.83490 0.81268 0.56446

W 1
2 0.79661 1.1248 0.054857 1.1529 1.1390 0.79703
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Ðèñ. 1.5. Ïðîôèëè äëÿ σ = 0.1 (ìåòîä PPML).
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Ðèñ. 1.6. Ïðîôèëè äëÿ σ = 0.8 (ìåòîä PPML).
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Ðèñ. 1.7. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå C âáëèçè òî÷êè ðàçðûâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå C áóäåò êîëåáàòüñÿ

âáëèçè 0.5, è îòêëîíåíèå îò ýòîãî çíà÷åíèÿ â òó èëè èíóþ ñòîðîíó íåñó-

ùåñòâåííî äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííûõ ñõåì. Äëÿ âñåõ ïðîôèëåé êðîìå

"êîñèíóñà" çíà÷åíèå íîðìû èíòåãðàëüíî ïî âðåìåíè â ïðîñòðàíñòâå C

îïðåäåëÿëîñü, êàê ïðàâèëî, â ïåðâûé øàã ïî âðåìåíè. Äëÿ ïðîôèëÿ "êî-

ñèíóñ" çíà÷åíèå ýòîé íîðìû õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü "ïðîñåäàíèÿ" ðå-

øåíèÿ ïðè ïåðåíîñå. Ìåòîä PPML äàë ñóùåñòâåííî ëó÷øèå ðåçóëüòà-

òû äëÿ òàêîãî ïðîôèëÿ. Íàïðèìåð, ïðè σ = 0.8 íà êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè t = T , åãî "ïðîñåäàíèå êàê âèäíî èç òàáëèö, ìåíüøå íà 38%,

à îøèáêà â îñòàëüíûõ íîðìàõ ìåíüøå, ïðèìåðíî, â 2 ðàçà. Ïðîâåäåííîå

èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ñòåïåíü "ïðîñåäàíèÿ" âñåõ ïðîôèëåé (êðîìå

"ïðÿìîóãîëüíèêà êîòîðûé íå ïðîñåäàåò) â ïðîöåññå ïåðåíîñà ïðè ðàñ÷åòå

ìåòîäîì PPML óìåíüøàåòñÿ.

1.1.6 Íåâÿçêîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà

×èñëåííûå ñõåìû PPM è PPML áûëè òàêæå ïðèìåíåíû ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è Êîøè äëÿ íåâÿçêîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, êîòîðîå îïèñûâàåò

âîçíèêíîâåíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí. Âîçíèêàþùèå óäàðíûå
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âîëíû àíàëîãè÷íû âîëíàì â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè. Óðàâíåíèå Áþð-

ãåðñà èìååò âèä:
∂q

∂t
+

∂

∂x

(
q2

2

)
= 0,

èëè

qt + qqx = 0. (1.11)

Î÷åâèäíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (1.11) îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèÿ dx/dt = q. Ò.ê. õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü q ̸= const, òî óðàâ-

íåíèå (1.11) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ â êàæäîé

òî÷êå îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì âîëíû ìîæåò áûòü ðàçíîé, è â ðåçóëüòàòå

âîçìîæíî ôîðìèðîâàíèå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé è óäàðíûõ âîëí. Â íåêî-

òîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (1.11) â âèäå:

q(x, t) = q0(x− q t), (1.12)

ãäå q(x, 0) = q0(x) - íà÷àëüíûé ïðîôèëü. Ðåøåíèå (1.12) ñïðàâåäëèâî

â ñëó÷àå ãëàäêîãî íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ âïëîòü äî ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ

óäàðíûõ âîëí. Ïîñëå èõ ïîÿâëåíèÿ ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå êóñî÷-

íîé ôóíêöèè.

Ò.ê. ïîòîê â óðàâíåíèè Áþðãåðñà åñòü F = q2/2, òî âìåñòî (1.9) áóäåì

èìåòü:

Fi+1/2 =


1

2

(
q Li+1/2(ai+1/2 τ)

)2

, ai+1/2 ≥ 0;

1

2

(
qRi+1/2(−ai+1/2 τ)

)2

, ai+1/2 < 0,

ãäå q Li+1/2(y) è q
R
i+1/2(y) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.6) è (1.8) ñîîòâåò-

ñòâåííî, ai+1/2 - ñêîðîñòü íà ãðàíèöå ñìåæíûõ ÿ÷ååê. Îíà âû÷èñëÿåòñÿ

ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïðàâîãî è ëåâîãî ãðàíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ:

ai+1/2 =
1

2

(
qRi + qLi+1

)
.

Òåñòîâûå çàäà÷è, èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå [55], áûëè âçÿòû äëÿ ñðàâ-

íåíèÿ ÷èñëåííûõ ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà (âêëþ÷àÿ PPM) ïðè ðåøåíèè

óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Ïåðâûé òåñò - ýâîëþöèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðîôèëÿ,
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îí äåìîíñòðèðóåò ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ

âîëí. Âòîðîé òåñò - ýâîëþöèÿ ðàçðûâíîãî ïðîôèëÿ, ïðåäïîëàãàþùåãî

ñòîëêíîâåíèå óäàðíûõ âîëí è ðàñøèðåíèå îáëàñòåé ðàçðåæåíèÿ.

Íà÷àëüíûé ïàðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü çàäàåòñÿ â âèäå:

y = x− 2.5;

q0(y) = max
[
0, y (1− y)

]
, y ≥ 0;

q0(y) = −q0(y), y < 0,

ãäå x ∈ [0 . . . 5]. Íà ðèñ. 1.8 ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (1.11)

äëÿ äàííîãî íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ íà ìîìåíòû âðåìåíè îò t = 0 äî 12.

Âèäíî, ÷òî ïðèìåðíî ïðè t = 1 íà÷èíàþò ïîÿâëÿòüñÿ äâå óäàðíûå âîëíû,

Ðèñ. 1.8. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðîôèëÿ.

äâèæóùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Ñêîðîñòü èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

qs = 1/2 (ql + qr), ãäå ql è qr ñêîðîñòè ñëåâà è ñïðàâà îò ôðîíòà.

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàëàñü íà N = 50 ÿ÷ååê è ïðîâîäèëèñü âû-

÷èñëåíèÿ ïðè σ = 0.4. Øàã ïî âðåìåíè îïðåäåëÿëñÿ èç óñëîâèÿ Êóðàíòà:

τ = σmin
i

(h/|qi|) .
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Íà ðèñ. 1.9 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì PPML íà ìî-

ìåíòû âðåìåíè t = 2 è 12. Òî÷êàìè ïîêàçàíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ñïëîø-

íîé ëèíèåé - òî÷íîå. Îêàçàëîñü, ÷òî íà äàííîì òåñòå ïðåèìóùåñòâà ìåòî-

Ðèñ. 1.9. Òåñò 1: ìåòîä PPML.

äà PPML íèêàê íå ïðîÿâëÿþòñÿ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñòàíäàðòíûì

ìåòîäîì PPM âèçóàëüíî ïî÷òè íåîòëè÷èìû, ïîýòîìó îíè çäåñü íå ïðè-

âîäÿòñÿ.

Íà÷àëüíûé ïðîôèëü äëÿ âòîðîãî òåñòà èìååò âèä:

q0(x) =



1.0, 0.2 < x < 2.0,

−0.5, 2.0 < x < 3.0,

−1.0, 3.0 < x < 4.8,

0, x < 0.2 è x > 4.8.

Íà ðèñ. 1.10 ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (1.11) äëÿ äàííîãî

íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, 0.6 è 2.0. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè â òî÷êàõ x = 2 è x = 3 èìåþòñÿ äâå óäàðíûå âîëíû,

äâèæóùèåñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, â òî÷êå x = 0.2 èìååòñÿ ðàçðûâ,

ðàñøèðÿþùèéñÿ íàïðàâî, â òî÷êå x = 4.8 � ðàçðûâ, ðàñøèðÿþùèéñÿ

íàëåâî. Âèäíî, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â òî÷êàõ x = 0.2 è 4.8 ïîÿâëÿþòñÿ

äâà ðàñøèðÿþùèõñÿ âååðà. Ïðè t = 1 óäàðíûå âîëíû ñòàëêèâàþòñÿ è

ñëèâàþòñÿ â îäíó, äâèæóùóþñÿ íàëåâî.

55



Ðèñ. 1.10. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ðàçðûâíîãî ïðîôèëÿ.

Íà ðèñ. 1.11 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì PPM íà ìî-

ìåíòû âðåìåíè t = 0.6 è 2.0. Òàê æå êàê è íà ðèñ. 1.9 òî÷êàìè ïîêàçàíî

÷èñëåííîå ðåøåíèå, ñïëîøíîé ëèíèåé - òî÷íîå. Íà ðèñ. 1.12 ïðåäñòàâ-

ëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì PPML íà òå æå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ñòðåëêàìè ïîêàçàíû îáëàñòè, â êîòîðûõ âèäíî îòëè÷èå ìåæäó òåñòèðó-

åìûìè ìåòîäàìè. Â ýòèõ îáëàñòÿõ ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì PPML

(ðèñ. 1.12), áëèæå ê òî÷íîìó, ÷åì ïîëó÷åííîå ìåòîäîì PPM (ðèñ. 1.11).

Îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ, íàáëþäàåìûå â äàííîì òåñòîâîì ðàñ÷åòå àíàëîãè÷-

íû âîëíàì ðàçðåæåíèÿ â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïðåäëîæåííûé ìåòîä PPML ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûå ðåøåíèÿ

â ìåñòàõ âîçíèêíîâåíèÿ âîëí ðàçðåæåíèÿ.

Äëÿ òåñòà 2 ïðèâåäåíû òàáëèöû îøèáîê â ïðîñòðàíñòâå L1 ïðè ðàç-

ëè÷íîì N äëÿ t = 0.6 è 2.0, èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî ìåòîä PPML äàåò

ñóùåñòâåííî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû.
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Ðèñ. 1.11. Òåñò 2: ìåòîä PPM.

Ðèñ. 1.12. Òåñò 2: ìåòîä PPML.
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Òåñò 2: îøèáêè â ïðîñòðàíñòâå L1 äëÿ t = 0.6.

N PPM PPML

64 8.60× 10−2 4.27× 10−2

128 7.49× 10−2 5.86× 10−2

256 4.75× 10−2 2.33× 10−2

512 3.18× 10−2 1.39× 10−2

1024 1.55× 10−2 5.81× 10−3

Òåñò 2: îøèáêè â ïðîñòðàíñòâå L1 äëÿ t = 2.0.

N PPM PPML

64 1.40× 10−1 7.41× 10−2

128 9.00× 10−2 4.95× 10−2

256 5.84× 10−2 2.02× 10−2

512 3.37× 10−2 8.99× 10−3

1024 1.89× 10−2 7.12× 10−3

Ñðàâíåíèå îøèáîê, ïîëó÷åííûõ â ðàñ÷åòàõ ìåòîäàìè PPM è PPML,

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá óëó÷øåíèè ñõåìû. Íîâàÿ ñõåìà óìåíüøàåò

îøèáêè â íîðìàõ âñåõ ïðîñòðàíñòâ çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòðàíñòâà C, êî-

òîðîå íå âïîëíå ïðèìåíèìî ïðè ðàñ÷åòå ïåðåíîñà ðàçðûâíûõ ïðîôèëåé.

Õîðîøî çàìåòíî ñíèæåíèå äèññèïàöèè ñõåìû. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ

óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü íîâóþ ñõåìó ïðè îïèñàíèè

ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ, äâèæåíèÿ è ñòîëêíîâåíèÿ óäàðíûõ âîëí, à òàêæå

ïðè èññëåäîâàíèè îáëàñòåé ðàçðåæåíèÿ. Ìåòîä PPML ïîçâîëÿåò óëó÷-

øèòü ðåøåíèå â îáëàñòÿõ ðàçðåæåíèÿ áåç ïîòåðè òî÷íîñòè â îñòàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ãîâîðÿò î ïîâûøåíèè òî÷íî-

ñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà PPML.
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1.2 PPML äëÿ ãàçîäèíàìèêè

Â ýòîì ðàçäåëå êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèé ìåòîä íà ëîêàëüíîì øàáëîíå

(PPML) ðàñøèðåí äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè. Òå-

ïåðü, â îáùåì ñëó÷àå, èìåþòñÿ òðè õàðàêòåðèñòèêè, âäîëü êîòîðûõ ñî-

õðàíÿþòñÿ èíâàðèàíòû Ðèìàíà, èìåþùèå ñìûñë àìïëèòóä âîëí. Ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, è äëÿ ïðèìåíåíèÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíî,

â êàæäîé ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêå, áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Â ýòîì ñëó-

÷àå íåëèíåéíóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ âåëè÷èí íà ãðàíèöàõ ÿ÷å-

åê óäàåòñÿ ëèíåàðèçîâàòü â îêðåñòíîñòè êàæäîé ãðàíèöû ÿ÷åéêè, ÷òî

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ôèçè÷å-

ñêèõ ïåðåìåííûõ. Òåñòèðîâàíèå ìåòîäà PPML ïðîâåäåíî íà îäíîìåðíûõ

è äâóõìåðíûõ çàäà÷àõ ãàçîäèíàìèêè.

1.2.1 ×èñëåííàÿ ñõåìà

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé

ãàçîäèíàìèêè, êîòîðàÿ â äâóõìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

∂tU+ ∂xF+ ∂yG = 0, (1.13)

ãäå

U =


ρ

ρ u

ρ v

E

 ,F =


ρ u

ρ u2 + p

ρ u v

(E + p)u

 ,G =


ρ v

ρ u v

ρ v2 + p

(E + p) v

 .

Ñèñòåìó (1.13) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ è óðàâíå-

íèåì äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè. Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà îíè èìåþò âèä:

p = (γ − 1) ρ ε, (1.14)

E = ρ ε+
ρ
(
u2 + v2

)
2

, (1.15)
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ãäå ε - óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñëåäóþ-

ùåãî âèäà:

Un+1
i,j = Un

i,j −
τ

∆x

(
F

n+1/2
i+1/2, j − F

n+1/2
i−1/2, j

)
−
τ

∆y

(
G

n+1/2
i, j+1/2 −G

n+1/2
i, j−1/2

)
. (1.16)

Ïîëóöåëûå ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñû ó ïîòîêîâ ïîêàçûâàþò, ê êàêèì

ãðàíèöàì ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè îíè îòíîñÿòñÿ. Ïîëóöåëûé íîìåð øàãà ïî

âðåìåíè n+1/2 îçíà÷àåò, ÷òî áåðóòñÿ óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ ïî

âðåìåííîìó øàãó τ , ÷òî äàåò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìå-

íè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä PPML,

êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðåøåíèå âíóòðè êàæäîé ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïàðàáîëîé âäîëü êàæäîé êîîðäèíàòíîé îñè, ïðè÷åì

ãðàíè÷íûå òî÷êè êàæäîé êóñî÷íîé ïàðàáîëû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñâîéñòâà

ñîõðàíåíèÿ çíà÷åíèé èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà âäîëü õàðàêòåðèñòèê èñõîä-

íîé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Äàëåå îáîáùåííàÿ Ðèìàíîâà ïðîáëåìà

î ðàñïàäå ðàçðûâà, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå èñêîìîé ôóíêöèè âíóòðè

ÿ÷åéêè ïðîèçâîëüíî, ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ Ðèìàíîâó ïðîáëå-

ìó, ãäå ýòî ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.

Â èñõîäíîì ìåòîäå PPM êóñî÷íàÿ ïàðàáîëà âíóòðè êàæäîé ÿ÷åéêè

ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ V = (ρ, u, v, p )T ,

ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ ïðèõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçî-

âàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè â íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå:

∂tV + A∂xV +B ∂yV = 0, (1.17)

Ìàòðèöû A è B ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç ßêîáèàíû êîíñåðâàòèâíîé ñè-

ñòåìû è ìàòðèöó ïåðåõîäà

M =
∂U

∂V
. (1.18)
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Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû A èìååì:

A =M−1 ∂ F

∂U
M.

Ìàòðèöû A è B èìåþò ïîëíûé íàáîð ïðàâûõ è ëåâûõ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ äåéñòâèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì (ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè - ãèïåðáîëè÷åñêàÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, A è B

ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñâîèì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì. Íàïðèìåð, äëÿ ìàò-

ðèöû A, îòâå÷àþùåé çà íàïðàâëåíèå x, èìååì:

A = RxΛx Lx, (1.19)

ãäå Rx - ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé åñòü ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû

r p
x (p = 1, . . . , 4), Lx - îáðàòíàÿ åé ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé åñòü ëåâûå

ñîáñòâåííûå âåêòîðû l px :

Rx =



1 0 1 1
c

ρ
0 0 −c

ρ

0
1

ρ
0 0

c2 0 0 c2


, Lx =



0
ρ

2c
0

1

2c2

0 0 ρ 0

1 0 0 − 1

c2

0 − ρ

2c
0

1

2c2


.

Λx - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: (Λx)ij = 0 äëÿ

i ̸= j, (Λx)ij = λ p äëÿ i = j = p , ãäå λ p - ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

det|λE − A| = 0. (1.20)

Ðåøåíèåì (1.20) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: λ1 = u+ c,

λ2 = λ3 = u, λ4 = u − c, ãäå c - ñêîðîñòü çâóêà: c 2 = (p ρ)s = (p ρ) ε +

(p ε) ρ p/ρ
2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íûõ ïàðàáîë íà ñëåäóþùåì øàãå ïî âðåìåíè

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èí (ñîñòîÿíèÿ) íà ãðàíèöàõ ðàç-

íîñòíûõ ÿ÷ååê è çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â èõ öåíòðàõ.
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1.2.2 Âû÷èñëåíèå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé êóñî÷íûõ ïàðàáîë

Äëÿ ïðîñòîòû âìåñòî (1.17) áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé. Äàëåå íà ñòð. 65 áóäåò ðàññìîòðåí äâóõìåðíûé ñëó÷àé.

∂tV(x, t) + A∂xV(x, t) = 0. (1.21)

Ïîäñòàâèì (1.19) â (1.21) è äîìíîæèì íà ìàòðèöó L ñëåâà, òîãäà

L∂ tV + ΛL∂xV = 0. (1.22)

Ðàçëîæèì âåêòîðV(x, t) ïî ëîêàëüíîìó áàçèñó ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåê-

òîðîâ r p, ôèêñèðîâàííîìó äëÿ äàííîé ÿ÷åéêè:

V(x, t) =
∑
p

α p(x, t) r p (1.23)

è ïîäñòàâèì â (1.22), òîãäà

∂ t α
p + λ p ∂x α

p = 0, p = 1, . . . , 4. (1.24)

Óðàâíåíèÿ (1.24) îçíà÷àþò, ÷òî êîýôôèöèåíòû α p (x, t) â ðàçëîæåíèè

(1.23) (âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùèå àìïëèòóäàì âîëí) ñîõðàíÿþòñÿ âäîëü

êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè x p (t), îïðåäåëÿåìîé èç óñëîâèÿ

d x p

d t
= λ p,

ò.å. ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè Ðèìàíà. Çíà÷åíèå èíâàðèàíòà Ðèìàíà íà

ãðàíèöå ÿ÷åéêè ïðè x = xi+1/2 â ìîìåíò âðåìåíè t+ τ ìîæíî âû÷èñëèòü

÷åðåç åãî çíà÷åíèå â ìîìåíò âðåìåíè t:

α p (xi+1/2, t+ τ) = α p (xi+1/2 − λ p τ, t). (1.25)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 1.13 ïîêàçàíû äâå ñìåæíûå ÿ÷åéêè ñ íî-

ìåðàìè i è i + 1. Íàáîð õàðàêòåðèñòèê â ÿ÷åéêå i îáîçíà÷åí èíäåêñîì

p 1, â ÿ÷åéêå i+1 - èíäåêñîì p 2. Â ÿ÷åéêå i ïîêàçàíà îäíà èç õàðàêòåðè-

ñòèê x p 1 (t) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λp 1 > 0. Â ÿ÷åéêå i + 1 ïîêàçàíà
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Ðèñ. 1.13. Õàðàêòåðèñòèêè â ñìåæíûõ ÿ÷åéêàõ äëÿ λp 1 > 0 è λp 2 < 0.

õàðàêòåðèñòèêà x p 2 (t), îòâå÷àþùàÿ λp 2 < 0. Ñîãëàñíî (1.25) àìïëèòóäà

âîëíû â òî÷êå 3, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ÿ÷åéêå i âäîëü õàðàêòåðèñòèêè

x p 1 (t), îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λp 1, îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíà-

÷åíèþ àìïëèòóäû â òî÷êå 1. Àíàëîãè÷íî, àìïëèòóäà âîëíû â òî÷êå 3,

ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ÿ÷åéêå i + 1 âäîëü õàðàêòåðèñòèêè x p 2 (t) ñ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì λp 2, îïðåäåëÿåòñÿ ïî åå çíà÷åíèþ â òî÷êå 2.

Ñîñòîÿíèå â òî÷êå 3, âû÷èñëåííîå ïî ôîðìóëå (1.23) ïóòåì ñóììè-

ðîâàíèÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì, ôèêñèðîâàííûì â ÿ÷åéêå i, îòâå÷à-

þùèì ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì (ò.å. ïî èíäåêñó p 1 äëÿ

âñåõ λp 1 > 0) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëåâûì îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû. Îáîçíà÷èì

åãî êàê VL. Àíàëîãè÷íî, ñîñòîÿíèå â òî÷êå 3, âû÷èñëåííîå ïóòåì ñóì-

ìèðîâàíèÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ÿ÷åéêè i+1, ò.å. ïî èíäåêñó p 2 äëÿ

âñåõ λp 2 < 0 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðàâûì îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû è îáîçíà-

÷àòüñÿ êàê VR.

Íà ðèñ. 1.14 ïîêàçàíà âîçìîæíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îäíîé èç êîìïîíåíò

V (x) âåêòîð-ôóíêöèè V(x, t) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè âíóòðè ðàç-

íîñòíûõ ÿ÷ååê ñ ïîìîùüþ êóñî÷íûõ ïàðàáîë. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíû çíà-

÷åíèÿ ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíèöû, ïðè÷åì V L ̸= V R. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíû
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Ðèñ. 1.14. Àïïðîêñèìàöèÿ V(x) â ñìåæíûõ ÿ÷åéêàõ.

ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè, íàïðèìåð, äëÿ ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì i:

Vi =
1

∆x

xi+1/2∫
xi−1/2

V (x) d x.

Ñîñòîÿíèÿ VL è VR òðåáóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íûõ ïàðàáîë íà

ñëåäóþùåì øàãå ïî âðåìåíè, îäíàêî â ñòàíäàðòíîì PPM îíè �ñøèâàþò-

ñÿ�, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ

VL = VR = Vi+1/2. (1.26)

Â ìåòîäå PPM óñëîâèå (1.26) âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ, ò.ê. çíà÷åíèå

Vi+1/2 âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà ïî ÷åòûðåõòî÷å÷íîìó øàáëîíó [50]. Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ �ñøèâ-

êè� ïàðàáîë íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó î ðàñïàäå ðàçðûâà ìåæäó ñîñòî-

ÿíèÿìè VL è VR. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ìåòîäîì

Ðîó [67]:

Ui+1/2 =
UL +UR

2
+

1

2

∑
λ∗p>0

α∗ p r p (V ∗)− 1

2

∑
λ∗p<0

α∗ p r p (V ∗). (1.27)

Â (1.27) çíà÷åíèÿ UL è UR âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì

áàçèñîì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â ÿ÷åéêàõ i è i + 1. Êàê âûáèðàåòñÿ ñî-

ñòîÿíèå, ïî êîòîðîìó ôèêñèðóåòñÿ áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â êàæäîé

ÿ÷åéêå áóäåò ïîêàçàíî íèæå (ñì. ñòð. 68). Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïðàâûõ
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ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ r p â (1.27) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñîñòîÿíèþ V∗, îïðå-

äåëÿåìîì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë [67]:

ρ∗ =
√
ρLρR, ξ∗ =

√
ρL ξ L +

√
ρR ξ R√

ρL +
√
ρR

, äëÿ ξ = u, h , (1.28)

ãäå u - êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, h = (E + p)/ρ - óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ∗p èìåþò âèä: λ∗1 = u∗ + c∗, λ∗2 = λ∗3 = u∗,

λ∗4 = u∗ − c∗, ãäå c∗ =
√
(p ∗

ρ)s ( p ∗ = p ( ρ∗, ε ∗) ). Çíà÷åíèÿ àìïëèòóä α∗ p

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñîñòîÿíèþ V∗ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.23):

V ∗ =
∑
p

α∗ p r p (V ∗).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà PPML äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â äâóõìåðíîé

ïîñòàíîâêå ìîæíî ðàñùåïëÿòü ñèñòåìó (1.17) ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïå-

ðåìåííûì è ðåøàòü îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ îòäåëüíî âäîëü êàæäîé êî-

îðäèíàòíîé îñè. Îäíàêî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíîå èç-

ìåíåíèå âåëè÷èí â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ çà ñ÷åò ïîòîêîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ

íàïðàâëåíèÿõ. Â ìåòîäå PPM òàêàÿ ïðîöåäóðà íå òðåáóåòñÿ.

Ðèñ. 1.15. Äâóõìåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà.

Äîïîëíèòåëüíîå èçìåíåíèå âåëè÷èí, íàïðèìåð, â òî÷êå 1 íà ðèñ. 1.15

ìåæäó ÿ÷åéêàìè (i, j) è (i + 1, j) çà ñ÷åò ïîòîêà â íàïðàâëåíèè y ïðè

ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ìîìåíòó âðåìåíè ìîæíî ó÷åñòü, ðåøèâ óðàâ-

íåíèå (1.17) â íàïðàâëåíèè x, ðàññìàòðèâàÿ ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå çà
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íàïðàâëåíèå y, êàê èñòî÷íèê. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî (1.24) áóäåì èìåòü:

∂ t α
p + λ p ∂x α

p = D p, p = 1, . . . , 4, (1.29)

D p = −l pB p ∂ yV
p, (1.30)

ãäå l p - ëåâûé âåêòîð ßêîáèàíà A, B p - ñòîëáåö ßêîáèàíà B, îòâå÷à-

þùåãî çà íàïðàâëåíèå y. Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò l p è B p â (1.30) ïðåäëà-

ãàåòñÿ âû÷èñëÿòü ïî òîìó æå ñîñòîÿíèþ, ïî êîòîðîìó ôèêñèðóåòñÿ áà-

çèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â ÿ÷åéêå (i, j) äëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ

âäîëü õàðàêòåðèñòèê ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ëè-

áî â ÿ÷åéêå (i, j+1) äëÿ âîëí, îòâå÷àþùèõ îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì (ñì. ñòð. 68). ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂ yV
p ìîæíî âû÷èñëèòü,

çàìåíèâ èõ ðàçíîñòíûìè:

∂ yV
p =

V p
i, j+1 − V p

i, j

∆y
.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.29) çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (1.25) ñ äîáàâëå-

íèåì ñëàãàåìîãî, ñâÿçàííîãî ñ èñòî÷íèêîì:

α p (xi+1/2, t+ τ) = α p (xi+1/2 − λ p τ, t) +D p τ. (1.31)

Ëåâîå è ïðàâîå ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ VL è VR â òî÷êå 1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ôîðìóëå (1.23) ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëèòóä (1.31),

äîìíîæåííûõ íà ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ßêîáèàíà A. Äàëåå äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ãðàíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ Vi+1/2, j èñïîëüçóåì ôîðìóëó (1.27).

ÑîñòîÿíèåVi, j+1/2 â òî÷êå 2 âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå â

èñòî÷íèêå áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ èçìåíåíèå çà ñ÷åò ïîòîêà â íàïðàâëåíèè x.

1.2.3 Âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê

Íà ðèñ. 1.16 ïîêàçàí íàáîð õàðàêòåðèñòèê, îòâå÷àþùèõ λ p > 0, âíóòðè

ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì i. Õàðàêòåðèñòèêà x 1 (t) îòâå÷àåò ìàêñè-

ìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ 1. Òî÷êà 1 - ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
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Ðèñ. 1.16. Íàáîð õàðàêòåðèñòèê âíóòðè ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè.

äàííîé õàðàêòåðèñòèêè ñ êóñî÷íîé ïàðàáîëîé íà ïðåäûäóùåì øàãå ïî

âðåìåíè. Î÷åâèäíî, íà ñîñòîÿíèå â òî÷êå 2 (ëåâîå ãðàíè÷íîå ñîñòîÿíèå)

âëèÿåò òîëüêî îáëàñòü îò ãðàíèöû ÿ÷åéêè x = xi+1/2 äî òî÷êè 1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè íåîáõîäè-

ìî óñðåäíèòü àìïëèòóäû α p (x, t), îòâå÷àþùèå êàæäîé õàðàêòåðèñòèêå,

ïî ñâîåé îáëàñòè âëèÿíèÿ. Åñëè ðàññìîòðåòü âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùó-

þñÿ âíóòðè ÿ÷åéêè i âäîëü õàðàêòåðèñòèêè ñ λ p > 0, òî åå óñðåäíåííàÿ

àìïëèòóäà íà ãðàíèöå x = xi+1/2 â ìîìåíò âðåìåíè t + τ áóäåò âû÷èñ-

ëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå:

α
p

i+1/2 =
1

λ p τ

xi+1/2∫
xi+1/2−λ p τ

α p (x) d x, λ p > 0. (1.32)

Èç (1.23) ñëåäóåò, ÷òî âêëàä êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè ñ λ p > 0 âíóòðè

ÿ÷åéêè i â ëåâîå ãðàíè÷íîå ñîñòîÿíèå VL
i+1/2 åñòü

VL, p
i+1/2 (x) = α p (x) r p.

Îòñþäà,

α p (x) = l p V L, p
i+1/2 (x). (1.33)

Ïîäñòàâëÿåì (1.33) â (1.32):

α
p

i+1/2 =
1

λ p τ

xi+1/2∫
xi+1/2−λ p τ

l p V L, p
i+1/2 (x) d x, λ p > 0.
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Ò.ê. áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ôèêñèðîâàí â êàæäîé ÿ÷åéêå, òî l p ìîæ-

íî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà, òîãäà

α
p

i+1/2 = l p V
L, p

i+1/2 , λ p > 0,

ãäå

V
L, p

i+1/2 =
1

λ p τ

xi+1/2∫
xi+1/2−λ p τ

VL, p
i+1/2 (x) d x. (1.34)

Íåîáõîäèìî âûáðàòü ñîñòîÿíèå, ïî êîòîðîìó áóäåì âû÷èñëÿòü ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû, ôèêñèðîâàííûå äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè. Â êà÷åñòâå òà-

êîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ÿ÷åéêè i ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü V
L, 1

i+1/2 - óñðåäíåííûé

ïî ôîðìóëå (1.34) âêëàä â ëåâîå ãðàíè÷íîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùèé

àìïëèòóäå âîëíû â òî÷êå 1 â ìîìåíò âðåìåíè t. Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå

ðàñ÷åòû, ýòîò âûáîð ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû.

Ò.ê. âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âíóòðè ÿ÷åéêè i âäîëü õàðàêòåðè-

ñòèê ñ λ p < 0, î÷åâèäíî, íå âëèÿþò íà ñîñòîÿíèå â òî÷êå 2, òî äëÿ α
p
i+1/2

ïðè λ p < 0 ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî, íàïðèìåð, íîëü. Îäíàêî èç óäîá-

ñòâà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ îáùóþ ôîðìóëó:

α
p

i+1/2 =

 l p
(
V

L, 1

i+1/2

)
·V

L, p

i+1/2 , λ p > 0,

l p
(
V

L, 1

i+1/2

)
·V

L, 1

i+1/2 , λ p < 0.
(1.35)

Ñîñòîÿíèå VL
i+1/2 ñëåâà îò ãðàíèöû ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.23) ñ

ïîìîùüþ ñóììèðîâàíèÿ àìïëèòóä (1.35), äîìíîæåííûõ íà ïðàâûå âåê-

òîðû, îäíàêî óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïðèðàùå-

íèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïî áàçèñó ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. ×òîáû

åå ïîëó÷èòü, çàïèøåì (1.35) â âèäå

α
p

i+1/2 = Θ(λ p)
(
l pV

L, p

i+1/2

)
+ (1−Θ(λ p))

(
l pV

L, 1

i+1/2

)
. (1.36)

(Àðãóìåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ óäîáñòâà îïóùåíû.) Äîìíîæèâ

(1.36) íà r p è ïðîñóììèðîâàâ ïî p, ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî
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ïîëó÷èòü

VL
i+1/2 −V

L, 1

i+1/2 =
∑

p (λ p>0)

r p

(
l p
(
V

L, p

i+1/2 −V
L, 1

i+1/2

))
. (1.37)

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëàñü ðàçíîñòíàÿ ÿ÷åéêà ñ íîìåðîì i. Ðàññìîò-

ðåâ ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì i+1 è õàðàêòåðèñòèêè ñ îòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ VR
i+1/2 ñïðàâà îò ãðàíèöû:

V
R, 1

i+1/2 −VR
i+1/2 =

∑
p (λ p<0)

r p

(
l p
(
V

R, p

i+1/2 −V
R, 1

i+1/2

))
. (1.38)

Çäåñü r p è l p - ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ôèêñèðîâàííûå â ÿ÷åéêå i+ 1. Ñî-

ñòîÿíèåV
R, 1

i+1/2 - ýòî óñðåäíåííûé ïî ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè âëèÿíèÿ â

ÿ÷åéêå i+1 âêëàä âVR
i+1/2 çà ñ÷åò âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü õà-

ðàêòåðèñòèêè, îòâå÷àþùåé ìàêñèìàëüíîìó ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîìó

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

Ôîðìóëû (1.37) - (1.38) èìåþò íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ - îíè ïîêà-

çûâàþò, ÷òî ïðèðàùåíèå êàæäîé ôèçè÷åñêîé ïåðåìåííîé â îêðåñòíîñòè

ãðàíèöû ñêëàäûâàåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèðàùåíèé ýòèõ âåëè÷èí

ïðè ïåðåñå÷åíèè êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè ñëåâà íàïðàâî îò îäíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ê äðóãîìó.

Òåïåðü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîòîê F
n+1/2
i+1/2 íà ãðàíèöå x = xi+1/2.

Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ðîó [67]. Äëÿ íà÷àëà ïåðåéäåì îò ôèçè-

÷åñêèõ ïåðåìåííûõ V ê êîíñåðâàòèâíûì U (èìååòñÿ âçàèìîîäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå V ↔ U) è âû÷èñëèì ïîòîêè ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíèöû:

FL = F
(
UL

i+1/2

)
è FR = F

(
UR

i+1/2

)
. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

F
n+1/2
i+1/2 =

FL + FR

2
− 1

2

∑
p

∣∣λ p(V∗)
∣∣∆α p

i+1/2 r
p
U (U∗) , (1.39)

ãäå

∆α p
i+1/2 = l p (V∗)

(
VR

i+1/2 −VL
i+1/2

)
, (1.40)

r p
U = M r p - ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû

ãàçîäèíàìèêè (M - ìàòðèöà ïåðåõîäà (1.18)).
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Ïðè çàïèñè (1.40) èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî

l pU∆U = l p∆V,

êîòîðîå äàåò âîçìîæíîñòü íå èñïîëüçîâàòü ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà â

êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Êîìïîíåíòû V∗ âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ

(1.28) îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèé VL
i+1/2 è VR

i+1/2. U
∗ - ñîñòîÿíèå, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå V∗ â êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Â äâóõìåðíîé ïîñòàíîâêå, âû÷èñëèâ ïîòîêè íà ãðàíèöàõ ìåæäó ÿ÷åé-

êàìè äëÿ íàïðàâëåíèÿ x, àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì ïîòîêè äëÿ íàïðàâëå-

íèÿ y. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàçíîñòíóþ ñõåìó (1.16), âû÷èñëÿåì ñîñòîÿíèÿ

â öåíòðàõ ÿ÷ååê Un+1
i, j íà ñëåäóþùåì øàãå ïî âðåìåíè.

Îñòàëîñü ïåðåîïðåäåëèòü ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ êóñî÷íûõ ïàðàáîë

Vn+1
i, j+1/2 è Vn+1

i+1/2, j , âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (1.27), â îáëàñòÿõ íåìîíî-

òîííîãî ðåøåíèÿ ñîãëàñíî ìåòîäó PPM (ñì. [50]), è çàäà÷à ðåøåíà.

1.2.4 Òåñòèðîâàíèå

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áûë ïðîòåñòèðîâàí íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ îäíî-

ìåðíûõ è äâóõìåðíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ óðàâíå-

íèå ñîñòîÿíèÿ è óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè áðàëîñü äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî

ãàçà (1.14)-(1.15) ñ γ = 1.4.

1D òåñòû

Ïåðâûå òðè òåñòà â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå ïðîâåäåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ

ðàáîòîé [57]. Ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è Ñîäà [58], Ëàêñà [59] èØó [60]. Îíè

ðåøàëèñü íà îòðåçêå x ∈ [−1, 1], êîòîðûé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

ðàçáèâàëñÿ ãðàíèöåé xb íà äâå ÷àñòè:

V =

 VL, x ≤ xb,

VR, x > xb.

Èñïîëüçîâàëèñü �èñòîðè÷åñêèå� ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ - çíà÷åíèÿ âåëè÷èí

â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ íå ìåíÿëèñü ñî âðåìåíåì.
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×åòâåðòûé òåñò - ýòî çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ óäàðíûõ âîëí [61],

êîòîðàÿ ðåøàëàñü íà îòðåçêå x ∈ [0, 1]. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

îòðåçîê ðàçáèâàëñÿ íà òðè ÷àñòè:

V =


VL, x < 0.1,

VM , 0.1 ≤ x < 0.9,

VR, x ≥ 0.9.

Â ýòîì òåñòå èñïîëüçîâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîãî îòðàæåíèÿ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé áûëè ââåäåíû òðè äîïîëíè-

òåëüíûå ÿ÷åéêè ñ ñîñòîÿíèÿìè V0, V−1, V−2 äëÿ ëåâîé ãðàíèöû è òðè

ÿ÷åéêè ñ ñîñòîÿíèÿìè VN+1, VN+2, VN+3 äëÿ ïðàâîé. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ñî-

ñòîÿíèé íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè îïðåäåëÿëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ− l+1 = ρ l, u− l+1 = −u l, p− l+1 = p l, l = 1, 2, 3,

ρN+ l = ρN− l+1, uN+ l = −uN− l+1, pN+ l = pN− l+1, l = 1, 2, 3.

Âðåìÿ ñ÷åòà îáîçíà÷àëîñü áóêâîé T , êîëè÷åñòâî ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê -

N . Øàã ïî âðåìåíè τ âû÷èñëÿëñÿ èç óñëîâèÿ Êóðàíòà ñ ÷èñëîì Êóðàíòà

σ = 0.5 äëÿ âñåõ ðàñ÷åòîâ.

Òåñò 1 (Çàäà÷à Ñîäà [58]). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

ãàçîäèíàìèêè èìåþò âèä:(
ρL, uL, pL

)
= (1, 0, 1),(

ρR, uR, pR
)
= (0.125, 0, 0.1),

xb = 0, N = 100, T = 0.4.

Òåñò 2 (Çàäà÷à Ëàêñà [59]). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:(
ρL, uL, pL

)
= (0.445, 0.698, 3.528),(

ρR, uR, pR
)
= (0.5, 0, 0.571),

xb = 0, N = 100, T = 0.32.
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Òåñò 3 (Çàäà÷à Øó [60]). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:(
ρL, uL, pL

)
= (3.857143, 2.629369, 10.3333),(

ρR, uR, pR
)
= (1 + 0.2 sin(5πx), 0, 1),

xb = −0.8, N = 300, T = 0.36.

Òåñò 4 (Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè óäàðíûõ âîëí (1D) [61]). Íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ èìåþò âèä: (
ρL, uL, pL

)
= (1, 0, 103),(

ρM , uM , pM
)
= (1, 0, 10−2),(

ρR, uR, pR
)
= (1, 0, 102),

N = 400, T = 0.038.

Íà ðèñ. 1.17-1.20 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äàííûõ òåñòîâûõ ðàñ÷å-

òîâ. Òî÷íîå ðåøåíèå ïîêàçàíî ñïëîøíîé ëèíèåé. Â çàäà÷å î âçàèìîäåé-

ñòâèè óäàðíûõ âîëí îáðàçóþòñÿ òðè îáëàñòè êîíòàêòíîãî ðàçðûâà, ñðåä-

íèé èç êîòîðûõ î÷åíü òðóäíî ðàçðåøèòü ëþáûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè

(ðèñ. 1.20).

2D òåñòû

Äëÿ äâóìåðíûõ ðàñ÷åòîâ áûëè âûáðàíû äâà âàðèàíòà íà÷àëüíîé êîíôè-

ãóðàöèè èç ïðåäëîæåííûõ â [62]. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò äâèæåíèå

è âçàèìîäåéñòâèå óäàðíûõ âîëí (òåñò 5), âî âòîðîì - êîíòàêòíûõ ðàçðû-

âîâ (òåñò 6). Äâóõìåðíàÿ îáëàñòü x × y = [0, 1] × [0, 1] ðàçáèâàëàñü íà

÷åòûðå êâàäðàòà ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Èñïîëüçîâàëàñü

ðàçíîñòíàÿ ñåòêà Nx × Ny = 400 × 400 ÿ÷ååê, ÷èñëî Êóðàíòà σ = 0.2.

Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â ãðàíè÷íûõ ÿ÷åéêàõ çàäàâàëèñü ïóòåì ïåðåíîñà. Íà-

ïðèìåð, äëÿ ëåâîé ãðàíèöû çàäàâàëîñü:

V2, j = V3, j , V1, j = V2, j , j = 1, . . . , Ny.
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Êðîìå òîãî, áûë ïðîâåäåí òåñò íà îòðàæåíèå íàêëîííîé óäàðíîé âîë-

íû [63] (òåñò 7), è ðåøåíà çàäà÷à äâîéíîãî ìàõîâñêîãî îòðàæåíèÿ [64]

(òåñò 8).

Òåñò 5 (Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè óäàðíûõ âîëí (2D) [62]). Íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ èìåþò âèä:

(ρ, u, v, p) =



(1.1, 0, 0, 1.1), x > 0.5, y > 0.5,

(0.5065, 0.8939, 0, 0.35), x < 0.5, y > 0.5,

(1.1, 0.8939, 0.8939, 1.1), x < 0.5, y < 0.5,

(0.5065, 0, 0.8939, 0.35), x > 0.5, y < 0.5.

Âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî T = 0.25.

Òåñò 6 (Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ [62]). Íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

(ρ, u, v, p) =



(1, 0.75,−0.5, 1), x > 0.5, y > 0.5,

(2, 0.75, 0.5, 1), x < 0.5, y > 0.5,

(1,−0.75, 0.5, 1), x < 0.5, y < 0.5,

(3,−0.75,−0.5, 1), x > 0.5, y < 0.5.

Âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî T = 0.3.

Òåñò 7 (Îòðàæåíèå íàêëîííîé óäàðíîé âîëíû [63]).

Çàäà÷à ðåøàëàñü â îáëàñòè x × y = [0, 4] × [0, 1] íà ñåòêå èç 60 × 40

ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê ñ ÷èñëîì Êóðàíòà σ = 0.4. Óäàðíàÿ âîëíà èíèöèè-

ðîâàëàñü çà ñ÷åò óñëîâèé íà ãðàíèöàõ. Íà íèæíåé ãðàíèöå çàäàâàëàñü

òâåðäàÿ ñòåíêà, íà ïðàâîé - ñâåðõçâóêîâîå âûòåêàíèå, ñëåâà è ââåðõó

ôèêñèðîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ:(
ρL, uL, v L, pL

)
= (1, 2.9, 0, 1/γ),(

ρT , uT , v T , pT
)
= (1.69997, 2.61934,−0.50632, 1.52819).

Ïðè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ôîðìèðóåòñÿ íàêëîííàÿ óäàðíàÿ âîë-

íà, äâèãàþùàÿñÿ îò ëåâîãî âåðõíåãî óãëà è îòðàæàþùàÿñÿ îò íèæíåé
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ãðàíèöû. Ïîñëå 10000 øàãîâ ïî âðåìåíè óñòàíàâëèâàëàñü ñòàöèîíàðíàÿ

êàðòèíà òå÷åíèÿ.

Òåñò 8 (Äâîéíîå ìàõîâñêîå îòðàæåíèå [64]).

Çàäà÷à ðåøàëàñü â îáëàñòè x × y = [0, 4] × [0, 1] íà ñåòêå èç 480 ×
120 ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê ñ ÷èñëîì Êóðàíòà σ = 0.4. Îòðàæàþùàÿ ñòåíêà

çàäàâàëàñü íà íèæíåé ãðàíèöå íà îòðåçêå (1/6, 0)− (4, 0). Íà ýòó ñòåíêó

â òî÷êå (1/6, 0) ïàäàëà óäàðíàÿ âîëíà ñî ñêîðîñòüþ 10 Ìàõîâ, îáðàçóÿ

óãîë â 60 ãðàäóñîâ ñ îñüþ x. Ïàðàìåòðû ñðåäû ñëåâà è ñïðàâà îò âîëíû

áðàëèñü: (
ρL, uL, v L, pL

)
= (8, 7.1447,−4.125, 116.5),(

ρR, uR, vR, pR
)
= (1.4, 0, 0, 1).

Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà íèæíåé ãðàíèöå íà îòðåçêå (0, 0)-

(1/6, 0) è íà ïðàâîé ãðàíèöå èñïîëüçîâàëàñü ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ

âåëè÷èí, íà ëåâîé ãðàíèöå - ñâåðõçâóêîâîå âòåêàíèå, ââåðõó - óñëîâèÿ,

ìåíÿþùèåñÿ ñî âðåìåíåì â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîãî äâèæåíèÿ óäàðíîé

âîëíû. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè T = 0.2.

Íà ðèñ. 1.21-1.24 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äàííûõ äâóõìåðíûõ ðàñ-

÷åòîâ. Äëÿ òåñòîâ 5, 6 è 8 ëèíèÿìè ïîêàçàíû óðîâíè ïîñòîÿííîé ïëîò-

íîñòè. Äëÿ òåñòà 7 (ðèñ. 1.23) ïðèâåäåíî äàâëåíèå âäîëü ëèíèè y = 0.55,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó j = 11. Òî÷íîå ðåøåíèå ïîêàçàíî ñïëîøíîé

ëèíèåé.
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Ðèñ. 1.17. Çàäà÷à Ñîäà [58].

Ðèñ. 1.18. Çàäà÷à Ëàêñà [59].
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Ðèñ. 1.19. Çàäà÷à Øó [60].

Ðèñ. 1.20. Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè óäàðíûõ âîëí (1D) [61].
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Ðèñ. 1.21. Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè óäàðíûõ âîëí (2D) [62].

Ðèñ. 1.22. Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ [62].
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Ðèñ. 1.23. Îòðàæåíèå íàêëîííîé óäàðíîé âîëíû [63]. Ïîêàçàíî äàâëåíèå âäîëü ëèíèè

y = 0.55.

Ðèñ. 1.24. Çàäà÷à äâîéíîãî ìàõîâñêîãî îòðàæåíèÿ [64].
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Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçî-

äèíàìèêè ìåòîäîì PPML, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ

ñòàíäàðòíîãî êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà. Äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ îñ-

íîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà ïðè

äâèæåíèè âäîëü õàðàêòåðèñòèê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. ×òî-

áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ñâîéñòâîì, íåîáõîäèìî ëèíåàðèçîâàòü ñèñòåìó

óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè, çàôèêñèðîâàâ áàçèñ ïðàâûõ è ëåâûõ ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ â êàæäîé ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêå. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ïðîâåñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé àíàëèç. Êàê ïîêàçàëè òåñòîâûå ðàñ÷åòû,

âûáîð ñîñòîÿíèÿ, ïî êîòîðîìó ôèêñèðóåòñÿ áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòî-

ðîâ, ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ðåøåíèå. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîé

ðàçíîñòíîé ñõåìû íåîáõîäèìî ðåøèòü äâå çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ

îïðåäåëèòü ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ êóñî÷íûõ ïàðàáîë â êàæäîé ðàçíîñòíîé

ÿ÷åéêå ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó øàãó ïî âðåìåíè. Îòëè÷èå ìåòîäà

PPML îò ìåòîäà PPM ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü, âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ

èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû ïî ÷åòûðåõòî÷å÷íîìó øàáëîíó äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé, îíè ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåíîñà ñîîò-

âåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé àìïëèòóä âîëí ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðåìåíè

âäîëü õàðàêòåðèñòèê. Ïðè òàêîì ïîäõîäå äëÿ êàæäîé ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè

ïîëó÷àþòñÿ ñâîè ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå �íå ñøèòû�: èõ çíà÷åíèÿ

íà îäíîì è òîì æå îáùåì èíòåðôåéñå äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÿ÷åéêè íå ñîâ-

ïàäàþò. Äëÿ �ñøèâêè� ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó Ðèìàíà î

ðàñïàäå ðàçðûâà ìåæäó íèìè. Èñêëþ÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäó-

ðû ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ñõåìû. Âòîðàÿ çàäà÷à

ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê. Äëÿ îáùåãî èíòåð-

ôåéñà ñìåæíûõ ÿ÷ååê îïðåäåëÿþòñÿ ïîòîêè ñëåâà è ñïðàâà, ïðè÷åì äëÿ

ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè ïðè âû÷èñëåíèè

ëåâîãî è ïðàâîãî ãðàíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèõîäèòñÿ óñðåäíÿòü àìïëèòó-

äû âîëí ïî ñâîåé îáëàñòè âëèÿíèÿ. Ïîòîê íà ãðàíèöå îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì

ðåøåíèÿ åùå îäíîé çàäà÷è Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà. Äëÿ ðåøåíèÿ çà-
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äà÷ Ðèìàíà â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ðîó, ò.ê. îí îòíîñèòåëüíî

ïðîñò â ðåàëèçàöèè è îáëàäàåò íèçêîé ñõåìíîé âÿçêîñòüþ. Ñîñòîÿíèÿ â

öåíòðàõ ÿ÷ååê ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïîòîêè ïî ôîðìóëå (1.16). Ïî-

ñëå òîãî êàê ñîñòîÿíèÿ â öåíòðàõ ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê íà ñëåäóþùåì øàãå

ïî âðåìåíè áóäóò âû÷èñëåíû íåîáõîäèìî ïåðåîïðåäåëèòü ãðàíè÷íûå ñî-

ñòîÿíèÿ â îáëàñòÿõ íåìîíîòîííîãî ðåøåíèÿ ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó ìå-

òîäó PPM è çàäà÷à ðåøåíà. Ïðè ðåøåíèè äâóõ- è òðåõìåðíûõ çàäà÷

èìååòñÿ åùå îäíî îòëè÷èå ìåòîäà PPML îò PPM: ïðè âû÷èñëåíèè ãðà-

íè÷íûõ çíà÷åíèé êóñî÷íûõ ïàðàáîë â ìåòîäå PPML òðåáóåòñÿ ó÷åñòü èõ

èçìåíåíèå çà ñ÷åò ïîòîêîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ò.å. ïðè

ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè, íàïðèìåð, âäîëü íàïðàâëå-

íèÿ x òðåáóåòñÿ ó÷åñòü ïðîèçâîäíûå â íàïðàâëåíèè y (è z â òðåõìåðíîé

çàäà÷å). Ýòè ïðîèçâîäíûå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä â âèäå èñ-

òî÷íèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïðèìåíåíèè ñõåìû Ðîó îòñóòñòâóåò ôåíîìåí

�êàðáóíêóë� [65]. Ðåøåíèå îäíî- è äâóõìåðíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçàëî,

÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñîõðàíèë âñå ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà PPM,

îáëàäàÿ ïðè ýòîì áîëåå íèçêèìè äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè. Èñïîëü-

çîâàíèå ëîêàëüíîãî øàáëîíà â ìåòîäå PPML óïðîùàåò àëãîðèòì ïðè

ðåøåíèè çàäà÷ íà àäàïòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñåòêàõ.
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1.3 PPML äëÿ èäåàëüíîé ÌÃÄ

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðåäñòàâëåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷

èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ìíîãîìåðíîé ãàçîäèíàìèêè, ïîñòðîåííàÿ íà îñíî-

âå ìåòîäà PPML. Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, çäåñü íåîáõîäèìî

ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ìàãíèòíîå ïîëå - óñëîâèå åãî áåç-

äèâåðãåíòíîñòè (îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ). Â îäíîìåðíîé ïîñòà-

íîâêå ýòî óñëîâèå ó÷èòûâàòü íå èìååò ñìûñëà, ò.ê óðàâíåíèå ýâîëþöèè

êîìïîíåíòû Bx ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. Êðîìå òî-

ãî, â ìíîãîìåðíîé ïîñòàíîâêå ïðè ðàñùåïëåíèè ñèñòåìû ÌÃÄ ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè âäîëü êàæäî-

ãî íàïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïîòîêè âåëè÷èí â îðòîãîíàëüíûõ

íàïðàâëåíèÿõ â âèäå èñòî÷íèêîâ, àíàëîãè÷íî ìåòîäèêå, èñïîëüçîâàííîé

ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè. Îñíîâíûå ýëåìåíòû ïî-

ñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû áóäóò ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå äâóõ-

ìåðíîãî ñëó÷àÿ. Åå òåñòèðîâàíèå ïðîâåäåíî íà íåñêîëüêèõ õàðàêòåðíûõ

çàäà÷àõ ÌÃÄ.

1.3.1 Óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé ÌÃÄ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé èäåàëüíîé ÌÃÄ â îáùåì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:



∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0,

∂ρv

∂t
+∇ · (ρvv −BB) +∇p = 0,

∂E

∂t
+∇ ·

(
vE + vp−B (B · v)

)
= 0,

∂B

∂t
+∇ · (vB−Bv) = 0,

(1.41)

ãäå ρ - ïëîòíîñòü, v - âåêòîð ñêîðîñòè (åãî êîìïîíåíòû â äàëüíåéøåì

áóäåì îáîçíà÷àòü êàê u, v è w), B - âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ (÷òîáû íå

çàãðîìîæäàòü óðàâíåíèÿ (1.41), ìíîæèòåëü 1/
√
4π áûë âêëþ÷åí â îïðå-
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äåëåíèå B), E - ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, p - ïîëíîå äàâëåíèå (ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêîå+ìàãíèòíîå):

p = p+ pmag,

pmag =
BB

2
.

Ñèñòåìà (1.41) äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè

E = ρ ε+
ρvv

2
+

BB

2
(1.42)

è óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà èìååò âèä:

p = (γ − 1) ρ ε, (1.43)

ãäå ε - óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, γ - ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

Íåîáõîäèìî òàêæå ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ìàãíèòíîå

ïîëå (óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ):

divB = 0. (1.44)

Äèâåðãåíòíàÿ ôîðìà ñèñòåìû (1.41), çàïèñàííàÿ äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ

ïåðåìåííûõ, â äâóõìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
+
∂G(U)

∂y
= 0, (1.45)

ãäå

U = (ρ, ρ u, ρ v, ρw,Bx, By, Bz, E)
T , (1.46)

F =
(
ρ u, ρ u2 + p−B2

x, ρuv −BxBy, ρuw −BxBz, 0,

uBy − vBx, uBz − wBx, u(E + p)−Bx(uBx + vBy + wBz)
)T
, (1.47)

G =
(
ρ v, ρuv −BxBy, ρ v

2 + p−B2
y , ρvw −ByBz, vBx − uBy,

0, vBz − wBy, v(E + p)−By(uBx + vBy + wBz)
)T
, (1.48)

Âñå âåëè÷èíû â (1.46)-(1.48) çàâèñÿò îò êîîðäèíàò x, y è âðåìåíè t.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

(bx, by, bz) =
1
√
ρ
(Bx, By, Bz) , b2 = b2x + b2y + b2z.

Òîãäà ñêîðîñòü çâóêà c, àëüâåíîâñêàÿ ñêîðîñòü ca, áûñòðàÿ ñêîðîñòü cf è

ìåäëåííàÿ ñêîðîñòü cs çàïèøóòñÿ â âèäå:

c =

√
γp

ρ
,

ca = |bx|,

cf, s =

(
1

2

(
c 2 + b 2

)
± 1

2

√
(c 2 + b 2) 2 − 4c 2b 2x

)1/2

.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî àíàëèçà è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ

ìåòîäîì PPML ñèñòåìó (1.45) íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü â ôèçè÷åñêèõ ïå-

ðåìåííûõ â êâàçèëèíåéíîé ôîðìå:

∂V

∂t
+ Ax

∂V

∂x
+ Ay

∂V

∂y
= 0, (1.49)

ãäå

V = (ρ, u, v, w,Bx, By, Bz, p )
T

Ìàòðèöû Ax è Ay ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç ßêîáèàíû êîíñåðâàòèâíîé

ñèñòåìû ∂ F/∂U è ∂G/∂U:

Ax =M−1 ∂ F

∂U
M, Ay =M−1 ∂G

∂U
M, (1.50)

ãäå M - ìàòðèöà ïåðåõîäà:

M =
∂U

∂V
=



1 0 0 0 0 0 0 0

u ρ 0 0 0 0 0 0

v 0 ρ 0 0 0 0 0

w 0 0 ρ 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

u2

2
ρu ρv ρw Bx By Bz

1

γ − 1



, (1.51)
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M−1 =



1 0 0 0 0 0 0 0

−u/ρ 1/ρ 0 0 0 0 0 0

−v/ρ 0 1/ρ 0 0 0 0 0

−w/ρ 0 0 1/ρ 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

(γ − 1)u2

2
k u k v k w k Bx k By k Bz (γ − 1)



,

ãäå k = 1− γ. Ñîãëàñíî (1.50) ìàòðèöû Ax è Ay èìåþò âèä:

Ax =



u ρ 0 0 0 0 0 0

0 u 0 0 0 By/ρ Bz/ρ 1/ρ

0 0 u 0 0 −Bx/ρ 0 0

0 0 0 u 0 0 −Bx/ρ 0

0 0 0 0 u 0 0 0

0 By −Bx 0 0 u 0 0

0 Bz 0 −Bx 0 0 u 0

0 γp 0 0 0 0 0 u



,

Ay =



v 0 ρ 0 0 0 0 0

0 v 0 0 −By/ρ 0 0 0

0 0 v 0 Bx/ρ 0 Bz/ρ 1/ρ

0 0 0 v 0 0 −By/ρ 0

0 −By Bx 0 v 0 0 0

0 0 0 0 0 v 0 0

0 0 Bz −By 0 0 v 0

0 0 γp 0 0 0 0 v



.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö Ax è Ay ìîãóò èìåòü ñèíãóëÿðíîñòè â

òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü Áðèî
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è Âó ïðåäëîæèëè íîðìèðîâêó âèäà [66]:

(βy, βz) =


(By, Bz)√
B 2

y +B 2
z

åñëè B 2
y +B 2

z ̸= 0,

(
1√
2
,
1√
2

)
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

(1.52)

(αf , αs) =



(√
c 2 − c 2s ,

√
c 2f − c 2

)
√
c 2f − c 2s

åñëè B 2
y +B 2

z ̸= 0 èëè γp ̸= B 2
x(

1√
2
,
1√
2

)
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

(1.53)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ßêîáèàíà Ax èìåþò âèä:

λ 1, 8
x = u± cf , λ 2, 7

x = u± ca, λ 3, 6
x = u± cs, λ 4, 5

x = u.

λ 1, 8
x ñîîòâåòñòâóþò ïàðå áûñòðûõ ìàãíèòî-àêóñòè÷åñêèõ âîëí, λ 2, 7

x - ïàðå

àëüâåíîâñêèõ âîëí, λ 3, 6
x - ïàðå ìåäëåííûõ ìàãíèòî-àêóñòè÷åñêèõ âîëí,

λ 4
x - ýíòðîïèéíîé âîëíå, λ 5

x - âîëíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîõðàíåíèþ ìàã-

íèòíîãî ïîòîêà.

Ëåâûå è ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ßêîáèàíà Ax ñ ó÷åòîì íîðìè-

ðîâêè (1.52)-(1.53) èìåþò âèä:

l 1, 8x =

(
0,±αf cf

2c 2
,∓ αs

2c 2
cs βy sgnBx,∓

αs

2c 2
cs βz sgnBx,

0,
αs

2
√
ρ c

βy,
αs

2
√
ρ c

βz,
αf

2ρ c 2

)
,

r 1, 8
x =

(
ραf ,±αf cf ,∓αs cs βy sgnBx,∓αs cs βz sgnBx,

0, αs
√
ρ c βy, αs

√
ρ c βz, αfγ p

)T
,

l 2, 7x =

(
0, 0,− βz√

2
sgnBx,

βy√
2
sgnBx, 0,±

βz√
2ρ
,∓ βy√

2ρ
, 0

)
,

r 2, 7
x =

(
0, 0,− βz√

2
sgnBx,

βy√
2
sgnBx, 0,±

√
ρ

2
βz,∓

√
ρ

2
βy, 0

)T

,
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l 3, 6x =

(
0,±αs cs

2c 2
,± αf

2c 2
cf βy sgnBx,±

αf

2c 2
cf βz sgnBx,

0,− αf

2
√
ρ c

βy,−
αf

2
√
ρ c

βz,
αs

2ρ c 2

)
,

r 3, 6
x =

(
ραs,±αs cs,±αf cf βy sgnBx,±αf cf βz sgnBx,

0,−αf
√
ρ c βy,−αf

√
ρ c βz, αsγ p

)T
,

l 4x =

(
1, 0, 0, 0, 0, 0, 0,− 1

c,2

)
,

r 4
x = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T ,

l 5x = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) ,

r 5
x = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)T .

Çàïèñàííûå òàêèì îáðàçîì ñîáñòâåííûå âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííû. Ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ßêîáèàíà Ay çàïèñûâàþòñÿ

àíàëîãè÷íî:

λ 1, 8
y = v ± cf , λ 2, 7

y = v ± ca, λ 3, 6
y = v ± cs, λ 4, 5

y = v,

l 1, 8y =

(
0,∓ αs

2c 2
cs βx sgnBy,±

αf cf
2c 2

,∓ αs

2c 2
cs βz sgnBy,

αs

2
√
ρ c

βx, 0,
αs

2
√
ρ c

βz,
αf

2ρ c 2

)
,

r 1, 8
y =

(
ραf ,∓αs cs βx sgnBy,±αf cf ,∓αs cs βz sgnBy,

αs
√
ρ c βx, 0, αs

√
ρ c βz, αfγ p

)T
,

l 2, 7y =

(
0,− βz√

2
sgnBy, 0,

βx√
2
sgnBy,±

βz√
2ρ
, 0,∓ βx√

2ρ
, 0

)
,

r 2, 7
y =

(
0,− βz√

2
sgnBy, 0,

βx√
2
sgnBy,±

√
ρ

2
βz, 0,∓

√
ρ

2
βx, 0

)T

,
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l 3, 6y =

(
0,± αf

2c 2
cf βx sgnBy,±

αs cs
2c 2

,± αf

2c 2
cf βz sgnBy,

− αf

2
√
ρ c

βx, 0,−
αf

2
√
ρ c

βz,
αs

2ρ c 2

)
,

r 3, 6
y =

(
ραs,±αf cf βx sgnBy,±αs cs,±αf cf βz sgnBy,

−αf
√
ρ c βx, 0,−αf

√
ρ c βz, αsγ p

)T
,

l 4y =

(
1, 0, 0, 0, 0, 0, 0,− 1

c,2

)
,

r 4
y = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T ,

l 5y = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) ,

r 5
y = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)T .

1.3.2 ×èñëåííàÿ ñõåìà

Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìíî-

ãîìåðíîé ÌÃÄ íà îñíîâå ìåòîäà PPML ïðèìåíÿåòñÿ òîò æå ïîäõîä, ÷òî

è äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè. Â êàæäîé ðàçíîñò-

íîé ÿ÷åéêå íåîáõîäèìî ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèÿ ÌÃÄ, ôèêñèðóÿ áàçèñ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, è âû÷èñëèòü ñîñòîÿíèÿ íà ãðàíèöàõ è â öåíòðàõ

ÿ÷ååê, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåêîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êóñî÷íûõ

ïàðàáîë. Äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü ðÿä ïðîöåäóð ìîíîòîíèçàöèè ðåøå-

íèÿ. Èçìåíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìíîãîìåðíîñòüþ çàäà÷è, áóäóò êàñàòüñÿ

ó÷åòà äîïîëíèòåëüíûõ ïîòîêîâ âåëè÷èí ïðè âû÷èñëåíèè ñîñòîÿíèé íà

ãðàíèöàõ ÿ÷ååê è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ (1.44) ïðè îïðåäåëåíèè åãî êîìïîíåíò. Òàêæå íåîáõîäèìî áóäåò ìîäè-

ôèöèðîâàòü ôîðìóëó äëÿ ëèìèòåðîâ â îäíîé èç ïðîöåäóð ìîíîòîíèçàöèè

ðåøåíèÿ.
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1.3.3 Âû÷èñëåíèå ñîñòîÿíèé íà ãðàíèöàõ ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê

Áóäåì ðàñùåïëÿòü ñèñòåìó ÌÃÄ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è

ðåøàòü åå ïîñëåäîâàòåëüíî âäîëü êàæäîãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íàïðàâëåíèå x. Âåêòîð-ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿV(x, t)

â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîìó ëîêàëüíîìó áàçèñó

ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ r p
x:

V(x, t) =
∑
p

α p(x, t) r p
x. (1.54)

Êîýôôèöèåíòû α p (x, t) â ðàçëîæåíèè (1.54) (àìïëèòóäû âîëí) ÿâëÿþòñÿ

èíâàðèàíòàìè Ðèìàíà, ñîõðàíÿþùèìèñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû

(1.49). Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ α p(x, t), íàïðèìåð, íà ïðàâîé ãðàíèöå ÿ÷åéêè

ñ íîìåðîì (i, j) ïðè x = xi+1/2 â ìîìåíò âðåìåíè t+ τ ìîæíî âû÷èñëèòü,

çíàÿ çíà÷åíèÿ àìïëèòóä âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ÿ÷åéêå (i, j), â ìî-

ìåíò âðåìåíè t. Îäíàêî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷åñòü âêëàä â àìïëèòóäû

çà ñ÷åò ïîòîêà â îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè y.

Ðàçëîæèì ìàòðèöó Ax ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì:

Ax = RxΛx Lx, (1.55)

ãäå Rx - ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé åñòü ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû

r p
x, Lx - îáðàòíàÿ åé ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé åñòü ëåâûå ñîáñòâåííûå

âåêòîðû l px, Λx - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: (Λx)ij = 0

äëÿ i ̸= j, (Λx)ij = λ p
x äëÿ i = j = p. Ïîäñòàâèì (1.55) â (1.49) è

äîìíîæèì íà ìàòðèöó Lx ñëåâà, òîãäà

Lx ∂ tV + Λx Lx ∂xV + LxAy ∂ yV = 0. (1.56)

Ïîäñòàâèâ (1.54) â (1.56) è ðàññìîòðåâ ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå çà íà-

ïðàâëåíèå y, êàê èñòî÷íèê, ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî α p (x, t):

∂ t α
p + λ p ∂x α

p = D p, p = 1, . . . , 8, (1.57)

D p = −l pxA
p
y ∂ yV

p, (1.58)
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ãäå l px - ëåâûé âåêòîð ßêîáèàíà Ax, A p
y - ñòîëáåö ßêîáèàíà Ay, V p - êîì-

ïîíåíòà âåêòîðà ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.57) äëÿ

àìïëèòóä âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ê ïðàâîé ãðàíèöå ÿ÷åéêè ñ íîìå-

ðîì (i, j), çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

α p (xi+1/2, t+ τ) = α p (xi+1/2 − λ p
x τ, t) +D p τ äëÿ λ p

x > 0. (1.59)

(Íà ñîñòîÿíèå íà ïðàâîé ãðàíèöå âëèÿþò òîëüêî òå âîëíû âíóòðè ÿ÷åéêè

ñ íîìåðîì (i, j), êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê, îòâå-

÷àþùèõ ïîëîæèòåëüíûì λ p
x.)

Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò l px è A
p
y â (1.58) ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëÿòü ïî òîìó

æå ñîñòîÿíèþ, ïî êîòîðîìó ôèêñèðóåòñÿ áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â

êàæäîé ÿ÷åéêå. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂ yV
p ìîæíî âû÷èñëèòü, çàìåíèâ

èõ ðàçíîñòíûìè:

∂ yV
p =

V p
i, j+1 − V p

i, j

∆y
.

Àìïëèòóäû âîëí â ìîìåíò âðåìåíè t+ τ íà ïðàâîé ãðàíèöå ÿ÷åéêè ñ

íîìåðîì (i, j) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1.59) ÷åðåç çíà÷åíèÿ àìïëèòóä

â ìîìåíò âðåìåíè t. Â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷åíèÿ àìïëèòóä â ìîìåíò âðåìå-

íè t âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.54) ïóòåì äîìíîæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

V (x, t) â òî÷êå x p = xi+1/2−λ p
x τ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâûå ñîáñòâåííûå

âåêòîðû:

α p (x p, t) = l px ·V (x p, t) äëÿ λ p
x > 0.

Ñîñòîÿíèå íà ïðàâîé ãðàíèöå ÿ÷åéêè (i, j) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëåâûì îò-

íîñèòåëüíî èíòåðôåéñà ìåæäó ÿ÷åéêàìè (i, j) è (i+1, j). Îáîçíà÷èì åãî

êàêVL. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä (1.59) îíî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(1.54) ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì, ôèêñèðîâàííûì â

ÿ÷åéêå (i, j), îòâå÷àþùèì ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå VR ñïðàâà îò èíòåð-

ôåéñà, ïðè ýòîì â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì (i + 1, j) ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàê-

òåðèñòèêè, îòâå÷àþùèå λ p
x < 0. Ïîñëå ýòîãî ìåòîäîì Ðîó [67] ðåøàåòñÿ
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çàäà÷à Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìèUL èUR, ñîîòâåò-

ñòâóþùèì ñîñòîÿíèÿì â ïðîñòûõ ïåðåìåííûõ VL è VR, è âû÷èñëÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå Ui+1/2,j íà èíòåðôåéñå:

Ui+1/2,j =
UL +UR

2
+

1

2

∑
p (λ∗p

x >0)

α∗ p r p
Ux (V

∗)− 1

2

∑
p (λ∗p

x <0)

α∗ p r p
Ux (V

∗),

(1.60)

ãäå r p
Ux =M r p

x - ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòå-

ìû ÌÃÄ (M - ìàòðèöà ïåðåõîäà (1.51)). Çíà÷åíèÿ èõ êîìïîíåíò âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ïî ñîñòîÿíèþ V∗, îïðåäåëÿåìîì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

ρ∗ =
√
ρLρR,

ξ∗ =

√
ρL ξ L +

√
ρR ξ R√

ρL +
√
ρR

äëÿ ξ = u, v, w, h,

B∗
x =

B L
x +B R

x

2
, (1.61)

B∗
y,z =

B L
y,z/
√
ρL +B R

y,z/
√
ρR√

ρL +
√
ρR

√
ρLρR, (1.62)

p∗ =
(
ρ∗h∗ −W ∗ −B∗

) γ − 1

γ
,

ãäå

W ∗ = ρ∗
(u∗)2 + (v∗)2 + (w∗)2

2
,

B∗ = (B∗
x)

2 + (B∗
y)

2 + (B∗
z)

2.

Âåëè÷èíà h = (E + p)/ρ åñòü óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ. Çíà÷åíèÿ àìïëèòóä

α∗ p â (1.60) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñîñòîÿíèþ V∗ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.54):

V ∗ =
∑
p

α∗ p r p
x (V

∗).

Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê âäîëü íà-

ïðàâëåíèÿ x îïðåäåëåíû. Íàïðàâëåíèå y ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì. Ïðè ýòîì ôîðìóëû óñðåäíåíèÿ (1.61) è (1.62) çàìåíÿþòñÿ íà

B∗
y =

B L
y +B R

y

2
,
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B∗
x,z =

B L
x,z/
√
ρL +B R

x,z/
√
ρR√

ρL +
√
ρR

√
ρLρR,

à â èñòî÷íèêå Dp áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ âêëàä ïîòîêà âåëè÷èí â íàïðàâ-

ëåíèè x. Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ÌÃÄ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå òàêèõ

èñòî÷íèêîâ áóäåò äâà.

Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê ïîëíîñòüþ ïîâòî-

ðÿåò èçëîæåííóþ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Êîíñåðâàòèâíàÿ ðàçíîñòíàÿ

ñõåìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿíèé â öåíòðàõ ÿ÷ååê íà âðåìåííîì øàãå

n+ 1 èìååò âèä:

Un+1
i,j = Un

i,j −
τ

∆x

(
F

n+1/2
i+1/2, j − F

n+1/2
i−1/2, j

)
− τ

∆y

(
G

n+1/2
i, j+1/2 −G

n+1/2
i, j−1/2

)
.

(1.63)

Ïîëóöåëûå ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñû ó ïîòîêîâ ïîêàçûâàþò, ê êàêèì

ãðàíèöàì ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè îíè îòíîñÿòñÿ. Ïîëóöåëûé íîìåð øàãà ïî

âðåìåíè n+1/2 îçíà÷àåò, ÷òî áåðóòñÿ óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ ïî

âðåìåííîìó øàãó τ , ÷òî äàåò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè.

1.3.4 Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ divB = 0

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû ÌÃÄ (1.41) óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ (1.44) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæåí

íåôèçè÷åñêèé ïåðåíîñ âåùåñòâà â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ïîëþ B

(ïîÿâëÿþòñÿ ôèêòèâíûå ñèëû), òàêæå âîçìîæíî íàðóøåíèå çàêîíîâ ñî-

õðàíåíèÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî

ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ äàííîé ïðîáëåìû. Ïîäðîáíîå èõ îáñóæäåíèå ìîæíî

íàéòè â ðàáîòå [68].

Îäèí èç ñïîñîáîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè âîñüìèâîëíîâîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé ÌÃÄ, êîòîðîå, êàê îêàçàëîñü, âåäåò ñåáÿ áîëåå ñòà-

áèëüíî ïðè èõ ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè [69]. Â ñèñòåìó ÌÃÄ ââîäèò-

ñÿ äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå çà ïåðåíîñ divB, è, òàêèì

îáðàçîì, åñëè â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ãäå-òî âîçíèêàåò íåíóëåâàÿ
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äèâåðãåíöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îíà ñíîñèòñÿ çà ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé îáëà-

ñòè. Ýòîò ïîäõîä íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, ò.ê. ñóùåñòâóþò çàäà÷è, â

êîòîðûõ divB ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ. Êðîìå òîãî,

ïîÿâëÿþùàÿñÿ âîñüìàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò ïðèâåñòè ê íåôèçè÷åñêèì

ðåøåíèÿì (îòðèöàòåëüíûì òåìïåðàòóðå è ïëîòíîñòè).

Äðóãîé ñïîñîá - èñïîëüçîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ ïðîåêöèîííûõ ñõåì

(projection scheme) [70]. Èäåÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðîòîðà è ãðàäèåíòà:

B∗ = ∇×A+∇ϕ. (1.64)

Åñëè ïîëå B áåçäèâåðãåíòíî, òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ðîòîðîì âåê-

òîðíîãî ïîòåíöèàëà:

B = ∇×A. (1.65)

Åñëè â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî ïîëå B∗ c íåíóëåâîé

äèâåðãåíöèåé, òî ñîãëàñíî (1.64)-(1.65) åãî ìîæíî ñêîððåêòèðîâàòü:

B = ∇×A = B∗ −∇ϕ. (1.66)

Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (1.64), ïîòåíöèàë ϕ âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà

∆ϕ = divB∗. (1.67)

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (1.67),

îáåñïå÷èâàþùåãî âûïîëíåíèå (1.66).

Íàêîíåö, ìîæíî óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ñòîêñà

∂B

∂ t
= −∇× E, (1.68)

÷òî âïåðâûå áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [71] (ñõåìà ñ îãðàíè÷åíèåì ïå-

ðåíîñà - constrained transport èëè CT). Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ â öåíòðàõ ãðàíåé ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê, ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ - â óçëàõ ñåòêè, îñòàëüíûå âåëè÷èíû - â öåíòðàõ ÿ÷ååê.
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Â ðàáîòå [72] áûëà ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà, îáúåäèíÿþùàÿ èäåþ èñïîëü-

çîâàíèÿ òåîðåìû Ñòîêñà ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè âåëè÷èí íà ñåòêå ñî

ñõåìàìè ãîäóíîâñêîãî òèïà (ñõåìà Flux-CT). Ýòîé ìåòîäèêîé è ïðåäëàãà-

åòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîé ñõåìû íà îñíîâå ìåòîäà

PPML.

Î÷åâèäíî, èñïîëüçóÿ (1.68) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà êàæ-

äîì øàãå ïî âðåìåíè, áóäåò îáåñïå÷åíà åãî áåçäèâåðãåíòíîñòü. Êàê èç-

âåñòíî,

E = −v ×B.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.47)-(1.48) âèäíî, ÷òî âû÷èñëÿÿ ïîòîêè â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè, ïîëó÷àþòñÿ êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îòíîñÿ-

ùèåñÿ, êàê è ñàìè ïîòîêè, ê ãðàíèöàì ÿ÷ååê. Òàê, øåñòàÿ êîìïîíåíòà

ïîòîêà F6 åñòü z-êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì,

îòíîñÿùàÿñÿ ê ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöå ÿ÷åéêè, à ïÿòàÿ êîìïîíåíòà ïî-

òîêà G5 åñòü z-êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îòíîñÿùàÿñÿ ê âåðõ-

íåé è íèæíåé ãðàíèöå ÿ÷åéêè. Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå Òåéëîðà âáëèçè

óçëîâ ñåòêè äëÿ ýòèõ êîìïîíåíò è óñðåäíÿÿ èõ, ìîæíî îïðåäåëèòü z-

êîìïîíåíòó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â óçëàõ ñåòêè.

Ðèñ. 1.25. Êîìïîíåíòû ïîòîêîâ, èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ Ez.
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Ez i+1/2,j+1/2 =
1

4

(
Eleft

z i+1/2,j+1/2 + Eright
z i+1/2,j+1/2

+Etop
z i+1/2,j+1/2 + Ebottom

z i+1/2,j+1/2

)
, (1.69)

ãäå íàïðèìåð

Eleft
z i+1/2,j+1/2 = Ez i,j+1/2 +

∂Ez

∂x

∣∣∣∣
i,j+1/2

∆x

2
,

∂Ez

∂x

∣∣∣∣
i,j+1/2

=



(
∂Ez

∂x

)
i,j

, vi,j+1/2 > 0,(
∂Ez

∂x

)
i,j+1

, vi,j+1/2 < 0,

1

2

[(
∂Ez

∂x

)
i,j

+

(
∂Ez

∂x

)
i,j+1

]
, vi,j+1/2 = 0.

Âû÷èñëèâ Ez âî âñåõ óçëàõ ñåòêè è çíàÿ êîìïîíåíòû ïîëÿ íà ïðåäû-

äóùåì øàãå ïî âðåìåíè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ (1.68) äëÿ îïðåäåëåíèÿ

íîâûõ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê â ìîìåíò âðåìåíè

n+1. Òåîðåìà Ñòîêñà íà ðàçíîñòíîé ñåòêå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Bn+1
x i+1/2,j = Bn

x i+1/2,j −
τ

∆y

(
Ez i+1/2,j+1/2 − Ez i+1/2,j−1/2

)
, (1.70)

Bn+1
y i,j+1/2 = Bn

y i,j+1/2 −
τ

∆x

(
Ez i+1/2,j+1/2 − Ez i−1/2,j+1/2

)
. (1.71)

Íà ðèñ. 1.26 ïîêàçàíû êîìïîíåíòû Ez â óçëàõ ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì (i, j)

è êîìïîíåíòû Bx è By, âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëàì (1.70)-(1.71) è îòíî-

ñÿùèåñÿ ê ãðàíÿì ÿ÷åéêè.

Êîìïîíåíòû ïîëÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè (i, j) ïîëó÷àþòñÿ óñðåäíåíèåì:

Bn+1
x i,j =

1

2

(
Bn+1

x i−1/2,j +Bn+1
x i+1/2,j

)
, (1.72)

Bn+1
y i,j =

1

2

(
Bn+1

y i,j−1/2 +Bn+1
y i,j+1/2

)
. (1.73)
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Ðèñ. 1.26. Êîìïîíåíòû Ez, Bx è By â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì (i, j).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1.70)-(1.71) â (1.72)-(1.73) êîìïîíåíòû ïîëÿ Bn
x i+1/2,j

è Bn
y i,j+1/2 íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê íà âðåìåííîì øàãå n óñðåäíÿþòñÿ àíàëî-

ãè÷íî (1.72)-(1.73) è äàþò èçâåñòíûå ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðåìåíè

êîìïîíåíòû Bn
x i,j è B

n
y i,j â öåíòðàõ ÿ÷ååê.

Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ìàãíèòíîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

áåçäèâåðãåíòíîñòè â êàæäîì óçëå ðàçíîñòíîé ñåòêè, â ÷åì ìîæíî óáå-

äèòüñÿ, àïïðîêñèìèðîâàâ divB ïî ôîðìóëå:

(divB)i+1/2,j+1/2 =
1

2∆x

(
Bx i+1,j +Bx i+1,j+1 −Bx i,j −Bx i,j+1

)
+

1

2∆y

(
By i,j+1 +By i+1,j+1 −By i,j −By i+1,j

)
.

Âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû (1.63) êîìïîíåíòû Bx è

By ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê íà âðåìåííîì øàãå n + 1 íåîáõî-

äèìî çàìåíèòü íà êîìïîíåíòû, ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëàì (1.72)-(1.73).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ÌÃÄ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå íåîá-

õîäèìî ïåðåîïðåäåëÿòü âñå òðè êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

1.3.5 Ìîíîòîíèçàöèÿ ðåøåíèÿ

Çíàÿ ñîñòîÿíèÿ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê, âû÷èñëåííûå ñîãëàñíî (1.60), è ñî-

ñòîÿíèÿ â èõ öåíòðàõ, âû÷èñëåííûå ñîãëàñíî (1.63), ìîæíî ïîñòðîèòü

âåêòîð-ôóíêöèè V(x) è V(y) - ðåøåíèå ñèñòåìû (1.41) íà ñëåäóþùåì
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øàãå ïî âðåìåíè t+ τ , àïïðîêñèìèðîâàííîå ñ ïîìîùüþ êóñî÷íûõ ïàðà-

áîë âäîëü êàæäîé êîîðäèíàòíîé îñè.

Â ñòàíäàðòíîì ìåòîäå PPM èìååòñÿ ïðîöåäóðà ìîíîòîíèçàöèè ïîëó-

÷åííîãî ðåøåíèÿ ïóòåì ìîäèôèêàöèè ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé è îíà îñòà-

åòñÿ áåç èçìåíåíèé äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Îäíàêî åå îêàçàëîñü íåäî-

ñòàòî÷íî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïîðÿäêà ñõåìà â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëüçóåòñÿ àë-

ãîðèòì ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [78].

Â íà÷àëå âû÷èñëÿþòñÿ âñå àìïëèòóäû âîëí αp
i äëÿ ñîñòîÿíèé âåëè-

÷èí â öåíòðàõ ÿ÷ååê Vi è α
p
i±1/2 äëÿ ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé Vi±1/2 (p =

1, . . . , 8) óìíîæàÿ èõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâûå âåêòîðà èñõîäíîé ÌÃÄ

ñèñòåìû. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðàíè÷-

íûõ çíà÷åíèé:

αp, ∗
i±1/2 = median

(
αp
i , α

p
i±1/2, α

p
i±1

)
è

αp, ∗∗
i±1/2 = median

(
αp
i , α

p, ∗
i±1/2, 3α

p
i − 2αp, ∗

i∓1/2

)
,

ãäå median ôóíêöèÿ åñòü

median (a, b, c) = a+minmod (b− a, c− a) ,

minmod (a, b) =
1

2
(sign(a) + sign(b))min (|a|, |b|) .

Åñëè îáà îáà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèå íå èçìåíÿþòñÿ, ò.å. αp, ∗∗
i±1/2 = αp

i±1/2

äëÿ âñåõ p, ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ. Èíà÷å âû÷èñëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå çíà-

÷åíèÿ αp
i±1/2,∗ íà îñíîâå èíòåðïîëÿöèè 5-ãî ïîðÿäêà WENO, ïðèìåíÿÿ

àëãîðèòì 2.2.4 èç [78] è ïðîâåðÿåì, ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì :

åñëè αp, ∗∗
i±1/2 = αp

i äëÿ âñåõ p òîãäà ïðèìåíÿòñÿ àëãîðèòì 2.1.2, 4(b) [78],

èíà÷å îáëàñòü ìîíîòîííàÿ íî èìååòñÿ ñëèøêîì ãðóòîé ãðàäèåíò ïîñòðî-

åííûé ïî çíà÷åíèÿì ïîëó÷åííûìè èç Ðèìàíîâîãî ñîëâåðà, è òîãäà èñ-

ïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì 2.1.2, 4(c) [78].

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ìíîãîìåðíîé ïîñòàíîâêå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ëèìèòåðîâ íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü.
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Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïàðàáîëà, ïîñòðîåííàÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ x, äëÿ

êàæäîé êîìïîíåíòû V (x) ñîñòîÿíèÿV(x, t) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

V (x) = V i,j + ϕ(V )

[
s i,j (x− xi) +

σ i,j

2

(
(x− xi)

2 − ∆x2

12

)]
, (1.74)

ãäå

s i,j =
Vi+1/2,j − Vi−1/2,j

∆x
, σ i,j = 6

Vi+1/2,j − 2Vi,j + Vi−1/2,j

∆x2
.

Â êà÷åñòâå ëèìèòåðà ϕ(V ) èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ñëåäóþùåãî âèäà [73]:

ϕ(V ) = min

(
1,

|Vi,j −max(Vl,m)|
|Vi,j −max(Vi−1/2,j, Vi+1/2,j, Vi,j−1/2, Vi,j+1/2)|

,

|Vi,j −min(Vl,m)|
|Vi,j −min(Vi−1/2,j, Vi+1/2,j, Vi,j−1/2, Vi,j+1/2)|

)
,

ãäå l = i− 2, i− 1, i, i+ 1, i+ 2, m = j − 2, j − 1, j, j + 1, j + 2 êðîìå ñëó-

÷àÿ (l,m) = (i, j). Òàêèì îáðàçîì, â äâóõìåðíîé çàäà÷å ïðè âû÷èñëåíèè

ëèìèòåðîâ ó÷èòûâàåòñÿ âñå îêðóæåíèå ÿ÷åéêè (i, j).

Ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìèðóþùåé ïàðàáîëû (1.74) äëÿ

êàæäîé ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì (i, j) âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

êîìïîíåíò V R
i−1/2,j è V

L
i+1/2,j (èíäåêñû i− 1/2 è i+1/2 îáîçíà÷àþò ëåâóþ

è ïðàâóþ ãðàíèöû ÿ÷åéêè, à èíäåêñû R è L îçíà÷àþò, ÷òî âû÷èñëåí-

íûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ïðàâîãî è ëåâîãî ñîñòîÿíèÿ îò-

íîñèòåëüíî ýòèõ ãðàíèö). Ïîñëå äàííîé ïðîöåäóðû êóñî÷íûå ïàðàáîëû

îêàçûâàþòñÿ íå ñøèòûìè íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê: V L
i+1/2,j ̸= V R

i+1/2,j ̸= Vi+1/2,j.

Ïðîöåäóðà ìîíîòîíèçàöèè, ñâÿçàííàÿ ñ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëîâ äîïó-

ñòèìîãî èçìåíåíèÿ àìïëèòóä âîëí, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå

ñîñòîÿíèÿ, îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Â ïðîâåäåííûõ òåñòîâûõ äâóõìåðíûõ ðàñ÷åòàõ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìåòîäèê ìîíîòîíèçàöèè ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ñíà÷àëà áûëà ïðèìåíåíà ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ äîïóñòèìîãî

èçìåíåíèÿ àìïëèòóä âîëí, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå ñîñòîÿ-
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íèÿ, äàëåå èñïîëüçîâàëàñü ìíîãîìåðíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ñ ïîìîùüþ ëè-

ìèòåðîâ, è, íàêîíåö, äëÿ óñòðàíåíèÿ ëîæíûõ ýêñòðåìóìîâ ïðèìåíÿëàñü

ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ìîíîòîíèçàöèè PPM.

1.3.6 Òåñòèðîâàíèå

×èñëåííûé ìåòîä áûë ïðîòåñòèðîâàí íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ õàðàêòåð-

íûõ äâóõìåðíûõ çàäà÷ ÌÃÄ. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ è

óðàâíåíèå ýíåðãèè áðàëîñü äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî ãàçà (1.42)-(1.43).

Òåñò 1: ÷èñëåííàÿ äèññèïàöèÿ è çàòóõàíèå àëüâåíîâñêîé âîëíû

Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â çàäà-

÷àõ ÌÃÄ ïðîèñõîäèò ñ ìèíèìàëüíîé äèññèïàöèåé âåëè÷èí, åñëè âîëíû

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïîä óãëîì 45o ê îñÿì ðàçíîñòíîé ñåòêè. Îäíàêî ïðè

ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè ïðè èññëå-

äîâàíèè òóðáóëåíòíîñòè, ñïîñîáíîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû îáåñïå÷èâàòü ìà-

ëóþ äèññèïàöèþ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí ïîä ìàëûìè óãëàìè ê ñåòêå

îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà, êàê âåäåò ñåáÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà íà

îñíîâå ìåòîäà PPML â ýòîì ñëó÷àå, èñïîëüçóåòñÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à èç

ñòàòüè [74], â êîòîðîé ïðîèñõîäèò çàòóõàíèå àëüâåíîâñêîé âîëíû.

Àëüâåíîâñêàÿ âîëíà çàäàâàëàñü ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôëóê-

òóàöèé ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòè ðàçìåðîì [−r/2, r/2] ×
[−r/2, r/2], ãäå r = 6. Îíà ðàñïðîñòðàíÿëàñü âäîëü âåêòîðà

n = nx ex + ny ey =
1√
r2 + 1

ex +
r√
r2 + 1

ey.

Óãîë ìåæäó n è îñüþ y ïðè r = 6 ñîñòàâëÿåò 9.462o. Ñêîðîñòü âîëíû

îïðåäåëÿëàñü ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà ξ ïî ôîðìóëå

v = (v0 nx − ξ ny cosϕ) ex + (v0 ny + ξ nx cosϕ) ey + ξ sinϕ ez,
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Ðèñ. 1.27. Çàòóõàíèå Àëüâåíîâñêèõ âîëí. Ïîêàçàíû ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Bz è vz

êàê ôóíêöèè âðåìåíè.

ãäå ϕ - ôàçà âîëíû:

ϕ =
2π

ny

(
nx x+ ny y −

B0√
4πρ0

t

)
.

Ìàãíèòíîå ïîëå çàäàâàëîñü â âèäå:

B =
(
B0 nx + ξ ny

√
4πρ0 cosϕ

)
ex+(

B0 ny − ξ nx
√
4πρ0 cosϕ

)
ey − ξ

√
4πρ0 sinϕ ez.

Ïðè t = 0 çàäàâàëèñü íåâîçìóùåííûå çíà÷åíèÿ ρ0 = 1 è p 0 = 1.

Èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: v0 = 0, B0 = 1, ξ =

0.2, ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 5/3. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàëàñü íà

120× 120 ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ ÷èñëîì Êóðàíòà

σ = 0.4, èñïîëüçîâàëèñü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Ðèñóíîê 1.27 ïîêàçàí äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì ìàêñèìàëüíîãî ïî ðàñ-

÷åòíîé îáëàñòè çíà÷åíèÿ z êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñêîðîñòè â

çàâèñèìîñòè îò âðåìåííîãî øàãà, ïîëó÷åííûé ñî ñõåìîé PPML è PPM.

Â òî âðåìÿ êàê îáå ñõåìû èìåþò î÷åíü íèçêóþ äèññèïàöèþ, PPML äàåò

äèññèïàöèþ äàæå ìåíüøå, ÷åì ó ñõåìû PPM. Â ðàáîòå [74] ïðåäñòàâëå-

íû ðåçóëüòàòû äàííîãî òåñòà äëÿ íåñêîëüêèõ ÷èñëåííûõ ñõåì âòîðîãî

ïîðÿäêà èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî äèññèïàöèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû íà îñíîâå

ìåòîäà PPML ñðàâíèìà ñ äèññèïàöèåé ëó÷øèõ âçâåøåííûõ áåçîñöèëëÿ-

òîðíûõ ñõåì (weighted essentially non-oscillatory scheme èëè WENO [75]),
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â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà èíòåðïîëÿöèè íà ðàñøèðåííûõ øàá-

ëîíàõ, è çíà÷èòåëüíî ìåíüøå äèññèïàöèè TVD ñõåì ãîäóíîâñêîãî òèïà.

Òåñò 2: ðàñïðîñòðàíåíèå öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàííîé àëüâåíîâñêîé âîëíû

Äàííàÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à áûëà ïðåäëîæåíà â ñòàòüå [68] äëÿ ñðàâíåíèÿ

òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ñõåì íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ. Çàäà÷à îïèñûâàåò ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàííîé àëüâåíîâñêîé âîëíû ïîä óã-

ëîì α = 30o ê îñè x â îáëàñòè [0, 1/ cosα]× [0, 1/ sinα]. Íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ èìåþò âèä:

ρ = 1, v∥ = 0, v⊥ = 0.1 sin(2πξ), w = 0.1 cos(2πξ)

B∥ = 1, B⊥ = 0.1 sin(2πξ), Bz = 0.1 cos(2πξ), p = 0.1,

ãäå ξ = x cosα + y sinα. Çäåñü äëÿ óäîáñòâà âìåñòî êîìïîíåíò u, v, Bx

è By èñïîëüçóþòñÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïàðàëëåëü-

íûå è îðòîãîíàëüíûå íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ àëüâåíîâñêîé âîëíû (íà-

ïðèìåð, B∥ = Bx cosα+By sinα, B⊥ = By cosα−Bx sinα). Âîëíà ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè òî÷êè (x, y) = (0, 0) ñî ñêîðîñòüþ B∥/
√
ρ = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè v∥ = 1 âîëíà ïðåâðàùàåòñÿ â ñòîÿ÷óþ.

Ðèñ. 1.28. Îðòîãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà B⊥ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïåðåìåùàþùåéñÿ àëüâåíîâ-

ñêîé âîëíå ïðè ðàñ÷åòàõ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ. ×èñëàìè ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ N .
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Çàäà÷à ðåøàëàñü íà ñåòêå N × 2N ïðè N = 8, 16, 32 è 64, ïðè ýòîì

îöåíèâàëàñü îòíîñèòåëüíàÿ ÷èñëåííàÿ îøèáêà êàæäîé âåëè÷èíû ïî ôîð-

ìóëå

δN(U) =

N∑
i=1

2N∑
j=1

|UN
i,j − UE

i,j|

N∑
i=1

2N∑
j=1

|UE
i,j|

, äëÿ U = v⊥, w,B⊥, Bz,

ãäå UE
i,j - òî÷íîå ðåøåíèå (çà òî÷íîå ïðèíèìàëîñü ðåøåíèå, âû÷èñëåííîå

ïðè N = 128). Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñõåìû îöåíèâàëàñü êàê

RN = log2
(
δN/2/δN

)
, (1.75)

ãäå â êà÷åñòâå δN áðàëîñü ñðåäíåå

δN =
1

4

(
δN(v⊥) + δN(w) + δN(B⊥) + δN(Bz)

)
. (1.76)

Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 5 ñ ÷èñëîì Êóðàíòà σ =

0.4, ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 5/3, èñïîëüçîâàëèñü ïåðèîäè÷åñêèå ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ. Íà ðèñ. 1.28 ïðåäñòàâëåíà îðòîãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà

B⊥ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ðàñ÷åòàõ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ. ×èñëàìè ïîêà-

çàíû çíà÷åíèÿ N . Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè N ðåøåíèå ïðèáëèæàåòñÿ

ê òî÷íîìó.

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíà óñðåäíåííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà (1.76)

è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (1.75). Äëÿ ñðàâíåíèÿ äàíû ðåçóëüòàòû äàííî-

ãî òåñòà äëÿ ñõåìû ñ öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ äëÿ ïîòîêîâ ñ îãðàíè÷å-

íèåì ïåðåíîñà (Flux Central Di�erence/Constrained Transport èëè Flux-

CD/CT), âçÿòûå èç [68]. Äàííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ TVD-ðàçíîñòíîé ñõåìîé

ãîäóíîâñêîãî òèïà, è â íåé èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ

áåçäèâåðãåíòíîñòè ïîëÿ. Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî ïðåäëî-

æåííîé íàìè ñõåìå íà îñíîâå ìåòîäà PPML, ïðåâîñõîäÿò ïîëó÷åííûå ñ

ïîìîùüþ ñõåìû Flux-CD/CT ïî òî÷íîñòè, îäíàêî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ìåòîäà íåñêîëüêî ìåíüøå.
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Òàáëèöà 1: óñðåäíåííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

äëÿ ñõåì íà îñíîâå PPML è Flux-CD/CT ïðè ðàñ÷åòàõ íà ðàçíûõ ñåòêàõ.

N PPML Flux-CD/CT

δN RN δN RN

8 6.1129× 10−1 − 9.71× 10−1 −
16 2.2419× 10−1 1.4471 3.93× 10−1 1.3049

32 6.9068× 10−2 1.6986 1.05× 10−1 1.9041

64 2.5900× 10−2 1.4151 2.9× 10−2 1.8563

Òåñò 3: 2.5-ìåðíàÿ óäàðíàÿ âîëíà (the 2.5D shock tube problem)

Ýòî îäíà èç ïîïóëÿðíûõ òåñòîâûõ çàäà÷, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

çàäà÷ó Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà è äåìîíñòðèðóåò âðàùåíèå êîìïîíåíò

ìàãíèòíîãî ïîëÿ [68, 76]. Ò.ê. âñå òðè êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî

ïîëÿ íåíóëåâûå, à çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàò x è y, çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ

2.5-ìåðíîé. Ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà ñîñòîèò èç äâóõ áûñòðûõ óäàðíûõ

âîëí, äâóõ âðàùàòåëüíûõ ðàçðûâîâ, äâóõ ìåäëåííûõ óäàðíûõ âîëí è

êîíòàêòíîãî ðàçðûâà, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ìåæäó ìåäëåííûìè óäàðíûìè

âîëíàìè.

Ðèñ. 1.29. 2.5-ìåðíàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ëèíèÿ ðàçðûâà âåëè÷èí çàäàåòñÿ ïîä
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Ðèñ. 1.30. 2.5-ìåðíàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîãî äàâëåíèÿ.

Ðèñ. 1.31. 2.5-ìåðíàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî äàâëåíèÿ.

óãëîì α = 45o ê ðàçíîñòíîé ñåòêå. Ñîñòîÿíèÿ ñïðàâà è ñëåâà èìåþò âèä:

(ρ, u, v, w,Bx, By, Bz, p) = (1.08, 1.2, 0.01, 0.5, 2, 3.6, 2, 0.95), äëÿ ξ < 0,

(ρ, u, v, w,Bx, By, Bz, p) = (1, 0, 0, 0, 2, 4, 2, 1), äëÿ ξ > 0,

ãäå ξ = x cosα + y sinα. Ò.ê. ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí âäîëü íàïðàâëåíèÿ

x îäèíàêîâî ïðè ëþáîì y ñ òî÷íîñòüþ äî ñìåùåíèÿ, òî âäîëü íàïðàâ-

ëåíèÿ y íåò íåîáõîäèìîñòè áðàòü áîëüøóþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü. Çàäà÷à
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ðåøàëàñü â îáëàñòè [0, 1]× [0, 6/512] íà ñåòêå èç 512× 6 ÿ÷ååê. Ïðè ýòîì

èñïîëüçîâàëèñü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ y

è èíòåðïîëÿöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà âäîëü íàïðàâëåíèÿ x. Ðàñ÷åò ïðîâî-

äèëñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0.2/
√
2 ñ ÷èñëîì Êóðàíòà σ = 0.4.

Íà ðèñ. 1.29-1.31 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ïîëíîãî äàâ-

ëåíèÿ è ìàãíèòíîãî äàâëåíèÿ pmag = BB/2 âäîëü íàïðàâëåíèÿ x. Ñïëîø-

íîé ëèíèåé ïîêàçàíî òî÷íîå ðåøåíèå, îíî áûëî ïîëó÷åíî íà ñåòêå èç

5120× 6 ÿ÷ååê. Âèäíî, ÷òî ÷èñëåííàÿ ñõåìà õîðîøî âîñïðîèçâîäèò ðàç-

ðûâíûå ðåøåíèÿ, îäíàêî èìåþòñÿ íåçíà÷èòåëüíûå îñöèëëÿöèè â îáëà-

ñòÿõ, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêàõ ñòðåëêàìè. Ýòîò ýôôåêò âîçíèêàåò èç-çà

óñðåäíåíèÿ êîìïîíåíò ïîòîêîâ ïî ôîðìóëå (1.69) íà ãðàíèöå ðàçäåëà, êî-

ãäà îäíà èç ÷åòûðåõ óñðåäíÿåìûõ êîìïîíåíò îòíîñèòñÿ ê îäíîìó ñîñòî-

ÿíèþ, à òðè îñòàëüíûå - ê äðóãîìó. Òàêèì îáðàçîì, ýòà íåìîíîòîííîñòü

ñâÿçàíà ñ âèäîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé â äàííîé çàäà÷å.

Òåñò 4: áûñòðîå âðàùåíèå öèëèíäðà â ïîêîÿùåéñÿ ñðåäå ñ îäíîðîäíûì

ìàãíèòíûì ïîëåì (rotor problem)

Çàäà÷à áûëà ïðåäëîæåíà â [72] è èñïîëüçîâàëàñü ïðè èññëåäîâàíèè ÷èñ-

ëåííûõ ñõåì â ðàáîòàõ [68, 76]. Äëÿ ìíîãèõ ñõåì îíà îêàçàëàñü òðóäíîé,

ò.ê. â ïðîöåññå ñ÷åòà âîçíèêàëè îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ [68].

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü - êâàäðàò ðàçìåðîì [0, 1]× [0, 1] c îäíîðîäíûì äàâ-

ëåíèåì è ìàãíèòíûì ïîëåì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååòñÿ åäèí-

ñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ Bx ̸= 0. Â öåíòðå êâàäðàòà çàäàåòñÿ

âðàùàþùèéñÿ ïëîòíûé äèñê (ñå÷åíèå öèëèíäðà) ðàäèóñà r0 = 0.1. Ïðè

r < r0 çàäàåòñÿ ρ = 10, u = −v0(y − 0.5)/r0, v = v0(x − 0.5)/r0, ãäå

r =
√
(x− 0.5)2 + (y − 0.5)2. Ïðè r > r1 ñðåäà íåïîäâèæíà (u = v = 0)

è èìååò ïëîòíîñòü ρ = 1. Â ïåðåõîäíîé çîíå r0 < r < r1 èñïîëüçóåò-

ñÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ âåëè÷èí: ρ = 1 + 9f , u = −fv0(y − 0.5)/r,

v = fv0(x − 0.5)/r, ãäå f = (r1 − r)/(r1 − r0). Êîìïîíåíòà ñêîðîñòè

w = 0 âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà ñðå-
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Ðèñ. 1.32. Âðàùåíèå öèëèíäðà (âàðèàíò 1). Ëèíèÿìè ïîêàçàíû 30 óðîâíåé ïëîòíîñòè â

äèàïàçîíå îò 1.3 äî 13.5 è äàâëåíèÿ - îò 0.12 äî 2.1.

Ðèñ. 1.33. Âðàùåíèå öèëèíäðà (âàðèàíò 1). Ëèíèÿìè ïîêàçàíû 30 óðîâíåé ìîäóëÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ |B| â äèàïàçîíå îò 0.32 äî 2.288 è ÷èñëà Ìàõà - îò 0.144 äî 4.27.

äà + âðàùàþùèéñÿ äèñê íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèåé, ò.ê.

íå ñáàëàíñèðîâàíû öåíòðîáåæíûå ñèëû. Âðàùàþùååñÿ âåùåñòâî áóäåò

ïîñòåïåííî ïåðåðàñïðåäåëÿòüñÿ ïî ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, çàõâàòûâàÿ íåïî-

äâèæíóþ åãî ÷àñòü, ïðè ýòîì ìàãíèòíîå ïîëå áóäåò óäåðæèâàòü âðàùà-

þùååñÿ âåùåñòâî â ñïëþñíóòîé ôîðìå.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [68, 76], ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ äâóìÿ âàðèàíòàìè íà-
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Ðèñ. 1.34. Âðàùåíèå öèëèíäðà (âàðèàíò 2). Ëèíèÿìè ïîêàçàíû 30 óðîâíåé ïëîòíîñòè â

äèàïàçîíå îò 0.9 äî 10.1 è äàâëåíèÿ - îò 0.036 äî 0.75.

Ðèñ. 1.35. Âðàùåíèå öèëèíäðà (âàðèàíò 2). Ëèíèÿìè ïîêàçàíû 30 óðîâíåé ìîäóëÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ |B| â äèàïàçîíå îò 0.152 äî 1.155 è ÷èñëà Ìàõà - îò 0.096 äî 2.86.

÷àëüíûõ äàííûõ:

1. v0 = 2, p = 1, Bx = 5/
√
4π, γ = 1.4, âðåìÿ ñ÷åòà t = 0.15;

2. v0 = 1, p = 0.5, Bx = 2.5/
√
4π, γ = 5/3, âðåìÿ ñ÷åòà t = 0.295.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå N × N = 400 × 400 ñ ÷èñëîì Êóðàí-

òà σ = 0.4. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ - èíòåðïîëÿöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Íà
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Ðèñ. 1.36. Âðàùåíèå öèëèíäðà (âàðèàíò 1). Ñå÷åíèå âäîëü äèàãîíàëè x = y äëÿ ïëîòíîñòè,

äàâëåíèÿ è ìîäóëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ |B|.

Ðèñ. 1.37. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1.36 äëÿ âàðèàíòà 2.

ðèñ. 1.32-1.33 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ

âàðèàíòà 1, íà ðèñ. 1.34-1.35 - äëÿ âàðèàíòà 2, íà ðèñ. 1.36-1.37 ïîêàçà-

íû ñå÷åíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí âäîëü äèàãîíàëè x = y. Èç ðèñóíêîâ

âèäíî, ÷òî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ÷èñëåííîé ñõåìå íà îñíîâå ìåòîäà

PPML, èìååò õîðîøåå ðàçðåøåíèå è ñðàâíèìî ïî òî÷íîñòè ñ ðåøåíèåì,

ïîëó÷åííûì ïî ñõåìå Flux-CT [68], à òàêæå ñ ðåøåíèåì íà àäàïòèâíîé

ñåòêå [76].

Òåñò 5: âèõðü Îðçàãà-Òàíãà (Orszag-Tang vortex problem)

Çàäà÷à áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà â ñòàòüå [77] è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â äâóõìåðíîé ÌÃÄ (ñì., íàïðèìåð, [68,

75]). Â ÷àñòíîñòè, îíà äåìîíñòðèðóåò ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ óäàðíûõ
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Ðèñ. 1.38. Âèõðü Îðçàãà-Òàíãà. Ëèíèÿìè ïîêàçàíû 30 óðîâíåé äàâëåíèÿ â äèàïàçîíå îò

0.02 äî 0.5 íà ìîìåíò t = 0.5.

âîëí è èõ âçàèìîäåéñòâèå, ïåðåõîä ê ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè.

Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ðàçìåðîì [0, 1]× [0, 1] â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ñðåäû: ρ = 25/(36π), p = 5/(12π),

γ = 5/3 (â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü çâóêà c =
√
γp/ρ = 1). Ñêîðîñòè

è êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì: u =

− sin 2πy, v = sin 2πx, w = 0, Bx = −B0 sin 2πy, By = B0 sin 4πx, Bz = 0,

ãäå B0 = 1/
√
4π. Íåñìîòðÿ íà ãëàäêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êàðòèíà äâè-

æåíèÿ âåùåñòâà ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñëîæíîé.

Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íà ñåòêå N × N ïðè ðàçëè÷íûõ N ñ ÷èñëîì Êó-

ðàíòà σ = 0.3. Èñïîëüçîâàëèñü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íà
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Ðèñ. 1.39. Âèõðü Îðçàãà-Òàíãà. Äàâëåíèå âäîëü ëèíèé y = 0.3125 è y = 0.4277 íà ìîìåíò

t = 0.5.

ðèñ. 1.38 ëèíÿìè óðîâíåé ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.5 äëÿ âàðèàíòà ñ N = 256, íà ðèñ. 1.39

ïîêàçàíû ñðåçû äàâëåíèÿ âäîëü ëèíèé y = 0.3125 (j = 83) è y = 0.4277

(j = 112) ñîîòâåòñòâåííî, ïî êîòîðûì ìîæíî îöåíèòü òî÷íîñòü ïåðåäà÷è

ðàçðûâîâ.

Òàê æå êàê è â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàííîé

àëüâåíîâñêîé âîëíû (òåñò 2) áûëè âû÷èñëåíû óñðåäíåííàÿ îòíîñèòåëü-

íàÿ îøèáêà δN è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó RN ïðè ðàñ-

÷åòàõ íà ñåòêàõ c N = 50, 100 è 200 ïî ôîðìóëàì (1.76) è (1.75) ñîîò-

âåòñòâåííî (â (1.76) óñðåäíÿëèñü âñå èìåþùèåñÿ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû

ðåøåíèÿ). Çà òî÷íîå ïðèíèìàëîñü ðåøåíèå íà ñåòêå ñ N = 400. Ðåçóëü-

òàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 2 è 3 íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.159 è

t = 0.5. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñõåìû ñ öåíòðàëüíîé

ðàçíîñòüþ äëÿ ïîòîêîâ (Flux-CT) è äëÿ ñõåìû ñ îãðàíè÷åíèåì ïåðåíîñà

(Flux-CT), âçÿòûå èç [68]. (Â ñòàòüå [68] ðàçìåð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áûë

äðóãîé, âûáðàííûå íàìè ìîìåíòû âðåìåíè îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäñòàâëåí-
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íûõ â [68] â 2π ðàç.) Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî

ïðåäëîæåííîé íàìè ñõåìå íà îñíîâå ìåòîäà PPML, êàê è â òåñòå 2, ïðå-

âîñõîäÿò ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñõåì Flux-CT è Flux-CD ïî òî÷íîñòè,

îäíàêî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà íåñêîëüêî ìåíüøå. Ïðè óâåëè÷åíèè

âðåìåíè ñ÷åòà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà óìåíüøàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü,

òåì íå ìåíåå, ê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè Flux-CT è Flux-CD.
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Òàáëèöà 2: óñðåäíåííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äëÿ ñõåì

PPML, Flux-CT è Flux-CD ïðè ðàñ÷åòàõ íà ðàçíûõ ñåòêàõ ïðè t = 0.159.

N PPML Flux-CT Flux-CD

δN RN δN RN δN RN

50 2.7262×10−2 − 3.21× 10−2 − 3.47× 10−2 −
100 1.0412×10−2 1.3887 1.14× 10−2 1.4935 1.22× 10−2 1.5081

200 4.1575×10−3 1.3244 3.5× 10−3 1.7036 3.7× 10−3 1.7213

Òàáëèöà 3: òî æå ÷òî è â òàáëèöå 2 äëÿ t = 0.5.

N PPML Flux-CT Flux-CD

δN RN δN RN δN RN

50 1.2246×10−1 − 1.352×10−1 − 1.380×10−1 −
100 6.9122×10−2 0.8251 7.37× 10−2 0.8754 7.75× 10−2 0.8324

200 3.0589×10−2 1.1761 3.58× 10−2 1.0417 3.73× 10−2 1.0550

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

ìíîãîìåðíîé èäåàëüíîé ÌÃÄ, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå PPML. Ïðè ïåðå-

õîäå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ê ìíîãîìåðíîìó ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ÷èñ-

ëåííîé ñõåìû íå èçìåíÿåòñÿ. Ôèêñèðóåòñÿ áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â

êàæäîé ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêå è, òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ñèñòåìà ÌÃÄ ëè-

íåàðèçóåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî èñïîëüçóåì ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòîâ

Ðèìàíà ïðè äâèæåíèè âäîëü õàðàêòåðèñòèê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé íà ãðàíèöàõ ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê. Â

ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîëó÷àþòñÿ ñâîè ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ,

èõ çíà÷åíèÿ íà îáùåì èíòåðôåéñå äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÿ÷åéêè íå ñîâ-

ïàäàþò. Äëÿ �ñøèâêè� ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó Ðèìàíà î

ðàñïàäå ðàçðûâà ìåæäó íèìè, ïåðåéäÿ ïðè ýòîì îò ïðîñòûõ ïåðåìåííûõ

ê êîíñåðâàòèâíûì. Ïðè âû÷èñëåíèè àìïëèòóä âîëí, êîòîðûå èñïîëüçó-

þòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé ïî ôîðìóëå (1.54), ñëåäóåò

ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíûå ïîòîêè âåëè÷èí â îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíè-

ÿõ â âèäå èñòî÷íèêîâ. Ñîñòîÿíèÿ â öåíòðå ÿ÷ååê âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ êîíñåðâàòèâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ãîäóíîâñêîãî òèïà (1.63). Ìåòî-

äèêà âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò èçëîæåííóþ

äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìà-

öèè ïîòîêîâ ïî âðåìåíè íåîáõîäèìî óñðåäíèòü àìïëèòóäû âîëí ïî ñâîåé
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îáëàñòè âëèÿíèÿ, àíàëîãè÷íî ìåòîäèêå PPM. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîí-

íîñòè ïðè ðåêîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ êóñî÷íûìè ïàðàáîëàìè íåîáõîäèìî

ìîäèôèöèðîâàòü ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, ïðèìåíÿÿ ìåòîäèêó îïðåäåëåíèÿ

ïðåäåëîâ äîïóñòèìîãî èçìåíåíèÿ àìïëèòóä âîëí. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå

îäíîìåðíîãî ìåòîäà ìîíîòîíèçàöèè íå ãàðàíòèðóåò â îáùåì ñëó÷àå ìî-

íîòîííîãî ðåøåíèÿ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ

ìíîãîìåðíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé-ëèìèòåðîâ. Äàëåå, äëÿ

óñòðàíåíèÿ ëîæíûõ ýêñòðåìóìîâ ïðèìåíÿåòñÿ ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó

ìîíîòîíèçàöèè ìåòîäà PPM. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÌÃÄ â ìíîãîìåðíîé ïî-

ñòàíîâêå íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ (ñì. ðàç-

äåë 1.3.4). Ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ñòîêñà (1.68), êàê

íàèáîëåå ïðîñòûì. Íîâûå êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ãàðàíòèðóþ-

ùèå åãî áåçäèâåðãåíòíîñòü, ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (1.68)

íà ðàçíîñòíîé ñåòêå. Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ïîëÿ áåðóòñÿ èç ïîòîêîâ (1.47)-(1.48) è óñðåäíÿþòñÿ ïî âñåì ãðàíÿì

âîêðóã êàæäîãî óçëà ñåòêè. Òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííîé ñõåìû ïðîâåäåíî íà

ïðèìåðå íåñêîëüêèõ èçâåñòíûõ äâóõìåðíûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä PPML äàåò õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå êàê äëÿ ãëàäêèõ,

òàê è äëÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé çà ñ÷åò íèçêîé äèññèïàöèè (ñì. ðèñ. 1.27).

Ïîëó÷åííûå äâóõìåðíûå êàðòèíû òå÷åíèÿ èìåþò õîðîøåå ðàçðåøåíèå.

Äëÿ çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàííîé àëüâåíîâ-

ñêîé âîëíû (òåñò 2) è çàäà÷è î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà (òåñò 5) áûëà âû÷èñ-

ëåíà óñðåäíåííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ

ê òî÷íîìó íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ (ñì. òàáëèöû 1-3). Îêàçàëîñü, ÷òî ðåçóëü-

òàòû, ïîëó÷åííûå ïî ïðåäëîæåííîé íàìè ñõåìå íà îñíîâå ìåòîäà PPML,

ïðåâîñõîäÿò ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñõåì Flux-CT è Flux-CD ïî òî÷íî-

ñòè, îäíàêî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà íåñêîëüêî ìåíüøå. Ïðè óâåëè-

÷åíèè âðåìåíè ñ÷åòà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà óìåíüøàåòñÿ, ïðèáëè-

æàÿñü, òåì íå ìåíåå, ê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè Flux-CT è Flux-CD.
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1.3.7 Ìîäåëèðîâàíèå ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè

Ñâåðõçâóêîâàÿ ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòü èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ òåîðèÿõ çâåçäîîáðàçîâàíèÿ [98]. Ýòî ñòèìóëèðóåò ðàçâèòèå àêêó-

ðàòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ óäîáíûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ

ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ. Îäíîé èç ìîòèâàöèé â ðàçâèòèè ÷èñëåííîé ñõå-

ìû PPML ñòàëà íåîáõîäèìîñòü â ÌÃÄ ñõåìå, îáëàäàþùåé ìàëîé ÷èñëåí-

íîé äèññèïàöèåé èëè ëó÷øå, ÷åì ó èçâåñòíîé ñõåìû PPM. Â ýòîì ðàçäåëå

èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà PPML äëÿ ðåøåíèÿ òðóäíîé ïðîáëå-

ìû ðàñ÷åòà ôîðñèðîâàííîé ñóïåðàëüâåíîâñêîé òóðáóëåíòíîñòè. Ìíîãèå

÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûå óñïåøíî ïðîõîäÿò ñòàíäàðòíûå ÌÃÄ òåñòû,

ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è [93]. Äîáàâëåíèå

íåáîëüøîé âÿçêîñòè â ÷èñëåííóþ ñõåìó, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åå óñòîé÷èâî-

ñòè, ïðèâîäèò â êîíåíîì ñ÷åòå ê äåãðàäàöèè òóðáóëåíòíûõ ñòàòèñòèê

[80]. Ïîýòîìó ïðîáëåìà ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèòñÿ ðåøàþùåé

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êàê ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè, òàê è ñàìîãî ïðî-

öåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çäåñü ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ ñëàáîçàìàãíè÷åííîé, ñâåðõçóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè. Â ïå-

ðèîäè÷åñêîé òðåõìåðíîé êîðîáêå ñ äëèíîé L = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâî-

ëþöèÿ òóðáóëåíòíîñòè ïîä äåéñòâèåì êðóïíîìàñøòàáíîé ñîëåíîèäàëü-

íîé ñèëû â òå÷åíèè 8 õàðàêòåðíûõ âðåìåí td ≡ L/2Ms. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè t = 0, îäíîðîäíûé ãàç ñ ïëîòíîñòüþ ρ ≡ 1 ïðîíèçàí

ñëàáûì îäíîðîäíûì ìàãíèòíûì ïîëåì B0 ∥ xxx ñ ïëàçìåííûì ïàðàìåò-

ðîì β0 ≡ 2p/B2
0 = 20. Êðîìå òîãî çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå, êðóïíîìàñøòàá-

íîå ïîëå ñêîðîñòè, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íîìó çâóêî-

âîìó ÷èñëó Ìàõà Ms ∼ 10. Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêîå óðàâíåíèå

ñîñòîÿíèÿ(c ≡ 1), êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò óñðåäíåííûå òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà âåùåñòâà â ïëîòíûõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ (n = 103 cm−3,

T = 10 K).
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Ðèñ. 1.40. Ìîäåëèðîâàíèå ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè ñ PPML íà ñåòêå 5123 ÿ÷å-

åê. ×åòûðå ñëàéäà ïîêàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè íà ïëîñêîñòè x ≡ 0, èëëþ-

ñòðèðóÿ ïåðåõîä ê ïîëíîñòüþ ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè ñ Ms ≈ MA ≈ 10. Ïåðåõîä

ê òóðáóëåíòíîñòè âêëþ÷àåò îáðàçîâàíèå ïåðâûõ ñèëüíûõ óäàðíûõ âîëí íà êàóñòè-

êàõ íà÷àëüíîãî ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè (t = 0.5td, ââåðõó-ñëåâà), âçàèìîäåé-

ñòâèå óäàðíûõ âîëí è ðàçâèòèèå ïåðâûõ ñäâèãîâûõ íåóñòîé÷èâîñòåé (t = 1td, ââåðõó-

ñïðàâà), è ïîñòåïåííûé ïåðåõîä ê ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ (t = 2td

è 4td, íèæíèé ðÿä). Ñòàíäàðòíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ÷åðíî-êðàñíî-áåëàÿ ïàëèòðà ïî-

êàçûâàåò îáëàñòè âûñîêîé ïëîòíîñòè â ñâåòëî-êðàñíîì öâåòå è âîëíû ðàçðåæåíèÿ â

÷åðíîì öâåòå.

Ðàçâèòèå ïðîöåññà òóðáóëåíòíîñòè íà÷èíàåòñÿ ñ îáðàçîâàíèÿ ñèëüíûõ

óäàðíûõ âîëí íà "êàóñòèêàõ"íà÷àëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè (ðèñ. 1.40). Âçà-

èìîäåéñòâèå óäàðíûõ âîëí ïðèâîäèò ê êàñêàäó íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé
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ýíåðãèè îò êðóïíûõ ìàñøòàáîâ âíèç êî âñå áîëåå ìåëêèì ìàñøòàáàì â

äóõå ïðîöåññà Êîëìîãîðîâà-Ðè÷àðäñîíà. Ìàãíèòíîå ïîëå óñèëèâàåòñÿ â

50 ðàç ïîñðåäñòâîì ìåëêîìàñøòàáíîãî ìåõàíèçìà äèíàìî [81]. Êðóïíî-

ìàñøòàáíàÿ ñîëåíîèäàëüíàÿ ñèëà óäåðæèâàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çâó-

êîâîå ÷èñëî Ìàõà ïîñòîÿííûì ïðè çíà÷åíèè Ms ≈ 10. Ýâîëþöèÿ êèíå-

òè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ýíåðãèé ïîêàçàíû íà ëåâîé ñòîðîíå ðèñóíêà 1.41.

Òàêæå èçîáðàæåíà âåëè÷èíà max(|∇·∇·∇·B|) êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè â òå÷å-

íèè ýòîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. ×èñëåííûé ìåòîä PPML óäåðæèâàåò àáñîëþò-

íîå çíà÷åíèå äèâåðãåíöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íèæå 10−12 äëÿ âñåõ âðåìåí,

äàæå ïîñëå 70,000 øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè (åñëè èñïîëüçóåò-

ñÿ â ðàñ÷åòàõ àðèôìåòèêà âû÷èñëåíèé ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ). Ïîñëå 4

õàðàêòåðíûõ âðåìåí ýâîëþöèè, ñèñòåìà çàâåðøàåò ïåðåõîä ê ïîëíîñòüþ

ðàçâèòîìó èçîòðîïíîìó ñîñòîÿíèþ ñMs ≈ 10 èMA ≈ 10. Ïðàâàÿ ïîëîâè-

íà ðèñóíêà ïîêàçûâåò ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî íàñûùåííîãî

ñîñòîÿíèÿ, ñ óñðåäíåííûì ïî 25 íàáîðîì äàííûõ ïîëíîãî êóáà âçÿòûõ

â ïðîìåæóòêå ìåæäó t = 4td è t = 8td), ñïåêòðà ìîùíîñòè ïëîòíîñòè,

ñêîðîñòè è ñèëû ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñïåêòð ñêîðîñòè èìååò ðàñøèðåííûé äèàïàçîí ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñ

íàêëîíîì îêîëî −2 êàê è â Áþðãåðñ òóðáóëåíòíîñòè, ïîäîáíî ñîîòâåò-

ñòâóþùåìó ìàñøòàáèðîâàíèþ äëÿ íåìàãíèòíûõ òå÷åíèé ïðè âûñîêèõ

÷èñëàõ Ìàõà [79]. Ýòî îæèäàåìî, ïîñêîëüêó â ýòîì ïðèìåðå òóðáóëåíò-

íîñòü ñëàáîçàìàãíè÷åíà. Ñïåêòð ïëîòíîñòè èìååò íàêëîí ïðèìåðíî −0.7

ñíîâà ñîãëàñóÿñü ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ íåìàãíèòíûõ òå÷å-

íèé ñ èñïîëüçîâàíèåì PPM êîäà (−1.0 at Ms = 6) è ñ îæèäàåìûì òðåí-

äîì â íàïðàâëåíèè ïëîñêîãî ñïåêòðà �áåëîãî øóìà� ïðè Ms = ∞.

Ñïåêòð ìàãíèòíîé ýíåðãèè íå ïîêàçûâàåò ÷åòêîãî äèàïàçîíà ìàñøòà-

áèðîâàíèÿ, êàê è îæèäàëîñü ïðè òàêîì óìåðåííîì ðàçðåøåíèè, ïðåäïî-

ëàãàÿ ýôôåêòèâíîå ìàãíèòíîå ÷èñëî Ïðàíäëÿ ðàâíûì åäèíèöå. Ñïåêòð

ìîùíîñòè ρ1/3v èìååò íàêëîí −1.7. Ýòà ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

ñæèìàìåûõ òå÷åíèé, îçíà÷àþùàÿ ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè â âîëíîâîì
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Ðèñ. 1.41. Ìîäåëèðîâàíèå ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè ñ PPML íà ñåòêå 5123 ÿ÷å-

åê. Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ýíåðãèè è ìàêñèìóìà àáñîëþò-

íîãî çíà÷åíèÿ ∇·∇·∇·B (ëåâàÿ ñòîðîíà) è ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è

ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïðàâàÿ ñòîðîíà).

ïðîñòðàíñòâå, íå÷óâñòâèòåëüíà ê òóðáóëåíòíîìó ÷èñëó Ìàõà è äîëæíà

èìåòü Êîëìîãîðîâñêèé íàêëîí −5/3 [79] êàê äëÿ íåñæèìàåìîãî, òàê è

äëÿ ñèëüíî ñæèìàåìîãî ðåæèìà, õîòÿ íàêëîí îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ áîëåå

êðóòûì âñëåäñòâèè ïåðåìåæàåìîñòè [94]. Ýòî âåðíî, êàê äëÿ íåçàìàãíè-

÷åííûõ, òàê è äëÿ ñëàáîçàìàãíè÷åííûõ òå÷åíèé.

Äîïîëíèòåëüíî áûëè ïðîâåäåíû äâà ìîäåëèðîâàíèÿ ñ òåìè æå íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, íî ðàçíûìè óðîâíÿìè ìàãíåòèçàöèè âåùåñòâà ïðè

β0 = 2 è 0.2 [95]. Â òî âðåìÿ êàê óñòîé÷èâîå òóðáóëåíòíîå ñîñòîÿíèå ïðè

β0 = 2 âñå åùå ñóïåðàëüâåíîâñêîå ñMA ≈ 3, ïðè ìàãíèòíîé ýíåðãèè ïðè-

ìåðíî â 3 ðàçà ìåíüøåé ÷åì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, òðàíñàëüâåíîâñêèé

ñëó÷àé β0 = 0.2 äîñòèãàåò ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó êèíåòè÷åñêîé è

ìàãíèòíîé ýíåðãèÿìè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, PPML èäåàëüíî óñòîé÷èâ ïðè

÷èñëàõ Êóðàíòà σ = 0.2, êàê è â ñóïåðàëüâåíîâñêîì ñëó÷àå β0 = 20

ðàññìîòðåííûì âûøå.

Â öåëîì, ïîëó÷åííûå ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëàáîçàìàãíè÷åí-

íîé, ñèëüíîñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè äåìîíñòðèðóþò, ÷òî íèçêàÿ äèñ-

ñèïàöèÿ è øèðîêèé ñïåêòðàëüíûé äèàïàçîí ñõåìû PPML äåëàþò åå èäå-

àëüíîé ÷èñëåííîé ñõåìîé äëÿ êðóïíîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñæè-

ìàåìîé, ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè.
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1.4 Âûâîäû ïî ãëàâå 1.

Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè-

÷åñêîãî òèïà äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ, äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ãàçîäèíàìè-

êè è èäåàëüíîé ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêè ìåòîäîì PPML, êîòîðûé ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ èçâåñòíîãî êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìå-

òîäà PPM. Äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâà

ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà ïðè äâèæåíèè âäîëü õàðàêòåðèñòèê ãè-

ïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãðàíè÷íûå

ñîñòîÿíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íîé ïàðàáîëû â ÷èñëåí-

íîé ÿ÷åéêå, áåç ïðèâëå÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû, ÷òî çíà÷è-

òåëüíî óëó÷øàåò äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ñõåìû. Ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ

â îáëàñòÿõ íåìîíîòîííîãî ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

îäíîìåðíîé ïðîöåäóðîé ìîíîòîíèçàöèè, ñîõðàíÿþùåé ïîðÿäîê ñõåìû, è

ñ ìíîãîìåðíûì àëãîðèòìîì ìîíîòîíèçàöèè, óäàëÿþùèì ëîêàëüíûå âû-

áðîñû â ðåøåíèè. Ïðè âû÷èñëåíèè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé êóñî÷íûõ ïàðà-

áîë â ìåòîäå PPML, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ó÷èòûâàþòñÿ èçìåíåíèÿ àì-

ïëèòóä âîëí â ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íåôèçè÷íûõ

îñöèëëÿöèé â ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà

òåîðåìå Ñòîêñà è íà îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èç ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ïîòîêîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ. Ðå-

øåíèå îäíî- è äâóõìåðíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä PPML

äàåò îòëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êàê ãëàäêèõ, òàê è ðàçðûâíûõ ðåøåíèé.

Ìîäåëèðîâàíèå ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

óðîâíÿ ìàãíåòèçàöèè âåùåñòâà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä PPML ÿâëÿåòñÿ

èäåàëüíî óñòîé÷èâûì ìåòîäîì, îáëàäàåò øèðîêèì ñïåêòðàëüíûì äèà-

ïàçîíîì è íå èñêàæàåò ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè.
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Ãëàâà 2

Ìîäåëèðîâàíèå ñâåðõçâóêîâîé

òóðáóëåíòíîñòè â ìîëåêóëÿðíûõ

îáëàêàõ

Ñâåðõçâóêîâàÿ òóðáóëåíòíîñòü èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè âíóò-

ðåííåé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ. Ïîñêîëüêó ïðî-

öåññ çâåçäîîáðàçîâàíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îáðàçîâàíèÿ ïëîòíûõ ÿäåð, òóðáó-

ëåíòíîñòü ìîæåò áûòü îòâåòñòâåííîé çà ñîçäàíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé â

çàðîæäåíèè çâåçä. Ñëó÷àéíûå ñâåðõçâóêîâûå òå÷åíèÿ â èçîòåðìè÷åñêîì

ãàçå ïðèâîäÿò ê ñëîæíîé ñåòè óäàðíûõ âîëí, ñîçäàþùèõ ôèëàìåíòàð-

íóþ ñòðóêòóðó ñ î÷åíü áîëüøèì ãðàäèåíòîì ïëîòíîñòè. Ýòî ìîæåò ïðè-

âîäèòü, åñòåñòâåííî, ê áîëüøèì çíà÷åíèÿì ïëîòíîñòè, íåîáõîäèìûì äëÿ

îáðàçîâàíèÿ çâ¼çä ìàëîé ìàññû, â ïðåäåëàõ ñëî¼â ãàçà çà óäàðíûìè âîë-

íàìè è, ïîýòîìó, òóðáóëåíòíîñòü ìîæåò ïðÿìî âîçäåéñòâîâàòü íà ðàñïðå-

äåëåíèå ìàññ äîçâ¼çäíûõ ÿäåð è çâ¼çä [83]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òóðáóëåíò-

íîñòü ÿâëÿåòñÿ, â íåêîòîðîé ñòåïåíè, îòâåòñòâåííîé çà íèçêóþ ñêîðîñòü

çâåçäîîáðàçîâàíèÿ âî ìíîãèõ ìåñòàõ [84], ïîñêîëüêó òóðáóëåíòíàÿ ýíåð-

ãèÿ îáû÷íî ïðåâûøàåò ãðàâèòàöèîííóþ ýíåðãèþ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ

â ïðåäåëàõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ. Òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè îáðàçîâàíèÿ

çâ¼çä, îñíîâàííûå íà äåéñòâèè òóðáóëåíòíîñòè, óæå ïðåäëîæåíû íåäàâ-

íî â ðàáîòàõ [85],[86]. Î÷åíü òðóäíî ìîäåëèðîâàòü â ëàáîðàòîðèè ôè-
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çè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðîòåêàíèÿ ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè, òèïè÷íûå

äëÿ óñëîâèé ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ, è íåîáõîäèìàÿ äëÿ ýòîãî èíôîðìà-

öèÿ èç íàáëþäåíèé òàêæå îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëåííîå ìîäå-

ëèðîâàíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííûé ñïîñîá

èññëåäîâàòü ñòàòèñòèêó ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ êëþ÷åâîé èíôîðìàöèåé äëÿ ëþáîé óñïåøíîé ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè

çâåçäîîáðàçîâàíèÿ [96],[98]. Äîëãîå âðåìÿ ïðèðîäà ñèëüíî ñæèìàåìîé

è çàìàãíè÷åííîé ìåæçâåçäíîé òóðáóëåíòíîñòè îñòàâàëàñü ñëàáî ðàçðà-

áîòàííîé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ïåðåíîñ

ýíåðãèè ìåæäó ìàñøòàáàìè è íàéòè êëþ÷åâûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîððå-

ëÿöèè ìåæäó îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé.

2.1 Òåñòèðîâàíèå PPML ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâåðõ-

çâóêîâîé èçîòåðìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè.

Ñïîñîáíîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû PPML ìîäåëèðîâàòü ñâåðõçâóêîâóþ òóð-

áóëåíòíîñòü áûëà ïðîâåðåíà â ðåøåíèè ïðîáëåìû ýâîëþöèè ñâåðõàëüâå-

íîâñêîé èçîòåðìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè îòñóòñòâèè äåéñòâèÿ âíåø-

íåé ñëó÷àéíîé ñèëû [87]. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è òàêæå ïðîâîäèëîñü

ñðàâíåíèå PPML ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè ÷èñëåííûìè êîäàìè òàêèìè êàê

ENZO, FLASH, RAMSES è äð. ïðè îäèíàêîâîé íà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå

ïðîáëåìû.

×èñëåííî ðåøàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÃÄ äëÿ èäåàëüíîãî èçîòåð-

ìè÷åñêîãî ãàçà â êóáè÷åñêîé îáëàñòè ðàçìåðîì L ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè:
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.1)

∂ρu

∂t
+∇·

[
ρuu−BB+

(
p+

B2

2

)
I

]
= ρF, (2.2)

∂B

∂t
+∇ · (uB−Bu) = 0. (2.3)

119



Çäåñü ρ è u åñòü ïëîòíîñòü ãàçà è ñêîðîñòü, B - ñèëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, p

- äàâëåíèå ãàçà, è I åñòü åäèíè÷íûé òåíçîð.

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ñîçäàíû â 2007 ãîäó ïðè

ïîìîùè ÷èñëåííîãî êîäà STAGGER íà ñåòêå 10003 ÿ÷ååê, èñïîëüçóÿ ñëó-

÷àéíóþ âî âðåìåíè êðóïíîìàñøòàáíóþ (k/kmin ≤ 2, ãäå kmin = 2π/L)

èçîòðîïíóþ ñîëåíîèäàëüíóþ ñèëó F äëÿ ïåðåìåøèâàíèÿ ãàçà è ñîõðà-

íåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî çíà÷åíèÿ çâóêîâîãî ÷èñëà Ìàõà Ms,0 ≈ 9.

Â óðàâíåíèè èíäóêöèè ÷ëåí ñî ñëó÷àéíîé ñèëîé îòñóòñòâîâàë, ïîýòîìó

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ìàãíèòíîå ïîëå ïàññèâíî óñèëèâàëîñü ÷åðåç âçàè-

ìîäåéñòâèå ñ ïîëåì ñêîðîñòè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîäåëü ñî-

äåðæàëà îäíîðîäíóþ ïëîòíîñòü ρ0 è äàâëåíèå p0, ñëó÷àéíîå êðóïíîìàñ-

øòàáíîå ïîëå ñêîðîñòè u0, è îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëåB0 íàïðàâëåííîå

âäîëü êîîðäèíàòû z. Âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ B0 =
√
2/β0 = 0.3 ïðè

îòíîøåíèè òåïëîâîãî äàâëåíèÿ ê ìàãíèòíîìó äàâëåíèþ β0 = 22. ×òîáû

äîñòèãíóòü íàñûùåííîãî ñîñòîÿíèÿ òóðáóëåíòíîñòè, ýâîëþöèÿ òå÷åíèÿ

ðàññ÷èòûâàëàñü ÷èñëåííûì êîäîì STAGGER â òå÷åíèå òð¼õ äèíàìè÷å-

ñêèõ âðåì¼í (îïðåäåëåííûì êàê td ≡ L/2Ms,0). Ïðåäïîëîãàÿ íà÷àëüíî

Ms,0 = 10, âåëè÷èíà td = 0.05 îïðåäåëÿëîñü â åäèíèöàõ âðåìåíè ïåðå-

ñå÷åíèÿ çâóêîì âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè. Â íàñûùåííîì ñîñòîÿíèè òóð-

áóëåíòíîñòè, óðîâåíü ìàãíèòíûõ ôëóêòóàöèé â ∼ 50 ðàç âûøå ÷åì B0,

ò.å. B = B0 + b, ãäå brms ≫ B0 è ⟨b⟩ ≡ 0. Òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííîãî êî-

äà PPML áûëî ïðîâåäåíî íà ñåòêå ñîäåðæàùåé 10243 ÿ÷ååê. Ýâîëþöèÿ

òóðáóëåíòíîñòè áåç äåéñòâèÿ âûíóæäàþùåé, ñëó÷àéíîé ñèëû (F ≡ 0)

ïðîäîëæàëîñü â òå÷åíèè ∆t = 0.2 = 4td è 10 íàáîðîâ äàííûõ ðåçóëüòà-

òîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ ñ ðàâíûì èíòåðâàëîì ïî âðåìåíè,

áûëè çàïèñàíû äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà.

Ãëàâíûé àêöåíò â àíàëèçå ÷èñëåííûõ ñõåì ñäåëàí íà èññëåäîâàíèè

ñòàòèñòèê îñíîâíûõ ÌÃÄ âåëè÷èí. Ïîñêîëüêó íà÷àëüíàÿ ìîäåëü çàäà-

âàëàñü îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ ÷èñëåííûõ ñõåì, åäèíñòâåííûì èñòî÷íèêîì

ðàçëè÷èÿ â ðåøåíèè áûëà ÷èñëåííàÿ äèññèïàöèÿ.
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Ðèñ. 2.1. Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ñðåäíåé óäåëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (ââåðõó

ñëåâà), ìàãíèòíîé ýíåðãèè (ââåðõó ñïðàâà), çâóêîâîãî (âíèçó ñëåâà) è àëüâåíîâñêîãî

(âíèçó ñïðàâà) ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ÷èñëà Ìàõà íà ñåòêå ðàçðåøåíèåì 5123 ÿ÷ååê.

Ýâîëþöèÿ ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè õîðîøî ïðåäñòàâëåíà âñå-

ìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè è ýòà âåëè÷èíà îêàçàëàñü íå÷óâñòâèòåëüíîé

ê âàðèàöèè ìåëêîìàñøòàáíîé ÷èñëåííîé äèôôóçèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè

÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ñïåêòð ìîùíîñòè ñêîðîñòè P (u, k) ∼ kα èìååò â

èíåðöèàëüíîì äèàïàçîíå íàêëîí α ∈ [−2,−5/3], êîòîðûé çàâèñèò îò âå-

ëè÷èíû çâóêîâîãî ÷èñëà Ìàõà. (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 2.3 íèæå). Ïîñêîëü-

êó ñïåêòðàëüíûé íàêëîí òàêîé áîëüøîé, ñðåäíÿÿ óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, EK ≡
⟨
u2/2

⟩
=
∫∞
0 P (u, k)dk/2, îïðåäåëÿåòñÿ â

áîëüøîé ñòåïåíè êðóïíûìè ìàñøòàáàìè. Êîãäà ðàçðåøåíèå äîñòàòî÷íî,

÷òîáû çàõâàòèòü áîëüøèå ñòðóêòóðû â äâèæåíèè âåùåñòâà, òîãäà äî-

ñòèãíóòà ñõîäèìîñòü ïî ýíåðãèè. Ýòî õîðîøî âèäíî íà ëåâîé ïîëîâèíå

ðèñóíêà 2.1 ïðè ðàçðåøåíèè 5123 ÿ÷ååê.

Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ìàãíèòíîé ýíåðãèèEM ≡
⟨
B2/2

⟩
=
∫∞
0 P (B, k)dk/2,
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Ðèñ. 2.2. Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè âåëè÷èíû −ϵKReeff = 2Ω + 4/3∆ (ñëåâà) è ñðåäíåãî

êâàäðàòà òîêà J2 = ⟨|∇ ×B|2⟩ (ñïðàâà).

îêàçûâàåòñÿ áîëåå ÷óâñòâèòåëüíîé ê èçìåíåíèÿì â ìåëêîìàñøòàáíîé ÷èñ-

ëåííîé êèíåòè÷åñêîé è ìàãíèòíîé äèôôóçèè, ñì. ðèñ. 2.1, (ïðàâàÿ ñòîðî-

íà). Áîëüøàÿ ÷àñòü ìåòîäîâ ïîêàçûâàåò â íà÷àëå ìîäåëèðîâàíèÿ óâåëè-

÷åíèå ìàãíèòíîé ýíåðãèè, íî àñèìïòîòè÷åñêè, ïîñëå òîãî êàê íàñûùåíèå

äîñòèãíóòî, âñå èç íèõ äàþò ñõîæóþ ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ ìàãíèòíîé

ýíåðãèè ĖM/EM. Ñóùåñòâóåò íåáîëüøîå ðàçëè÷èå ìåæäó ÷èñëåííûìè

ìåòîäàìè â âåëè÷èíå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî àëüâåíîâñêîãî ÷èñëà Ìàõà

MA =
√
2 ⟨ρu2⟩ / ⟨B2⟩. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â òî âðåìÿ êàê EK

óìåíüøàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò > 10 â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ, óìåíüøåíèå

EM ïðîèñõîäèò íàìíîãî ìåäëåííåå, òîëüêî â ∼ 2 ðàçà. Ïîäîáíî íåñæè-

ìàåìîó ñëó÷àþ [88], â ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè îòíîøåíèå ýíåðãèé

Γ ≡ EK/EM íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Â òî

âðåìÿ êàê Ms óìåíüøàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò ∼ 3 îò ∼ 9 äî ∼ 2.6, MA

ïîêàçûâàåò â 2.5 ðàçà ïàäåíèå îò ∼ 4.5 ê ∼ 1.8. Ýòè ðàçëè÷èÿ â ñêîðîñòè

óìåíüøåíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ýíåðãèè, òàêæå êàê ïîâåäåíèå

Ms èMA, ìîãóò áûòü ïîíÿòû êàê ðåçóëüòàò ñàìîîðãàíèçàöèè, ò.å. ðåëàê-

ñàöèè òóðáóëåíòíîñòè â íàïðàâëåíèè ñîñòîÿíèÿ ñ ìèíèìóìîì ñâîáîäíîé

ýíåðãèè [88].

Óðîâåíü ÷èñëåííîé äèññèïàöèè ìîæåò áûòü îöåíåí ñ ïîìîùüþ àíà-

ëèçà âðåìåííîé ýâîëþöèè ýíñòðîôèè Ω = 1
2

⟨
|∇ × u|2

⟩
, äèëàòàöèè ∆ =
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⟨
|∇ · u|2

⟩
, ñðåäíåãî êâàäðàòà ïëîòíîñòè òîêà J2 =

⟨
|∇ ×B|2

⟩
. Ýòè âåëè-

÷èíû ïîêàçûâàþò ñèëüíûå îñöèëëÿöèè íà ìàñøòàáå ñåòêè. Ñïåêòð ýòèõ

âåëè÷èí â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè è èõ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èìååò ïðîòÿæåííûé ýêñ-

ïîíåíöèàëüíûé "õâîñò"[90]. Îíè òàêæå î÷åíü ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè óâåëè-

÷åíèè ðàçðåøåíèÿ ñåòêè âñëåäñòâèå ñèëüíîé çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ðåé-

íîëüäñà Re è ìàãíèòíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Rm. Ýòè âåëè÷èíû èìåþò

ñâÿçü ñ ïîëíîé ñêîðîñòüþ âÿçêîé è îìè÷åñêîé äèññèïàöèè â ïðåäåëàõ

ïåðèîäè÷åñêîé îáëàñòè [79]. Íàïðèìåð, â íåçàìàãíè÷åííîé ñæèìàåìîé

òóðáóëåíòíîñòè, êîòîðàÿ èìååò áîëüøîå ñõîäñòâî ñ ñâåðõàëüâåíîâñêîé

òóðáóëåíòíîñòüþ, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äèññèïàöèè óäåëüíîé êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ϵK = −(Re)−1(2Ω + 4/3∆) [89]. Ïî-

ñêîëüêó ãëîáàëüíàÿ ñêîðîñòü äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè EK ïðè-

áëèçèòåëüíî îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (ñì.

ðèñ. 2.1), îòíîñèòåëüíîå ðàíæèðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà

äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî çíà÷åíèåì âåëè÷èíû 2Ω+4/3∆.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ñêîðîñòü äèññèïàöèè ïðåäñòàâëåííóþ íà ëå-

âîé ÷àñòè ðèñóíêà 2.2, ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîñèòåëüíîå ïîâåäåíèå ìåòî-

äîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåëè÷èíîé Reeff . Â òå÷åíèå ïåðâîé ïîëîâèíû ýâîëþ-

öèè t ∈ [0, 0.1] ÷èñëåííûé êîä STAGGER ïîêàçûâàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò,

â òî âðåìÿ êàê PPML ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ñðåäè ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ

ñõåìó Ãîäóíîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ.

Òîæå ñàìîå ïðèáëèæåíèå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îöåíêè îòíîñèòåëüíîãî ïî-

âåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïî îòíîøåíèþ ê âåëè÷èíå ýôôåêòèâíîãî

ìàãíèòíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Rmeff . Ïðàâàÿ ñòîðîíà ðèñ. 2.2, èçîáðà-

æàåò çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ñðåäíåãî êâàäðàòà ïëîòíîñòè òîêà J2 îò

âðåìåíè. Âåëè÷èíà ïëîòíîñòè òîêà ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîé êàê ê âå-

ëè÷èíå ϵM, òàê è âåëè÷èíå Rmeff , ïîñêîëüêó ϵM ∼ − (Rm)−1 J2. Ìåòîä

PPML ïîêàçûâàåò íàèâûñøèé Rmeff ñðåäè âñåõ ðàññìîòðåííûõ ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ. Ïîðÿäîê, â êîòîðîì ìåòîäû ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì íà
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ïðàâîé ñòîðîíå ðèñ. 2.2, òàêîé æå êàê íà èçîáðàæåíèè âåëè÷èíû EM íà

ðèñ. 2.1. Òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíû Rmeff è EM õîðîøî ñêîððåëèðîâàíû.

Ðèñóíîê 2.3 ïîêàçûâàåò ñïåêòð ìîùíîñòè ñêîðîñòè è ìàãíèòíîé ýíåð-

ãèè â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.02, 0.06, è 0.2. Ñïåêòðû, ïîëó÷åííûå ïðè

5123 ÿ÷ååê, äåìîíñòðèðóþò î÷åíü õîðîøåå ñîãëàñèå äðóã ñ äðóãîì âïëîòü

äî çíà÷åíèé log10 k/kmin ∼ 1.2 è íåìíîãî ðàñõîäÿòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷å-

íèÿõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëåííàÿ äèññèïàöèÿ îñîáåí-

íî ñèëüíî äåéñòâóåò íà ìàñøòàáàõ ìåíüøå ∼ 16 ÿ÷ååê ñåòêè ïðè ìîäå-

ëèðîâàíèè ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè ñ ëó÷øèìè èç ðàññìîòðåííûõ

ìåòîäîâ. Àíàëèç ñïåêòðà ìîùíîñòè ñêîðîñòè è ìàãíèòíîé ýíåðãèè ïî-

êàçûâàåò, ÷òî PPML îáëàäàåò â ñîâîêóïíîñòè íàèìåíüøåé ÷èñëåííîé

äèññèïàöèåé ñðåäè ïðåäñòàâëåííûõ ïðîãðàììì.

Äëÿ îöåíêè âàðèàöèé â ñïåêòðå ìîùíîñòè, ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷íûìè

ìåòîäàìè, ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ðàçâèòàÿ â ðàáîòàõ [91] è [92] äëÿ ñëó-

÷àÿ ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè óìåðåííûõ ÷èñåë Ìàõà. Ïîñêîëüêó

PPML ÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå äèññèïàòèâíûì ñðåäè âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìå-

òîäîâ, ïðèíèìàåòñÿ 10243 PPML ðåøåíèå, ïðåäâàðèòåëüíî îòôèëüòðî-

âàííîå ê ðàçðåøåíèþ 2563, êàê òî÷íîå è îáîçíà÷àåòñÿ äàëåå êàê ýòà-

ëîííîå ðåøåíèå. Ïîñëå ýòîãî ñòðîèòñÿ ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìîù-

íîñòè ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0.02, ñì. ðèñ. 2.4.

Çàòåì óñòàíàâëèâàåòñÿ èíòåðâàë íà óðîâíå ±25% îò ýòàëîííîãî ðåøå-

íèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ øèðèíà ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû ìåòîäà êàê äîëÿ ÷à-

ñòîòû Íàéêâèñòà, ãäå ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð îòêëîíÿåòñÿ íà áîëåå

÷åì 25% îò ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ. Îáëàäàÿ íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîñòüþ,

ýòà ïðîöåäóðà ïîìîãàåò óñòàíîâèòü ïîäõîäÿùóþ êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó

îöåíêè èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåñòîâ ñ

ðàñïàäàþùåéñÿ òóðáóëåíòíîñòüþ.

Ëåâàÿ ñòîðîíà ðèñóíêà 2.4 èçîáðàæàåò ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð

ñêîðîñòè. STAGGER, PPML è RAMSES èìåþò íàèáîëüøóþ øèðèíó ñïåê-

òðàëüíîé ïîëîñû äëÿ ñêîðîñòè. Ïðàâàÿ ñòîðîíà ðèñóíêà 2.4 ïîêàçûâàåò
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Ðèñ. 2.3. Ñïåêòð ìîùíîñòè ñêîðîñòè (ëåâàÿ ñòîðîíà) è ìàãíèòíîé ýíåðãèè (ïðàâàÿ

ñòîðîíà) íà ñåòêå 5123 ÿ÷ååê äëÿ âûáîðîê 1, 3, è 10 äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t =

0.02, 0.06 è 0.2 (ñâåðõó âíèç), ñîîòâåòñòâåííî. Ñïåêòð ñêîðîñòè ñêîìïåíñèðîâàí íà

ìíîæèòåëü k5/3, â òî âðåìÿ êàê ñïåêòð ìàãíèòíîé ýíåðãèè íåñêîìïåíñèðîâàí.
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Ðèñ. 2.4. Ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ñêîðîñòè (ëåâàÿ ñòîðîíà) è ìàã-

íèòíîé ýíåðãèè (ïðàâàÿ ñòîðîíà) äëÿ ïåðâîé âûáîðêè äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0.02

èç ðàñ÷åòîâ íà ñåòêå 2563 ÿ÷ååê.

ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìàãíèòíîé ýíåðãèè. Ñèòóàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå

äðóãàÿ. Â îòëè÷èå îò ñïåêòðà ñêîðîñòè, ñïåêòð ìàãíèòíîé ýíåðãèè äî-

âîëüíî ðàíî íà÷èíàåò îòêëîíÿòüñÿ âíèç îò ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ èç-çà

ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè âåëè÷èíû EM ïðè óâåëè÷åíèè ðàçðåøåíèÿ ñåòêè.

FLASH è PPML èìåþò íàèáîëüøóþ øèðèíó ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû äëÿ

ìàãíèòíîé ýíåðãèè, PLUTO, ZEUS, LL-MHD, ENZO è RAMSES î÷åíü

ñõîæè äðóã ñ äðóãîì è ïîêàçûâàþò íàèáîëüøóþ ÷èñëåííóþ ìàãíèòíóþ

äèññèïàöèþ. Ïðè ñåòêå 2563 ÿ÷ååê, øèðèíà ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû ëó÷øèõ

÷èñëåííûõ ÌÃÄ êîäîâ ðàâíà ∼ 0.3 äëÿ ñêîðîñòè è ∼ 0.2 äëÿ ìàãíèòíîé

ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëåííàÿ äèññèïàöèÿ ñèëüíî âîçäåéñòâóåò íà

ìàñøòàáû ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè ìåíüøèìè ïî âåëè÷èíå (0.2�0.3)kN.

Íà îñíîâå îöåíîê øèðèíû ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû è ÷èñåë Ðåéíîëüäñà

äëÿ ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ìåòîä PPML

îáëàäàåò íàèëó÷øèìè äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè ñðåäè âñåõ ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ìîäåëèðîâàíèè ðàçðóøåííîé òóðáóëåíò-

íîñòè.
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2.2 Ìîäåëèðîâàíèå ñâåðõçâóêîâîé èçîòåðìè÷åñêîé

òóðáóëåíòíîñòè

2.2.1 Çàêîí 1/3 äëÿ Ñâåðõçâóêîâîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóð-

áóëåíòíîñòè

Â [99] ïîêàçàíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ èçîòðîïíàÿ òóðáóëåíòíîñòü â ñèëüíî

ñæèìàåìîì ðåæèìå, òèïè÷íîì äëÿ ìåæçâåçäíîãî ãàçà, ìîæåò áûòü àï-

ïðîêñèìèðîâàíà ìîäèôèöèðîâàííûì çàêîíîì Êîëìîãîðîâà, ïîñêîëüêó

íåëèíåéíûé ïåðåíîñ âñå åùå îñòàåòñÿ îñíîâíûì ôèçè÷åñêèì ïðîöåññîì

â îòñóòñòâèè ìàãíèòíûõ ïîëåé. Ñóùíîñòüþ òàêîé ìîäèôèêàöèè ÿâëÿ-

åòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñòàòèñòèê äëÿ ñêîðîñòè ãàçà ïðåäâàðèòåëüíî óìíî-

æåííîé íà ïëîòíîñòü, êîòîðîå íàçâàíî çàêîíîì 1/3 äëÿ ñâåðõçâóêîâîé

òóðáóëåíòíîñòè. Çàìåíÿÿ ñêîðîñòü u íà ρ1/3u, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ýòîé âåëè÷èíû çàêîí 4/5 [102] ïðèáëèçèòåëüíî ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ çâóêî-

âûõ ÷èñåë Ìàõà âïëîòü äî Ms = 6, â òî âðåìÿ êàê ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ

ñêîðîñòè óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ∼ k2 êàê â òóðáóëåíòíîñòè Áþðãåðñà.

Ñîîòíîøåíèå von K�arm�an�Howarth (1938) ìåæäó âòîðîãî ïîðÿäêà ïî-

ïåðå÷íûìè è ïðîäîëüíûìè ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ ñêîðîñòè ñî-

õðàíÿåòñÿ ïðèáëèæåííî ïðè Ms = 6. Õîòÿ íå ñóùåñòâóåò î÷åâèäíûõ äî-

êàçàòåëüñòâ äåéñòâèÿ ýòèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ äëÿ ñâåðõçâóêîâî-

ãî ðåæèìà, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîìîãàþò ðàñøèðèòü

ôåíîìåíîëîãèþ Êîëìîãîðîâà ê øèðîêîìó êëàññó ïðîáëåì ïðè èññëåäî-

âàíèè òóðáóëåíòíîñòè â àñòðîôèçèêå.

Â [99] ïîêàçàíî, ÷òî íèçêîãî ïîðÿäêà ñòàòèñòèêà ρ1/3u èíâàðèàíòà ïðè

èçìåíåíèè ÷èñëà Ìàõà. Íàïðèìåð, íàêëîí ñïåêòðà ìîùíîñòè åñòü −1.69,

è ýêñïîíåíòà òðåòüåãî ïîðÿäêà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè S3(ℓ) åñòü åäèíèöà,

S3(ℓ) ≡
⟨
|δu(ℓ)|3

⟩
∼ ℓ.

Òóðáóëåíòíûå ñòàòèñòèêè, ïîëó÷åííûå èç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ

ñ ðàçðåøåíåíèåì 20483 (ðèñ. 2.5), ïîäòâåðæäàþò ñõîäèìîñòü ðàííèõ ðå-
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Ðèñ. 2.5. Èçîáðàæåíèå ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè ãàçà äëÿ 6 Ìàõ ìîäåëèðîâàíèÿ íà ñåò-

êå 20483 ÿ÷ååê ñ PPM ÷èñëåííûì êîäîì. Áåëûé-ãîëóáîé-æåëòûé öâåòà ñîîòâåòñòâóþò ê

íèçêèì-ñðåäíèì-âûñîêèì çíà÷åíèÿì ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè.

çóëüòàòîâ, âûïîëíåííûõ ïðè áîëåå íèçêîì ÷èñëåííîì ðàçðåøåíèè. Ðè-

ñóíîê 2.6 äàåò êðàòêîå ïðåäñòàâëåíèå òóðáóëåíòíûõ ñòàòèñòèê. Ñïåêòð

ìîùíîñòè ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè ãàçà èìååò íàêëîí −2.01 ± 0.01 â

èíåðöèàëüíîì äèàïàçîíå ñîãëàñóþÿñü ñî çíà÷åíèåì ñòåïåíè −1.07±0.01

â ñïåêòðå ìîùíîñòè ïëîòíîñòè (ðèñ. 2.6a). Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü â

ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè äëÿ èíåðöèàëüíîãî äèàïàçîíà â ñëó÷àå òóðáó-

ëåíòíîñòè ñ ÷èñëîì Ìàõà 6 ðàâíà Dm ≈ 2.3, ñîãëàñóÿñü õîðîøî ñ ïîëó-

÷åííûì ðàíåå çíà÷åíèåì 2.4 (ðèñ. 2.6b).

Â äèññèïàòèâíîì äèàïàçîíå, ãäå èíäèâèäóàëüíûå óäàðíûå âîëíû ÿâ-

ëÿþòñÿ äîìèíèðóþùèìè ñòðóêòóðàìè, Dm = 2 [94]. Ðèñóíîê 2.6c ñðàâ-

íèâàåò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè èç ìî-

äåëèðîâàíèé ñ ðàçëè÷íîé âûíóæäàþùåé ñèëîé. Îáà ñëó÷àÿ õîðîøî ñî-

ãëàñóþòñÿ ñ ëîãíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðè âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ

è ïîêàçûâàþò íåáîëüøóþ ðàñõîäèìîñòü ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ, êîòîðàÿ

ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íî îáúÿñíåíà ïëîõèì ñòàòèñòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì
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Ðèñ. 2.6. Ñòàòèñòèêè ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè ðàçðåøåíèè 20483 èç ìîäåëèðîâà-

íèÿ ïðè Ms = 6: (a) ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè (ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ

èç 1275 ïðîåêöèé); (b) ñðåäíÿÿ ìàññà ãàçà M(ℓ) äëÿ îáëàñòåé öåíòðèðîâàííûõ îêîëî ïèêîâ

ñ íàèâûñøåé ïëîòíîñòüþ êàê ôóíêöèÿ ðàçìåðà îáëàñòè, ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìàññû Dm = 2; (c) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ïëîòíîñòè äëÿ 20483 ñ ñîëåíîèäàëüíîé ñëó÷àéíîé ñèëîé (χ = 1) è äëÿ 10243 ñ äåéñòâèåì

ãèáðèäíîé ñèëû (χ = 0.6, K07); (d) ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìîùíîñòè âåëè÷èíû ρ1/3u.
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âîëí ðàçðåæåíèÿ [93]. Â êîíöå, ðèñóíîê 2.6d ïîêàçûâàåò ñïåêòð ìîùíî-

ñòè âåëè÷èíû ρ1/3u, êîòîðûé òàêæå ïîäòâåðæàåò ñêåéëèíã, ïîëó÷åííûé

â ìîäåëèðîâàíèè ïðè áîëåå íèçêîì ðàçðåøåíèè.

2.2.2 Íîâûå çàêîíû ñêåéëèíãà äëÿ ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ òóðáó-

ëåíòíîñòè.

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ôîðñèðîâàííîé, èçîòåðìè÷åñêîé,

ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè çâóêîâûõ ÷èñëàõ Ìàõà 10 íà ñåòêå

5123 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà PPML äëÿ èäåàëüíîé ÌÃÄ [103]. Ìîäåëè

çàäàâàëèñü ñ íà÷àëüíûì îäíîðîäíûì ìàãíèòíûì ïîëåì, íàïðàâëåííûì

âäîëü êîîðäèíàòû x, è âêëþ÷àëè ïåðåõîä ê òóðáóëåíòíîñòè è äàëüíåé-

øóþ ýâîëþöèþ âïëîòü äî 10 äèíàìè÷åñêèõ âðåìåí. Êðóïíîìàñøòàáíàÿ

(k ≤ 2) ñîëåíîèäàëüíàÿ ñèëà ïåðåìåøèâàëà ãàç â ïåðèîäè÷åñêîé îáëàñòè

òàê, ÷òîáû óäåðæàòüMs ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì 10 â òå÷åíèå âñåãî ïðî-

öåññà ìîäåëèðîâàíèÿ ñì. ðèñ. 2.7a. Ìàãíèòíîå ïîëå íå èçìåíÿëîñü ïîä

äåéñòâèåì âíåøíåé ñëó÷àéíîé ñèëû è ïîëó÷àëî ýíåðãèþ òîëüêî ÷åðåç

âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîëåì ñêîðîñòè. Ýòî íå ñëóæèëî ïðè÷èíîé óâåëè÷å-

íèÿ ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íî, òåì íå ìåíåå, ïðèâîäèëî ê óñèëåíèþ

ìåëêîìàñøòàáíîé ìàãíèòíîé ýíåðãèè ÷åðåç ïðîöåññ èçâåñòíûé, êàê ìåë-

êîìàñøòàáíîå äèíàìî [81]. Íåÿâíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàãíèòíîå ÷èñëî

Ïðàíäòëÿ Pm ≈ 1 âî âñåõ ÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ. Êàæäîå ìîäåëèðîâàíèå

äîñòèãàëî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ìàãíèòíîé ýíåðãèåé

è ìàêðîñêîïè÷åñêè, ñòàòèñòè÷åñêè èçîòðîïíûì ìàãíèòíûì ïîëåì (ñì.

ðèñ. 2.7b). Âñå ìîäåëè áûëè ïàðàìåòðèçîâàíû âåëè÷èíîé ïëàçìåííîãî

ïàðàìåòðà β ≡ Pgas/Pmag ðàâíîãî îòíîøåíèþ òåïëîâîãî äàâëåíèÿ ê ìàã-

íèòíîìó äàâëåíèþ. Âûáîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé β0 = 20 è 2 ïðèâîäèë â

ðåçóëüòàòå ê ïîëó÷åíèþ ìàãíèòíîé ýíåðãèè íà óðîâíå îêîëî 10% è 30%

îò êèíåòè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 2.7b).

Ïðè β0 = 0.2 áûëî ïîëó÷åíî ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå
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ñ ðàâåíñòâîì ìàãíèòíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé. Òðåõìåðíîå ìîäåëè-

ðîâàíèå ïîëíîñòüþ ïåðåêðûâàëî ïåðåõîä îò ñèëüíî ñâåðõàëüâåíîâñêî-

ãî ðåæèìà òóðáóëåíòíîñòè ïðè β0 = 20 ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì àëüâå-

íîâñêèì ÷èñëîì Ìàõà MA ≈ 10 ê ìÿãêî ñâåðõàëüâåíîâñêîìó (β0 = 2,

MA ≈ 3) è äàëåå ê òðàíñàëüâåíîâñêîìó ðåæèìó (β0 = 0.2, MA ≈ 1)

(ñì. ðèñ. 2.7a). Âåëè÷èíà ñðåäíåé, íîðìàëüíîé, ïîïåðå÷íîé ñïèðàëüíîñòè

σc ≡ 2 ⟨u ·B⟩ /(
⟨
u2
⟩
+
⟨
B2
⟩
) íàõîäèëàñü â ïðåäåëàõ ±1.5% äëÿ β0 = 20 è

2, â òî âðåìÿ êàê ïðè β0 = 0.2 ïîïåðå÷íàÿ ñïèðàëüíîñòü íåìíîãî îñöèë-

ëèðîâàëà ñ σc ∈ (−0.073, 0.015). Òåì íå ìåíåå, ñ õîðîøåé àïïðîêñèìà-

öèåé òóðáóëåíòíîñòü èìåëà íóëåâóþ ñïèðàëüíîñòü. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷à-

ÿõ ìåòîä PPML óäåðæèâàë âåëè÷èíó äèâåðãåíöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, çà

âñå âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, â ïðåäåëàõ |∇ ·B| < 10−12. Áûëè âû÷èñëåíû

óñðåäíåííûå ïî âðåìåíè òóðáóëåíòíûå ñòàòèñòèêè, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ

4 äèíàìè÷åñêèõ âðåìåí íàñûùåííîãî ñîñòîÿíèÿ òóðáóëåíòíîñòè.

Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (pdf) ïëîòíîñòè

îò çíà÷åíèÿ β0 ïîêàçûâàåò îò÷åòëèâî ñóùåñòâåííîå îñëàáëåíèå âîëí ðàç-

ðåæåíèÿ â òå÷åíèè ïðè óâåëè÷åíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñì.

ðèñ. 2.7c). Ïðè ðàçðåøåíèè ñåòêè 5123 ÿ÷ååê, ñðåäíèé ìèíèìóì ïëîòíî-

ñòè ñîñòàâëÿåò îêîëî 10−3.6, 10−2.7, è 10−2 äëÿ β0 = 20, 2, è 0.2, ñîîò-

âåòñòâåííî. Â òîæå ñàìîå âðåìÿ, êðûëüÿ âûñîêîé ïëîòíîñòè â pdf ñîõðà-

íÿþò ñâîþ ëîãíîðìàëüíóþ ôîðìó è îêàçûâàþòñÿ íå÷óâñòâèòåëüíûìè ê

óðîâíþ èíòåíñèâíîñòè ìàãíèòíûõ ôëóêòóàöèé â ïðåäåëàõ èçó÷åííîãî

äèàïàçîíà β0.

Ñïåêòð ìîùíîñòè ïëîòíîñòè òàêæå ïîêàçûâàåò íåêîòîðûé òðåíä ïðè

èçìåíåíèè ñèëû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, õîòÿ îí íå òàê çàìåòåí, êàê â ñëó÷àå

ñïåêòðà ñêîðîñòè. Íàïðèìåð, ñïåêòð ìîùíîñòè ëîãàðèôìà ïðîåêöèîííîé

ïëîòíîñòè ãàçà ìàñøòàáèðóåòñÿ êàê k−1.79, k−1.64, è k−1.52 ïðè β0 = 20,

2, è 0.2, ñîîòâåòñòâåííî. Ñïåêòð ïëîòíîñòè äëÿ β0 = 20 (ñëàáî çàìàãíè-

÷åííàÿ ñðåäà) ïðè Ms = 10 ìàñøòàáèðóåòñÿ êàê k−0.7, òî åñòü îí áîëåå

ïëîñêèé, ÷åì äëÿ íåìàãíèòíîãî ñëó÷àÿ ïðèMs = 6, ãäå k−1 ñêåéëèíã áûë
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îáíàðóæåí. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåò ïðåäñêàçàíèå ðàáîòû [99], ÷òî

â ïðåäåëåMs → ∞ ñïåêòð ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, P (ρ, k) ∼ k0, ïî-

äîáíî ê ñïåêòðó áåëîãî øóìà. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çâóêîâîì ÷èñëå Ìàõà

(Ms = 10), ñ óâåëè÷åíèåì ìàãíåòèçàöèè òå÷åíèÿ (MA ïàäàåò îò 10 äî

1), ñïåêòð ïëîòíîñòè ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ïëîñêèì (ñì. ðèñ. 2.7d). Òà

æå ñàìàÿ òåíäåíöèÿ îò÷åòëèâî âèäíà â ñïåêòðå ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè ñ

âåëè÷èíîé íàêëîíà îêîëî −1.3 ïðè Ms = 10. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ âåëè÷è-

íîé íàêëîíà −1.7, èçìåðåííîãî â ìîäåëèðîâàíèè ñ Ms = 6 è β0 = ∞.

Ïðîòÿæåííîñòü èíòåðâàëà ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñîêðàùàåòñÿ â ñïåêòðå äå-

ñÿòè÷íîãî ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè ñ óìåíüøåíèåì âåëè÷èíû β0 îò 20 äî

0.2.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íàêëîí ñïåêòðà ñêîðî-

ñòè èçìåíÿåòñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé îò −1.5 äî −2 â çàâè-

ñèìîñòè îò âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ðèñ. 2.7e). Êàê è îæèäàëîñü, â

ñèëüíî ñåðõàëüâåíîâñêîì ñëó÷àå β0 = 20 ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ àíàëîãè÷-

íûå çíà÷åíèÿìè äëÿ íåìàãíèòíûõ òå÷åíèé: Áþðãåðñ-ñêåéëèíã äëÿ ñïåê-

òðà ìîùíîñòè ñêîðîñòè P (u, k) ∼ k−1.94, è Êîëìîãîðîâñêèé ñïåêòð äëÿ

âçâåøåííîé ïî ïëîòíîñòè ñêîðîñòè P (ρ1/3u, k) ∼ k−1.7 (ðèñ. 2.7f, [104]).

Èìååòñÿ ÿñíûé òðåíä â óïëîùåíèè ñïåêòðà ìîùíîñòè ñêîðîñòè ïðè óâå-

ëè÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîëó÷àåòñÿ k−1.62 ïðè β0 = 2 è k−1.51 ïðè

β0 = 0.2, â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ðàáîòîé [105] â ñëó÷àå ñèëüíîãî ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ, k−1.38 ïðè β0 = 0.02 è Ms = 6.9. Ýòîò ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî

íàêëîí ñïåêòðà ìîùíîñòè ñêîðîñòè ðàâíûé ïðèìåðíî−1.8 è ïîëó÷åííûé

èç íàáëþäåíèé ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ ìîæåò óêàçûâàòü íà ñâåðõàëüâå-

íîâñêóþ ïðèðîäó òóðáóëåíòíîñòè [106].

Ñóùåñòâóåò íàáîð òî÷íûõ çàêîíîâ ìàñøòàáèðîâàíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé

è èçîòðîïíîé íåñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè àíàëîãè÷íûõ çàêîíó

4/5 Êîëìîãîðîâà äëÿ îáûêíîâåííîé òóðáóëåíòíîñòè â íåéòðàëüíûõ ñðå-

äàõ [108]. Çàêîíû ÌÃÄ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ïåðåìåííûõ Ýëüçàññå-

ðà z± ≡ u ± B/
√
4πρ [107], êàê S±

∥,3 ≡
⟨
δz∓∥ (ℓ)[δz

±
i (ℓ)]

2
⟩

= −4
dϵ

±ℓ, ãäå
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δz∥(ℓ) ≡ [z(x+ êℓ)−z(x)]·ê, d - ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ê - åäèíè÷íûé
âåêòîð â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè, êℓ - âåêòîð ñìåùåíèÿ, ãäå ñêîáêè

îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ, ñóììèðîâàíèå ïðîâåäåíî ïî ïîâòîðÿ-

þùèìñÿ èíäåêñàì. Ýêâèâàëåíòíî, çàêîíû ìàñøòàáèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü

çàïèñàíû äëÿ îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé (u, B), íî â ÌÃÄ íå ñóùå-

ñòâóåò îòäåëüíî òî÷íûõ çàêîíîâ äëÿ ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Î÷åíü

âàæíî íå ïðåíåáðåãàòü êîððåëÿöèÿìè ìåæäó u è B èëè z+ è z−, îãðà-

íè÷åííûõ èíâàðèàíòíûìè ñâîéñòâàìè óðàâíåíèé â ìîäåëÿõ òóðáóëåíò-

íîãî êàñêàäà. Ïðè èññëåäîâàíèè ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè òàêæå

âàæíî ó÷èòûâàòü êîððåëÿöèè ìåæäó ïëîòíîñòüþ è ñêîðîñòüþ, è ìåæäó

ïëîòíîñòüþ è íàïðÿæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â íåñæèìàåìîé ÌÃÄ

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
⟨
(u2i +B2

i )/2
⟩
è ïîïåðå÷íàÿ ñïèðàëüíîñòü ⟨u ·B⟩ èãðàþò

ðîëü èäåàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è, òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñêîðîñòü ïåðåíî-

ñà ýíåðãèè ϵT = (ϵ++ϵ−)/2 è ñêîðîñòü ïåðåíîñà ïîïåðå÷íîé ñïèðàëüíîñòè

ϵC = (ϵ+− ϵ−)/2. Ïðè èñ÷åçíîâåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B, ñíîâà äåéñòâóåò

çàêîí Êîëìîãîðîâà 4/5 :
⟨
[δu∥(ℓ)]

3
⟩
= −4/5ϵℓ, ãäå ϵ åñòü ñðåäíÿÿ ñêî-

ðîñòü ïåðåíîñà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè [109].

×èñëåííûå ìîäåëèðîâàíèÿ îáû÷íî ïîäòâåðæäàþò ýòè ñêåéëèíãè äëÿ

íåñæèìàåìîãî ñëó÷àÿ, õîòÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà âñå åùå ñëèøêîì ìàëû,

÷òîáû âîçïðîèçâåñòè àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíîå ïîâåäåíèå ñ ðàçóìíîé

òî÷íîñòüþ è ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûìè ê ñòàòèñòè÷åñêèì

îøèáêàì [110]. Òðåòüåãî ïîðÿäêà ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íîé ñêî-

ðîñòè ïîêàçûâàåò ëèíåéíûé ñêåéëèíã â ìîäåëèðîâàíèè íåìàãíèòíîé òóð-

áóëåíòíîñòè è ðàçíîñòü ïîêàçàòåëåé ñêåéëèíãà äëÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïå-

ðå÷íûõ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ðîáàñòíîé ìåðîé ñòàòèñòè÷å-

ñêîé íåîïðåäåëåííîñòè âû÷èñëåííûõ ïîêàçàòåëåé [111]. Â ÌÃÄ ìîäåëè-

ðîâàíèè òðåòüåãî ïîðÿäêà ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè äëÿ ïåðåìåííûõ Ýëü-

çàññåðà
⟨
|δz∓∥ (ℓ)|

3
⟩
èìåþò òàêæå ëèíåéíûé ñêåéëèíã, íî ýòîò ðåçóëüòàò

íå ìîæåò áûòü óíèâåðñàëüíûì, ïîñêîëüêó êîððåëÿöèè ìåæäó z± ïîëÿìè

èãðàþò âàæíóþ ðîëü â íåëèíåéíûõ ïðîöåññàõ ïåðåíîñà.
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Ìîæíî ëè çàêîí 4/3 äëÿ íåñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè îáîáùèòü

äëÿ ñèëüíî ñæèìàåìûõ ñâåðõçâóêîâûõ òå÷åíèé â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ?

Ïîñêîëüêó âçâåøåííàÿ ïî ïëîòíîñòè ñêîðîñòü ρ1/3u, ñîõðàíÿåò ïðèáëèçè-

òåëüíî ëèíåéíûé ñêåéëèíã òðåòüåãî ïîðÿäêà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ïðè

áîëüøèõ ÷èñëàõ Ìàõà äëÿ íåìàãíèòíîãî ñëó÷àÿ, òî ìîæíî ïðÿìî ïåðå-

îïðåäåëèòü ïåðåìåííûå Ýëüçàññåðà äëÿ ñæèìàåìûõ òå÷åíèé èñïîëüçóÿ

ïðàâèëî 1/3: Z± ≡ ρ1/3(u±B/
√
4πρ), òàê ÷òî îíè ïåðåõîäÿò â z± ïîëÿ â

íåñæèìàåìîì ñëó÷àå è ñâîäÿòñÿ ê ρ1/3u â ïðåäåëå èñ÷åçíîâåíèÿ ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ B. Íîâûå Z± ïîëÿ ìîãóò èìåòü óíèâåðñàëüíûé ñêåéëèíã â îä-

íîðîäíî èçîòðîïíûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ ñ øèðîêèì äèàïàçîíîì çâó-

êîâûõ è àëüâåíîâñêèõ ÷èñåë Ìàõà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü ýòî óòâåð-

æäåíèå, ïî ðåçóëüòàòàì ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè âû÷èñëåíû ñòðóêòóð-

íûå ôóíêöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà S±
∥,3 è S

±
⊥,3 îïðåäåëåííûå âûøå, íî ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì íîâûõ Z± ïîëåé. Ïîñêîëüêó îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿë

ïåðåíîñ ýíåðãèè ÷åðåç èíåðöèîííûé èíòåðâàë, áûëà âû÷èñëåíà ñóììà

S−
∥,3 è S

+
∥,3, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè ϵ

T â íåñæèìà-

åìîì ïðåäåëå. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.7h, êîòîðûé ïîêà-

çûâàåò ñêîìïåíñèðîâàííûé ñêåéëèíã S3(ℓ) ≡ (S−
∥,3 + S+

∥,3 + S−
⊥,3 + S+

⊥,3)/4

óñðåäíåííûé ïî 24 íàáîðàì çíà÷åíèé äëÿ êàæäîãî èç òðåõ òóðáóëåíòíûõ

ñîñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íûì óðîâíåì ìàãíèòíûõ ôëóêòóàöèé. Õîòÿ îáëàñòü

ñêåéëèíãà íåáîëüøàÿ, â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ âèäíî ëèíåéíîå ïîâå-

äåíèå S3(ℓ) ∼ ℓ, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñêåéëèíãàì

äëÿ ñêîðîñòè è ìàãíèòíîé ýíåðãèè, êîòîðûå ñèëüíî çàâèñÿò îò β0 (ñì.

ðèñ. 2.7e è g). Äëÿ ïðîâåðêè áûëè âû÷èñëåíû S̃3(ℓ) ≡ (S−
∥,3 + S+

∥,3)/2

äëÿ ïðîñòûõ z± ïîëåé è äëÿ âçâåøåííûõ ïî ïëîòíîñòè Z± ïîëåé ïðè

β0 = 2. Ñðàâíåíèå ñêåéëèíãîâ S̃3 ∼ ℓα äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ ïîêàçûâàåò,

÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðîñòûõ ïåðåìåííûõ Ýëüçàññåðà äàåò áîëåå êðóòîé

íàêëîí ∆α ≡ αz−αZ ≈ 0.23. Èçìåðåííàÿ ïîäîáíàÿ ðàçíèöà â íåìàãíèò-

íîì ñëó÷àå äàåò âåëè÷èíó ∆α ≈ 0.31 äëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñòðóêòóðíîé

ôóíêöèè ñêîðîñòè ïðè ÷èñëå Ìàõà Ms = 6.
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Ðèñ. 2.7. Ñòàòèñòèêè ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè äëÿ Ms = 10 è β0 = 20, 2 è 0.2 èç ìîäåëèðîâà-

íèÿ PPML íà ñåòêå ñ 5123 ÿ÷ååê: (a) rms çâóêîâîãî è àëüâåíîâñêîãî ÷èñëà Ìàõà îò âðåìåíè;

(b) ñðåäíèå êèíåòè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ýíåðãèè îò âðåìåíè; (c) ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü

ãàçà îò âðåìåíè; (d) óñðåäíåííûé ïî âðåìåíè ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ïëîòíîñòè; (e)

óñðåäíåííûé ïî âðåìåíè ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ñêîðîñòè; (f) óñðåäíåííûé ïî âðåìåíè

ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ρ1/3u äëÿ β0 = 20; (g) óñðåäíåííûé ïî âðåìåíè ñêîìïåíñèðîâàí-

íûé ñïåêòð ìàãíèòíîé ýíåðãèè; (h) óñðåäíåííûé ïî âðåìåíè ñêîìïåíñèðîâàííàÿ òðåòüåãî

ïîðÿäêà ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ S3(ℓ) äëÿ îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ Ýëüçàññåðà Z±.
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2.2.3 Ìîäåëèðîâàíèå ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè âûñî-

êîì ðàçðåøåíèè.

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÃÄ òóðáó-

ëåíòíîñòè ïðè çâóêîâîì ÷èñëå Ìàõà Ms = 10 è àëüâåíîâñêîì ÷èñëå Ìà-

õà MA = 3 íà ñåòêå îò 2563 äî 10243 ÿ÷ååê. ×èñëåííûé ìåòîä PPML

ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ÌÃÄ äëÿ èçîòåðìè÷å-

ñêîãî ãàçà, â êóáè÷åñêîé âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè ðàçìåðîì L = 1, ñ

ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.4)

∂ρu

∂t
+∇·

[
ρuu−BB+

(
p+

B2

2

)
I

]
= F, (2.5)

∂B

∂t
+∇ · (uB−Bu) = 0. (2.6)

çäåñü ρ è u åñòü ïëîòíîñòü ãàçà è ñêîðîñòü, B - ìàãíèòíîå ïîëå, äàâëåíèå

ãàçà p ≡ c2sρ è èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà cs ≡ 1, I - åäèíè÷íûé

òåíçîð.

Ôèêñèðîâàííàÿ êðóïíîìàñøòàáíàÿ (k ≤ 2) èçîòðîïíàÿ ñîëåíîèäàëü-

íàÿ ñèëà F ≡ ρa− ⟨ρa⟩, ãäå a åñòü óñêîðåíèå è ⟨. . .⟩ îáîçíà÷àåò óñðåäíå-
íèå ïî âñåé âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè, ïðèìåíÿëàñü äëÿ ïåðåìåøèâàíèÿ

ãàçà, ñîõðàíÿÿ Ms áëèçêèì ê 10, â òå÷åíèå ìîäåëèðîâàíèÿ. Â íà÷àëüíîé

ìîäåëè èìåëàñü îäíîðîäíàÿ ïëîòíîñòü ρ0 ≡ 1, êðóïíîìàñøòàáíîå ïîëå

ñêîðîñòè u0 = τa, ãäå τ - êîíñòàíòà òàêàÿ, ÷òî
⟨
u2
0

⟩1/2
= 8, è îäíîðîäíîå

ìàãíèòíîå ïîëå B0 íàïðàâëåííîå âäîëü êîîðäèíàòû x. Çäåñü ïðåäñòàâ-

ëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ òðåõ ìîäåëèðîâàíèé ñ β0 = 2 íà ñåòêå 2563, 5123,

è 10243 ÿ÷ååê. Âñå ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì 2048 ÿäåð

íà ñóïåðêîìïüþòåðå Ranger â TACC. Ïàðàëëåëüíàÿ ïðîãðàììà áûëà ñî-

çäàíà ñ ïîìîùüþ ÿçûêà DVM Fortran [145]. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

ïîêðûâàëè ïåðåõîä ê òóðáóëåíòíîñòè è ýâîëþöèþ â òå÷åíèè 8 äèíàìè-

÷åñêèõ âðåìåí td ≡ L/2Ms. Îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå äîïóñòèìûìè âû-

÷èñëèòåëüíûìè ðåñóðñàìè, äàþò âîçìîæíîñòü äîñòèãàòü ýôôåêòèâíûõ
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÷èñåë Ðåéíîëüäñà ïîðÿäêà 104, â òî âðåìÿ êàê ðåàëèñòè÷íûå çíà÷åíèÿ

äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ ñîñòàâëÿþò ïîðÿäêà ∼ 108.

Ïîñëå íà÷àëüíîãî ýòàïà ïåðåìåøèâàíèÿ ìîäåëèðîâàíèå äîñòèãàåò ñòà-

òèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ. Èçîáðàæåíèå ïðîåêöèîííîé ñòîëáöå-

âîé ïëîòíîñòè, â òàêîì íàñûùåííîì ñîñòîÿíèè, ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.8.

Ðèñ. 2.8. Èçîáðàæåíèå ïðîåêöèîííîé ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè

t = 6.35td äëÿ 10243 PPML ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ïðè Ms = 10 è

MA = 3 ïðîâåäåííîãî íà ñóïåðêîìïüþòåðå Ranger (TACC) èñïîëüçóÿ 2048 ÿäåð.

Áåëûé-ñèíèée-æåëòûé öâåòà ñîîòâåòñòâóþò ê íèçêèì-ñðåäíèì-âûñîêèì çíà÷åíèÿì

ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè. Äèíàìè÷åñêèé äèàïàçîí ïëîòíîñòè íà èçîáðàæåíèè ðàâåí

100.

Ìîðôîëîãèÿ ñòðóêòóð, âèäèìàÿ íà ðàñïðåäåëåíèè ïðîåêöèîííîé ïëîò-
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íîñòè, óäèâèòåëüíî ñõîæà ñ òîé, ÷òî åñòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèMs = 6

â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íàêëîí ñïåêòðà ìîù-

íîñòè ðàâåí −1.7 â ýòîì ìîäåëèðîâàíèè è ðàâåí −2.0 â íåìàãíèòíîì

ñëó÷àå. Íî ìîðôîëîãèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè â êàæäîì ñëîå çàìåòíî

ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ. Ýòîò ôàêò èëëþñòðèðóåò ïîòåðþ èí-

ôîðìàöèè â ïðîöåäóðå ïðîåêöèè è óêàçûâàåò íà òðóäíîñòè â èçìåðåíèè

ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñâåðõçâóêîâûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé, ïîëó÷åí-

íûõ òîëüêî èç íàáëþäàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå óðîâíåé íàñûùåíèÿ íåñêîëüêèõ èíòåãðàëüíûõ

õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè äëÿ ìîäåëåé ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ðàç-

ðåøåíèÿìè 2563, 5123, è 10243. Ïîñêîëüêó â β0 = 2 ñëó÷àå êèíåòè-

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ EK ≡
∫

1
2ρu

2dV äîìèíèðóåò íàä ìàãíèòíîé ýíåðãèåé

EM ≡
∫

1
2B

2dV íà ôàêòîð 3, ïðàêòè÷íî ðàññìîòðåòü EK è EM îòäåëüíî

âìåñòî ïîëíîé ýíåðãèè ET = EK + EM . Ðèñóíîê 2.9a ïîêàçûâàåò, ÷òî

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåãäà ñõîäèòñÿ íà 2563 ñåòêå, â ñîãëàñèè ñ ðàáîòîé

[105]. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü, óðîâåíü íàñûùåíèÿ ìàãíèòíîé ýíåðãèè ïðè

β0 = 2 çàâèñèò ÿñíî îò ðàçðåøåíèÿ ñåòêè è ñóùåñòâóåò õîðîøèé øàíñ,

÷òî ñõîäèìîñòü ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà óæå ïðè ðàçðåøåíèè 20483 ÿ÷ååê.

Ñðåäíåå çíà÷åíèÿ EM äëÿ t ∈ [3, 7] åñòü 10.0, 12.3, è 13.5 ñ íàèáîëüøèì

óðîâíåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñàìîìó âûñîêîìó ðàçðåøåíèþ 10243. Íåäî-

ñòàòîê ñõîäèìîñòè â EM îáóñëîâëåí ÷èñëåííîé äèôôóçèåé, ïîäàâëÿþ-

ùåé ñæàòèÿ ìåëêèõ ìàñøòàáîâ è òàêæå èç-çà äåéñòâèÿ ìåëêîìàñøòàá-

íîãî äèíàìî. Ñðåäíåå çíà÷åíèå EK , äëÿ òîãî æå âðåìåííîãî èíòåðâàëà

óñðåäíåíèÿ ñîñòàâëÿåò 39.8, òàêèì îáðàçîì ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ äàåò îêî-

ëî 1/4 ïîëíîé ýíåðãèè, EM/ET ≈ 0.25 â 10243 ìîäåëè.

Â òî âðåìÿ êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çâóêîâîå ÷èñëî Ìàõà Ms âûõî-

äèò íà óðîâåíü îêîëî 9.2 íåçàâèñèìî îò ðàçðåøåíèÿ ñåòêè, àëüâåíîâñêîå

÷èñëî Ìàõà MA ≈ 4.0, 3.1, è 2.8 äëÿ ñåòîê ñ 2563, 5123, è 10243 ÿ÷ååê,

ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2.9b). Ïðè òîì æå ñàìîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ B0, ïîëó÷àþòñÿ òóðáóëåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñî ñëåãêà ðàç-
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ëè÷íûìè çíà÷åíèÿìèMA, ñ òåíäåíöèåé â íàïðàâëåíèè ê ìåíåå ñâåðõàëü-

âåíîâñêèì òå÷åíèÿì ïðè áîëåå âûñîêîì ÷èñëåííîì ðàçðåøåíèè.

Ïîñêîëüêó ÿâíûå äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû íå âêëþ÷åíû â èñõîäíûå óðàâ-

íåíèÿ ÌÃÄ, äèññèïàöèÿ â ìîäåëè ÷èñòî ÷èñëåííàÿ è óâåëè÷åíèå ðàçðå-

øåíèÿ ïðèâîäèò, ñîîòâåòñòâåííî ê áîëåå âûñîêîìó ýôôåêòèâíîìó ÷èñ-

ëó Ðåéíîëüäñà. Ýòîì ïîäõîä ñëåäóåò ïðèáëèæåíèþ ðàçâèòîìó â ðàáîòå

[112] äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè ñ ÷èñëåí-

íûì êîäîì PPM è ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðèðîäà äèññèïàöèè íå âëèÿåò íà

äèíàìèêó ïåðåíîñà ýíåðãèè â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ìàñøòàáîâ. Ýòî

ìîæíî óâèäåòü â èçìåíåíèè óðîâíÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñïèðàëüíîñòè,

êîòîðàÿ ðàñòåò ïîñòåïåííî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 2.9c).

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ ñèëà, ñ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì, íå ÿâëÿåòñÿ

ñïèðàëüíîé, ñðåäíÿÿ ñïèðàëüíîñòü èìååò çíà÷åíèÿ áëèçêèå ê íóëþ â õî-

äå âñåãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðèñóíîê 2.9d ïîêàçûâàåò äîâîëüíî ìåäëåííóþ

ñõîäèìîñòü â óðîâíå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîé ñïèðàëüíîñòè è êî-

íå÷íûå îòêëîíåíèÿ ñðåäíåé ïîïåðå÷íîé ñïèðàëüíîñòèHC ≡
∫
u ·BdV îò

íóëÿ â ñëó÷àå ñ íèçêèì ðàçðåøåíèåì. PPML íå ñîõðàíÿåò òî÷íî ïîïåðå÷-

íóþ ñïèðàëüíîñòü, äàæå õîòÿ ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èäåàëüíûõ

èíâàðèàíòîâ â ÌÃÄ. Íîðìèðîâàííàÿ, ñðåäíÿÿ ïîïåðå÷íàÿ ñïèðàëüíîñòü

îäíàêî ñîäåðæàëàñü â ïðåäåëàõ±0.8% äëÿ β0 = 2 ïðè 10243. Íåñìîòðÿ íà

òî, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ýíåðãèè, à òàêæå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå

àëüâåíîâñêîå ÷èñëî Ìàõà äîñòèãàþò êîíñòàíòíûõ çíà÷åíèå ïîñëå 3 äè-

íàìè÷åñêèõ âðåìåí ýâîëþöèè ñ β0 = 2, ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîïåðå÷íàÿ

ñïèðàëüíîñòü ïðîäîëæàåò ìåäëåííî ðàñòè âïëîòü äî 4 è äàæå 5 äèíà-

ìè÷åñêèõ âðåìåí ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ïåðåìåøèâàíèå òå÷åíèÿ ê ìîìåí-

òó âðåìåíè 3td íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû äîñòè÷ü ñòàòèñòè÷åñêè

óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Äðóãîé îñíîâíîé ãëîáàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé òóðáóëåíòíîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå (rms) çíà÷åíèå ïëîòíîñòè. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñ-

ëåííîãî ðàçðåøåíèÿ íàáëþäàëñÿ áîëåå âûñîêèé óðîâåíü ôëóêòóàöèé ïëîò-
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Ðèñ. 2.9. Ñòàòèòñòèêè ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ïðè Ms = 10 è β0 = 2 äëÿ PPML ìîäåëèðîâàíèÿ íà

ñåòêå ñ ðàçðåøåíèÿìè 2563, 5123 è 10243 ÿ÷ååê: (a) ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ, ìàãíèòíàÿ è îñòàòî÷íàÿ

ýíåðãèè (σR ≡ (EK − EM )/ET ) îò âðåìåíè; (b) rms çâóêîâîé è àëüâåíîâñêèé ÷èñëà Ìàõà; (c)

ñðåäííÿ è rms ñïèðàëüíîñòü; (d) ñðåäíÿÿ è rms ïîïåðå÷íàÿ ñïèðàëüíîñòü; (e) rms ïëîòíîñòü ãàçà; (f)

ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ïëîòíîñòè ïðè t = 3.5td; (g) ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð

ìîùíîñòè äëÿ ñêîðîñòè ïðè t = 3.5td; (h) ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ìàãíèòíîé

ýíåðãèè ïðèt = 3.5td.
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íîñòè. Îäíàêî rms ïëîòíîñòè ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíî ê ðàçðåøåíèþ ñåòêè è

ìåíÿåòñÿ îò 2.2 äî 2.3 ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÿ÷ååê îò 2563 äî 10243 (ñì.

ðèñ. 2.9e). Îêîí÷àòåëüíî, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñõîäèìîñòü ñïåê-

òðàëüíûõ ñâîéñòâ òóðáóëåíòíûõ ôëóêòóàöèé, íà ðèñ. 2.9f, g, è h ïîêà-

çàíû ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìîùíîñòè ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè, è ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ äëÿ íàñûùåííîãî ñîñòîÿíèÿ òóðáóëåíòíîñòè ïðè t = 3.5td,

äëÿ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé ÷èñëåííîãî ðàçðåøåíèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2.9g,

ñïåêòð ñêîðîñòè ðàçðåøåí âïëîòü äî log10 k/kmin ≈ 1.1 ïðè 2563 è âïëîòü

äî log10 k/kmin ≈ 1.4 ïðè 5123, ñîãëàñóÿñü ñ èçìåíåíèåì ðàçðåøåíèÿ ñåò-

êè â äâà ðàçà.

Äàëåå, óñðåäíåííûå ïî âðåìåíè ñòàòèñòèêè ïðåäñòàâëåíû äëÿ ìîäåëè

ñ β0 = 2 ïðè 10243 ÿ÷ååê ñåòêè è ñðàâíåíû ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùèõ

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëèðîâàíèé ïðè Ms = 6 ñ ðàçðåøåíèåì 10243 è

20483 ÿ÷ååê [99]. Ðåçóëüòàòû ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèÿ îñíîâàíû íà âûáîðêå

èç 100 êóáîâ âçÿòûõ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè äëÿ t ∈ [3, 8]td,

ò.å. ïðîâåäåíî óñðåäíåíèå ïî ïÿòè äèíàìè÷åñêèì âðåìåíàì. Ñïåêòð ïðî-

åêöèîííîé ïëîòíîñòè îñíîâàí íà âûáîðêå èç 750 ïðîåêöèé, âêëþ÷àÿ âñå

òðè íàïðàâëåíèÿ ïðîåêöèè, çà òîò æå âðåìåííîé èíòåðâàë t ∈ [3, 8]td. Â

íà÷àëå ïðåäñòàâëåíû ìàñøòàáèðóåìûå ñâîéñòâà îñíîâíûõ ïîëåé, òàêèõ

êàê ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü è ìàãíèòíîå ïîëå è çàòåì îáñóæäåíû èäåàëüíûå

èíâàðèàíòû, òàêèå êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ è ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè, êî-

òîðûå, ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ, ïîêàçûâàþò óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå.

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (pdf) ïëîòíîñòè ãàçà

ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê â òåîðèè çâåçäîîáðà-

çîâàíèÿ â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ, ïîñêîëüêó îíà îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî

ïëîòíîãî ìàòåðèàëà äîñòóïíîãî äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà, êîòîðûé

âåäåò ê ðîæäåíèþ çâ¼çä [96]. Íàõîæäåíèå pdf âàæíî è â äðóãèõ àñòðî-

ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íàïðèìåð äëÿ ïðîöåññà àêêðåöèè íà ÷åðíóþ äûðó

â ðàííèõ ãàëàêòèêàõ [97]. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî pdf ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç

íàèáîëåå ðîáàñòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñæèìàåìîé èçî-
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òåðìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, òàê êàê å¼ ëîãíîðìàëüíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ

îáû÷íîé â ÷èñëåííûõ ìîäåëèðîâàíèÿõ [99].

Èç ðåçóëüòàòîâ ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè β0 = 2 íàéäåíî, ÷òî pdf

èìååò ëîãíîðìàëüíóþ ôîðìó ñ èäåàëüíîé ñîâïàäåíèåì ïîðÿäêà ∼ 108

ïî âåðîÿòíîñòè ïðè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ. (ðèñ. 2.10a). Ïî ñðàâíåíèþ ñ

íåìàãíèòíûì ñëó÷àåì ïðèMs = 6, ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ÌÃÄ

ñëó÷àå ïðè Ms = 10 ÿâëÿåòñÿ, êàê è îæèäàëîñü ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ

Ìàõà, áîëåå øèðîêèì. Ïðè ïàðàìåòðèçàöèè ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ

σ êàê ôóíêöèè çâóêîâîãî ÷èñëà Ìàõà, σ2 ≡ ln(1 + b2M 2
s ), ïîëó÷àåòñÿ

b = 0.22 è 0.27 êàê ëó÷øèå ïî âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèÿ log10 ρ ∈ [−1, 2.8] â

ÌÃÄ è ÃÄ ñëó÷àÿõ, ñîîòâåòñòâåííî. Ñðåäíåå â ðàñïðåäåëåíèè ÿâëÿåòñÿ

òàêæå ôóíêöèåé ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ⟨ln ρ⟩ = −1
2σ

2. Áîëåå ïîëíàÿ

èíôîðìàöèÿ î çàâèñèìîñòè pdf îò çíà÷åíèé ïëàçìåííîãî ïàðàìåòðà β0

ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [100].

Ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ïëîòíîñòè (ðèñ. 2.10b) ìàñøòàáèðóåòñÿ êàê

k−2/3, êîòîðûé áîëåå ïëîñêèé, ÷åì íàêëîí −1 â ÃÄ ñëó÷àå ïðè Ms = 6

[99]. Ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè (ðèñ. 2.10c) èìååò áî-

ëåå êðóòîé íàêëîí k−4/3, íî âñå åùå áîëåå ïëîñêèé, ÷åì k−5/3, íàéäåííûé

ïðè Ms = 6. Ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ëîãàðèôìà ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè

ãðóáî ñëåäóåò ñêåéëèíãó k−5/3, êîòîòðûå íåìíîãî êðó÷å, ÷åì ñêåéëèíã

ñïåêòðà ìîùíîñòè ïëîòíîñòè (ðèñ. 2.10d), íî áîëåå ïëîñêèé, ÷åì −2,

èçìåðåííûé â ÃÄ ñëó÷àå ïðè Ms = 6.

Ñïåêòð ìîùíîñòè ñêîðîñòè è ðàçëîæåíèå ñêîðîñòè u íà íåñæèìàåìóþ

(∇ · us ≡ 0) è ñæèìàåìóþ (∇× uc ≡ 0) ÷àñòè, u = us + uc, ïîêàçàíû íà

ðèñ. 2.10e. Ñïåêòðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè î÷åíü áëèçîê ê çíà÷åíèþ

−3/2 ïðè îòíîøåíèè k/kmin ïðèìåðíî ðàâíîìó 30, çíà÷åíèþ ïðåäïîëà-

ãàåìîìó äëÿ èçîòðîïíîãî íåñæèìàåìîãî ñëó÷àÿ ñ ðàâíîðàñïðåäåëåíèåì

òóðáóëåíòíîé ýíåðãèèè [101], è ñïåêòðó ñ äîìèíèðóþùåé ñîëåíîèäàëü-

íîé êîìïîíåíòîé ñ îäèíàêîâûì ñêåéëèíãîì. Ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñ-

ëàõ (íî âñå åùå â ïðåäåëàõ èíåðöèîííîãî äèàïàçîíà) ñïåêòð ñêîðîñòè
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Ðèñ. 2.10. Óñðåäíåííûå ïî âðåìåíè ñòàòèñòèêè ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ïðè Ms = 10 è β0 = 2 èç

PPML ìîäåëèðîâàíèÿ íà ñåòêå ñ ðàçðåøåíèåì 10243 ÿ÷ååê: (a) pdf ïëîòíîñòè ãàçà è ëîãíîðìàëü-

íàÿ åå ôîðìà log10 ρ ∈ [−1, 2.8]; (b) ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ïëîòíîñòè ãàçà; (c)

êàê b, íî äëÿ ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè; (d) êàê b, íî äëÿ ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè è äëÿ ëîãàðèôìà

ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè; (e) êàê b, íî äëÿ ñêîðîñòè è åå ñîëåíîèäàëüíîé è äèëàòàöèîííîé ÷àñòè;

(f) îòíîøåíèå äèëàòàöèîííîé ÷àñòè ñïåêòðà ê ñïåêòðó ïîëíîé ñêîðîñòè χC êàê ôóíêöèè âîëíîâîãî

÷èñëà k; (g) ñêîìïåíñèðîâàííûé ñïåêòð ìîùíîñòè äëÿ ïîëíîé, êèíåòè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ýíåðãèè.

(h) ñêîìïåíñèðîâàííàÿ òðåòüåãî-ïîðÿäêà ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ S3(ℓ) äëÿ îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ

Ýëüçàññåðà Z± èç 5123 è 10243 ìîäåëèðîâàíèé.
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ñòàíîâèòñÿ áîëåå êðóòûì, êàê è îæèäàëîñü äëÿ ñèëüíî ñâåðõçâóêîâîãî

ðåæèìà. Ñïåêòð äëÿ ñæèìàåìîé êîìïîíåíòû ïîëó÷àåòñÿ ñëåãêà áîëåå

êðóòûì, êàê óæå îòìå÷àëîñü ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåìàãíèòíîé òóðáó-

ëåíòíîñòè [90]. Ðèñóíîê 2.10f ñðàâíèâàåò äîëþ ñæèìàåìîé êîìïîíåíòû

â ñïåêòðå ñêîðîñòè, χc(k) ≡ P (uc, k)/P (u, k), â PPML ÌÃÄ ìîäåëè ïðè

β0 = 2 ñ PPM ÃÄ ìîäåëè ñ Ms = 6 ïðè ðàçðåøåíèÿõ 10243 è 20483 ÿ÷ååê

[100]. Â îáîèõ ÃÄ ðàñ÷åòàõ χc(k) ≈ 1/3 â èíåðöèîííîì äèàïàçîíå, äàæå

ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ñèë è ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðè-

çàöèé äëÿ PPM äèôôóçèè â ýòèõ ìîäåëèðîâàíèÿõ. Â òîæå ñàìîå âðåìÿ

â ÌÃÄ ñëó÷àå χc(k) ≈ 1/4 èëè äàæå íåìíîãî ìåíüøå, ÷òî ìîæíî îáú-

ÿñíèòü äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíîì, ñâÿçàííûì ñ ìàãíèòíûì äàâëåíèåì, â

óðàâíåíèè ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ïîäîáíîå çíà÷åíèå äëÿ χc(k) áûëî ïî-

ëó÷åíî â ðàáîòå [105] äëÿ ìîäåëè ñ áîëåå ñèëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì

(β0 = 0.02) ïðè îäèíàêîâîì ðàçðåøåíèè.

Äàëåå, ñíîâà èññëåäîâàí âîïðîñ î âûïîëíåíèè çàêîí 4/3 äëÿ íåñæè-

ìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè äëÿ ñâåðõçâóêîâîãî ðåæèìà â ìîëåêóëÿð-

íûõ îáëàêàõ. Äëÿ ýòîãî ïî äàííûì èç PPML ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðè

íàèâûñøåì ðàçðåøåíèè ñ 10243 ÿ÷åéêàìè, âû÷èñëåíû òðåòüåãî ïîðÿä-

êà ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè S±
∥,3 è S

±
⊥,3 îïðåäåëåííûå ïðè ïîìîùè Z± ïî-

ëåé. Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè ÷åðåç èíåðöèîííûé èíòåðâàë

áûëà òàêæå âû÷èñëåíà ñóììà S−
∥,3 è S

+
∥,3. ×òîáû óìåíüùèòü ñòàòèñòè÷å-

ñêóþ îøèáêó, ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíûå ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè îáúåäè-

íèíû â åäèíóþ ôîðìóëó. Ðèñóíîê 2.10h ïîêàçûâàåò ñêîìïåíñèðîâàí-

íûé ñêåéëèíã äëÿ S3(ℓ) ≡ (S−
∥,3 + S+

∥,3 + S−
⊥,3 + S+

⊥,3)/4, óñðåäíåííûé ïî

100 êóáàì äàííûõ, è ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ äàåò S3(ℓ) ∼ ℓ1.020±0.001 äëÿ

log ℓ/∆ ∈ [1.1, 1.8]. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû äàííûå èç PPML ÌÃÄ

5123 ìîäåëèðîâàíèÿ. Î÷åâèäíî ïðè 10243 ïîëó÷åí áîëåå øèðîêèé äèà-

ïàçîí ñêåéëèíãà è ïîäòâåðæäåí ëèíåéíûé ñêåéëèíã, ïîëó÷åííûé ðàíåå

íà ñåòêå 5123. Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè

ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííà â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå è çàêîí 4/3 äëÿ

144



íåñæèìàåìîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äëÿ ñâåðõçâó-

êîâûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé.

2.3 Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ îá-

ëàêîâ

Òóðáóëåíòíûå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíî-

ñòè è òåìïåðàòóðû â ìåæçâåçäíîì ãàçå, ïîñêîëüêó áîëüøàÿ ÷àñòü ìåæ-

çâåçäíîé ñðåäû õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèìè ÷èñëàìè Ðåéíîëüäñà [113]. Ñ

ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ÷àñòî òóðáóëåíòíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåîáõîäè-

ìûé îðãàíèçóþùèé ýëåìåíò â îáðàçîâàíèè è îïðåäåëåíèè ôîðìû èåðàð-

õè÷åñêèõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð â äèôôóçíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäå

è òàêæå â îáëàñòÿõ çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â ïëîòíûõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëà-

êàõ [114]. Äîìèíèðîâàíèå íåëèíåéíîãî ïåðåíîñà â äèíàìèêå ñèëüíî ñæè-

ìàåìîãî çàìàãíè÷åííîãî ñàìîãðàâèòèðóþùåãî òå÷åíèÿ äåëàåò êîìïüþ-

òåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðàêòè÷åñêè åäèíñòâåííûì ñðåäñòâîì â èçó÷åíèè

ôóíäàìåíòàëüíûõ àñïåêòîâ ìåæçâåçäíîé òóðáóëåíòíîñòè, íåñìîòðÿ íà

òî, ÷òî ýôôåêòèâíûå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà â ìîäåëÿõ âñåãäà îãðàíè÷åíû äî-

ñòóïíûìè êîìïüþòåðíûìè ðåñóðñàìè [115]. Çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò

òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñïîñîáñòâîâàëî ðàçâèòèþ òåîðåòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé ìåæçâåçäíîé ñðåäû ïîäâåðãàþùåéñÿ íåëèíåéíûì âçà-

èìîäåéñòâèÿì è ñàìîîðãàíèçàöèè â ãàëàêòè÷åñêèõ äèñêàõ. Ýòè ìîäåëè

ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè îñíîâíûõ êëàññà, â çàâèñèìîñòè îò äèàïàçîíà

ìàñøòàáîâ è ïðèâëå÷åííîé ôèçèêè:

(i) ìåçîìàñøòàáíûå ìîäåëè êîòîðûå ðàññìàòðèâàþò ýâîëþöèþ ìóëü-

òèôàçíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäû â îáú¼ìàõ ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì íåñêîëü-

êî äåñÿòêîâ êèëîïàðñåê è ðàçðåøàþò ñòðóêòóðû â òå÷åíèÿõ â äîëÿõ 1

ïàðñåêà [116],[117]; (ii) ñóáìåçîìàñøòàáíûå ìîäåëè, êîòîðûå ðàçðåøàþò

ìàñøòàáû íà øêàëå âûñîò äèôôóçíîãî Hi (∼ 100 ïñ) è îáû÷íî îãðàíè-
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÷èâaþòñÿ òîëüêî ê òåïëîé-õîëîäíîé íåéòðàëüíîé ôàçå (WNM è CNM)

[118],[119],[120]; è (iii) ìèêðîìàñøòàáíûå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè â ìî-

ëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò èçîòåðìè÷åñêîå óðàâíåíèå

ñîñòîÿíèÿ è îãðàíè÷èâàþòñÿ îáú¼ìàìè < 10 ïñ. Ãëîáàëüíûå ìîäåëè â

ãàëàêòè÷åñêèõ äèñêàõ [121],[122],[123] â íàñòîÿùèé ìîìåíò âðåìåíè ìî-

ãóò ðàçðåøèòü ìàñøòàáû ∼ 10 ïñ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ ïðà-

âèëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òåïëîâîé ñòðóêòóðå ñàìîãðàâèòèðóþùåé ìåæ-

çâ¼çäíîé ñðåäû.

Â íàøåì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå, ìåæçâåçäíàÿ ñðåäà ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ êàê ñèñòåìà ñ òóðáóëåíòíîñòüþ, â êîòîðîé êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ââå-

äåíà íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ â ðåçóëüòàòå âçðûâà ñâåðõíîâûõ, ñäâèã äâè-

æåíèÿ îáåñïå÷åí äèôôåðåíöèàëüíûì âðàùåíèåì ãàëàêòè÷åñêîãî äèñêà,

ïàäåíèå ãàçà íà äèñê îñóùåñòâëåíî ïîñðåäñòâîì ïðîöåññà àêêðåöèè è

ò.ä. [124]. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ îò êðóïíûõ ìàñøòàáîâ ê

ìåëêèì â ðåçóëüòàòå êàñêàäíîãî ïðîöåññà. Ïîñêîëüêó ìîäåëü âêëþ÷àåò

ñðåäíåå ìàãíèòíîå ïîëå B0, íåêîòîðàÿ ÷àñòü ýòîé êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè çàïàñåíà â òóðáóëåíòíîé êîìïîíåíòå ìàãíèòíîãî ïîëÿ b, ñîçäàííîé â

ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìåæ-

çâ¼çäíàÿ ñðåäà òàêæå ïîäâåðæåíà äåéñòâèþ óëüòðàôèîëåòîâîãî èçëó÷å-

íèÿ èñõîäÿùåìó îò OB àññîöèàöèé áûñòðî ýâîëþöèîíèðóþùèõ ìàññèâ-

íûõ çâ¼çä, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ. Ýòî óëüòðàôè-

îëåòîâîå èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èñòî÷íèêîì ýíåðãèè äëÿ íåéòðàëü-

íîé ôàçû ãàçà, ïðè ýòîì îáú¼ìíûé íàãðåâ ãàçà óðàâíîâåøàí ðàäèàöèîí-

íûì îõëàæäåíèåì [125]. Òàêèì îáðàçîì ìåæçâåçäíàÿ ñðåäà ïîäâåðãàåòñÿ

äåéñòâèþ ðàçëè÷íûõ ïîòîêîâ ýíåðãèè, è ñàìîðãàíèçàöèÿ âîçíèêàåò â ðå-

çóëüòàòå ïðîöåññà ðåëàêñàöèè ïîñðåäñòâîì íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé

ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû ïðè óñëîâèè âûïîëíå-

íèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÌÃÄ ñëó÷àÿ. Â ýòîé êàðòèíå, ìîëåêóëÿð-

íûå îáëàêà ñ èõ âíóòðåííåé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðîé îáðàçóþòñÿ êàê

äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû - àêòèâíûå îáëàñòè ñèëüíî ïåðåìåæàþùåãîñÿ
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òóðáóëåíòíîãî êàñêàäà, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðè

äåéñòâèè ñëó÷àéíîé âûíóæäàþùåé ñèëû.

×òîáû èëëþñòðèðîâàòü ýòè èäåè, ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî ïðîñòûõ ìî-

äåëåé â ïåðèîäè÷åñêîé êîðîáêå, â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ñòðàòèôèêàöèÿ

ãàçà è äèôôåðåíöèàëüíîå âðàùåíèå â äèñêå è ïðèìåíÿåòñÿ èñêóññòâåí-

íàÿ êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñîëåíîèäàëüíàÿ ñèëà äëÿ èìèòàöèè ïåðåíîñà êè-

íåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò ðàçëè÷íûõ ãàëàêòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Ýòî äàåò

âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ ðàçìåðà âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè L, êîòîðàÿ â ìî-

äåëèðîâàíèè ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 200 ïñ. Òàêèì îáðàçîì èñõîäíàÿ ìîäåëü

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ ãà-

çà n0, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ urms,0, è ñðåäíåé ñèëîé ìàãíèòíîãî

ïîëÿ B0. Òàáëèöà 1 äàåò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ìîäåëåé A, B, C, D,

è E ïðåäïîëàãàÿ L = 200 ïñ. Òàáëèöà òàêæå äàåò ÷èñëåííîå ðàçðåøåíèå

N , íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïëàçìåííîãî ïàðàìåòðà βth,0 ≡ 8πp0/B
2
0 , òóðáó-

ëåíòíîãî ïëàçìåííîãî ïàðàìåòðà βturb,0 ≡ 8πρ0u
2
rms,0/B

2
0 , è àëüâåíîâñêî-

ãî ÷èñëà Ìàõà MA,0 = (4πρ0)
1/2urms,0/B0, ãäå p0 åñòü íà÷àëüíîå òåïëîâîå

äàâëåíèå ãàçà (ñì. ôàçîâóþ äèàãðàììó íà ðèñ. 2.12 äëÿ áîëüøèõ äåòà-

ëåé).

Ðåøàëèñü óðàâíåíèé èäåàëüíîé ÌÃÄ äëÿ ñæèìàåìîãî ãàçà ñ ó÷åòîì

èñòî÷íèêîâ íàãðåâà è îõëàæäåíèÿ â óðàâíåíèè äëÿ ýíåðãèè :



∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0,

∂ρv

∂t
+∇ · (ρvv −BB) +∇p = F,

∂E

∂t
+∇ ·

(
vE + vp−B (B · v)

)
= nΓ− n2Λ(T ),

∂B

∂t
+∇ · (vB−Bv) = 0,

(2.7)
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Òàáëèöà 2.1. Ìîäåëüíûå ïàðàìåòðû.
Ìîäåëü N3 n0 urms,0 B0 βth,0 βturb,0 MA,0

ñì−3 êì/ñåê µÃñ

A 5123 5 16 9.54 0.2 3.3 1.3

B 5123 5 16 3.02 2 33 4.0

C 5123 5 16 0.95 20 330 13

D 2563 2 16 3.02 2 13.2 2.6

E 2563 5 7 3.02 2 8.3 2.0

Ðèñ. 2.11. Òðè ðèñóíêà ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè ãàçà â ìîäåëè A âçÿòîé ïðè t = 2, 3,

è 4 Ìëåò. Áåëûé, ãîëóáîé, æåëòûé öâåòà ñîîòâåòñòâóþò ê íèçêèì, ñðåäíèì, âûñîêèì

çíà÷åíèÿì ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè.

ãäå ρ - ïëîòíîñòü, n - êîíöåíòðàöèÿ, v - âåêòîð ñêîðîñòè , B - âåêòîð

ìàãíèòíîãî ïîëÿ , E - ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, p - ïîëíîå äàâëåíèå (ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêîå+ìàãíèòíîå):

p = p+ pmag,

pmag =
BB

2
.

Λ(T ) è Γ - ôóíêöèè îõëàæäåíèÿ è íàãðåâà, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñèñòåìà (2.7) äîïîëíÿëàñü óðàâíåíèåì äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè

E = ρ ε+
ρvv

2
+

BB

2
(2.8)

è óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà èìååò âèä:

p = (γ − 1) ρ ε, (2.9)

ãäå ε - óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, γ - ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.
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Ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ Λ(T ) çàäàâàëàñü â ñëåäóþùåì âèäå:

Λ(T )

Γ
= 1.0× 107 exp(−1.184× 105/(T + 1000))

+14× 10−3
√
T exp(−92/T )

(2.10)

ãäå Γ = 2 · 10−26 ýðã/ñåê, T - òåìïåðàòóðà â Êåëüâèíàõ.

Ðàñùåïëåíèå ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì ïðèìåíÿëîñü äëÿ ðåøåíèÿ èñ-

õîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé: ÷èñëåííûé ìåòîä PPML èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ

ðåøåíèÿ äèâåðãåíòíîé ÷àñòè óðàâíåíèé ÌÃÄ è âûñîêîãî ïîðÿäêà íåÿâ-

íàÿ ñõåìà äëÿ ÷ëåíîâ, ó÷èòûâàþùèõ ïðîöåññ íàãðåâà è îõëàæäåíèÿ.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè çàäàíî îäíî-

ðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ãàçà. Ìàëîå ñëó÷àéíîå èçîáàðè÷åñêîå âîçìóùåíèå

ïëîòíîñòè ïðè t = 0 äîáàâëåíî, ÷òîáû íà÷àòü ôàçîâûé ïåðåõîä â áè-

ñòàáèëüíîì ãàçå, êîòîðûé áûñòðî ïåðåâîäèò ∼ 25 − 65% ìàññû ãàçà â

óñòîé÷èâóþ õîëîäíóþ ôàçó (CNM ñ òåìïåðàòóðîé íèæå T = 184 K), â

òî âðåìÿ êàê îñòàëüíàÿ ìàññà ãàçà ðàçäåëÿåòñÿ íà íåóñòîé÷èâûé è óñòîé-

÷èâûé òåïëûé ãàç (WNM). Â ìîäåëÿõ A, B, è C, êàæäàÿ èç ôàç CNM è

WNM ñîäåðæèò ãðóáî ∼ 50% ïîëíîé HI ìàññû, â ñîãëàñèè ñ íàáëþäåíè-

ÿìè [126]. Ïîñëå ýòîãî âêëþ÷àëàñü â äåéñòâèå ñëó÷àéíàÿ ñèëà è, ïîñëå

íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ êðóïíîìàñøòàáíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, ìîäåëèðîâà-

íèå ïðèáëèæàëîñü ê ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ. Ðèñóíîê

2.11 ïîêàçûâàåò ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ýòîãî äâóõñòàäèéíîãî ïðîöåññà, ñ

èçîáðàæåíèåì íà òðåõ ñëàéäàõ ïðîåêöèîííîé ïëîòíîñòè ãàçà äëÿ ìîäå-

ëè À. Ëåâûé ðèñóíîê èçîáðàæàåò äâóõôàçíóþ ñðåäó â ìîìåíò âðåìåíè

t = 2 Ìëåò òî÷íî ïåðåä âêëþ÷åíèåì ñëó÷àéíîé ñèëû; ñðåäíèé ðèñó-

íîê èëëþñòðèðóåò ðàííþþ ñòàäèþ òóðáóëèçàöèè ñðåäû ñ âêëþ÷åíèåì â

äåéñòâèå ñëó÷àéíîé ñèëû ïðè t = 3 Ìëåò. Ïðàâûé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò

ïðîåêöèîííóþ ïëîòíîñòü ïðè t = 4 Ìëåò äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè ðàçâèòî-

ãî òóðáóëåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìîëåêóëÿðíûå îáëàêà ìîãóò áûòü âèäíû

íà ïðàâîé ïàíåëè, êàê âîëîêíèñòûå êîðè÷íåâî-æåëòûå ñòðóêòóðû, ìîð-
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ôîëîãèÿ êîòîðûõ çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò ïåðåõîäíûõ ïëîòíûõ ñòðóêòóð

íà ñðåäíåì ðèñóíêå. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ìàãíèòíîå ïîëå óñèëèâàåòñÿ

ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíîé ñèëû è íàñûùàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ñèñòåìû ê

óñòîé÷èâîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ (ðèñ. 2.12). Óðîâåíü íàñûùåíèÿ

çàâèñèò îò âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ B0 è îò ñêîðîñòè ïîäà÷è êèíåòè-

÷åñêîé ýíåðãèè êðóïíîìàñøòàáíîé ñèëîé, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü îïðå-

äåëåíà urms è n0. Ýòîò óðîâåíü ìîæåò áûòü ëåãêî èçìåíåí ïðè âûáîðå

òðåõ íà÷àëüíûõ ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Â íàñûùåííîì ñîñòîÿíèè, â ìî-

äåëÿõ A è B óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ýíåðãèé (EK ∼ EM), â òî âðåìÿ

êàê óðîâåíü íàñûùåíèÿ ìàãíèòíîé ýíåðãèè â ìîäåëè C íà êîýôôèöè-

åíò ∼ 3 ìåíüøå, ÷åì â ìîäåëè ñ ðàâåíñòâîì ýíåðãèé. Ñðåäíÿÿ òåïëîâàÿ

ýíåðãèÿ òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ, âñëåäñòâèÿ äåéñòâèÿ ñëó÷àéíîé ñèëû, íî

âñåãäà îñòàåòñÿ ìàëîé ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì âèäàì ýíåðãèé âî âñåõ ìî-

äåëÿõ. Òèïè÷íàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.12. Êîíòóðû

ïîêàçûâàþò ïîñòîÿííûå óðîâíè îáú¼ìíîé äîëè äëÿ ðàçëè÷íûõ äèàïàçî-

íîâ òåïëîâîãî äàâëåíèÿ pth è ïëîòíîñòè n, îòëè÷àþùèåñÿ ïî çíà÷åíèþ â

äâà ðàçà. Îêîëî 23% âû÷èñëèòåëüíîãî îáú¼ìà çàïîëíåíî óñòîé÷èâîé òåï-

ëîé ôàçîé ïðè òåìïåðàòóðå T > 5250 K, óñòîé÷èâàÿ õîëîäíàÿ ôàçà ïðè

òåìïåðàòóðå (T < 184 K) çàíèìàåò ∼ 7%, è ∼ 70% îñòàëüíîãî îáú¼ìà íà-

õîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì òåïëîâîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ

òåìïåðàòóðàõ. Áîëüøîå îðàíæåâîå ïÿòíûøêî â öåíòðå îòìå÷àåò íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ â ìîäåëÿõ A, B, C, è E. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ïîêàçûâàåò,

÷òî òóðáóëåíòíîñòü äàåò âêëàä â øèðîêèé äèàïàçîí òåïëîâîãî äàâëåíèÿ

è òàêæå, ÷òî pth â ìîëåêóëÿðíîì ãàçå ñ êîíöåíòðàöèåé (n > 100 ñì−3)

åñòü âûøå, ÷åì äëÿ äèôôóçíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäû, äàæå íåñìîòðÿ íà

òî, ÷òî ñàìîãðàâèòàöèÿ èãíîðèðîâàíà â ìîäåëè.

Ðèñóíîê 2.13 (âåðõíèé ñëàéä) ïîêàçûâàåò óñðåäíåííóþ ïî âðåìåíè

PDF ïëîòíîñòè äëÿ ìîäåëåé A, B è C â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Ýô-

ôåêò ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà PDF ïëîòíîñòè î÷åâèäíî î÷åíü ñëàá â ñðåäíåì,

è ÷àñòü PDF, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûñîêîé ïëîòíîñòè, ìîæåò áûòü õîðî-
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Ðèñ. 2.12. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñèëû ìàãíèòíîãî ïîëÿ Brms, åå

òóðáóëåíòíîé êîìïîíåíòû brms äëÿ ìîäåëåé A, B, C, è D (âåðõíèé ñëàéä). Ôàçîâàÿ

äèàãðàììà (òåïëîâîå äàâëåíèå â çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè ãàçà) äëÿ ìîäåëè B ïðè

t = 5 Myr (íèæíèé ñëàéä).
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Ðèñ. 2.13. Ñðåäíåå ïî âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè äëÿ ïîëíîñòüþ ðàçâèòîé

òóðáóëåíòíîñòè â ìîäåëÿõ A, B è C (âåðõíèé ñëàéä) è ñðåäíåå ïî âðåìåíè âçâåøåííîå

ïî ìàññå ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî äàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëåé A, B, C è D (íèæíèé ñëàéä).
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Ðèñ. 2.14. Ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî äàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òåïëîâîãî (âåðõíèé

ñëàéä) è äèíàìè÷åñêîãî (íèæíèé ñëàéä) äàâëåíèÿ äëÿ âûáîðêè èç ìîäåëè B ïðè

t = 5 Ìëåò.
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Ðèñ. 2.15. Ðàñïðåäåëåíèå àëüâåíîâñêîãî ÷èñëà Ìàõà (âåðõíèé ñëàéä) è êîñèíóñà

óãëà êîëëèíåàðíîñòè ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ (íèæíèé ñëàéä)

â çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè äëÿ âûáîðêè èç ìîäåëè A ïðè t = 5 Ìëåò.
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øî àïïðîêñèìèðîâàíà ëîãíîðìàëüíîé ôîðìîé, êàê è â èçîòåðìè÷åñêîì

ñëó÷àå. Ïðèçíàêè äâóõ óñòîé÷èâûõ òåïëîâûõ ôàç â PDF ñìàçàíû (îò-

íîñèòåëüíî) âûñîêèì óðîâíåì òóðáóëåíòíîñòè, urms(100 ïñ) = 16 êì/ñåê

(Brunt & Heyer 2004), íî ïîëíàÿ ôîðìà íå ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ëîãíîðìàëü-

íîé. Ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî äàâëåíèÿ â ìîäåëÿõ A, B è C îõâàòûâàåò

6 ïîðÿäêîâ, íå îñòàâëÿÿ øàíñîâ äëÿ ñòàðîé êàðòèíû óäåðæàíèÿ îáëà-

êîâ âíåøíèì äàâëåíèåì â èíòåíñèâíî ýâîëþöèîíèðóþùåé ìåæçâ¼çäíîé

ñðåäå. Âñå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðíîìó äàâëåíèþ òèïè÷-

íîìó â äèñêå Ìëå÷íîãî Ïóòè íà ðàäèóñå ðàñïîëîæåíèÿ Ñîëíöà è ïîêà-

çûâàþò òîëüêî ñëàáóþ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîé âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî

ïîëÿ B0, â òî âðåìÿ êàê øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàåòñÿ ÷óâñòâèòåëü-

íîé ê urms è n0. Ðèñóíîê 2.13 (íèæíèé ñëàéä) ñðàâíèâàåò, âçâåøåííîå

ïî ìàññå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîå â íàøåé ìîäåëè, ñ àíà-

ëîãè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì, ðåêîíñòðóèðîâàííûì èç íàáëþäåíèé ñ âûñî-

êèì ðàçðåøåíèåì ÓÔ ñïåêòðà ãîðÿ÷èõ çâ¼çä [127]. Âèäíî, ÷òî ìîäåëè ñ

urms = 16 êì/ñåê âîñïðîèçâîäÿò êàê ôîðìó, òàê è øèðèíó íàáëþäàåìûõ

ðàñïðåäåëåíèé âïîëíå îò÷åòëèâî, â òî âðåìÿ êàê áîëåå íèçêèé óðîâåíü

òóðáóëåíòíîñòè â ìîäåëè E ïðèâîäèò ê ñëèøêîì óçêîìó ðàñïðåäåëåíèþ

äàâëåíèÿ.

Ýòè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü óðîâåíü íàïðÿ-

æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ, êîòîðûå îáðàçóþò-

ñÿ ñàìîñîãëàñîâàííî â çàìàãíè÷åííîé òóðáóëåíòíîé, äèôôóçíîé ìåæ-

çâåçäíîé ñðåäå. Â âåðõíåì ñëàéäå ðèñóíêà 2.14 ïîêàçàíà òî÷å÷íàÿ äèà-

ãðàììà ìàãíèòíîãî äàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òåïëîâîãî äàâëåíèÿ äëÿ

ìîäåëè B, â ìîìåíò âðåìåíè t = 5 Ìëåò. ×åðíûå êîíòóðíûå ëèíèè

ïîêàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèå äëÿ öåëîé îáëàñòè, êîòîðàÿ öåíòðèðîâàíà

ïðè βth ≈ 0.1. Ïîäìíîæåñòâî ÿ÷ååê ïðåäñòàâëÿþùèõ ìîëåêóëÿðíûé ãàç

(T < 100 K è n > 100 ñì−3, öâåòíûå êîíòóðû) ïîêàçûâàþò î÷åíü ïî-

äîáíûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ βth. Ýòî óêàçûâàåò íà çíà÷åíèÿ ïëàçìåííî-

ãî ïàðàìåòðà äëÿ ðåàëèñòè÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè â èçî-
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òåðìè÷åñêèõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ. Íèæíèé ñëàéä òîãî æå ðèñóíêà

2.14 ïîêàçûâàåò òî÷å÷íóþ äèàãðàììó ìàãíèòíîãî äàâëåíèÿ â çàâèñè-

ìîñòè îò äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ äëÿ òåõ æå ìîäåëåé. Ðàñïðåäåëåíèå

äëÿ öåëîé îáëàñòè öåíòðèðîâàíî ïðè βturb ≈ 1, èç-çà ïðèáëèæåííîãî ðà-

âåíñòâà óðîâíåé êèíåòè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ýíåðãèè â ñðåäíåì. Â òîæå

ñàìîå âðåìÿ, ïîäìíîæåñòâî ÿ÷ååê, ïðåäñòàâëÿþùèõ ìîëåêóëÿðíûé ãàç

(öâåòíûå êîíòóðû), äàåò ðàñïðåäåëåíèå öåíòðèðîâàííîå ïðè βturb ≈ 30,

ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî òóðáóëåíòíîñòü â ìîëåêóëÿðíîì ãàçå ÿâëÿåòñÿ ñâåð-

õàëüâåíîâñêîé. Ðèñóíîê 2.15 (âåðõíèé ñëàéä) ïîêàçûâàåò ðàñïðåäåëåíèå

àëüâåíîâñêîãî ÷èñëà Ìàõà MA, êàê ôóíêöèþ ïëîòíîñòè äëÿ ìîäåëè À

ñ ñèëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì, êîòîðàÿ äàëåå ïîääåðæèâàåò ýòîò ðåçóëü-

òàò. Ñóùåñòâóåò ÿñíî ïîëîæèòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿMA ∼ n0.4, ïîêàçàííàÿ

øòðèõîâîé ëèíèåé, è áîëüøàÿ ÷àñòü ïëîòíîãî âåùåñòâà (n > 100 cm−3)

î÷åâèäíî ïîïàäàåò â ñâåðõàëüâåíîâñêóþ ÷àñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êëþ÷ ê ïîíèìàíèþ ïðîèñõîæäåíèÿ ýòîãî ñâåðõàëüâåíîâñêîãî ðåæèìà

â õîëîäíîì è ïëîòíîì ìîëåêóëÿðíîì ãàçå ëåæèò â ïðîöåññå ñàìîîðãà-

íèçàöèè â çàìàãíè÷åííîé ìåæçâåçäíîé òóðáóëåíòíîñòè. Ñòàòèñòè÷åñêè

ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, ñîõðàíÿþùååñÿ â ðàññìîòðåííûõ ìîäåëÿõ â òå-

÷åíèè íåñêîëüêèõ ìèëëèîíîâ ëåò, õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííîé ñòåïå-

íüþ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ðèñóíîê 2.15

(íèæíèé ñëàéä) ïîêàçûâàåò ðàñïðåäåëåíèå êîñèíóñà óãëà êîëëèíåàðíî-

ñòè, cos θ ≡ B · u/(Bu) äëÿ ìîäåëè A ïðè t = 5 Ìëåò. Êîíòóðû îáíàðó-

æèâàþò ïîõîæóþ íà ñåäëîâèíó ñòðóêòóðó â ýòîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿò-

íîñòè ñ ñèëüíîé êîëëèíåàðíîñòüþ (cos θ = ±1) â WNM ïðè n ∼ 1 cm−3.

Ýòîò ôàêò ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñæàòèå â WNM ãàçå, êîòîðûé íàõîäèòñÿ

â ñðåäíåì â òðàíñàëüâåíîâñêîì ðåæèìå (ò.å., MA ∈ [0.6, 0.9] â ìîäåëè

A), ïðîèñõîäèò ïðåäïî÷òèòåëüíî âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ. Åñëè ìîëåêóëÿðíûå îáëàêà îáðàçóþòñÿ â òóðáóëåíòíîé ìåæçâ¼çäíîé

ñðåäå ÷åðåç êðóïíîìàñøòàáíîå ñæàòèå HI, òî òóðáóëåíòíîñòü â òàêèõ

ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ ìîæåò áûòü òîëüêî ñâåðõàëüâåíîâñêîé [128].
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2.4 Âûâîäû ïî ãëàâå 2.

Íà îñíîâå îöåíîê øèðèíû ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû è ÷èñåë Ðåéíîëüäñà äëÿ

ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä PPML îáëàäàåò íàè-

ëó÷øèìè äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè ñðåäè âñåõ èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ìîäåëèðîâàíèè ðàçðóøåííîé òóðáóëåíòíî-

ñòè. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ òóðáóëåíò-

íîñòè äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî ñëó÷àÿ â ïðîáëåìå çâåçäîîáðàçîâàíèÿ. Îñó-

ùåñòâëåí àíàëèç îñíîâíûõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàòåðèñòèê è çàêîíîâ ïîäî-

áèÿ äëÿ ñæèìàåìîé èçîòåðìè÷åñêîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî

îáðàçîâàíèå ÿäåð çâ¼çä ïðîèñõîäèò â ñâåðõàëüâåíîâñêîì ðåæèìå, ñêî-

ðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè ïîñòîÿííà â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå, çàêîí 4/3

äëÿ íåñæèìàåìîé ÌÃÄ ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí íà ñâåðõçâóêîâûå òóðáó-

ëåíòíûå òå÷åíèÿ. Ïðåäëîæåíà íîâàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåæçâåçä-

íîé ñðåäû, ïîäâåðãàþùåéñÿ íåëèíåéíûì âçàèìîäåéñòâèÿì è ñàìîîðãà-

íèçàöèè â ãàëàêòè÷åñêèõ äèñêàõ. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

òóðáóëåíòíîñòè, â êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ èñêóññòâåííàÿ êðóïíîìàñøòàá-

íàÿ ñîëåíîèäàëüíàÿ ñèëà èìèòèðóþùàÿ ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

îò ðàçëè÷íûõ ãàëàêòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ, ïî-

ëó÷åííîå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ ìîäåëåé ñ urms = 16 êì/ñåê, õî-

ðîøî ñîãëàñóåòñÿ ïî ôîðìå è øèðèíå ñ àíàëîãè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè,

ðåêîíñòðóèðîâàííûìè èç íàáëþäåíèé [127]. Îáíàðóæåíà ïîëîæèòåëüíàÿ

êîððåëÿöèÿ MA ∼ n0.4 è íàéäåíî, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ïëîòíîãî âåùåñòâà

(n > 100 cm−3) ïîïàäàåò â ñâåðõàëüâåíîâñêóþ ÷àñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî òóðáóëåíòíîñòü â ìîëåêóëÿðûõ îáëàêàõ, îáðàçóþùèõñÿ â

äèôôóçíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäå, ìîæåò áûòü òîëüêî ñâåðõàëüâåíîâñêîé.
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Ãëàâà 3

Ìîäåëèðîâàíèå ëîêàëüíîé ñîëíå÷íîé

ñóïåðãðàíóëÿöèè

Êîíâåêöèÿ âáëèçè ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè èìååò ñèëüíî íåëîêàëüíûé è

äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîýòîìó ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äàåò ïîëåç-

íóþ èíôîðìàöèþ î ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóðàõ ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè

è îáåñïå÷èâàåò ïîñòîðîåíèå ñîãëàñîâàííûõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ ïðîòåêàþùèõ â íàáëþäàåìûõ ñîëíå÷íûõ ÿâëåíèÿõ. Ïðîâåäåíî òðåõ-

ìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì êðóïíûõ âèõðåé ôîòîñôåðíîé, ñîëíå÷-

íîé êîíâåêöèè, èñïîëüçóÿ ðåàëèñòè÷íóþ ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü. Èññëåäî-

âàíà òåïëîâàÿ ñòðóêòóðà êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé â âåðõíåé ðàäèàöè-

îííîé çîíå ôîòîñôåðû, äèàïàçîí âîçíèêàþùèõ ðàçìåðîâ êîíâåêòèâíûõ

ÿ÷ååê è ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ êîíâåêöèè âãëóáü îò ïîâåðõíîñòè Ñîëí-

öà. Ðàññìîòðåíà âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ è ðîñò êðóïíûõ êîíâåêòèâíûõ ìîä

íà ìàñøòàáå ìåçîãðàíóëÿöèè è ñóïåðãðàíóëÿöèè. Â ðàáîòå [129] ïîêàçà-

íî, ÷òî êîëëåêòèâíîå äâèæåíèå ìàëûõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê ãðàíóëÿöèè

âûíîñèò ñëàáîå ìàãíèòíîå ïîëå íà êðàÿ ÿ÷ååê íà ìàñøòàáå ìåçîãðàíóëÿ-

öèè. Ìîäåëèðîâàíèå ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðíîé êîíâåêöèè [130] â âû÷èñëè-

òåëüíîé îáëàñòè ðàçìåðîì 48 Ìì ïî ãîðèçîíòàëè è 20 Ìì ïî âåðòèêàëè

ïîêàçàëî, ÷òî ðàçìåðû êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ãëóáèíîé.

Â ñòàòüå [131] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçâèòèå ïðè ðàçâèòèè êîíâåêöèè íà
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êðóïíûõ ìàñøòàáàõ è íà áîëüøèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ, ìåçîãðàíóëÿ-

öèè è ñóïåðãðàíóëÿöèè åñòåñòâåííî âîçíèêàåò êàê ðåçóëüòàò êîëëåêòèâ-

íîãî àäâåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãèõ ìåëêèõ è êîðîòêîæèâóùèõ

ãðàíóë.

3.1 ×èñëåííàÿ ìîäåëü ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â îáëàñòÿõ ðàçìåðîì 60 × 60 Ìì è 100 × 100

Ìì â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè è îò 0 Ìì äî 20 Ìì â âåðòèêàëü-

íîì íàïðàâëåíèè íèæå âèäèìîé ïîâåðõíîñòè. Ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ ôèçè-

÷åñêèõ âåëè÷èí â íà÷àëüíûé ìîìåíò âçÿòû èç ñòàíäàðòíîé ñîëíå÷íîé

ìîäåëè [132] ñ ïàðàìåòðàìè (X,Z, α) = (0.7385, 0.0181, 2.02), ãäå X è

Y åñòü êîíöåíòðàöèè âîäîðîäà è ãåëèÿ ïî ìàññå, è α åñòü îòíîøåíèå

äëèíû ïåðåìåøèâàíèÿ ê øêàëå âûñîò äàâëåíèÿ â â êîíâåêòèâíîé çîíå.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàåò èçìåíåíèå äàâëåíèÿ íà 5 ïîðÿäêîâ

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå â êîíâåêòèâíîé îáëàñòè, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïîëî-

âèíó øêàëû âûñîò äëÿ äàâëåíèÿ â ïîëíîé êîíâåêòèâíîé îáëàñòè, õîòÿ

ñàìà îáëàñòü çàíèìàåò òîëüêî 10% ïî ãëóáèíå (ðèñ. 3.1). Îáëàñòü òàê-

æå âêëþ÷àåò ñëîè èîíèçèðîâàííîãî âîäîðîäà è ïåðâûé è áîëüøóþ ÷àñòü

âòîðîãî ñëîÿ èîíèçîâàííîãî ãåëèÿ. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ è êîýôèöèåíòû

íåïðîçðà÷íîñòè çâåçäíîãî âåùåñòâà ðàññ÷èòûâàëèñü ñ ïîìîùüþ òàáëèö

ïàêåòà OPAL [133].
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Ðèñ. 3.1. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû, ïëîòíîñòè, ýíòðîïèè ñ ãëóáèíîé.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàåò 10 % ãåîìåòðè÷åñêîé ãëóáèíû êîíâåêòèâíîé çî-

íû è ïîëîâèíó åå øêàëû âûñîò ïî äàâëåíèþ. Äàâëåíèå èçìåíÿåòñÿ íà 5 ïîðÿäêîâ,

ïëîòíîñòü íà 4 ïîðÿäêà è òåìïåðàòóðà íà 1 ïîðÿäîê â ïðåäåëàõ êîíâåêòèâíîé çîíû.
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Ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ ñæèìàåìîé ãèäðîäèíàìèêè ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèè,

âÿçêîñòè è èçëó÷åíèÿ

∂ρ

∂t
+∇ · ρv⃗ = 0 (3.1)

∂ρv⃗

∂t
+∇ ·

[
ρv⃗v⃗ + P Î

]
= ρg⃗ +∇ · τ̂ (3.2)

∂E

∂t
+∇ · [v⃗ (E + P )] = ∇ · (v⃗ · τ̂) + ρ (g⃗ · v⃗) +Qrad (3.3)

ãäå ρ - ïëîòíîñòü, P - äàâëåíèå, v⃗ - âåêòîð ñêîðîñòè, g⃗ - âåêòîð ãðà-

âèòàöèè, E = e+ ρv2/2 åñòü ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, Qrad - ÷ëåí, ó÷èòûâàþùèé

âêëàä ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ è τ̂ åñòü âÿçêèé òåíçîð íàïðÿæåíèé. Âëèÿíèå

ìåëêèõ ïîäñåòî÷íûõ ìàñøòàáîâ íà êðóïíûå ìàñøòàáû â òóðáóëåíòíîì

òå÷åíèè ìîäåëèðîâàëîñü ìåòîäîì êðóïíûõ âèõðåé (LES - Large Eddy

Simulation) è ñêîðîñòü äèññèïàöèè áûëà îïðåäåëåíà ñ ó÷åòîì ñèë ïëà-

âó÷åñòè è ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé [134]. Ýâîëþöèÿ âñåõ êîíñåðâàòèâíûõ

ïåðåìåííûõ âî âðåìåíè ðàññ÷èòûâàëàñü ñ ïîìîùüþ ÿâíîé TVD êîíñåð-

âàòèâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû [135, 143]:

Un+1
i,j,k = Un

i,j,k −∆tL(Un
i,j,k), (3.4)

ãäå ∆t = tn+1 − tn è îïåðàòîð L åñòü

L(Ui,j,k) =
F̃i+1/2,j,k − F̃i−1/2,j,k

∆xi
+
G̃i,j+1/2,k − G̃i,j−1/2,k

∆yj

+
H̃i,j,k+1/2 − H̃i,j,k−1/2

∆zk
+ Si,j,k . (3.5)

Ïîòîê âäîëü êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ëîêàëüíî-õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìåòîäà

F̃i+1/2,j,k =
1

2

[
Fi,j,k + Fi+1,j,k +Ri+1/2Wi+1/2

]
. (3.6)
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Ri+1/2 ìàòðèöà ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ÿêîáèåâîé ìàòðèöû

∂F/∂U âû÷èñëåííîé êàê îáîáùåííîå ñðåäíåå Ðîå ïî äâóì çíà÷åíèÿì

êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ Ui,j,k è Ui+1,j,k äëÿ ðå-

àëüíûõ ãàçîâ. Wi+1/2 åñòü ìàòðèöà ÷èñëåííîé äèññèïàöèè.

Ýëåìåíòû l âåêòîðîâ Wi+1/2 âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

(ϕli+1/2)
U =

1

2
ψ(ali+1/2)(g

l
i+1 + gli)− ψ(ali+1/2 + γli+1/2)α

l
i+1/2

ãäå

γli+1/2 =
1

2
ψ(ali+1/2)

 (gli+1 − gli)/α
l
i+1/2 ,αl

i+1/2 ̸= 0

0 ,αl
i+1/2 = 0

Àìïëèòóäû âîëí αl
i+1/2 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè âåêòîðîâ

αi+1/2 = R−1
i+1/2(Ui+1,j,k − Ui,j,k).

Ôóíêöèÿ ψ åñòü

ψ(z) =

 |z| ,|z| ≥ δ1

(z2 + δ21)/2δ1 ,|z| < δ1

è îïðåäåëÿåò êîððåêöèþ ýíòðîïèè äëÿ |z|, ãäå δ1 - ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Ôóíêöèÿ-ëèìèòåð gli îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gli = minmod(αl
i−1/2, α

l
i+1/2)

gli = (αl
i+1/2α

l
i−1/2 + |αl

i+1/2α
l
i−1/2|)/(αl

i+1/2 + αl
i−1/2)

×ëåí Si,j,k ó÷èòûâàåò äåéñòâèå ãðàâèòàöèîííîé ñèëû è ïåðåíîñà èçëó-

÷åíèÿ. Äëÿ ëîêàëüíîãî ñîõðàíåíèÿ áàëàíñà ìåæäó ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ

è ñèëîé ãðàâèòàöèè áûëà ñäåëàíà êîððåêöèÿ â âû÷èñëåíèè àìïëèòóä

âîëí â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [136].

Îäèí øàã ïî âðåìåíè îïðåäåëÿëñÿ ïî ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòà ñîõðàíÿþ-

ùåìó TVD ñâîéñòâî ñõåìû [138]:
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U (1) = Un +∆tL(Un)

U (2) =
3

4
Un +

1

4
U (1) +

1

4
∆tL(U (1))

Un+1 =
1

3
Un +

2

3
U (2) +

2

3
∆tL(U (2))

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìå-

íè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ â ÷ëåíàõ ñ âÿçêîñòüþ ïðèìåíÿ-

ëèñü öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè. Äëÿ îöåíêè ðàäèàöèîííîãî ÷ëåíà â óðàâíå-

íèè ýíåðãèè èñïîëüçîâàëîñü äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå ñ ïðèìåíåíèåì

ôóíêöèè îãðàíè÷èòåëåé ïîòîêîâ λ(R) = 1
m
√
1+Rm [137, 142], ãäå R = |∇U |

3kU

è U - ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îïðå-

äåëÿëñÿ êàê D = cλ
3k . Ýòîò ïðèåì ïîçâîëÿåò àêêóðàòíî ïåðåéòè îò îáëà-

ñòè ñ äèôôóçèîííûì ïðèáëèæåíèåì ê îáëàñòè, ãäå âûïîëíÿåòñÿ ðåæèì

ñâîáîäíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôîòîíîâ. Åñëè ïîòîê èçëó÷åíèÿ îïðåäåëèòü

êàê Frad = −D∇U , òî ïðè R → ∞ : |Frad| = cU (ñâîáîäíîå ðàñïðîñòðà-

íåíèå èçëó÷åíèÿ áåç ïîãëîùåíèÿ), ïðè R → 0 : F⃗rad = −c∇U
3k èìååì

äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå Ðàäèàöèîííûé ÷ëåí â óðàâíåíèè ýíåðãèè

çàïèøåòñÿ â âèäå Qrad = −∇ · Frad. Ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ U îïðåäåëÿ-

ëàëñü èç ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ:

−∇ (D∇U) + ckU = ckUeq (3.7)

ãäå k - êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, Ueq - ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü èçëó-

÷åíèÿ:

Ueq =
4σT 4

c
(3.8)

Â x è y íàïðàâëåíèÿõ áðàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà è â âåð-

òèêàëüíîì z íàïðàâëåíèè - íåðàâíîìåðíàÿ.

Â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè áðàëèñü ïåðèîäè÷åêñèå ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ. Â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàêíèöå âû÷èñ-
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ëèòåëüíîé îáëàñòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàâàëèñü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â

ïåðâîì ñïîñîáå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûãëÿäåëè òàêèì îáðàçîì

vz,k = −vz,k−1, vx,k = vx,k−1, vy,k = vy,k−1

dp/dz = ρgz, p = p(ρ), e = const

â êîòîðûõ ïðèìåíÿëîñü îòðàæåíèå äëÿ z êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è ïðîñòîå

êîïèðîâàíèå èç ñîñåäíåé ÿ÷åéêè äëÿ òàíãåíöèàëüíûõ x è y êîìïîíåíò

ñêîðîñòè. Äàâëåíèå è ïëîòíîñòü îïðåäåëÿëèñü èç ðåøåíèÿ ãèäðîñòàòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ è ïðèíèìàÿ ïîñòîÿííîå

çíà÷åíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè. Âî âòîðîì ñïîñîáå ïðèìåíÿëèñü õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ [139]. Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè çàïèñûâàëàñü â âèäå óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä

âîëí, â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ßêîáè äëÿ êàæ-

äîé ÷èñëåííîé ÿ÷åéêè. Â íàïðàâëåíèè z óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóä âîëí

çàïèøåòñÿ â âèäå

αt + L+R−1
u (∂xF+ ∂yG− S) = 0 (3.9)

ãäå αi - àìïëèòóäû âîëí :

αi =
(
R−1

u · u
)
i

(3.10)

Âåêòîð L èìååò êîìïîíåíòû

Li = λi
∂αi

∂z
(3.11)

ãäå λi - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è R−1
u - ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà

ìàòðèöû ßêîáè ∂uH.

Âûáîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâÿçàí ñî ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí L.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è êîâåêöèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü íåîòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûõîäÿùåãî ïîòîêà

è óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè òå÷åíèÿ äëÿ âõîäÿùåãî [139]. Íåîòðàæàþùèå
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ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþò îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé, âõîäÿùèõ â

îáëàñòü èçâíå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àìïëèòóäû âîëí, âõîäÿùèõ â íàïðàâ-

ëåíèè z ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå (äëÿ êîòîðûõ λi < 0), íå ìåíÿþòñÿ ñî

âðåìåíåì, ò.å. αt = 0. Ñòàöèîíàðíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþò,

÷òî ýâîëþöèÿ âåùåñòâà â ãðàíè÷íûõ ÿ÷åéêàõ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïî-

òîêàìè âäîëü íàïðàâëåíèé x è y. Òå÷åíèå âåùåñòâà â âåðòèêàëüíîì íà-

ïðàâëåíèè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà èçìåíåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè-

÷èí ñî âðåìåíåì. ×òîáû óñòàíîâèòü âèä òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè çàïèñûâàåòñÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

w = (ρ, vx, vy, vz, p) â âèäå

wt +RwL+Ax∂xw +Ay∂yw − S = 0 (3.12)

ãäå Rw - ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû Az.

Îòñóòñòâèå âëèÿíèÿ âåðòèêàëüíîãî òå÷åíèÿ íà ñîñòîÿíèå âåùåñòâà

îçíà÷àåò, ÷òî

RwL− S = 0 (3.13)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí L

L = R−1
w S (3.14)

Òàêæå êàê è â ñëó÷àå íåîòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ôîðìóëû

äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà L èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû

(3.11).

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàâàëèñü ìàëûå âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè ñ ìàêñè-

ìàëüíîé àìïëèòóäîé 10−4 äëÿ ðîñòà ìîäû êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Ðàçðåøåíèå ñåòêè ñîñòàâëÿëî 100 ìåòðîâ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè

è â ìèíèìóìå 25 ìåòðîâ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Âñå ðàñ÷åòû ïðî-

âîäèëèñü íà 256 ïðîöåññîðàõ ñóïåðêîìïüþòåðà ÌÂÑ-1000ê ñ ðàçäåëåí-
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íîé ïàìÿòüþ ìóëüòèïðîöåññîðîâ â âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå Ðîññèéñêîé

Àêàäåìèè íàóê.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ÷èñëåííîé ïðîãðàììû ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ

áèáëèîòåêè MPI [144] è ïðèìåíåíèåì ÿçûêà DVM Fortran [145]. Ðàñïðå-

äåëåíèå äàííûõ ìåæäó ïðîöåññàìè ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû ïðîèçâîäè-

ëîñü èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì ïðîãðàììà

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íà îäíîðîäíîé ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòå-

ìå è íà êàæäîì ïðîöåññîðå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî îäèí ïðîöåññ ïà-

ðàëëåëüíîé ïðîãðàììû. Ïðîöåññû ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû ëîãè÷åñêè

ðàññìàòðèâàëèñü êàê òðåõìåðíàÿ ðåøåòêà ñ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè I,J è K.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåñ-

ñîðàìè âñå óçëû âñåõ ñåòîê ðàñïðåäåëÿëèñü ïî ðåøåòêå ïðîöåññîâ ðàâ-

íîìåðíî. Ïðè ýòîì íà êàæäûé óçåë ðåøåòêè ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëÿëñÿ

ïàðàëëåëåïèïåä óçëîâ ñåòêè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Ðàçðàáîòàííûé àëãî-

ðèòì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è êîíâåêöèè óñïåøíî ïðèìåíÿëñÿ

äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ýâîëþöèè ïëàçìû âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ñ

ó÷åòîì ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ [143, 142, 141] è â ìîäåëèðîâàíèè êîíâåêöèè

ïðè âçðûâå Ñâåðõíîâîé I è II òèïà [140, 139].

3.2 Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñîëíå÷íîé

êîíâåêöèè

Ìîäåëèðîâàíèå êîíâåêöèè ïðîäîëæàëîñü â òå÷åíèå 48 ñîëíå÷íûõ ÷àñîâ.

Íà âåðõíåé ãðàíèöå îáëàñòè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò îïòè÷åñêîé ãëóáèíå

τ = 1 íàáëþäàåòñÿ ðàçâèòèå ìåëêîìàñøòàáíîé êîíâåêòèâíîé ñòðóêòó-

ðû ñî ñðåäíèì ðàçìåðîì ÿ÷ååê 1.5 Mm è âðåìåíåì æèçíè ïîðÿäêà 1-2

Min (ðèñ. 3.2 a). Çäåñü âèäíû øèðîêèå òå÷åíèÿ ââåðõ òåïëîãî, íèçêîé

ïëîòíîñòè è ýíòðîïèè âåùåñòâà è õîëîäíûå òåêóùèå âíèç, ñõîäÿùèå-

ñÿ â ôèëàìåíòàðíûå ñòðóêòóðû, ñòðóè ïëîòíîãî ìàòåðèàëà. Íàáëþäàåò-
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ñÿ íåïðåðûâíàÿ êàðòèíà îáðàçîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ãðàíóë. Ãðàíóëû ñ

íàèâûñøèì äàâëåíèåì ðàñòóò è òîëêàþò âåùåñòâî â ñòîðîíó ïðîòèâî-

ïîëîæíûõ ãðàíóë, êîòîðûå çàòåì óìåíüøàþòñÿ â ðàçìåðå è èñ÷åçàþò.

Âîñõîäÿùåå äâèæåíèå âåùåñòâà óâåëè÷èâàåò äàâëåíèå â öåíòðå ãðàíó-

ëû è ïîäíèìàþùååñÿ âåùåñòâî çàìåäëÿåò ñâîå äâèæåíèå. Ýòîò ïðîöåññ

óìåíüøàåò ïåðåíîñ òåïëà ê ïîâåðõíîñòè è âûíóæäàåò âåùåñòâî âûøå

ãðàíóëû îõëàäèòüñÿ, ñòàòü ïëîòíåå è ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè íà÷àòü

äâèãàòüñÿ âíèç. Â ðåçóëüòàòå íàáëþäàåòñÿ îáðàçîâàíèå íîâûõ õîëîäíûõ

ñëîåâ ðàñùåïëÿþùèõ ïåðâîíà÷àëüíóþ ãðàíóëó.

Íà ãëóáèíå 1 Ìì îò ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè íàáëþäàåòñÿ ïîÿâëåíèå

ïðèçíàêîâ êðóïíûõ ÿ÷ååê ðàçìåðîì ìåçîãðàíóëÿöèè(ðèñ. 3.2 b). Ñ óâåëè-

÷åíèåì ãëóáèíû ðàçìåð áîëüøèõ ÿ÷ååê ðàñò¼ò è èç ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî

óìåíüøàåòñÿ. Íà ãëóáèíå 2-5 Mm ñðåäíèé ðàçìåð ÿ÷ååê ñîñòàâëÿåò 10-

15 Mm, â òî âðåìÿ êàê îí ðàâåí 15-20 Mm íà ãëóáèíàõ áîëüøå ÷åì 10

Mm (ðèñ. 3.2 ñ,d,e,f). Âåðòèêàëüíîå äâèæåíèå íà êðàÿõ êîíâåêòèâíûõ

ÿ÷ååê èìååò ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü è ñòàíîâèòñÿ ñâåðõçâóêîâûì â óã-

ëàõ ÿ÷ååê íà ãëóáèíàõ 3-4 Mm. Íà áîëüøèõ ãëóáèíàõ òå÷åíèå âåùåñòâà

çàìåäëÿåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå ëàìèíàðíûì.

Ïðè âçãëÿäå íà êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè çà-

ìåòíû òðè îáëàñòè, ðàçëè÷àþùèåñÿ ôèçè÷åñêîé ïðèðîäîé è õàðàêòåðîì

äâèæåíèÿ âåùåñòâà (ðèñ. 3.3, 3.4). Â ïåðâîé òóðáóëåíòíîé çîíå íà ãëó-

áèíàõ 0-2 Mm ìåëêîìàñøòàáíîå õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå ãðàíóë, áëàãîäà-

ðÿ äåéñòâèþ ñèëüíîé ñæèìàåìîñòè âåùåñòâà, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ

óçêèõ õîëîäíûõ ñòðóé âåùåñòâà, äâèãàþùèõñÿ âíèç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Íàèáîëåå ìîùíûå ñòðóè ôîðìèðóþòñÿ â ìåñòàõ ñ ñèëüíûì âèõðåâûì

äâèæåíèåì, ãäå âåùåñòâî äâèãàåòñÿ ñ ðàçëè÷íûõ ñòîðîí â îäíó òî÷êó.

Âî âòîðîé ïåðåõîäíîé çîíå ïðîñòèðàþùåéñÿ íà ãëóáèíàõ 2-5 Mm ñóùå-

ñòâóåò êîíâåêòèâíîå äâèæåíèå íà ìàñøòàáå ìåçîãðàíóëÿöèè. Çäåñü ñòðóè

ïðèîáðåòàþò ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü, â ñðåäíåì îêîëî 4 êì/ñåê ïðè ÷èñ-

ëå Ìàõà 1.5. Âåùåñòâî äâèæåòñÿ âíèç â ôîðìå óçêèõ ñòðóè, ðàññòîÿíèå
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ìåæäó êîòîðûìè îïðåäåëÿåò ðàçìåð ÿ÷ååê ìåçîãðàíóëÿöèè, è ââåðõ â

øèðîêèõ îáëàñòÿõ ëàìèíàðíîãî äâèæåíèÿ ðàçìåðîì 10-15 Mm. Â òðå-

òüåé, íà áîëüøèõ ãëóáèíàõ, íàáëþäàþòñÿ îòäåëüíûå ìåñòà ãäå âåùåñòâî

äîñòèãàåò íèæíåé ãðàíèöû ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

ýòèìè òî÷êàìè äàåò ðàçìåð êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê íà ìàñøòàáå ñóïåðãðà-

íóëÿöèè ïîðÿäêà 20-30 Mm.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ êîíâåêòèâíûõ ñòðóêòóð ïðèìå-

íÿåòñÿ ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïî âðåìåííîìó èíòåð-

âàëó 4 ñîëíå÷íûõ ÷àñà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âáëèçè ñîëíå÷íîé

ïîâåðõíîñòè. Êðîìå òîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îäíîðîäíî ðàçìå-

ùàëèñü ïî âñåé âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàññèâíûõ

Ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö. Ïîñëå 4 ñîëíå÷íûõ ÷àñîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îïðåäå-

ëÿëèñü ìåñòà ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Èç ðèñ. 3.5 ÿñíî âèäíû

êðóïíîìàñøòàáíûå ðàñõîäÿùèåñÿ òå÷åíèÿ èç öåíòðîâ áîëüøèõ êîíâåê-

òèâíûõ ÿ÷ååê, êîòîðûå íàïðàâëÿþò ÷àñòèöû ê êðàÿì ÿ÷ååê. ×àñòèöû

ðàñïîëîãàþòñÿ â ìåñòàõ ñõîäèìîñòè òå÷åíèÿ (ðèñ. 3.5) ãäå èìåþòñÿ ïî-

ëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äâóìåðíîé äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè è â òî÷êàõ ñ

ñèëüíûì âèõðåâûì äâèæåíèåì ãäå ïðèñóòñòâóþò áîëüøèå îòðèöàòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ ðîòîðà ñêîðîñòè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3.6 â îáëàñòè ñóùåñòâó-

þò áîëüøèå êîíâåêòèâíûå ÿ÷åéêè ñ ðàçìåðîì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè

îêîëî 20-30 Mm â äèàìåòðå. Âåùåñòâî äâèãàåòñÿ ðàäèàëüíî èç öåíòðà

ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 1-1.5 êì/ñåê.

168



Ðèñ. 3.2. Êîíòóðû âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè (â åäèíèöàõ ñêîðîñòè çâóêà) íà ãëóáèíàõ

0 (a), 1 (b), 2 (c), 3 (d) 5 (e), 10 (f) Mm. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.3. Êîíòóðû äåñÿòè÷íîãî ëîãàðèôìà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Åäè-

íèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.

Ðèñ. 3.4. Ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ

X è Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.5. Ïîëå ñêîðîñòåé è ðàñïîëîæåíèå ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è

Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.6. Íóëü êîíòóðû äâóìåðíîé äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè è ãðàíèöû ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè.

Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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3.3 ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèå ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè

Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå

ñóïåðãðàíóëÿöèè â òðåõìåðíîé âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè ñ íàëîæåííûì

îäíîðîäíûì ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì. Ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò ìåíÿòü

ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó è òåìï ðàçâèòèÿ êîíâåêöèè, îãðàíè÷èâàòü

ðîñò êîíâåêòèâíûõ ìîä íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ îò ãðàíóëÿöèè äî ñó-

ïåðãðàíóëÿöèè. Â îáëàñòÿõ ñèëüíîé êîíöåíòðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êàê

íàïðèìåð â ñîëíå÷íûõ ïÿòíàõ, êîíâåêöèÿ ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ ïîäàâ-

ëåíà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îñíîâíûå ýëåìåíòû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè è ÷èñëåííàÿ ñõåìà ñëåäóåò ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ,

îïèñàííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Îòìåòèì èçìåíåíèÿ â îáùåé ñõåìå

èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âêëþ÷åíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Âî-ïåðâûõ ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ ñæèìàåìîé íåèäåàëüíîé ìàãíèòîãèä-

ðîäèíàìèêè

∂ρ

∂t
+∇ · ρv⃗ = 0 (3.15)

∂ρv⃗

∂t
+∇ ·

[
ρv⃗v⃗ +

(
P +

B2

8π

)
I − B⃗ · B⃗

4π

]
= ρg⃗ +∇ · τ̂ (3.16)

∂E

∂t
+∇ ·

v⃗(E + P +
B2

8π

)
−
B⃗
(
v⃗ · B⃗

)
4π

 =

=
1

4π
∇ ·

(
B⃗ × η∇× B⃗

)
+∇ · (v⃗ · τ̂) + ρ (g⃗ · v⃗) +Qrad (3.17)

∂B⃗

∂t
+∇ ·

(
v⃗B⃗ − B⃗v⃗

)
= −∇×

(
η∇× B⃗

)
(3.18)

ãäå ρ åñòü ïëîòíîñòü, P - äàâëåíèå, v⃗ - âåêòîð ñêîðîñòè, B⃗ - âåêòîð

ìàãíèòíîãî ïîëÿ, g⃗ - ãðàâèòàöèÿ, E = e+ρv2/2+B2/8π - ïîëíàÿ ýíåðãèÿ,

Qrad - ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ è τ - âÿçêèé òåíçîð íàïðÿæåíèé.
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Âî-âòîðûõ äîáàâëÿëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïîíåíòû ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ â ñëåäóþùåì âèäå

Bx = By = 0, dBz/dz = 0

Â òðåòüèõ äëÿ ñîõðàíåíèÿ äèâåðãåíöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíîé íóëþ

ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä îãðàíè÷åííîãî ïåðåíîñà [72], â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò

òåîðåìà Ñòîêñà îá èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âñëåäñòâèå öèðêóëÿöèè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è äóàëèçì ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïîòîêîâ äèâåðãåíò-

íîé ñèñòåìû ÌÃÄ è êîìïîíåíòàìè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ââèäó óâåëè-

÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè îñíîâíûõ ìàññèâîâ êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ âñå

ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà 512 ïðîöåññîðàõ ñóïåðêîìïüþòåðà ÌÂÑ-1000ê ñ

ðàçäåëåííîé ïàìÿòüþ ìóëüòèïðîöåññîðîâ â âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå Ðîñ-

ñèéñêîé Àêàäåìèè íàóê.

Â íà÷àëå ìîäåëèðîâàíèÿ íàêëàäûâàëîñü îäíîðîäíîå âåðòèêàëüíîå ìàã-

íèòíîå ïîëå ñèëîé 50 G. Âåëè÷èíà ìàãíèòíîé äèôôóçèè ðàâíÿëàñü ïî-

ñòîÿííîìó çíà÷åíèþ η = 1.1 × 1011ñì2ñåê−1. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäè-

ëèñü â îáëàñòè ðàçìåðîì 60× 60× 20 Mm íà ñåòêå 600× 600× 204 ÿ÷ååê

â òå÷åíèè 48 ñîëíå÷íûõ ÷àñîâ [146]. Íà ðèñóíêàõ 3.7, 3.8, 3.9 ïðåä-

ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîé

ïëîñêîñòè âáëèçè ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè. Íàéäåíî ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå

êîíöåíòðèðóåòñÿ â ðàñøèðåííûõ îáëàñòÿõ, ïîäîáíî ñîëíå÷íûì ïÿòíàì,

ñ äèàìåòðîì îêîëî 5 Mm è â òîíêèõ âåðòèêàëüíûõ ñëîÿõ íà ãðàíèöå ÿ÷å-

åê ñóïåðãðàíóëÿöèè. Â ïðîòÿæåííûõ îáëàñòÿõ íàéäåíî óâåëè÷åíèå ñèëû

ìàãíèòíîãî ïîëÿ äî çíà÷åíèé 700-800 Ãàóññ, óìåíüøåíèå òåìïåðàòóðû íà

íåñêîëüêî òûñÿ÷ ãðàäóñîâ êåëüâèíîâ, ïàäåíèå âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû

ñêîðîñòè â ñðåäíåì äî çíà÷åíèé 0.05 êì/ñåê è êàê ðåçóëüòàò â ýòèõ ìåñòàõ

íàáëþäàåòñÿ ïîëíîå îòñóòñòâèå êîíâåêöèè. Ìàãíèòíîå äàâëåíèå ïðåïÿò-

ñòâóåò âòåêàíèþ âåùåñòâà ñíàðóæè ñîëíå÷íîãî ïÿòíà è òàêèì îáðàçîì

ïåðåíîñ ðàäèàöèîííîé ýíåðãèè çäåñü ïîäàâëåí. Âíóòðè ÿ÷åéêè ñóïåð-
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ãðàíóëÿöèè çíà÷åíèå âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ î÷åíü

ìàëî îêîëî 1 Ãàóññà è ìåíüøå. Ðàñõîäÿùèåñÿ êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ èç

öåíòðà ÿ÷åéêè ñóïåðãðàíóëÿöèè âûòàëêèâàþò ñëàáîå ìàãíèòíîå ïîëå ê

êðàÿì êîíâåêòèâíîé ÿ÷åéêè. Ñðåäíèé ðàçìåð ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè ñî-

ñòàâëÿåò 20-30 Mm. Âåùåñòâî äâèãàåòñÿ èç öåíòðà ñóïåðãðàíóëû ñî ñêî-

ðîñòüþ îêîëî 1-1.5 êì/ñåê. Ìàêñèìàëüíî íàéäåííîå çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî

ïîëÿ â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè áûëî ðàâíî 2000 Ãàóññ.

Âíóòðè ñóïåðãðàíóëû íàáëþäàåòñÿ îáû÷íàÿ êàðòèíà ýâîëþöèè êîí-

âåêöèè íà ìàñøòàáàõ ãðàíóëÿöèè ñî ñðåäíèì ðàçìåðîì ÿ÷ååê 1.5 Mm è

âðåìåíåì æèçíè ïîðÿäêà 1-2 Min. Íà ðèñóíêå 3.10 ïîêàçàíà ðàçâèòèå

òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè íà ãëóáèíàõ 0-4 Ìì. Õîëîäíûå êóñêè âåùåñòâà

äâèãàþòñÿ âíèç â âèäå ñòðóé ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ îêîëî 4 êì/ñåê

è ÷èñëîì Ìàõà M=0.6. Ñòðóè èìåþò ðàçëè÷íóþ è î÷åíü ñëîæíóþ âåð-

òèêàëüíóþ ñòðóêòóðó. Îäíà ÷àñòü ñòðóé ïðîõîäèò ìàëîå ðàññòîÿíèå îò

ïîâåðõíîñòè, çàìåäëÿåòñÿ è çàòåì ðàçðóøàåòñÿ îêðóæàþùèì äâèæåíèåì

âåùåñòâà. Äðóãàÿ ÷àñòü ñòðóé ñîõðàíÿåò äâèæåíèå ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ

è äâèãàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå ïðèìåðíî 6 Ìì. Ðàçëè÷íàÿ ïðèðîäà òàêîãî

ïîâåäåíèÿ êðîåòñÿ â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îáðàçîâàíèÿ ñòðóé. Â ìåñòàõ

íà ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè ãäå âåùåñòâî äâèãàåòñÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí â îä-

íó òî÷êó èìååòñÿ ìîùíîå âèõðåâîå äâèæåíèå âåùåñòâà. Áëàãîäàðÿ ñèëü-

íîé ñæèìàåìîñòè âåùåñòâà çäåñü ïðîèñõîäèò áûñòðûé îòòîê âíóòðåííåé

ýíåðãèè è îáðàçóþòñÿ ñòðóè ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè.

Íà ãëóáèíàõ îò 5 äî 8 Ìì êîíâåêòèâíîå äâèæåíèå âåùåñòâà áîëåå ñïî-

êîéíîå, ÷åì â òóðáóëåíòíîé çîíå. Íèæå 8 Mì îò÷åòëèâî âèäíû îòäåëüíûå

êðóïíîìàñøòàáíûå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè è íàïðàâëåííûå âíèç òå÷åíèÿ

âåùåñòâà, ïîäîáíûå ñòðóÿì, ñ ìàêñèìàëüíîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ðàâíîé

1 êì/ñåê. Â ýòèõ ìåñòàõ ìàãíèòíîå ïîëå èìååò çíà÷åíèå îêîëî 300 Ãàóñ-

ñîâ. Êðîìå òîãî íà ãëóáèíàõ áîëüøå 10 Ìì èìåþòñÿ îáëàñòè ëîêàëèçà-

öèè îãðîìíîé ìàãíèòíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóùèå çíà÷åíèÿì ìàãíèòíîãî

ïîëÿ â äèàïàçîíå îò 800 äî 1000 Ãàóññ (ðèñ. 3.11). Ðàçìåðû îáëàñòåé
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ñ ñèëüíîé êîíöåíòðàöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà èõ ãðàíèöå ñðàâíèìû ñ

ìàñøòàáîì ëîêàëüíûõ ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè. Êîíâåêòèâíîå äâèæåíèå

â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðû ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíîìó

èçìåíåíèþ òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âíóòðè ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè

èìååòñÿ ìíîæåñòâî âñïëûâàþùèõ ïåòåëü ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ ñ áîëüøèìè îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû

ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â óãëàõ ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè ñ íàëè÷èåì ìîùíîãî

âèõðåâîãî äâèæåíèÿ íàáëþäàåòñÿ âûñîêàÿ ñêîðîñòü ïåðåíîñà ìàãíèòíîé

ñïèðàëüíîñòè H =
∫
A ·Bd3x ïîïåðåê ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðû (ðèñ. 3.12,

3.13). Íà ãðàíèöå ñóïåðãðàíóëû ìàãíèòíîå ïîëå èìååò òîëüêî îäíó âåð-

òèêàëüíóþ êîìïîíåíòó. Â ýòèõ ìåñòàõ èìååòñÿ áûñòðîå èçìåíåíèå çíàêà

è áîëüøèå çíà÷åíèÿ òîêîâîé ñïèðàëüíîñòè Hc = B · (∇×B)(ðèñ. 3.14).
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Ðèñ. 3.7. Èçîáðàæåíû êîíòóðû òåìïåðàòóðû â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âáëèçè ñîë-

íå÷íîé ïîâåðõíîñòè. Çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû äàíû â Êåëüâèíàõ. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ

íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.8. Èçîáðàæåíû êîíòóðû âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ãî-

ðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âáëèçè ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè. Çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

äàíû â Ãàóññàõ. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.9. Èçîáðàæåíû êîíòóðû âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ãîðèçîíòàëü-

íîé ïëîñêîñòè âáëèçè ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè. Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè äàíû â êì/ñåê.

Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.10. Èçîáðàæåíû êîíòóðû âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â âåðòèêàëüíîé

ïëîñêîñòè. Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè íîðìèðîâàíû íà âåëè÷èíó ñêîðîñòè çâóêà. Åäèíèöû

èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.

Ðèñ. 3.11. Èçîáðàæåíû êîíòóðû ìàãíèòíîé ýíåðãèè (â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ) â

âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.12. Èçîáðàæåíû êîíòóðû ñêîðîñòè ïåðåíîñà ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè H =∫
A ·Bd3x (â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ) â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âáëèçè ñîëíå÷íîé

ïîâåðõíîñòè. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.13. Èçîáðàæåíû êîíòóðû ñêîðîñòè ïåðåíîñà ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè H =∫
A · Bd3x (â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ) è âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ãî-

ðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âáëèçè ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè â íåáîëüøîé ÷àñòè âû÷èñëè-

òåëüíîé îáëàñòè. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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Ðèñ. 3.14. Èçîáðàæåíû êîíòóðû òîêîâîé ñïèðàëüíîñòè Hc = B · (∇×B) (â áåç-

ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ) â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âáëèçè ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè.

Åäèíèöû èçìåðåíèÿ íà îñÿõ X è Y â Ìì.
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3.4 Ãåëèîñåéñìè÷åñêàÿ èíâåðñèÿ òðåõìåðíûõ ïîëåé.

Ïðèïîâåðõíîñòíûå ñëîè Ñîëíöà ÿâëÿþòñÿ îïòè÷åñêè òîëñòûìè, ÷òî íå

îñòàâëÿåò âîçìîæíîñòè ïðÿìîãî íàáëþäåíèÿ âíóòðåííèõ ñëîåâ. Ïîíèìà-

íèå ñâîéñòâ ïëàçìû â ýòèõ îáëàñòÿõ èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ òåîðèè

ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè, óñòîé÷èâîñòè ñîëíå÷íûõ ïÿòåí, äèíàìèêè ñòðà-

òèôèöèðîâàííîé êîíâåêöèè è äð. Áîëüøàÿ ÷àñòü çíàíèÿ î êîíâåêöèè

ïðèõîäèò ïåðâîíà÷àëüíî èç ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ãåëèîñåéñìè÷å-

ñêàÿ èíâåðñèÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõ òå÷åíèé èãðàåò âàæíóþ ðîëü â îãðà-

íè÷åíèè òåîðèè òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè. Ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ èíôîðìàöèÿ î âíóòðåííèõ ñëîÿõ Ñîëíöà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå

ñòàòèñòèê àêóñòè÷åñêèõ è ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïî-

âåðõíîñòè. Àêóñòè÷åñêèå è ãðàâèòàöèîííûå ìîäû êîëåáàíèé ñîçäàþòñÿ

ñëó÷àéíî ìîùíîé òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèåé â âåðõíåé ÷àñòè êîíâåêòèâ-

íîé çîíû. Ýòè êîëåáàíèÿ íàáëþäàþòñÿ â ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðå ïî èçìå-

ðåíèþ Äîïïëåðîâñêîãî ñäâèãà ôîòîñôåðíûõ ëèíèé ïîãëîùåíèÿ. Ïðÿìîå

ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ñîîòíîñèòü àíîìàëèè (ïîäîáíî òå÷åíèÿì, òåï-

ëîâûì ãîðÿ÷èì/õîëîäíûì ó÷àñòêàì è ò.ä.) ñ èçìåíåíèÿìè â ãåëèîñåé-

ñìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ñîãëàñíî ìåòîäàì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

ãåëèîñåéñìîëîãèè èíôîðìàöèÿ î âíóòðåííèõ äâèæåíèÿõ âåùåñòâà ñîäåð-

æèòñÿ â âåëè÷èíå âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ìåæäó äâóìÿ ëþáû-

ìè òî÷êàìè íà ïîâåðõíîñòè Ñîëíöà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç

êðîññ-êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà íàáëþäàåìûõ ñèãíàëîâ. Èìåÿ áîëüøîå

ìíîæåñòâî èçìåðåíèé òàêîé âåëè÷èíû è ðåøàÿ îáðàòíóþ çàäà÷ó ìîæ-

íî ïîëó÷èòü ñòðóêòóðó ïðèïîâåðõíîñòíûõ òå÷åíèé (âðàùåíèå, ìåðèäèî-

íàëüíàÿ öèðêóëÿöèÿ, êîíâåêöèÿ), ìàãíèòíîãî ïîëÿ è èçìåðèòü îòêëîíå-

íèÿ â ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èíàõ ïëàçìû (òåìïåðàòóðà, ïëîòíîñòü, äàâëåíèå)

îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé äëÿ ïîêîÿùåãîñÿ Ñîëíöà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåëè÷èíû âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà èñïîëü-

çóþòñÿ ðåçóëüòàòû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [45] ñîëíå÷íîé
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êîíâåêöèè. Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé

ïàðàëëåëåïèïåä ãëóáèíîé 20 Mm è øèðèíîé 60 Mm â êàæäîì êîîðäè-

íàòíîì íàïðàâëåíèè. Ìîäåëèðîâàíèå äàåò ðåàëèñòè÷íîå îïèñàíèå òå÷å-

íèé â âåðõíåé êîíâåêòèâíîé çîíå ν = (νx, νy, νz). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ-

÷åòà êîíâåêöèè áåðóòñÿ äàííûå äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 500 ìèí (ñì.

ðèñ. 3.15). Ñëåäóÿ ðàáîòå [147], ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èç-

ìåðåíèÿ âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ìåæäó òî÷êîé íà ïîâåðõíîñòè

â ïîëîæåíèè r è òî÷êàìè â êîíöåíòðè÷åñêîé êîëüöå èëè êâàäðàòå. Êàðòû

âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îáîçíà÷åíû êàê τ a(r), ãäå ñèìâîë a åñòü öåëîå

÷èñëî, êîòîðîå óíèêàëüíî îïðåäåëÿåò îòäåëüíóþ êîìáèíàöèþ âàðèàíòîâ

àíàëèçà äàííûõ: òèï ãåîìåòðèè (oi, we, or ns), ðàäèóñ êîëüöà (îò 7.3 Mm

äî 29.2 Mm êàæäûé 1.46 Mm), è òèï ôèëüòðà äëÿ âîëí (çäåñü, ôèëüòð

äëÿ f , p1, p2, p3, èëè p4 ìîä).

Ðèñ. 3.15. Ðàñïðåäåëíèå x è z êîìïîíåíò ñêîðîñòè ν â òðåõ ïëîñêîñòÿõ íà ãëóáèíàõ

1 Mm, 3.5 Mm è 5.5 Mm.

Êàðòû âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîçäàíû ñâåðòêîé ïîëÿ ñêîðîñòåé ñ

ÿäðîì îïåðàòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì

τ a(r) =

∫
⊙
Ka(r′ − r, z) · v(r′, z) d2r′ dz + na(r) , (3.19)
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ãäå ra = (Ka
x, K

a
y , K

a
z ) - âåêòîð ÿäðà îïåðàòîðà , v - âåêòîð ñêîðîñòè,

îáú¼ìíûé èíòåãðàë âçÿò ïî âñåìó Ñîëíöó. Êîìïîíåíòà øóìà îáîçíà÷å-

íà êàê na. Îðèãèíàëüíûé ðàçìåð îáëàñòè 60 Mm áûë ñëèøêîì ìàë äëÿ

ïîñòðîåíèÿ êàðòû. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ âåëè÷èíà â

ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ñêîïèðîâà-

íû 10×10 ðàç. ßäðà âû÷èñëåíû â ïðèáëèæåíèè Áîðíà [148] è çàâèñÿò îò

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí â îäíîìåðíîé ñòàíäàðòíîé

ñîëíå÷íîé ìîäåëè [149]. Âîëíû íà Ñîëíöå âîçáóæäåíû äåéñòâèåì òóðáó-

ëåíòíîé êîíâåêöèè è ïîýòîìó âåëè÷èíà âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíà-

ëà ñîäåðæèò ñëó÷àéíóþ êîìïîíåíòó. Ñëåäóÿ ðàáîòå [150], ðåàëèñòè÷íàÿ

ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàöèè

Λab(r− r′) = E[na(r)nb(r′)], (3.20)

ñîçäàåò ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû.

Êàæäàÿ êàðòà âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà èìååò 400×400 ïèê-

ñåëîâ ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðèîäîì 1.46 Mm, ñîîòâåòñòâóÿ ê ðàçìåðó

ïèêñåëà Michelson-Doppler-Imager èçîáðàæåíèÿ äèñêà Ñîëíöà [151]. Âñå-

ãî ñîçäàíî 240 ðàçëè÷íûõ êàðò âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà. Ýòè

êàðòû èìåþò ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð ìîùíîñòè ïîäîáíûé ê ñïåêòðàì

MDI äàííûõ ïîëó÷åííûõ èç íàáëþäåíèé (ñì. ðèñ.. 3.17). Îäíàêî, ïî-

ñòðîåííûå êàðòû èìåþò áîëåå ñëàáóþ ìîùíîñòü ïðè íèçêèõ âîëíîâûõ

÷èñëàõ, âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ äàííûõ äëÿ ñêîðîñòåé êîíâåêöèè íèæå

k R⊙ = 60.

Êàðòû âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà çàòåì èíâåðòèðîâàíû ïðè

ïîìîùè ìíîãîêàíàëüíîé SOLA èíâåðñèè [152] è ñðàâíåíû ñ ðåàëüíû-

ìè òå÷åíèÿìè. Ýòî ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå òè-

ïû îøèáîê â ðåçóëüòàòàõ èíâåðñèè è ðàçðàáîòàòü ðîáàñòíóþ ïðîöåäóðó,

÷òîáû èõ ìèíèìèçèðîâàòü. Íàèáîëåå ñåðüåçíûå îøèáêè ñâÿçàíû ñ êîððå-

ëÿöèåé ñðåäè êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïîòîêà âûçâàííîé ñîõðàíåíèåì ìàññû.

Èñïîëüçîâàíèå çíà÷åíèé ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûõ èç ðåàëèñòè÷íûõ ÷èñëåí-
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Ðèñ. 3.16. Ñèíòåòè÷åñêàÿ êàðòà âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëîâ (âåðõíèé ðÿä) è

àíàëîãè÷íàÿ êàðòà èç SOHO/MDI äàííûõ (íèæíèé ðÿä). Èíòåðâàë âðåìåíè íàáëþ-

äåíèÿ T = 6 ÷àñîâ.
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Ðèñ. 3.17. Ñðàâíåíèå àçèìóòàëüíî óñðåäíåííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñïåêòðîâ |τ̄a(k)|2

ñèíòåòè÷åñêîãî (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è íàáëþäàåìîãî (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) âðåìåíè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 3.16 êàê ôóíêöèè k R⊙, ãäå k ãîðèçîíòàëüíîå

âîëíîâîå ÷èñëî è R⊙ - ðàäèóñ Ñîëíöà.
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íûõ ìîäåëèðîâàíèé êîíâåêöèè êàê âõîäíûõ äàííûõ, ïîçâîëÿåò óñòàíî-

âèòü äîïóñòèìûé óðîâåíü ñëó÷àéíîãî øóìà èíâåðòèðîâàííûõ çíà÷åíèé

ñêîðîñòè ïîòîêà. Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíÿëàñü ê èçâåñòíûì ñèí-

òåòè÷åñêèì êàðòàì âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü

íà÷àëüíûå äàííûå è êà÷åñòâî ïðîöåäûðû èíâåðñèè. Ïðîâåäåí àíàëèç ãî-

ðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè α = x èëè α = y. Ïðîâåäåíî ñðàâíå-

íèå äâóõ îñíîâíûõ âåëè÷èí: (1) êàðòà ñêîðîñòè, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ñâ¼ðò-

êîé èçâåñòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè ñ öåëåâîé ôóíêöèåé (vtgtα ), ò.å., íàèëó÷øèé

ñöåíàðèé èíâåðñèè, è (2) êàðòà ñêîðîñòè, ïðÿìî ïîëó÷åííàÿ èç èíâåðñèè

(vinvα ). Òàêèì îáðàçîì ìîæíî èññëåäîâàòü â äåòàëÿõ ðàçëè÷íûå èñòî÷íè-

êè îøèáîê â ðåçóëüòàòàõ. Êà÷åñòâî vx èíâåðñèè ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.18.

Íà ýòîì ðèñóíêå èçîáðàæåíà vtgtx íà òð¼õ ðàçëè÷íûõ ãëóáèíàõ è vinvx áåç

âêëàäà øóìà. Ýòè äâå âåëè÷èíû î÷åíü áëèçêè íà ãëóáèíàõ 1 è 3.5 Mm.

Ðàçíèöà ìåæäó âåëè÷èíîé vtgtx è vinvx íà ãëóáèíå 5.5Mm âûçâàíà ïðèìåíå-

íèåì íåèäåàëüíîãî óñðåäíåííîãî ÿäðà. Êîãäà ñëó÷àéíûé øóì äîáàâëåí

ê ðåøåíèþ (íèæíèé ðÿä ðèñ. 3.18), âèäíî ÷òî èíâåðñèè äëÿ vx íà ãëóáèíå

1 Mm è 3.5 Mm âñå åùå âûãëÿäÿò õîðîøî, â òî âðåìÿ êàê èíâåðòèðîâàí-

íûå çíà÷åíèÿ vx íà ãëóáèíå 5.5 Mm ñèëüíî ïîäâåðæåíû âëèÿíèþ øóìà.

Ìèíèìèçàöèÿ ïîïåðå÷íûõ êîððåëÿöèé íå óëó÷øàåò êà÷åñòâî ðåøåíèÿ â

ýòîì ñëó÷àå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè óñðåäíåííûõ ïî ÷àñòîòå îò f äî p4 ìîä è ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ ñóïåðãðàíóëÿöèè âîçìîæíî ïðèìåíèòü íàäåæ-

íûå è çàñëóæèâàþùèå äîâåðèÿ êàðòû èíâåðñèÿ òå÷åíèÿ, óñðåäíåííûå ïî

íåñêîëüêèì äíÿì, íà÷èíàÿ ñ ãëóáèíû 3.5 Mm êîíâåêòèâíîé çîíû ââåðõ

äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ vx è vy êîìïîíåíò, è ñ ãëóáèíû 1 Mm ââåðõ äëÿ âåð-

òèêàëüíîé vz êîìïîíåíòû. Èñõîäÿ èç ýêñïåðèìåíòà, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

èñïîëüçîâàíèè êàðò âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà, óñðåäíåííûõ ïî

èíòåðâàëó âðåìåíè 4 äíÿ âîçìîæíî èçìåðèòü òðåõìåðíûå ñêîðîñòè âåëè-

÷èíîé íå ìåíåå 10 ì/ñåê íà ïîâåðõíîñòè Ñîëíöà è ãîðèçîíòàëüíûå ñêîðî-

ñòè èìåþùèå àìïëèòóäó 20 ì/ñåê íà ãëóáèíå 5 Ìì. Îöåíêè ïîêàçûâàþò,
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÷òî êàðòû âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà, óñðåäíåííûå ïî èíòåðâàëó

âðåìåíè 1 äåíü, äàþò âîçìîæíîñòü èçìåðèòü âñå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

òå÷åíèÿ íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè íà ïîâåðõíîñòè è ãîðèçîíòàëü-

íûå êîìïîíåíòû äî ãëóáèí 5 Ìì. Ìèíèìèçàöèÿ ïîïåðå÷íûõ êîððåëÿöèé

ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùåé äëÿ èçìåðåíèÿ êîððåêòíûõ çíà÷åíèé âåðòèêàëüíîé

ñêîðîñòè.
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Ðèñ. 3.18. Ñðàâíåíèå èíâåðòèðîâàííûõ vx ñ âõîäíûìè äàííûìè. Âåðõíèé ðÿä

ïîêàçûâàåò âõîäíûå äàííûå ñâåðíóòûå ñ öåëåâîé ôóíêöèåé è óñðåäíåííûì ÿäðîì

ñîîòâåòñòâåííî. Íèæíèé ðÿä ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû èíâåðñèè â ñëó÷àå êîãäà

ïîïåðå÷íûå êîððåëÿöèè èãíîðèðîâàíû (ñëåâà) è ìèíèìèçèðîâàíû (ñïðàâà).
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3.5 Âûâîäû ïî ãëàâå 3.

Ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì êðóïíûõ âèõ-

ðåé ëîêàëüíîé ñîëíå÷íîé ñóïåðãðàíóëÿöèè íà îñíîâå ðåàëèñòè÷íîé ôè-

çè÷åñêîé ìîäåëè êîíâåêöèè. Ïðåäñòàâëåíà òðåõìåðíàÿ ÷èñëåííàÿ ìî-

äåëü ýâîëþöèè êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè, ó÷èòûâàþùàÿ

ïîäñåòî÷íûå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè, ðåàëèñòè÷íîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

çâåçäíîãî âåùåñòâà, íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñî-

ãëàñíî ñòàíäàðòíîé ñîëíå÷íîé ìîäåëè, äåéñòâèå ãðàâèòàöèè, ïåðåíîñà

ðàäèàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû ðàç-

ìåð êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê ðàñò¼ò è èõ ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàåòñÿ.

Ñðåäíèé ðàçìåð êðóïíîìàñøòàáíûõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê, íàéäåííûé â

ìîäåëèðîâàíèè, ðàâåí 20-30 Ìì â äèàìåòðå è ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàå-

ìûì ðàçìåðàì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ðàçâè-

òèÿ ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè â òðåõìåðíîé

âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè ñ íàëîæåíèåì îäíîðîäíîãî ñëàáîãî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ. Íàéäåíî, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå êîíöåíòðèðóåòñÿ â ðàñøèðåííûõ îá-

ëàñòÿõ, ïîäîáíî ñîëíå÷íûì ïÿòíàì, ñ äèàìåòðîì îêîëî 5 Mm è â òîíêèõ

âåðòèêàëüíûõ ñëîÿõ ïî êðàÿì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè. Âíóòðè ðàñøè-

ðåííûõ îáëàñòåé ñ êîíöåíòðàöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàáëþäàåòñÿ ïîëíîå

îòñóòñòâèå êîíâåêöèè ïðè óìåíüøåíèè òåìïåðàòóðû íà íåñêîëüêî òû-

ñÿ÷ ãðàäóñîâ êåëüâèíîâ è ïàäåíèè âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

â ñðåäíåì äî çíà÷åíèé 0.05 êì/ñåê. Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ

âðåìåííûõ êàðò ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ãå-

ëèîñåéñìîëîãèè è ðåçóëüòàòîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîë-

íå÷íîé êîíâåêöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè âðåìåííûõ êàðò

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà, óñðåäíåííûõ ïî èíòåðâàëó âðåìåíè 4 äíÿ âîç-

ìîæíî èçìåðèòü òðåõìåðíûå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ âåùåñòâà âåëè÷èíîé íå

ìåíåå 10 ì/ñåê íà ïîâåðõíîñòè Ñîëíöà è ãîðèçîíòàëüíûå ñêîðîñòè, èìå-

þùèå àìïëèòóäó 20 ì/ñåê íà ãëóáèíå 5 Ìì.
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Çàêëþ÷åíèå

Ñ ïîëó÷åíèåì â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìîùíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíî-

ñòåé è áåñïðåöåíäåòíûõ íàçåìíûõ è êîñìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñ âûñîêèì

ðàçðåøåíèåì ñòàëî âîçìîæíûì îñóùåñòâèòü áîëüøîé ïðîãðåññ â èññëå-

äîâàíèè ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè îáðàçîâàíèè çâåçä è â ðåøåíèè

ïðîáëåìû ðàçâèòèÿ êîíâåêöèè íà ìàñøòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè. Â äècñåð-

òàöèè ðàçðàáîòàí óñòîé÷èâûé ÷èñëåííûé ìåòîä PPML âûñîêîãî ïîðÿä-

êà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè â ìîëåêóëÿðíûõ

îáëàêàõ, îáëàäàþùèé íèçêîé ÷èñëåííîé äèññèïàöèåé, îòëè÷íûì ïðåä-

ñòàâëåíèåì ðàçðûâíûõ ðåøåíèé è øèðîêèì èíåðöèîííûì èíòåðâàëîì

â ñïåêòðå ìîùíîñòè îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Â ðåçóëüòàòå

÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ìîäåëèðîâàíèþ èçîòåðìè÷åñêîé ñâåðõçâóêî-

âîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè íàéäåíî, ÷òî ìåòîä PPML â ñîâîêóïíîñòè ëó÷-

øå äðóãèõ ïîïóëÿðíûõ ìåòîäîâ îòðàæàåò ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè. Èç àíàëèçà îñíîâíûõ ñïåêòðàëüíûõ õà-

ðàòåðèñòèê è çàêîíîâ ïîäîáèÿ äëÿ ñæèìàåìîé èçîòåðìè÷åñêîé ÌÃÄ òóð-

áóëåíòíîñòè, ïîëó÷åííûõ â õîäå òðåõìåðíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

íàéäåíî, ÷òî îáðàçîâàíèå ÿäåð çâ¼çä ïðîèñõîäèò â ñâåðõàëüâåíîâñêîì ðå-

æèìå, ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè ïîñòîÿííà â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå,

çàêîí 4/3 äëÿ íåñæèìàåìîé ÌÃÄ ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí íà ñâåðõçâó-

êîâûå òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ. Ïðåäëîæåíà íîâàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ìåæçâåçäíîé ñðåäû, ïîäâåðãàþùåéñÿ íåëèíåéíûì âçàèìîäåéñòâèÿì è ñà-

ìîîðãàíèçàöèè â ãàëàêòè÷åñêèõ äèñêàõ. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðî-

âàíèå òóðáóëåíòíîñòè, â êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ èñêóññòâåííàÿ êðóïíîìàñ-

øòàáíàÿ ñîëåíîèäàëüíàÿ ñèëà èìèòèðóþùàÿ ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè îò ðàçëè÷íûõ ãàëàêòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ,

ïîëó÷åííîå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ ìîäåëåé ñ urms = 16 êì/ñåê,

õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ïî ôîðìå è øèðèíå ñ àíàëîãè÷íûìè ðàñïðåäåëåíè-

ÿìè, ðåêîíñòðóèðîâàííûìè èç íàáëþäåíèé [127]. Ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå
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÷èñëåííîå ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèå ëîêàëüíîé ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè íà ìàñ-

øòàáå ñóïåðãðàíóëÿöèè ñ ðåàëèñòè÷íîé ôèçèêîé. Â ðàñ÷åòàõ ïîëó÷åíî,

÷òî õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû êîíâåêöèè ðàñòóò ïðè äâèæåíèè âãëóáü îò

ïîâåðõíîñòè ñîëíå÷íîé ôîòîñôåðû, ìàãíèòíîå ïîëå êîíöåíòðèðóåòñÿ ïî

êðàÿì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè è â ðàñøèðåííûõ îáëàñòÿõ, ãäå íàáëþäà-

åòñÿ ïîäàâëåíèå êîíâåêöèè. Ñðåäíèé ðàäèóñ êðóïíîìàñøòàáíûõ êîíâåê-

òèâíûõ ÿ÷ååê, îáíàðóæåííûé â ìîäåëèðîâàíèè, ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäà-

åìûì ðàçìåðàì ÿ÷ååê ñóïåðãðàíóëÿöèè.
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