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Введение

Анализ сложных динамических процессов, представленных временными рядами, является
важнейшей частью многих прикладных исследований (см., например, [1–4]). Для многих
сложных систем (как, например, для финансовых рынков) анализ порождаемых ими вре-
менных рядов является, по сути, единственным подходом, позволяющим провести адекват-
ное исследование. В настоящее время одной из наиболее актуальных задач в этой области
является развитие адекватных методов статистического анализа нестационарных временных
рядов. Эти методы должны существенно отличаться от приемов работы со стационарными
случайными процессами, нашедших широкое применение в инженерно-технических прило-
жениях [1].

На сегодняшний день существует несколько подходов к проблеме анализа нестационар-
ных рядов: интегрированные модели авторегрессии и скользящего среднего [1], авторегрес-
сионные модели с условной гетероскедастичностью [3]; методы сингулярного спектрального
анализа [5]; самообучающиеся нейронные сети [6]. Также используются методы имитации
повторных выборочных совокупностей (техника bootstrap и подобные ей), которые позволя-
ют построить некоторый набор траекторий временного ряда и исследовать их стандартными
статистическими методами.

В некоторых случаях нестационарный временной ряд может быть приведен к стационар-
ному с помощью определенного преобразования. Так, по крайней мере два класса нестацио-
нарных процессов гарантированно могут быть приведены к стационарному виду с помощью
взятия конечных разностей: это процессы с детерминированным полиномиальным трендом и
интегрированные процессы с нестационарной дисперсией. Если в первом случае источником
нестационарности является изменяющийся со временем тренд, то для второго типа процессов
нестационарность обусловлена непостоянством дисперсии. Хорошо известны методы оценки
параметров таких моделей (см., например, [1]). При этом, вообще говоря, методы анализа
этих процессов отличаются друг от друга (статистическое различение этих рядов возможно
с помощью тестов единичного корня Дики — Фуллера, Филлипса — Перрона и некоторых
других методов); известно, что применение методов выделения тренда к процессам с неста-
ционарной дисперсией приводит к неоправданному появлению мнимых трендов. Можно по-
строить и другие искусственные примеры временных рядов, которые могут быть приведены
к стационарному виду с помощью некоторого, возможно нелинейного, преобразования. В
ряде случае применение такой техники — приведения к стационарному временному ряду —
оправдано, однако если именно нестационарные эффекты представляют основной интерес
с точки зрения интерпретации полученных результатов, такое преобразование временного
ряда может оказаться некорректным.

Другой подход к проблеме — использование техники bootstrap. Преимущества таких ме-
тодов вполне понятны: возможность получить некоторую совокупность выборочных тра-
екторий временного ряда позволяет строить состоятельные оценки распределений каждого
сечения и с их помощью выполнять дальнейший анализ временного ряда. На сегодняшний
день известно несколько различных методов bootsrap [7], как параметрических (т.е. предпо-
лагающих известную функциональную форму распределение сечений временного ряда), так
и непараметрических. Следует подчеркнуть, что применение этих процедур строго обоснова-
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но только для стационарных временных рядов, и асимптотические критерии, гарантирующие
увеличение точности статистических выводов с увеличением объема выборочной совокупно-
сти, в общем случае не справедливы. Отметим также, что некоторые популярные методы
bootstrap вообще не могут быть применены к нестационарным времнным рядам, поскольку
существенно искажают зависимость характеристик подлежащего стохастического процесса
от времени.

Еще один возможный подход к проблеме анализа нестационарных временных рядов опи-
рается на использование нейронных сетей (подробный обзор и библиографию можно найти
в [6,8]). Основным достоинством этих методов считается их гибкость и применимость к весь-
ма широкому классу задач. Такие модели конструируются адаптивно, подстраиваясь под
конкретные особенности наблюдаемого временного ряда, что особенно важно в случаях, ко-
гда нет надежного теоретического обоснования для выбора модели временного ряда. При
этом нет необходимости использовать какие-либо априорные предположения о форме функ-
ций распределения или механизмах, порождающих временной ряд. Основной трудностью
при применении моделей такого рода является подбор оптимальных параметров и стратегии
обучения нейронной сети. Кроме того, в основе таких моделей зачастую лежит та же схема
авторегрессии, а значит, они наследуют те же недостатки.

В работе [9] был предложен оригинальный подход к проблеме анализа нестационарных
временных рядов, опирающийся на формализм кинетических уравнений, описывающих эво-
люцию конечномерных эмпирических функций распределения, соответствующих наблюда-
емому временному ряду. Подробно были исследованы ограничения применения этого ме-
тода, оптимальный выбор классовых интервалов для построения рассматриваемых эмпи-
рических функций распределения, оптимальный выбор объема данных, подвергаемого ана-
лизу (с помощью т.н. горизонтных статистик), описана иерархия прогностических моделей
для временных рядов и общие методы оценки параметров этих моделей. В частности, ме-
тод прогнозирования значений временного ряда, основанный на использовании уравнения
адвекции — диффузии (Фоккера — Планка) был применен для анализа динамики различ-
ных финансовых и сырьевых рынков [10].

В последние десятилетия неослабевающий интерес привлекают разнообразные приложе-
ния дифференциальных уравнений с производными дробного порядка (см., например, [11]).
В 40-е гг. А. Н. Герасимовым [12], Г. Скотт-Блэром [13] и Ю. Н. Работновым [14] были
проведены обширные исследования свойств вязкоупругих материалов, в ходе которых было
продемонстрировано, что в волокнистых полимерах механическое напряжение может быть
представлено в виде дробной производной Римана — Лиувилля от деформации, причем дроб-
ный показатель определяется реальными физическими свойствами этих материалов. В се-
редине 20 в. Ф. Маинарди и М. Капуто (см. [15] и цитированную там литературу) показали,
что использование дифференциальных уравнений с дробными производными для построе-
ния моделей термовязкоупругости более адекватно из физических соображений и позволяет
более точно воспроизводить экспериментально наблюдаемые данные. Аппарат уравнений с
дробными производными активно применяется для исследования аномальных диффузион-
ных процессов, характеризующихся сильной пространственной нелокальностью и наличием
эффекта памяти. Это направление исследований получило развитие в работах Р. Метцле-
ра [16–18], Р. Хильфера [19, 20], И. Подлюбного [21], Р. Горенфло [22, 23], А. А. Килбаса [24]
и др.

В рамках изучения аномальной диффузии, в частности, было показано, что фундамен-
тальные решения задачи Коши для определенного уравнения с производными дробного по-
рядка по временному и пространственному переменным представляют собой плотности рас-
пределения случайных величин. В связи с этим представляется вполне естественной попытка
соединить упомянутый выше кинетический подход с идеями дробного анализа. Актуальность
такого исследования объясняется тем, что использование богатого арсенала методов дроб-
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ного исчисления позволит существенно обобщить кинетический метод и предложить новые
методы статистического анализа нестационарных временных рядов и оценки параметров сто-
хастических моделей, порождающих их.

Основными целями и задачами работы являются:

1◦ исследование вопроса о представлении функций распределения случайных величин ин-
тегралами дробного порядка;

2◦ построение и обоснование эволюционной модели нестационарного временного ряда, а
также метода оценки параметров этой модели по наблюдаемым выборочным траекто-
риям;

3◦ программная реализация разработанных методов численного анализа временных рядов
и применение этих методов к реальным временным рядам;

4◦ построение алгоритма случайного блуждания на детерминированных фрактальных
множества.

К основным методам исследования, в первую очередь, относятся общие методы статисти-
ческого анализа временных рядов, методы классического и дробного анализа, аналитические
и численные методы анализа уравнений с дробными производными, а также аппарат теории
случайных процессов. Помимо этого, в рамках задачи построения случайного блуждания на
фрактальных множествах использовался метод итерированных сжимающих отображений.

В настоящей работе впервые исследован вопрос о представлении функций распределения
случайных величин односторонними дробными интегралами Римана — Лиувилля. С помо-
щью аппарата классического и дробного анализа получены простые достаточные условия,
накладываемые на дробные аналоги функций плотности, и новые свойства последних, кото-
рые существенно отличаются от привычных свойств обычных функций плотности.

Разработаны новый подход к определению случайного блуждания на детерминированных
фрактальных множествах в терминах случайных последовательностей и численная схема,
позволяющая получать выборочные траектории этого случайного блуждания. Опираясь на
результаты Дж. Хатчинсона и М. Барнсли [25, 26] о системах итерированных сжимающих
отображений, было показано, что развитый метод может быть применен к весьма широкому
классу регулярных фрактальных множеств.

Предложена модель эволюции эмпирических квантилей функции распределения времен-
ного ряда, использующая производные дробного порядка, накладывающая минимальные
ограничения на характеристики (в частности, на асимптотическое поведение распределения
и существование моментов) этого временного ряда. Описана общая схема оценки параметров
этой модели. На основе программной реализации разработанных вычислительных методов
проведено исследование нескольких нестационарных временных рядов.

Развитые в работе методы, примыкая к классическим техникам статистического анализа,
предоставляют новый инструмент для изучения различных систем, эволюция которых опи-
сывается временными рядами, и позволяют исследовать широкий класс практически важных
задач. Численные схемы, предложенные в работе и реализованные в виде исполняемого ко-
да, могут лечь в основу программных комплексов, предназначенных для автоматического
анализа временных рядов.

Результаты, изложенные в работе, докладывались и обсуждались на семинаре по мате-
матической физике Института прикладной математики им. М. В. Келдыша РАН под руко-
водством Ю. Н. Орлова, а также на следующих конференциях: «Математическое моделиро-
вание и вычислительная физика», Дубна, 2013; «Актуальные проблемы фундаментальных
и прикладных наук в современном информационном обществе», Долгопрудный, 2013; «Си-
нергетика в общественных и естественных науках», Тверь, 2015. Результаты исследования
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представлены в четырех печатных работах, из которых две опубликованы в журналах, реко-
мендованных Высшей аттестационной комиссией для публикации основных научных резуль-
татов диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук. Все основные результаты
диссертационного исследования, выносимые на защиту, получены лично автором. Поста-
новка задачи и результаты расчетов обсуждались с научным руководителем работы Ю. Н.
Орловым. Достоверность изложенных в работе результатов подтверждается использованием
строгих математических доказательств и рассуждений и апробированных в научной прак-
тике методов численного анализа.

На защиту выносятся:

1◦ модель нестационарного временного ряда, основанная на уравнении эволюции кванти-
лей его выборочной функции распределения, удовлетворяющей уравнению типа адвек-
ции — диффузии с дробными производными;

2◦ алгоритм построения случайного блуждания на детерминированных фрактальных мно-
жествах и его численная реализация;

3◦ программная реализация процедуры оценки параметров эволюционной модели по на-
блюдаемому временному ряду.
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Глава 1

Дробное исчисление и
дифференциальные уравнения с
дробными производными

1.1 Интегральные и дифференциальные операторы дроб-
ного порядка

Изучение интегралов и производных нецелого порядка имеет богатую и продолжительную
историю: первое упоминание о возможности рассматривать дифференциалы и производные
порядка 1/2 встречается в письмах Лейбница к Лопиталю (1695 г.) и Уоллису (1697 г.).
Фрагментарные упоминания об этом вопросе содержатся также в работах Эйлера (1738 г.),
Лапласа (1812 г.), Лакруа (1820 г.) и Фурье (1822 г.). Полноценная теория дробного исчис-
ления и некоторые ее приложения были последовательно описаны в серии работ Лиувилля
(1832–1837 гг.), хотя некоторые полученные там результаты были не совсем строгими с со-
временной точки зрения. К концу 19 в. на основе конструкции, предложенной Лиувиллем,
и более поздней работы Римана (1874 г.) были получены результаты, считающиеся сегодня
в теории дробного исчисления классическими. Более подробные ретроспективные обзоры
исследований в этой области можно найти, например, в [27–30]. Вопросам дробного исчисле-
ния и его приложениям к различным инженерным и естественнонаучным задачам посвящена
обширная библиография: не претендуя на полноту, отметим здесь работы [22,27–29,31].

Для описания основных свойств дробных операторов наряду с пространствами суммируе-
мых с p-ой степенью функций Lp(Ω) необходимо ввести несколько дополнительных функцио-
нальных классов. Так, через Hβ[a, b] будем обозначать класс всех (в общем случае комплекс-
нозначных) функций, удовлетворяющих на [a, b] условию Гельдера фиксированного порядка
β:

|f(x1)− f(x2)| 6 K|x1 − x2|β, x1, x2 ∈ [a, b].

Нетрудно видеть, что этот класс представляет интерес лишь в случае 0 < β 6 1, поскольку
при β > 1 он содержит только постоянные. Если Ω является неограниченным множеством, то
под Hβ(Ω) понимается класс функций, удовлетворяющих «глобальному» условию Гельдера

|f(x1)− f(x2)| 6 K
|x1 − x2|β

(1 + |x1|)β(1 + |x2|)β
.

В ряде случаев необходимо рассматривать несколько более широкий класс функций Hβ,k(Ω),
непрерывно дифференцируемых вплоть до m-го порядка и удовлетворяющих на Ω условию
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Гельдера с логарифмическим множителем∣∣f (m)(x+ h)− f (m)(x)
∣∣ 6 A|h|σ

(
ln

1

|h|

)k
,

|h| < 1

2
, 0 < σ 6 1, β = m+ σ, m ∈ N ∪ {0}, k ∈ R+.

Класс абсолютно непрерывных на [a, b] функций обозначим AC[a, b]. Известно (см. напри-
мер, [32]), что AC[a, b] совпадает с классом первообразных суммируемых функций, и всякая
абсолютно непрерывная функция имеет почти всюду суммируемую производную. В дополне-
ние к нему будем также рассматривать класс ACn[a, b], состоящий из функций, непрерывно
дифференцируемых на [a, b] до порядка n − 1, так что f (n−1) ∈ AC[a, b]. Классу ACn[a, b]
принадлежат те и только те функции, которые представимы в виде n-кратного интеграла
Лебега с переменным верхним пределом [27]:

f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− ξ)n−1φ(ξ)dξ +
n−1∑
k=0

ck(x− a)k

где φ ∈ L1[a, b], а ck — произвольные постоянные.
Дробные интегралы Римана — Лиувилля порядка α > 0 на конечном сегменте [a, b] опре-

деляются выражениями(
Iαa+ f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

f(ξ)(x− ξ)α−1dξ, x > a, (1.1)

(
Iαb− f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

f(ξ)(ξ − x)α−1dξ, x < b. (1.2)

Первый из них называется левосторонним, второй — соответственно, правосторонним. Эти
конструкции, очевидно, определены для функций f ∈ L1[a, b], существуя почти всюду на
[a, b]. В подавляющем большинстве случаев результаты, полученные для левосторонних ин-
тегралов (и производных, которые будут определены ниже), остаются справедливыми и для
правосторонних, поэтому далее в тексте будут в основном использоваться первые. В об-
щем случае, свойства правосторонних операторов могут быть непосредственно получены из
свойств левосторонних с помощью соотношений

R Iαa+ = Iαb−R, R Iαb− = Iαa+R, (R f) (x) = f(a+ b− x).

Приведенные определения корректны также для комплексных α при Reα > 0, в этом
случае выражения в правых частях (1.1) и (1.2) являются голоморфными функциями пе-
ременного α в полуплоскости Reα > 0. Непосредственная подстановка α = iθ при θ 6= 0 в
(1.1)–(1.2) приводит к расходящимся интегралам, поэтому дробные интегралы чисто мнимого
порядка принято определять [27,31] как(

I iθa+ f
)

(x) =
d

dx

(
I1+iθ
a+ f

)
(x) =

1

Γ(1 + iθ)

d

dx

∫ x

a

(x− ξ)iθf(ξ)dξ, (1.3)

(
I iθb− f

)
(x) = − d

dx

(
I1+iθ
b− f

)
(x) =

1

Γ(1 + iθ)

d

dx

∫ b

x

(ξ − x)iθf(ξ)dξ. (1.4)

Производные Римана — Лиувилля дробного порядка α определяются соотношениями(
Dα
a+ f

)
(x) =

dn

dxn
(
In−αa+ f

)
(x) =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

f(ξ)(x− ξ)n−α−1dξ, (1.5)

(
Dα
b− f

)
(x) = (−1)n

dn

dxn
(
In−αb− f

)
(x) =

(−1)n

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ b

x

f(ξ)(ξ − x)n−α−1dξ, (1.6)
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где n = [Reα] + 1. Можно показать, что конструкции (1.5)–(1.6) являются аналитическими
продолжениями дробных интегралов в область Reα 6 0 [31]. Из (1.5) следует, в частности(

D0
a+ f

)
(x) = f(x),

(
Dn
a+ f

)
(x) = f (n)(x), n ∈ N.

Дробные производные чисто мнимого порядка определяются выражениями, по форме сов-
падающими с (1.3)–(1.4):

(
Diθ
a+ f

)
(x) =

1

Γ(1− iθ)
d

dx

∫ x

a

(x− ξ)−iθf(ξ)dξ,

(
Diθ
b− f

)
(x) = − 1

Γ(1− iθ)
d

dx

∫ b

x

(x− ξ)−iθf(ξ)dξ.

Дальнейшее обобщение введенных понятий на случай функций комплексного переменного
производится с помощью перехода к контурным интегралам и использования интегральной
формулы Коши (см., например, [27,31])

Достаточное условие существования дробных производных произвольного комплексного
порядка α, Reα > 0 может быть сформулировано в терминах класса ACn[a, b] [27].

Теорема 1. Пусть Reα > 0 и f ∈ ACn[a, b], где n = [Reα]+1. Тогда
(
Dα
a+ f

)
(x) существует

почти всюду на [a, b] и может быть представлена в виде

(
Dα
a+ f

)
(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(x− a)k−α

Γ(1 + k − α)
+

1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(ξ)(x− ξ)n−α−1dξ. (1.7)

Лево- и правосторонние операторы Римана — Лиувилля связаны соотношением, напоми-
нающим основное свойство сопряженных операторов [27,31].

Теорема 2. Если φ ∈ Lp[a, b] и ψ ∈ Lq[a, b], где 1/p+ 1/q 6 1 +α, p > 1, q > 1, причем p 6= 1,
q 6= 1 в случае 1/p+ 1/q = 1 + α, то справедливо тождество∫ b

a

φ(x)
(
Iαa+ ψ

)
(x) dx =

∫ b

a

ψ(x)
(
Iαb− φ

)
(x) dx.

Аналогичное по форме равенство выполняется при 0 < Reα < 1 для дробных производных,
если φ ∈ Iαb−(Lp), ψ ∈ Iαa+(Lq) (см. пояснения к теореме 3) и 1/p+ 1/q 6 1 + α:∫ b

a

φ(x)
(
Dα
a+ ψ

)
(x) dx =

∫ b

a

ψ(x)
(
Dα
b− φ

)
(x) dx.

Для некоторых элементарных функций дробные интегралы и производные могут быть
вычислены непосредственно. Так, например, для функций f(x) = (x− a)β−1 с β > 0:

(
Iαa+ f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(ξ − a)β−1(x− ξ)α−1dξ =

[
η =

ξ − a
x− a

]
=

=
(x− a)β+α−1

Γ(α)

∫ 1

0

ηβ−1(1− η)α−1dη =
B(α, β)

Γ(α)
(x− a)β+α−1. (1.8)

С помощью (1.8) теперь легко получить выражение для дробной производной:

(
Dα
a+ f

)
(x) =

dn

dxn
(
In−αa+ f

)
(x) =

B(n− α, β)

Γ(n− α)

dn

dxn
(x− a)n+β−α−1. (1.9)
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Таким образом, дробная производная (x− a)β−1 будет равна нулю, если

β − 1 = α− k, k = 1, 2, . . . n,

во всех же остальных случаях она равна

Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1.

Дробная производная постоянной (при β = 1), напротив, равна нулю лишь при α ∈ N.
Отсюда следует, что при Reα > 0 равенство

(
Dα
a+ f

)
(x) = 0 справедливо тогда и только

тогда, когда

f(x) =
n∑
k=1

ck(x− a)α−k,

где ck — некоторые постоянные. Явные выражения для дробных интегралов и производных
в терминах элементарных функций можно получить лишь в ограниченном числе случаев:
так, для ex дробный интеграл выражается уже в терминах функции Миттаг-Леффлера (см.
приложение А): (

Iαa+ e
x−a) (x) = (x− a)αE1,α+1(x− a).

Подробные таблицы дробных интегралов Римана — Лиувилля приведены в [33].
Для дальнейшего рассмотрения удобно ввести класс Iαa+(Lp) функций, представимых на

отрезке [a, b] левосторонним дробными интегралами порядка α, Reα > 0 от суммируемых
функций [27], т.е.

Iαa+(Lp) =
{
f : f(x) =

(
Iαa+ φ

)
(x) , φ ∈ Lp[a, b]

}
.

Теорема 3. Для того чтобы f ∈ Iαa+(L1), Reα > 0, необходимо и достаточно, чтобы

fn−α(x) =
(
In−αa+ f

)
(x) ∈ ACn[a, b], n = [Reα] + 1,

и чтобы f
(k)
n−α(a) = 0, k = 0, 1, . . . n− 1.

Подчеркнем, что возможность представления функции дробным интегралом порядка α и
существование дробной производной от этой же функции того же порядка не эквивалентны:
например, (x − a)α−1 имеет дробную производную, тождественно равную нулю на [a, b], но
не принадлежит Iαa+(L1), поскольку fn−α(a) 6= 0.

Теорема 4. Для того чтобы f ∈ Iαa+(Lp), где 0 < α < 1, p > 1 необходимо, а при p > 1 и
достаточно, чтобы f ∈ Lp[a, b] и существовал (в метрике пространства Lp) предел

lim
ε→0

∫ x−ε

a

f(x)− f(ξ)

(x− ξ)1+α
dξ, ε > 0.

Простейшим достаточным условием для представления функции дробным интегралом
является принадлежность f пространству Hβ[a, b] при β > α. Это условие избыточно, по-
скольку гарантирует, что дробный интеграл не только принадлежит пространству Lp[a, b],
но и удовлетворяет условию Гельдера.

Как известно, обычный оператор дифференцирования является левым обратным для опе-
ратора интегрирования (в смысле Римана), но не является в общем случае правым обратным.
Подобное утверждение справедливо и для дробных операторов Римана — Лиувилля. Про-
стейшим примером того, что эти операторы не являются взаимно обратными, является уже
рассматривавшаяся выше функция f(x) = (x− a)α−1, для которой(

Iαa+D
α
a+f
)

(x) =
(
Iαa+ 0

)
(x) = 0 6= f(x).
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Теорема 5. Пусть Reα > 0. Тогда равенство(
Dα
a+I

α
a+f
)

(x) = f(x) (1.10)

выполняется для любой суммируемой функции f , а равенство(
Iαa+D

α
a+f
)

= f(x) (1.11)

для функций из Iαa+(L1). В общем случае, для f ∈ L1[a, b]

(
Iαa+D

α
a+f
)

(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

(x− a)α−k−1

Γ(α− k)
f

(n−k−1)
n−α (a). (1.12)

В частности, при α ∈ N из (1.12) следует хорошо известное в классическом анализе соотно-
шение (

Ina+D
n
a+f
)

(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k. (1.13)

Теорема 6. Равенство (
Iαa+I

β
a+f
)

(x) =
(
Iα+β
a+ f

)
(x) (1.14)

выполняется в следующих трех случаях:

Re β > 0, Re(α + β) > 0, f ∈ L1[a, b]; (1.15)

Re β < 0, Reα > 0, f ∈ I−βa+ (L1); (1.16)

Reα < 0, Re(α + β) < 0, f ∈ I−α−βa+ (L1); (1.17)

при вещественных α и β допустимы также случаи α = 0, β = 0 и α + β = 0. Здесь при
Reα < 0 оператор Iαa+ следует считать равным D−αa+ .

Для Reα > 0 и Re β > 0 проверить выполнение (1.14) можно простым вычислением:(
Iαa+I

β
a+f
)

(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

dη

(x− η)1−α

∫ η

a

f(ξ)dξ

(η − ξ)1−β , (1.18)

меняя порядок интегрирования в соответствии с теоремой Фубини и сделав во внутреннем
интеграле замену η = ξ + ζ(x− ξ), получим

B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(η)dη

(x− η)1−α−β =
(
Iα+β
a+ f

)
(x) . (1.19)

Доказательство для остальных случаев, технически более трудное, можно найти в [27].

Теорема 7. Если f(x) = xγ−1φ(x) или f(x) = xγ−1φ(x) lnx, γ > 0 и φ(x) =
∑
ck(x − a)k

имеет положительный радиус сходимости ρ, то при 0 6 x < ρ справедливо [28]

(Dβ
a+I

α
a+f)(x) =

(
Iα−βa+ f

)
(x) , α > 0, 0 6 β 6 α; (1.20)

(Dβ
a+I

α
a+f)(x) =

(
Dα−β
a+ f

)
(x) , α > 0, α < β; (1.21)

(Dβ
a+D

α
a+f)(x) =

(
Dα+β
a+ f

)
(x) , β > 0, 0 6 α 6 γ. (1.22)
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Теорема 8. Пусть α > 0 и β > 0, n = [α] + 1, m = [β] + 1, причем α + β < n, f ∈ L1[a, b] и
fm−α ∈ ACm[a, b]. Тогда [24](

Dα
a+D

β
a+f
)

(x) =
(
Dα+β
a+ f

)
(x)−

m∑
k=1

(
Dβ−k
a+ f

)
(a+ 0)

(x− a)−k−α

Γ(1− k − α)
. (1.23)

Из теоремы 6 следует, что при Reα > 0 и Re β > 0 интегральные операторы коммутатив-
ны. Операторы дробного дифференцирования в общем случае, напротив, не коммутативны.
Например, для f(x) = (x− a)1/2 при α = 1/2 и β = 3/2:

(
Dα
a+ f

)
(x) =

√
π

2
,
(
Dβ
a+ f

)
(x) = 0,(

Dα
a+D

β
a+f
)

(x) = 0,
(
Dβ
a+D

α
a+f
)

(x) = −(x− a)−3/2

4
.

Теорема 9. Пусть f ∈ Hβ[a, b], β > 0. Тогда дробный интеграл
(
Iαa+ f

)
(x) с α > 0 имеет

вид [27] (
Iαa+ f

)
(x) =

m∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + α + k)
(x− a)α + φ(x),

где m — наибольшее целое число, такое что m < β, φ ∈ Hβ+α[a, b] если β +α нецелое или β
и α целые, и φ ∈ Hβ+α,1[a, b] в противном случае.

Рассмотрение действия операторов дробного интегрирования в пространствах Lp[a, b] и
Hβ[a, b] позволяет утверждать, что они не только сохраняют, но и существенно улучшают
свойства функций [27].

Теорема 10. Оператор Iαa+ ограничен в Lp[a, b], где p > 1, причем [24]

‖Iαa+f‖ 6
(b− a)Reα

|Γ(α)|Reα
‖f‖.

Если 0 < α < 1 и 1 < p < 1/α, то Iαa+ ограниченно отображает Lp[a, b] в Lq[a, b], q = p/(1− αp).

Теорема 11. Если α > 0 и p > 1/α, то оператор дробного интегрирования ограниченно
отображает Lp[a, b] в Hα−1/p[a, b] если α − 1/p нецелое, и в Hα−1/p,1/p[a, b] в противном
случае [27]; кроме того (

Iαa+ f
)

(x) = o
(
(x− a)α−1/p

)
, x→ a.

Как и в классическом анализе, при выполнении некоторых дополнительных условий
возможно почленное дробное интегрирование и дифференцирование функциональных ря-
дов (см., например, [27–29]). Эти результаты, в частности, позволяют обобщить, причем в
нескольких различных формах, правило Лейбница для вычисления дробных производных
от произведения функций.

Лемма 1. Если fn ∈ C[a, b] и ряд f(x) =
∑
fn(x) сходится равномерно на [a, b], то допу-

стимо его почленное дробное интегрирование в форме(
Iαa+

+∞∑
n=0

fn

)
(x) =

+∞∑
n=0

(
Iαa+ fn

)
(x) , α > 0, (1.24)

причем ряд справа сходится также равномерно на [a, b].
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Если f представима в виде степенного ряда

f(x) = (x− a)β−1

+∞∑
k=0

ck(x− a)k, β > 0, c0 6= 0,

то в силу леммы 1 [21,27,29]

lim
x→a+0

(
Iαa+ f

)
(x) = lim

x→a+0

c0(x− a)α+β−1Γ(β)

Γ(α + β)
=


0 β + α > 1,
c0Γ(β)

Γ(α + β)
β + α = 1,

∞ β + α < 1.

(1.25)

Лемма 2. Если для любого n существуют дробные производные
(
Dα
a+ fn

)
(x), ряды

∑
fn(x)

и
∑(

Dα
a+ fn

)
(x) сходятся равномерно на любом отрезке [a+ ε, b], ε > 0, то первый из них

допускает почленное дробное дифференцирование:(
Dα
a+

+∞∑
n=0

fn

)
(x) =

+∞∑
n=0

(
Dα
a+ fn

)
(x) , α > 0. (1.26)

Лемма 3. Если функция f аналитична на интервале (a, b), то ее дробная производная
представима в виде (

Dα
a+ f

)
(x) =

+∞∑
n=0

(
α

n

)
(x− a)n−α

Γ(n+ 1− α)
f (n)(x).

Теорема 12. Если f и g аналитичны на [a, b], то [27,31]

(
Dα
a+ fg

)
(x) =

+∞∑
k=0

(
α

k

)(
Dα−k
a+ f

)
(x) g(k)(x), (1.27)

(
Dα
a+ fg

)
(x) =

+∞∑
k=0

(
α

k + β

)(
Dα−β−k
a+ f

)
(x)
(
Dβ+k
a+ g

)
(x) ; (1.28)

причем α 6= −1,−2, . . . при нецелом β.

В [31] указана еще более общая форма правила Лейбница:

(
Dα
a+ fg

)
(x) =

+∞∑
k=−∞

c

(
α

ck + µ

)(
Dα−ck−µ
a+ f

)
(x)
(
Dck+µ
a+ g

)
(x) , µ ∈ C, 0 < c 6 1. (1.29)

Соотношения (1.27)–(1.29) выполняются для α ∈ R, если считать D−αa+ = Iαa+ при α > 0.
Определения дробного интегрирования и дифференцирования легко распространяются

со случая конечного отрезка на случай бесконечного промежутка; при этом рассматривае-
мые функции должны удовлетворять некоторым дополнительным требованиям, связанным с
поведением на бесконечности, чтобы соответствующие несобственные интегралы сходились.
Так, дробные интегралы Римана — Лиувилля на R вводятся соотношениями(

Iα+ f
)

(x) =
1

Γ(α)

∫ x

−∞
f(ξ)(x− ξ)α−1dξ, (1.30)

(
Iα− f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ +∞

x

f(ξ)(ξ − x)α−1dξ, (1.31)
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или в виде свертки (
Iα± f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ +∞

0

f(x∓ ξ)ξα−1dξ.

Как и в случае конечного отрезка, односторонние интегралы Iα+ и Iα− связаны преобразова-
нием отражения:

R Iα± = Iα∓R, (R f) (x) = f(−x).

Теорема 13. Если p > 1 и q > 1, то операторы Iα± отображают Lp(R) в Lq(R+) и ограни-
чены тогда и только тогда, когда

0 < α < 1, 1 < p < 1/α, q = p/(1− αp).

Достаточным условием существования интегралов типа (1.30) и (1.31) в силу теоремы 13
при 0 < α < 1 является, например, принадлежность f пространству Lp(R), 1 6 p < 1/α.
Дробные интегралы такого типа также обладают полугрупповым свойством (см. теорему 6).

Лемма 4. Пусть α > 0, β > 0, p > 1 и α + β < 1/p. Если f ∈ Lp(R), то

Iα±I
β
± = Iβ±I

α
± = Iα+β

± .

Производные дробного порядка вводятся аналогично (1.5) и (1.6):(
Dα
± f
)

(x) =
(±1)n

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ +∞

0

f(x∓ ξ)ξn−α−1dξ, n = [α] + 1. (1.32)

Если f ∈ Lp(R), то операторы дробного дифференцирования (1.32) будут являться левы-
ми обратным для Iα± только при p = 1. Обойти это ограничение можно, используя вместо
производных Римана — Лиувилля дробные производные Маршо [27]:(

Dα
± f
)

(x) =
1

σ1(m,α)

∫ +∞

0

(
∆m
±ξf
)

(x)

ξ1+α
dξ, m > Reα > 0, (1.33)

σ1(m,α) =

∫ +∞

0

(
1− e−ξ

)m
ξ1+α

dξ,

где ∆m
h — оператор левых конечных нецентральных разностей порядка m

(∆m
h f) (x) =

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− kh).

Отметим, что правая часть (1.33) не зависит от выбора m.
Равенство

(
Dα
±I

α
±f
)

(x) = f(x) выполняется для f ∈ Lp(R) при всех допустимых p, 1 6 p <
1/α. Различия между производными Маршо и производными Римана — Лиувилля связаны
с поведением функции на бесконечности: простым примером здесь является постоянная, для
которой производная Маршо равна нулю, а производная Римана — Лиувилля не существует.
Для достаточно «хороших» функций производные Маршо и Римана — Лиувилля совпадают
при всех α > 0, α 6= 1, 2, . . . [27].

Теорема 14. Пусть 0 < Reα < 1 и f ∈ L1(R). Тогда

F
[(
Iα± f

)
(x) , x

]
=

1

(∓iω)α
F [f(x), x] , (∓iω)α = eα ln |ω|∓απi sgn(ω)/2. (1.34)

где F — оператор преобразования Фурье. Для достаточно гладких и достаточно быстро
убывающих на бесконечности функций сходные по форме выражения справедливы и для
операторов дифференцирования при Reα > 0:

F
[(
Dα
± f
)

(x) , x
]

= (∓iω)αF [f(x), x] .
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Соотношение (1.34) не может быть распространено на значения Reα > 1 в непосредствен-
ном виде для произвольных функций, даже если они являются бесконечно дифференцируе-
мыми [27].

Существуют также другие подходы к определению интегралов и производных дробного
порядка. Например, в контексте исследования краевых задач, возникающих в различных
приложениях, часто используются производные Герасимова — Капуто∗:(

Dαa+ f
)

(x) =
(
In−αa+ f (n)

)
(x) ,

(
Dαb− f

)
(x) = (−1)n

(
In−αb− f (n)

)
(x) , α /∈ N ∪ {0},(

Dαa+ f
)

(x) =
(
Dαb− f

)
(x) = f (n)(x), α ∈ N ∪ {0},

где n = [Reα] + 1. Такая конструкция удобна тем, что позволяет задавать граничные и
начальные условия в терминах производных целого порядка; решение самой краевой зада-
чи в этом случае может быть получено с помощью интегральных преобразований Лапласа
или Меллина. Кроме того, производная Герасимова — Капуто от постоянной, очевидно, рав-
на нулю, что позволяет придать ей более прозрачный физический смысл. Для функций из
ACn−1[a, b] производные Герасимова — Капуто при α /∈ N могут быть выражены через про-
изводные Римана — Лиувилля:

(
Dα
a+ f

)
(x) =

(
Dαa+ f

)
(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(x− a)k−α

Γ(1 + k − α)
. (1.35)

Можно показать, что производные Герасимова — Капуто также являются левыми обрат-
ными для дробных интегралов Римана — Лиувилля при некоторых дополнительных пред-
положениях.

Лемма 5. Пусть Reα > 0 и f ∈ C[a, b]. Если Reα /∈ N или α ∈ N, то [24](
Dαa+I

α
a+f
)

(x) = f(x).

Если Reα ∈ N и Imα 6= 0, то

(
Dαa+I

α
a+f
)

(x) = f(x)− (x− a)n−α

Γ(n− α)

(
Iα+1−n
a+ f

)
(x)

∣∣∣∣∣
x=a+0

.

Лемма 6. Пусть Reα > 0 и f ∈ ACn[a, b]. Тогда [24]

(
Iαa+Dαa+f

)
(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

Дробные производные Грюнвальда — Летникова являются непосредственным обобще-
нием определения производных целого порядка в терминах конечных разностей. Так, для
функций, заданных на отрезке [a, b], они определяются как [27,29]

lim
h→0

∆α
hf

hα
= lim

h→0

1

hα

m∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x− kh), m =

[
x− a
h

]
, α > 0. (1.36)

Значения h > 0 соответствуют левосторонним производным, h < 0 — правосторонним. Ана-
логичная конструкция вводится для функций, заданных на R:

lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x− kh), α > 0, (1.37)

∗Во многих публикациях они называются производными Капуто, поскольку стали известны после выхода
его работ в конце 60-х гг. Однако еще раньше конструкции подобного типа были рассмотрены в работе
А. Н. Герасимова [12], которая долгое время оставалась почти неизвестной зарубежным исследователям.
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причем ряд в правой части сходится абсолютно и равномерно при любом α для любой огра-
ниченной функции f . Для функций из Lp(R), 1 < p < 1/α, производная Грюнвальда —
Летникова совпадает с производной Маршо; в случае конечного отрезка производная Грюн-
вальда — Летникова совпадает и с производной Римана — Лиувилля [27]. В общем случае,
для α < 0 предел в (1.36) может и не существовать, тем не менее для функций из простран-
ства L1[a, b] при α > 0 конструкция

lim
h→0

hα
m∑
k=0

Γ(α + k)

k!Γ(α)
f(x− kh).

существует почти для всех x и совпадает с
(
Iαa+ f

)
(x), аналогичное утверждение справедливо

также для интегралов на R [21, 27,29].
Рассмотренные выше интегро-дифференциальные операторы различной формы естествен-

ным образом распространяются на случай многих переменных. Для удобства обозначений мы
ограничимся здесь лишь случаем двух переменных; выражения для функций n переменных
выглядят аналогично. Смешанный левосторонний интеграл Римана — Лиувилля порядка
α = (α1, α2) имеет вид

(
Iαa+ f

)
(x) =

1

Γ(α1)Γ(α2)

∫ x1

a1

∫ x2

a2

(x1 − ξ1)α1−1(x2 − ξ2)α2−1f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2,

где a = (a1, a2) и x = (x1, x2) — точки в R2, причем xk > ak. Смешанный интеграл мо-
жет применяться только по одному переменному — в этом случае следует положить αk = 0
для всех остальных переменных. Для такого частного интеграла дробного порядка будем
использовать также обозначение xkI

αk
ak+. Аналогично определяется правосторонний смешан-

ный дробный интеграл; могут быть рассмотрены также конструкции, в которых по одним
переменным используется левостороннее интегрирование, а по другим — правостороннее.
Смешанная левосторонняя дробная производная Римана — Лиувилля вводится соотношени-
ем (

Dα
a+ f

)
(x) =

∂n1+n2

∂xn1
1 ∂x

n2
2

(
In−αa+ f

)
(x) , n = (n1, n2), nk = [αk] + 1. (1.38)

Если αk = 0, то (1.38) следует интерпретировать как частную дробную производную по k-му
переменному; например, частная дробная производная по первому переменному будет иметь
вид: (

x1D
α1
a1+f

)
(x) =

1

Γ(n1 − α1)

∂n1

∂xn1
1

∫ x1

a1

(x1 − ξ)n1−α1−1f(ξ, x2)dξ.

Следует отметить, что порядок дифференцирования в (1.38) существенен [27].
Дробные интегралы и производные Римана — Лиувилля на всем пространстве Rn, а также

производные Маршо и производные Грюнвальда — Летникова вводятся с помощью прямых
аналогий с соответствующими выражениями для случая одного переменного; подробное из-
ложение можно найти в [27].

Наряду с односторонними интегралами и производными, рассмотренными выше, для ко-
торых один из пределов интегрирования является переменным, возможно также рассмотре-
ние операторов дробного порядка с постоянными пределами интегрирования — характерным
примером здесь являются т.н. операторы Рисса. В общем случае, для функций на Rn инте-
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гральный оператор Рисса Iα при Reα > 0 определяется как свертка

(Iαf) (x) =

∫
Rn

Kα(x− y)f(y)dy1 . . . dyn, (1.39)

Kα(x) =
1

γn(α)

|x|
α−n α− n 6= 0, 2, 4, . . . ,

|x|α−n ln

(
1

|x|

)
α− n = 0, 2, 4, . . . ,

(1.40)

γn(α) =

{
2απn/2Γ(α/2)/Γ((n− α)/2) α− n 6= 0, 2, 4, . . . ,

(−1)(n−α)/22α−1πn/2Γ(1 + (α− n)/2)Γ(α/2) α− n = 0, 2, 4, . . .

Оператор (1.39) определен на Lp(Rn), если 0 < α < n и 1 < p < n/α. Можно показать, что,
например, при n = 1 и α 6= 1, 3, 5, . . . интеграл Рисса представляет собой симметризованную
линейную комбинацию односторонних интегралов Римана — Лиувилля:

(Iαf) (x) =

(
Iα+ f

)
(x) +

(
Iα− f

)
(x)

2 cos (απ/2)
=

1

2Γ(α) cos (απ/2)

∫ +∞

−∞
|x− ξ|α−1f(ξ)dξ.

Производная Рисса определяется с помощью т.н. гиперсингулярного интеграла [27]:

(Dαf) (x) =
1

σn(m,α)

∫
Rn

∆m
y f(x)

|y|n+α
dy1 . . . dyn, m > α. (1.41)

Здесь ∆m
y — оператор левых нецентральных конечных разностей порядка m

∆m
y f(x) =

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− ky),

а постоянная σn(m,α) имеет вид

σn(m,α) =
2−απ1+n/2Am(α)

Γ(1 + α/2)Γ ((n+ α)/2) sin(απ)/2)
, Am(α) =

m∑
k=0

(−1)k−1

(
m

k

)
kα.

Значение (1.41) не зависит от выбора m. Достаточные условия сходимости такого интеграла
можно найти в [27].

Естественным обобщением конструкции (1.39) является оператор Рисса — Феллера (см.,
например, [27]). Мы ограничимся здесь его описанием для случая n = 1 и 0 < α < 2.
Интегральный оператор Рисса — Феллера представляет собой линейную комбинацию вида∗

(Iαθ f) (x) =
sin((α− θ)π/2)

sin(απ)

(
Iα+ f

)
(x) +

sin((α + θ)π/2)

sin(απ)

(
Iα− f

)
(x)

где α 6= 1 (исключенный случай может быть рассмотрен так же, как и в (1.40), т.е. с по-
мощью введения дополнительного логарифмического множителя). Обратный к Iαθ оператор
(т.е. дифференциальный оператор Рисса — Феллера) при α ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) имеет вид

(Dα
θ f) (x) = −

[
sin((α− θ)π/2)

sin(απ)

(
Dα

+ f
)

(x) +
sin((α + θ)π/2)

sin(απ)

(
Dα
− f
)

(x)

]
, (1.42)

а в случае α = 1 (
D1
θf
)

(x) =

[
− 1

π
cos

θπ

2

d

dx

∫ +∞

−∞

f(ξ)

x− ξ
dξ + sin

θπ

2

df

dx

]
, (1.43)

∗Определения оператора Рисса — Феллера, приводимые разными авторами, различаются. Используемое
здесь соответствует [34].
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причем интеграл в (1.43) понимается в смысле главного значения. Для достаточно «хороших»
функций выполняется

F [(Dα
θ f) (x), x] = −|ω|αeiθπ sgn(ω)/2F [f(x), x] . (1.44)

Отсутствие простых и однозначных геометрических и физических аналогий в дробном
исчислении долгое время осложняло широкое использование этого аппарата в прикладных
задачах [11]. В работе [35] предлагается один из наиболее простых подходов к проблеме
геометрической интерпретации дробных интегралов Римана — Лиувилля, основанный на
сведении последних к интегралам Стилтьеса. Например, для левостороннего интеграла:(

Iαa+ f
)

(x) =

∫ x

a

f(ξ)dgx(ξ), gx(ξ) =
xα − (x− ξ)α

Γ(α + 1)
. (1.45)

В трехмерном пространстве (ξ, η, ψ) система параметрических уравнений

ξ = ξ, η = gx(ξ), ψ = f(ξ), ξ ∈ [a, x]

задает некоторую кривую C; тогда при фиксированном x площадь проекции цилиндриче-
ской поверхности, ограниченной кривой C и плоскостью (ξ, η), на плоскость (ξ, ψ) будет
равна обычному интегралу Римана

∫ x
a
f(ξ)dξ, а площадь проекции на плоскость (η, ψ), в

соответствии с известной геометрической интерпретацией интегралов Стилтьеса (см., напри-
мер, [36]), равна значению дробного интеграла (1.45). Аналогичная трактовка возможна и в
случае правосторонего интеграла. Альтернативный подход к геометрической интерпретации
дробного интеграла в терминах касания α-го порядка был развит в работе [37]. Некоторые
геометрические иллюстрации к понятию дробного интеграла были предложены в работе [38],
однако приведенные там примеры относятся лишь к специальным областям.
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Рис. 1.1: Геометрическая интерпретация левостороннего дробного интеграла
Римана — Лиувилля порядка α = 1/4 от функции f(x) = x sinx на отрезке [0, π];
проекция, соответствующая дробному интегралу, показана красным

Неоднократно предпринимались попытки доказательства наличия связи между дробны-
ми операторами и геометрией фрактальных множеств. Следует подчеркнуть, что эти попыт-
ки часто встречают серьезную критику и не всегда являются строго обоснованными.
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Одной из первых работ в этой области являлась [39], где дробные интегралы Римана
— Лиувилля рассматривались как интегралы от заданной функции на множестве Кантора;
доказательство основывалось на использовании причинного интеграла типа свертки

f(x) =

∫ x

0

K(x− ξ)φ(ξ)dξ, (1.46)

где K(x) — функция импульсного отклика. Если выбрать в качестве K(x) функцию Хеви-
сайда, то (1.46) представляет собой обычный интеграл Римана, если же K(x) = δ(x), то
f(x) = φ(x). Предполагалось, что дробный интеграл Римана — Лиувилля с 0 < α < 1
интерполирует функцию отлика между δ-функцией Дирака (случай отсутствия памяти) и
функцией Хевисайда (случай полной памяти); интерполяцию предлагалось осуществить с
помощью предельного перехода в итерационной процедуре построения т.н. полосок Канто-
ра, при этом показатель дробного интеграла в точности совпадал с размерностью множества
Кантора. Однако, как было показано в [40], такой подход несостоятелен и может рассматри-
ваться лишь как некое приближение, возможно весьма грубое.

В работе [41] общая конструкция интеграла на фрактальном множестве Φ была предло-
жена в следующем виде:∫

Φ

f(x)µ(dx) = c(α) lim
diam Ek→0

∑
k

f(xk) (diam Ek)
α , (1.47)

где множества Ek образуют покрытие Φ, c(α) — нормировочный коэффициент, а параметр α
совпадает с размерностью Хаусдорфа множества Φ. В случае, когда Ek представляют собой
кольцевые сегменты, а интегрируемая функция обладает центральной симметрией, интеграл
в (1.47) может быть приведен к виду

2πα/2

Γ (α/2)

∫ +∞

0

f(x)xα−1dx = 2απ(α−1)/2Γ

(
α + 1

2

)(
Iα− f

)
(0) .

В работе [42] была рассмотрена связь между метрическими размерностями графиков
функций Вейерштрасса — Безиковича

Bλ(x) =
+∞∑
k=1

λ−βk sinλkx, 0 < β < 1, (1.48)

где λk образуют монотонную неограниченную последовательность, и размерностями их об-
разов под действием операторов Римана — Лиувилля. Было показано, что если α < 1,
0 < α + β < 1, λ1 > 1 и λk+1λ

−1
k неограниченно возрастает, то

dimH

(
Iα0+ Bλ

)
(x) = 1 + lim

k→∞

(1− α− β) lnλk
(1− α− β) lnλk + (α + β) lnλk+1

; (1.49)

аналогичный результат справедлив и для дробных производных при α < β:

dimH

(
Dα

0+ Bλ

)
(x) = 1 + lim

k→∞

(1 + α− β) lnλk
(1 + α− β) lnλk + (β − α) lnλk+1

; (1.50)

Полученные соотношения устанавливают линейную зависимость между размерностями гра-
фиков функций Bλ и их дробных интегралов и производных Римана — Лиувилля, при этом
дробное дифференцирование порядка α увеличивает метрическую размерность на α, а ин-
тегрирование — соответственно уменьшает (см. также рис. 1.2). Схожие результаты были
получены в работах [43, 44]; в [43] на основе указанного линейного соотношения также был
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Рис. 1.2: Функция (1.48) с λk = kk, β = 1/2 (вверху) и ее левосторонний дробный интеграл
Римана — Лиувилля порядка α = 1/6 (внизу)

предложен метод преобразования детерминированных фрактальных кривых, позволяющий
получить кривую с требуемой фрактальной размерностью.

Таким образом, до настоящего времи не предложено строгого доказательства прямой
связи между дробным исчислением и фрактальной геометрией в общем случае — этот вопрос
остается открытым. Нельзя также утверждать, что эта связь должна быть однозначной:
фрактальные множества вполне могут быть описаны без использования аппарата дробного
анализа, а дробные операторы не обязательно порождают фрактальные множества.

1.2 Дифференциальные уравнения с дробными производ-
ными

Закономерным развитием дробного исчисления является теория дифференциальных уравне-
ний с дробными производными (строго говоря, они представляют собой интегро-дифференци-
альные уравнения); подробное изложение основных результатов в этой области можно найти
в [21,24,28,45–47]. Для обыкновенных дифференциальных уравнений с дробными производ-
ными справедлив аналог теоремы Пикара — Линделефа о существовании и единственности
решения задачи Коши(

Dα
a+ u

)
(x) = f(x, u(x)),

(
Dα−k
a+ u

)
(a+ 0) = ck, k = 1, 2 . . . n, (1.51)
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где n = [α] + 1 если α /∈ N, и n = α в противном случае; обозначение
(
Dα−k
a+ u

)
(a+ 0) следует

понимать как односторонний предел(
Dα−k
a+0 u

)
(a+ 0) = lim

x→a+0

(
Dα−k
a+ u

)
(x) , k 6 n− 1,

(
Dα−n
a+0 u

)
(a+ 0) =

{
lim

x→a+0

(
In−αa+ u

)
(x) α 6= n,

u(a) α = n.

Доказательство существования и единственности в пространстве L1[a, b] при условии, что
f ∈ L1[a, b] для любого y и удовлетворяет условию Липшица по второму аргументу, основано
на эквивалентности (1.51) и интегрального уравнения Вольтерра второго рода [24]

u(x) =
n∑
k=1

ck(x− a)α−k

Γ(α− k + 1)
+

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− ξ)α−1f(ξ, u(ξ))dξ, x > a.

В [24] аналогичные теоремы доказаны для задачи Коши (1.51) в пространстве непрерыв-
ных функций и для задачи Коши для уравнения с производными Герасимова — Капуто в
пространстве непрерывно дифференцируемых функций.

Следует отметить, что дифференциальные уравнения с дробными производными раз-
личного типа требуют различных начальных условий. Так, начальные условия должны
быть заданы в терминах производных целого порядка для уравнений с производными Ге-
расимова — Капуто, и в терминах дробных производных для уравнений с производными
Римана — Лиувилля. В последнем случае дополнительно возникает вопрос об адекватной
физической интерпретации начальных и граничных условий, поскольку дробные производ-
ные являются нелокальными операторами, и в некотором смысле должны отражать историю
эволюции системы. Известен пример, показывающий, что решение задачи Коши с началь-
ными условиями, заданными производными дробного порядка, может не соответствовать
реальному поведению системы, описываемой дифференциальным уравнением дробного по-
рядка [48].

Общей теории уравнений с частными производными дробного порядка пока не предло-
жено; тем не менее, опубликовано большое число работ, посвященных изучению различных
классов уравнений специального вида и их приложениям к естественнонаучным и инженер-
ным задачам.

Аппарат дробного исчисления успешно применяется для изучения вязкоупругих тел (см.
обзор [49]), к которым относятся, например, полимеры и стекловидные эмали. По-видимому,
именно в рамках этой области исследований впервые были рассмотрены дифференциальные
уравнения с дробными частными производными — в работе А. Н. Герасимова [12] было вве-
дено обобщение известного соотношения между механической напряженностью и смещением
σ(t) = k

(
Dα+ ε

)
(t) и предложены уравнения

ρ
∂2u

∂t2
= k

(
tDα−

∂2u

∂x2

)
(x, t) ,

ρx3∂
2u

∂t2
= k

∂

∂x

(
x3 ∂

∂x

(
tDα− u

)
(x, t)

)
,

где 0 < α < 1, описывающие течение вязкой жидкости между движущимися поверхностя-
ми. В работах Р. Бэгли и П. Торвика [50, 51] была подробно исследована общая линейная
реологическая модель

n∑
k=0

ak (Dαk
+ σ) (t) =

m∑
k=0

bk

(
Dβk

+ ε
)

(t) . (1.52)
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Для большинства вязкоупругих материалов, как оказалось, в (1.52) достаточно ограничить-
ся рассмотрением случая n = m = 1 и α = β, 0 < α < 1. В [52] приведено большое количество
точных решений уравнений типа (1.52); там же приведено сравнение экспериментальных дан-
ных для различных полимерных материалов с данными, полученными на основе численного
анализа (1.52).

В [29] при исследовании диффузионных процессов в задачах аналитической химии впер-
вые было получено уравнение диффузии с дробными производными; в последующие годы
исследованиям в этой области посвящалось большое количество работ (см. [16, 18, 19, 24,
47, 53–62] и цитированную там литературу). Аппарат дробного исчисления оказался так-
же весьма эффективен в рамках изучения процессов переноса в фрактальных структурах
со сложными топологическими свойствами, объединенных под общим названием «странная
кинетика» [63,64].

Дифференциальные уравнения с дробными производными, ассоциированные c кинетиче-
скими процессами, весьма разнообразны по своей форме. Например, в работах [56, 65] были
соответственно рассмотрены уравнения(

tD
α
0+ u

)
(x, t) = −Ax−β ∂u

∂x
, A > 0, β > 0, 0 < α 6

1

2
,(

tD
α
0+ u

)
(x, t) = −A

(
∂u

∂x
+
k

x
u

)
, A > 0, k ∈ R, 0 < α 6

1

2
,

описывающие диффузионные процессы в фрактальных структурах. Эти уравнения были
получены как непосредственные обобщения уравнений с производными порядка 1/2 по вре-
менному переменному, которые могут быть получены с помощью преобразования Лапласа
из стандартного уравнения диффузии (такой же подход был использован в [29]).

Уравнение диффузии дробного порядка естественным образом возникает при рассмот-
рении схемы случайных блужданий с непрерывным временем (см., например, [54, 66, 67]).
Случайное блуждание такого типа η(t) определяется последовательностью неотрицательных
независимых и одинаково распределенных случайных величин θk (времен ожидания) с плот-
ностью распределения ψ(t) и последовательностью независимых одинаково распределенных
случайных величин ζk (величин смещения) с плотностью распределения w(x):

tn = θ1 + θ2 + . . .+ θn, n ∈ N,

η(t) =

{
0 0 6 t < t1,

ζ1 + ζ2 + . . .+ ζn tn 6 t < tn+1.

Таким образом, процесс выходит из нуля (разумеется, можно построить такой же процесс,
выходящий из любой другой заданной точки) и смещения из текущего положения происходят
в моменты времени tn. При весьма общих предположениях плотность p(x, t) вероятности
нахождения в точке x в момент времени t определяется соотношением

p(x, t) = δ(x)ψ0(t) +

∫ t

0

ψ(t− τ)

∫ +∞

−∞
w(x− ξ)p(ξ, τ)dξdτ, ψ0(t) =

∫ +∞

t

ψ(τ)dτ,

где ψ0(t) — вероятность того, что до момента времени t не произойдет ни одного смещения.
Если дополнительно предположить, что асимптотическое поведение плотностей w(x) и ψ(t)
определяется соотношениями

ψ(t) ∼ t−(1+β), t→ +∞, w(x) ∼ |x|−(1+α), x→ ±∞,

где 0 < β 6 1 и 0 < α 6 2, то после применения преобразований Лапласа и Фурье по
временному и пространственному переменным соответственно и некоторых преобразований
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может быть получено уравнение относительно p(x, t), определяющее эволюцию плотности:(
tDβ0+ p

)
(x, t) = K (xD

αp) (x, t), (1.53)

где K — некоторая постоянная. Подробное описание свойств решений этого уравнения и воз-
можные подходы к их физической интерпретации, а также некоторых обобщения рассмот-
ренной схемы можно найти в [54,55]; простой подход к построению выборочных траекторий
такого случайного блуждания приведен в [66].

В работе [68] с помощью аппарата производящих функций семиинвариантов (см., напри-
мер, [69]) было показано, что эволюция условных плотностей распределения стохастического
процесса, соответствующего нелинейному дифференциальному уравнению Ито

dξ = a(ξ, t)dt+ b(ξ, t)dΛ, (1.54)

где Λ — устойчивый случайный процесс (т.е. процесс с независимыми устойчиво распределен-
ными приращениями) также может быть описана уравнением типа адвекции — диффузии с
дробными производными: условная плотность вероятности перехода

p(x, t|x0, t0) = P(ξ(t) = x
∣∣ ξ(t0) = x0)

удовлетворяет уравнению

∂p

∂t
= − ∂

∂x

(
(µb(x, t) + a(x, t))p

)
− σ

[
(xD

α|b|αp) (x, t) +

+ βφ(α)
∂

∂x

(
xD

α−1|b|α−1p
)

(x, t)

]
(1.55)

с начальным условием
p(x, t

∣∣ x0, t0) = δ(x− x0)

где α, β, µ и σ соответствуют параметрам устойчивого распределения (см., например, [69,70]),
α 6= 1 и φ(α) = tg(πα/2). На коэффициенты уравнения (1.54), как и в случае обычных
уравнений Ито [71], наложены дополнительные ограничения

|a(x1, t)− a(x2, t)|+ |b(x1, t)− b(x2, t)| 6 K|x1 − x2|,
|a(x, t)|+ |b(x, t)| 6 C|1 + x|,

гарантирующие существование и единственность решения. Здесь K и C — некоторые по-
ложительные постоянные. В [72] для уравнения (1.55) с a(x, t) = 0 и b(x, t) = 1 указана
альтернативная форма в терминах производных Римана — Лиувилля:

∂ρ

∂t
+ µ

∂ρ

∂x
= −σ

[
xD

α/2
+ xD

α/2
− p+ βω(α)

∂

∂x
xD

(α−1)/2
+ xD

(α−1)/2
− p

]
.

Отметим, что во многих работах, где дифференциальные уравнения с дробными произ-
водными вводятся в контексте исследования тех или иных физических процессов, эти урав-
нения получены с помощью замены ad hoc обычных интегральных и дифференциальных
операторов в известных функциональных соотношениях их дробными аналогами. При этом,
вообще говоря, может появиться несколько неэквивалентных уравнений, каждое из которых
в равной мере может быть названо «дробным уравнением» соответствующего процесса. Так,
например, работы [59,61,62] были посвящены уравнению типа

u(x, t) =
m−1∑
k=0

fk(x)tk +
1

Γ(α)

∫ t

0

∆u(x, τ)dτ

(t− τ)1−α , x ∈ Rn, t ∈ R+, (1.56)
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а в [21,24] было исследовано уравнение(
tD

α
0+ u

)
(x, t) = λ2∆u, λ > 0, 0 < α < 2, x ∈ Rn. (1.57)

Оба этих уравнения были предложены в качестве дробных аналогов уравнения диффузии.
Основными методами решения задач для уравнений с дробными производными являют-

ся сведение к некоторому интегральному уравнению и применение техники интегральных
преобразований. Аналитические решения обычно могут быть получены лишь в терминах до-
статочно сложных специальных функций, как, например,H-функций Фокса (см. приложение
А). Для численного решения таких уравнений можно использовать разностные методы, опи-
рающиеся на определение Грюнвальда — Летникова или основанные на непосредственной
аппроксимации выражений, определяющих производные дробного порядка того или иного
типа. Некоторые другие подходы к численному анализу таких уравнений отмечены в [11].

Существует также гипотеза, согласно которой аппарат дробного исчисления следует при-
менять для описания любых эволюционных процессов, поскольку всем этим процессам, в
той или иной мере, присуще свойство эридитарности [73]. В общем случае под эридитарной
системой понимается такая, эволюция которой определяется не только ее текущим или бли-
жайшим предыдущим состоянием, а всеми предшествующими состояниями; такая система
сохраняет «память» об истории своего развития [74]. Хорошо известны [75] механические си-
стемы, демонстрирующие такое поведение — к ним, в частности, относятся упоминавшиеся
выше вязкоупругие тела. Попытка строгого математического обоснования этой концепции
предпринята в [76] и основывается на том, что дробная производная (в форме Маршо и
форме Грюнвальда — Летникова, см. также [27, 77]) является при 0 < α 6 1 порождающим
оператором

Aαf = lim
t→+0

T tαf − f
t

однопараметрической полугруппы преобразований T tα, свойства которой сходны со свойства-
ми полугруппы сдвигов по времени T t, а для последней, как известно, порождающим опе-
ратором является обычная производная по временному переменному. Некоторые дополни-
тельные сведения, связанные с применением дробного исчисления и уравнений с дробными
производными, можно также найти в [21,49,73,78–82].

1.3 Представление функций распределения дробными ин-
тегралами Римана — Лиувилля

В цикле работ [83–85] методы дробного исчисления были использованы для построения обоб-
щения некоторых известных соотношений теории вероятностей. В частности, для случайной
величины ξ, принимающей значения из отрезка [a, b], была предложена обобщенная функция
распределения

F (x) =
(
Iαa+ p

)
(x) , P(x1 6 ξ < x2) = F (x2)− F (x1), x1, x2 ∈ [a, b], (1.58)

подчиняющаяся нормировочному условию
(
Iαa+ p

)
(b) = 1. Как известно, в строгом смысле

функция распределения случайной величины является ограниченной неубывающей непре-
рывной слева функцией, т.е.

F (x1) 6 F (x2), x1 < x2, (1.59)
lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→+∞
F (x) = 1, (1.60)

lim
x→x0−0

F (x) = F (x0). (1.61)
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Всякая функция, удовлетворяющая условиям (1.59)–(1.61), определяет над борелевской ал-
геброй в R вероятностную меру P(ξ < x) = F (x). Для абсолютно непрерывных случайных
величин функция распределения полностью определяется заданием неотрицательной функ-
ции плотности p(x)

F (x) =

∫ x

−∞
p(ξ)dξ = 1−

∫ +∞

x

p(ξ)dξ. (1.62)

Непосредственным вычислением легко установить, что для произвольных α и p (1.58) не
является функцией распределения в строгом смысле: действительно, для функции плотности

p(x) =
Γ(α + 2)

2(2α − 1)
(1− |x|) I[−1,1](x),

задающей при α = 1 распределение Симпсона, получим

F (x) =



0 x 6 −1,
(x+ 1)α+1

2(2α − 1)
x ∈ (−1, 0],

(x+ 1)α+1 − 2xα+1

2(2α − 1)
x ∈ [0, 1],

1 x > 1.

(1.63)

Здесь IA — индикаторная функция множества A. Функция (1.63) достигает максимума в
точке x = 1/(21/α−1), которая при 0 < α < 1 находится внутри отрезка [0, 1]; таким образом,
(1.63) не является неубывающей функцией при 0 < α < 1. В этом случае, вообще говоря,
величина

F (x2)− F (x1) = P(x1 6 ξ < x2), x1, x2 ∈ [−1, 1]

может быть отрицательной, что очевидным образом нарушает аксиоматическое определе-
ние вероятностной меры. Хотя попытки придать отрицательным вероятностям смысл пред-
принимались (краткий обзор можно найти в [86]), на сегодняшний день содержательной
теории, допускающей отрицательные значения вероятностной меры, не построено. Тем не
менее, несмотря на то, что конструкция (1.58) не является функцией распределения, в [87]
на ее основе вводится понятие «дробного вероятностого пространства».

Представляется вполне естественным поставить вопрос о том, при каких условиях функ-
ции распределения абсолютно непрерывных случайных величин могут быть корректно пред-
ставлены в терминах интегралов Римана — Лиувилля. Рассмотрим вначале функции плот-
ности с ограниченным носителем [a, b]; функцию распределения будем определять как

F (x) =


0 x 6 a,(
Iαa+ p

)
(x) x ∈ (a, b],

1 x > b.

(1.64)

Если функция распределения F известна и принадлежит классу Iαa+(L1) (см. раздел 1.1), то
на (a, b] соответствующая ей функция плотности является решением интегрального уравне-
ния

F (x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

p(ξ)(x− ξ)α−1dξ,

т.е. производной порядка α от функции распределения. Таким образом, при заданном α класс
допустимых функций плотности является образом множества неубывающих непрерывных
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слева функций с соответствующим поведением на границах отрезка под действием оператора
дробного дифференцированияDα

a+. В качестве примера рассмотрим функцию распределения

F (x) =


0 x 6 1,

−(x+ 1)3

4
+

3(x+ 1)2

2
x ∈ (−1, 1],

1 x > 1.

(1.65)

Легко убедиться, что при α = 1 она соответствует плотности

p(x) =
3

4
(1− x2)I[−1,1](x). (1.66)

Дробная производная может быть вычислена здесь непосредственно; с учетом (1.9) оконча-
тельное выражение для функции плотности, соответствующей при произвольном α (1.65),
имеет вид

p(x) =
3

2

[
(x+ 1)2−α

Γ(3− α)
− (x+ 1)3−α

Γ(4− α)

]
I[−1,1](x). (1.67)

Подстановка α = 1 в (1.67), как и следовало ожидать, приводит к (1.66).
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Рис. 1.3: Функции плотности (1.67) (слева) и соответствующие им функции распределения
(1.65) (справа) при различных значениях α

Простой анализ (1.67) показывает, что при некоторых α эта функция плотности может
принимать в том числе и отрицательные значения. Действительно,

p(1) = 21−α 3(1− α)

Γ(4− α)

меньше нуля при α > 1, а поскольку функция (1.67) непрерывна на (−1, 1], то существует
некоторая левая окрестность точки x = 1, где она также меньше нуля. Таким образом, неот-
рицательность функции плотности не является ни необходимым, ни достаточным условием
для корректности определения (1.64).

Поведение плотностей, соответствующих (1.64), в окрестности точки b существенно зави-
сит от значения α. Так, при α < 1 из теоремы 1 следует, что на (a, b]

p(x) =
1

Γ(1− α)

[
F (a)

(x− a)α
+

∫ x

a

F ′(ξ)dξ

(x− ξ)α

]
.
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Поскольку F неубывает, найдется по крайней мере один отрезок внутри [a, b], на котором F ′ >
0 (поскольку теорема справедлива лишь для функций из AC[a, b], функции распределения
типа функции Кантора, производная которой почти всюду равна нулю, исключены). Тогда
сумма в правой части

p(b) =
1

Γ(1− α)

[
F (a)

(b− a)α
+

∫ b

a

F ′(ξ)dξ

(b− ξ)α

]
.

является строго положительной; таким образом, при 0 < α < 1 не существует функций плот-
ности, принимающих на обоих концах отрезка нулевые значения. При 1 6 α < 2 аналогичное
выражение для плотности принимает вид

p(x) =
F (a)

(x− a)αΓ(1− α)
+

F ′(a)

(x− a)1−αΓ(2− α)
+

1

Γ(2− α)

∫ x

a

F ′′(ξ)dξ

(x− ξ)α−1
. (1.68)

Значение плотности в точке b здесь зависит от направление выпуклости функции F и, вообще
говоря, может быть любым, в том числе и равным нулю. Действительно, пусть функция F
такова, что F (a) = F ′(a) = 0 и

F ′′(x) = I(a,c)(x)− (γ − 1)I[c,b](x), a < c < b, γ =

(
b− a
b− c

)2−α

> 1.

Вычисляя интеграл в (1.68), получим

Γ(3− α)p(b) = (b− a)2−α − γ(b− c)2−α = 0.

Функция распределения F с указанными выше свойствами существует:

F (x) =


0 x 6 a,

K(x− a)2 x ∈ (a, c),

K[(c− a)(2x− a− c)− (γ − 1)(x− c)2] x ∈ [c, b],

1 x > b.

(1.69)

Множитель K выбирается так, чтобы выполнялось F (b) = 1:

K =
1

(c− a)(2b− a− c)− (γ − 1)(b− c)2
.

Легко показать, что функция (1.69) будет непрерывной и неубывающией при любом выборе c.
На рис. 1.4 показаны функции плотности, соответствующие (1.69) при некоторых 1 6 α < 2.
При α > 2 анализ может быть проведен аналогичным образом.

Исчерпывающее описание класса функций плотности в контексте определения (1.64) весь-
ма затруднительно, однако можно указать несколько простых достаточных условий. При
α > 1 приращение ∆F в области x ∈ (a, b] будет определяться выражением

Γ(α)∆F =

∫ x

a

p(ξ)[kα−1(x+ ∆x, ξ)− kα−1(x, ξ)]dξ +

∫ x+∆x

x

p(ξ)kα−1(x+ ∆x, ξ)dξ, (1.70)

где kα(x, ξ) = (x − ξ)α. Если функция p неотрицательна, то, поскольку kα−1(x, ξ) при фик-
сированном ξ монотонно возрастает по первому аргументу, все подынтегральные функции
в (1.70) при ∆x > 0 будут также неотрицательны, и ∆F > 0. Для непрерывности слева до-
статочно потребовать, чтобы p была ограниченной и кусочно-непрерывной функцией — это
следует из известной теоремы о непрерывности интеграла, зависящего от параметра (см.,
например, [36]).



28

−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

α = 1.05

α = 1.2

α = 1.4

α = 1.5

α = 1.6

α = 1.8

Рис. 1.4: Функции распределения (1.69) (справа) и соответствующие им функции плотности
(слева) при различных значениях α

Пусть теперь 0 < α < 1. Интегрирование по частям в (1.64) при x ∈ (a, b] приводит к

F (x) =
1

Γ(α + 1)

[
p(a)kα(x, a) +

∫ x

a

p′(ξ)kα(x, ξ)dξ

]
, (1.71)

откуда, в свою очередь, следует

Γ(α + 1)∆F = p(a)[kα(x+ ∆x, a)− kα(x, a)] +

∫ x

a

p′(ξ)[kα(x+ ∆x, ξ)− kα(x, ξ)]dξ +

+

∫ x+∆x

x

p′(ξ)kα(x+ ∆x, ξ)dξ.

Если p(a) > 0 и p′ неотрицательна, то ∆F > 0. Представление (1.71) также позволяет сфор-
мулировать достаточный признак непрерывности слева при 0 < α < 1: p′ должна быть
ограниченной кусочно-непрерывной функцией. С учетом (1.25) необходимо дополнительно
потребовать регулярности функции плотности, что гарантирует F (a+ 0) = 0.

Таким образом, при α > 1 искомому классу принадлежат ограниченные кусочно-непрерывные
неотрицательные функции, удовлетворяющие дополнительному условию регулярности в точ-
ке a (что, в целом, совпадает с обычными требованиями к функции плотности); в случае же
0 < α < 1 в этот класс входят неубывающие функции с ограниченной кусочно-непрерывной
производной и удовлетворяющие условию регулярности в точке a, такие что p(a) > 0.

На отрезке [−1, 1], например, классу плотностей принадлежит, в силу полученного доста-
точного условия, семейство степенных функций

p(x) =
Γ(α)Γ(α + β + γ − 1)

2αΓ(β)Γ(α + γ − 1)

(
x+ 1

2

)β−1(
1− x

2

)γ−1

I[−1,1](x) (1.72)

с α + β > 1 и γ = 1; функция распределения в этом случае может быть найдена простым
вычислением (см. также рис. 1.5 и 1.6):

F (x) =


0 x 6 −1,(
x+ 1

2

)α+β−1

x ∈ (−1, 1],

1 x > 1.
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Этому семейству, в частности, принадлежит аналог равномерного распределения, получае-
мый при β = 1 и γ = 1.
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Рис. 1.5: Функции плотности (1.72) (слева) и соответствующие им функции распределения
(1.64) (справа) при различных значениях α; β = 1.25, γ = 1
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Рис. 1.6: Функции плотности (1.72) (слева) и соответствующие им функции распределения
(1.64) (справа) при различных значениях α; β = 3, γ = 1

Возможен также альтернативный подход к определению функции распределения в тер-
минах правостороннего интегрального оператора:

F (x) =


0 x 6 a,

1−
(
Iαb− p

)
(x) x ∈ (a, b),

1 x > b.

(1.73)
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При этом (1.73) совпадает с (1.64) лишь для α = 1. Как и в случае левосторонних интегралов,
допустимые функции плотности могут быть найдены как

(
Dα
b− (1− F )

)
(x), где F — функция

распределения некоторой случайной величины. Например, функции распределения (1.65)
соответствует семейство плотностей

p(x) =
3

2

[
(1− x)2−α

Γ(3− α)
− (1− x)3−α

Γ(4− α)

]
I[−1,1](x), (1.74)

которое, очевидно, может быть получено из (1.67) инверсией знака переменного x.
Повторяя приведенные выше рассуждения, легко показать, что в этом случае при 0 < α < 1

для монотонности функции распределения достаточно потребовать выполнения условия p′ 6
0 на (a, b), т.к.

Γ(α + 1)∆F = p(b)[kα(b, x)− kα(b, x+ ∆x)] +

∫ b

x+∆x

p′(ξ)[kα(ξ, x)− kα(ξ, x+ ∆x)]dξ −

−
∫ b

x

p′(ξ)kα(ξ, x)dξ

и функция kα(ξ, x) монотонно убывает по второму аргументу при фиксированном ξ.
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Рис. 1.7: Функции плотности (1.72) (слева) и соответствующие им функции распределения
(1.73) (справа) при различных значениях α; β = 1, γ = 2.75

Рассмотренные построения могут быть распространены на случай функций с неограни-
ченным носителем, если дополнительно потребовать, чтобы p нужным образом убывала на
бесконечности. Например, если функция распределения определена с помощью правосторон-
него интегрального оператора

F (x) = 1−
(
Iα− p

)
(x) ,

классу плотностей принадлежит экспоненциальное однопараметрическое семейство

p(x) = λαe−λxIR+(x).

Функция распределения здесь легко может быть найдена непосредственным вычислением:

F (x) =

{
0 x 6 0,

1− e−λx x > 0,
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поскольку
1

λαΓ(α)

∫ +∞

x

e−λξ(ξ − x)α−1dξ =
eλx

Γ(α)

∫ +∞

0

e−ηηα−1dη = eλx.

Для функций, носитель которых совпадает с R, рассмотрение проводится аналогично.
Например, на рис. 1.8 представлены несколько функций плотности (полученных с помощью
численных методов) при различных α, соответствующих стандартному распределению Гаус-
са:

F (x) =
(
Iα+ p

)
(x) , F (x) =

1

2

(
1 + erf

(
x√
2

))
.
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Рис. 1.8: Функции плотности, соответствующие стандартному распределению Гаусса, при
различных значениях α

Полученные выше достаточные условия при 0 < α < 1, связанные с сохранением знака
производной функции плотности, для функций, определенных на всей числовой оси, теряют
смысл: действительно, для существования

(
Iα+ p

)
(x) на всей оси необходимо потребовать

достаточно быстрого убывания p при x → ±∞; но тогда p не может быть неубывающей
положительной функцией на всей оси.

Следует отметить, что при рассмотрении функций распределения, представимых дробны-
ми интегралами Римана — Лиувилля, предварительный выбор носителя функции плотности
имеет существенное значение. Рассмотрим, например, функцию распределения:

F (x) =


0 x 6 −1,

(x+ 1)/2 x ∈ (−1, 1],

1 x > 1.

Если функция распределения определена соотношением (1.64), то, выполняя дробное диф-
ференцирование на отрезке (−1, 1], можно показать, что функция плотности будет иметь
вид

p(x) =
(x+ 1)1−α

2Γ(2− α)
I[−1,1](x).

Однако, если считать, что F (x) =
(
Iα+ q

)
(x), и выполнить дробное дифференцирование

на всей оси, будет получена другая функция плотности q, отличающаяся от p на множестве
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ненулевой меры. Такая неоднозначность обусловлена отмечавшимся уже выше обстоятель-
ством: дробная производная Римана — Лиувилля постоянной при α /∈ N не равна нулю.

Для получения аналитического выражения для q предварительно необходимо вычислить
интеграл

jα(x) =
1

2Γ(α)

∫ 1

−1

(ξ + 1)(x− ξ)α−1dξ.

После замены η = (ξ + 1)/(x+ 1) получим

jα(x) =
(x+ 1)α+1

2Γ(α)
B

(
2, α;

2

x+ 1

)
=

(x+ 1)α−1

Γ(α)
2F1

(
2, 1− α, 3, 2

x+ 1

)
,

где B(α, β; z) — неполная B-функция. Тогда, при 0 < α < 1

(
Iα+ F

)
(x) = jα(x) +

(x− 1)α

Γ(α + 1)
,
(
Dα

+ F
)

(x) =
d

dx

(
I1−α

+ F
)

(x) .

Последнее соотношение приводит к

q(x) =


0 x 6 −1,
(x+ 1)1−α

2Γ(2− α)
x ∈ [−1, 1],

ψα(x) +
(x− 1)−α

Γ(1− α)
x > 1,

(1.75)

где

ψα(x) =
d

dx
j1−α(x) = − α

Γ(1− α)(x+ 1)α+2

[
(x+ 1) 2F1

(
2, α, 3,

2

x+ 1

)
+

+
4

3
2F1

(
3, α + 1, 4,

2

x+ 1

)]
.

Отмеченные нестандартные свойства функций, допускающих корректное представление
распределений в виде односторонних дробных интегралов, делают весьма затруднительным
использование подобных конструкций в прикладных задачах. Например, привычная оценка
плотности распределения с помощью относительных частот (гистограмма) может оказаться
неприменимой при заданном нецелом α, поскольку, как уже отмечалось выше, неотрицатель-
ность еще не гарантирует, что выражение типа (1.64) будет корректно определять функцию
распределения. Поэтому в дальнейшем будет использоваться обычный подход к определению
функций распределения.

1.4 Основные результаты главы 1
Было проведено исследование возможности представления функций распределения случай-
ных величин интегралами Римана — Лиувилля дробного порядка. Получены достаточные
условия на подынтегральные функции, гарантирующие неубывание дробных интегралов
как функций верхнего предела. Построены примеры, показывающие, что неотрицательность
подынтегральной функции не является ни необходимым, ни достаточным условием моно-
тонности. Описаны характерные особенности функций, дробные интегралы от которых кор-
ректно представляют функции распределения.
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Глава 2

Некоторые модели случайных
блужданий

2.1 Случайные блуждания на фрактальных множествах
Рассмотрение начнем с одного из наиболее известных примеров фрактального множества —
множества Кантора. Простейшим способом определения симметричного множества Кантора
Cλ является следующая геометрическая итерационная процедура (см., например, [32, 88]):
из замкнутого отрезка [0, 1] исключается открытый интервал длины λ < 1, составляющий
среднюю часть исходного отрезка; затем из каждого из двух оставшихся замкнутых отрезков
исключается открытый интервал длины λβ, где β = (1 − λ)/2 и т.д. Таким образом, дли-
на каждого из 2n−1 удаляемых на n-ой итерации интервалов равна λβn−1, так что на n-ом
шаге удаляются интервалы совокупной длины λ(2β)n−1. Суммарная длина этих интервалов,
как легко видеть, равна единице, поэтому мера Лебега множества Cλ равна нулю. Исполь-
зуя технику, предложенную в [89], можно показать, что его размерность Хаусдорфа равна
− logβ 2: это множество является объединением двух подобных ему множеств с масштабным
коэффициентом β. Точки симметричного множества Кантора могут быть представлены в
виде

(1− β)
+∞∑
k=0

βkbk, bk ∈ {0, 1}. (2.1)

Известны также различные обобщения множества Кантора: асимметричное множество Кан-
тора [89]; множество Смита — Вольтерра — Кантора (или ε-множество Кантора) [90], по-
лучаемое исключением на n-ой итерации средней части длины 2−2n; n-мерное множество
Кантора (или «канторова пыль») [91]; рандомизированное множество Кантора (см., напри-
мер, [92,93]) и некоторые другие. Несмотря на то, что множество Кантора имеет достаточно
простую структуру, оно естественным образом возникает в самых различных нетривиальных
задачах [88,91,94].

Представление (2.1) устанавливает соответствие между точками Cλ и бинарными после-
довательностями, что позволяет использовать последние для построения случайного блуж-
дания на таком множестве. Будем рассматривать случайный процесс с дискретным временем

ηt = (1− β)
+∞∑
k=0

βkξ
(k)
t , (2.2)

где ξ(k)
t — дискретные случайные величины с распределением Бернулли, принимающие лишь

два значения: 0 или 1.
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Один из простейших вариантов случайного блуждания можно получить, считая, что ξ(k)
t

при любом фиксированном k образуют однородную цепь Маркова (граф переходов изобра-
жен на рис. 2.1), и при любом фиксированном t случайные величины ξ

(k1)
t и ξ(k2)

t независимы.

p11

p00

p01

p10

E0 E1

Рис. 2.1: Граф переходов для элементов бинарной последовательности

Не ограничивая общности, будем считать, что рассматриваемый случайный процесс вы-
ходит из нуля, т.е. ξ(k)

0 ≡ 0 для любого k. Будем также считать, что вероятности переходов
не зависят от k. В этом случае легко получить аналитические выражения для основных ха-
рактеристик случайного процесса (2.2). Уравнение Колмогорова для марковского процесса,
ассоциированного с каждым символом бинарной последовательности, имеет вид

P (t+ 1) = ΠTP (t), Π =

(
p00 p01

p10 p11

)
,

где P (t) — вектор вероятностей состояний. Общее решение этого уравнения имеет вид

P1(t) =
p10

p01 + p10

+
p01

p01 + p10

(tr Π− 1)t, (2.3)

P2(t) =
p01

p01 + p10

− p01

p01 + p10

(trΠ− 1)t. (2.4)

Отсюда следует, что случайный процесс ηt будет строго стационарным, если tr Π = 1 или
p01 = 0 (тривиальное решение, для которого случайный процесс тождественно равен нулю).

Непосредственной проверкой легко убедиться, что

E
[
ξ

(k)
t

]
= P2(t), D

[
ξ

(k)
t

]
= P1(t)P2(t);

совместное распределение ξ(k)
t и ξ(k)

t+1 имеет вид

P
(
ξ

(k)
t = 0, ξ

(k)
t+1 = 0

)
= p00P1(t), P

(
ξ

(k)
t = 0, ξ

(k)
t+1 = 1

)
= p01P1(t),

P
(
ξ

(k)
t = 1, ξ

(k)
t+1 = 0

)
= p10P2(t), P

(
ξ

(k)
t = 1, ξ

(k)
t+1 = 1

)
= p11P2(t),

откуда следует, что E
[
ξ

(k)
t ξ

(k)
t+1

]
= p11P2(t). С помощью указанных выше соотношений могут
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быть получены явные выражения для числовых характеристик случайного процесса (2.2):

E [ηt] = (1− β)
+∞∑
k=0

βkE
[
ξ

(k)
t

]
= P2(t),

D [ηt] = (1− β)2

+∞∑
k=0

β2kD
[
ξ

(k)
t

]
= P1(t)P2(t)

1− β
1 + β

,

Kη(t, τ) =


p11P2(min{t, τ})1− β

1 + β
− P2(t)P2(τ) |t− τ | = 1,

P1(t)P2(t)
1− β
1 + β

|t− τ | = 0,

0 |t− τ | > 1.

Для того чтобы получить траектории случайного процесса ηt, в сумме (2.2) необходимо
удержать лишь n слагаемых, где n ∈ N. Разумеется, построенная таким образом траекто-
рия будет лишь приближением к истинной траектории ηt. Точностью аппроксимации можно
управлять, задавая достаточно большим n. Множество точек вида

(1− β)
n−1∑
k=0

βkbk, bk ∈ {0, 1},

соответствующее всем возможным бинарным последовательностям конечной длины n, бу-
дем обозначать C(n)

λ . Очевидно, что C(n)
λ ⊂ Cλ. Легко оценить, в какой мере это множество

приближает множество Кантора:

max{ρ(x, y) : x ∈ C(n)
λ , y ∈ Cλ \ C(n)

λ } = (1− β)
+∞∑
k=n

βk = βn. (2.5)

Так, например, для тернарного множества Кантора (λ = 1/3) максимальное расстояние (2.5)
не превосходит 2·10−48 при n = 100. Хотя мы рассматривали конструкцию, в которой измене-
нием каждого символа последовательности управляет цепь Маркова с двумя состояниями,
очевидно, что она эквивалентна «агрегированной» цепи Маркова с 2n состояниями. Если
исходные цепи были регулярными (в том смысле что все переходные вероятности отличны
от нуля), то эта агрегированная цепь будет неразложимой и непериодической, и, в силу эр-
годической теоремы (см., например, [69]), после достаточного количества шагов каждое ее
состояние будет достигнуто хотя бы один раз. Последнее, в свою очередь, означает, что про-
странство значений выборочной траектории будет совпадать с C(n)

λ , которое аппроксимирует
Cλ с любой заранее заданной точностью.

Ниже приведены примеры полученных траекторий случайного блуждания на тернарном
множестве Кантора для различных матриц переходных вероятностей; во всех рассмотрен-
ных случаях n = 5000. Так, на рис. 2.2 показана траектория симметричного блуждания,
когда все переходы в соответствующей цепи Маркова равновероятны; на рис. 2.3 траекто-
рия «притягивается» к точке 1, поскольку p00 < 0.5 и p11 > 0.5. На рис. 2.4–2.5 показаны
примеры траекторий нестационарных случаных блужданий, для которых условие tr Π = 1
не выполнено.

Естественным обобщением описанной конструкции является случайное блуждание, где
ξ

(k)
t образуют неоднородную цепь Маркова, т.е. вероятности переходов зависят от времени
t. Для простоты будем по-прежнему считать, что переходные вероятности не зависят от k;
однако даже с учетом такого упрощения получить выражения вероятностей состояний при
произвольном t, подобные (2.3)–(2.4), в общем случае весьма затруднительно.
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Рис. 2.2: Траектория случайного блуждания на тернарном множестве Кантора с p00 = 0.5,
p11 = 0.5
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Рис. 2.3: Траектория случайного блуждания на тернарном множестве Кантора с p00 = 0.25,
p11 = 0.75
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Рис. 2.4: Траектория случайного блуждания на тернарном множестве Кантора с p00 = 0.1,
p11 = 0.1
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Рис. 2.5: Траектория случайного блуждания на тернарном множестве Кантора с p00 = 0.7,
p11 = 0.8
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Среди всевозможных видов функциональной зависимости переходных вероятностей от
времени были выбраны периодические и триггерные зависимости, которые могут быть опи-
саны, например, следующими семействами функций:

θ(t, s, L) =
1

2

(
sin

(
2π(t− s)

L

)
+ 1

)
,

τ(t, s, L) =
1

2

(
erf

(
t− s√

2L

)
+ 1

)
.

На рис. 2.6 показана траектория случайного процесса ηt с переходными вероятностями
p00 = θ(t, 1, 250) и p11 = θ(t, 126, 256). Поскольку

θ(t, s+ L/2, L) = 1− θ(t, s, L),

локальным максимумам p00 соответствуют локальные минимумы p11 и наоборот; вследствие
этого траектория обладает ярко выраженной периодичностью — области «притяжения» тра-
ектории к нулю или единице перемежаются с областями резких осцилляций.

На рис. 2.7 показана траектория с переходными вероятностями p00 = τ(t, 250, 250), p11 =
τ(t, 500, 250). Качественно характер траектории здесь можно объяснить следующим образом:
при небольших t вероятности сохранения символов последовательности, соответственно p00 и
p11, малы; с ростом t эти вероятности стремятся к единице и изменения символов становятся
все более редкими, а траектория устанавливается на некотором постоянном уровне. В обоих
вышеприведенных примерах рассматривалось блуждание на тернарном множестве Кантора
при n = 5000.

Таким же образом можно ввести явную зависимость переходных вероятностей от положе-
ния символа в последовательности. Например, на рис. 2.8 показана траектория случайного
процесса ηt, для которого величинам ξ

(1)
t и ξ(2)

t соответствует матрица Π1, а ξ
(k)
t при k > 2 —

матрица Π2:

Π1 =

(
0.975 0.025
0.025 0.975

)
, Π2 =

(
0.5 0.5
0.5 0.5

)
. (2.6)
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Рис. 2.6: Траектория случайного блуждания на тернарном множестве Кантора с
p00 = θ(t, 1, 250), p11 = θ(t, 126, 256)
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Рис. 2.7: Траектория случайного блуждания на тернарном множестве Кантора с
p00 = τ(t, 200, 350), p11 = τ(t, 150, 100)

Характерный вид траектории легко объяснить: поскольку вклад каждого ξ(k)
t в сумму (2.2)

существенно уменьшается с увеличением k, наибольшее изменение значения случайного про-
цесса реализуется за счет первых нескольких символов бинарной последовательности, для
которых вероятность изменения мала; наблюдаемые флуктуации малой амплитуды обуслов-
лены символами с k > 2, для которых вероятность изменения несколько больше.
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Рис. 2.8: Траектория случайного блуждания на тернарном множестве Кантора с переходны-
ми вероятностями, зависящими от k

В рассмотренную выше конструкцию случайного процесса можно также включить зави-
симость между случайными величинами ξ(k)

t при различных k. Например, значение величины
ξ

(k)
t может определяться не только ее предыдущим значением ξ

(k)
t−1, но и предыдущими зна-

чениями ξ(k±1)
t−1 ; такая система в целом будет весьма похожа на одномерную модель Изинга.
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При фиксированном t последовательность ξ(k)
t здесь образует цепь Маркова (в общем случае

неоднородную), имеющую с учетом всех возможных контекстов k-ого символа в бинарной
последовательности восемь состояний; граф переходов здесь имеет четыре компоненты связ-
ности, эквивалентные графу, изображенному на рис. 2.1. Для того чтобы правила перехода
применялись единообразно ко всем символам, можно считать, что последовательности {ξ(k)

t }
предшествует последовательность {ξ(k)

t−1}.
Предложенный метод может быть обобщен на случай фрактальных множеств с более

сложной структурой. Пусть задана конечная система сжимающих отображений {ψ1, . . . ψm}
полного метрического пространства M на себя (наиболее естественным здесь является про-
странство Rn). Тогда оператор

H(A) =
m⋃
k=1

ψk(A) (2.7)

является сжимающим в пространстве непустых компактных подмножеств M , оснащенном
метрикой Хаусдорфа, и по теореме Банаха существует единственное инвариантное относи-
тельно этой системы отображений множество Φ, такое что H(Φ) = Φ; более того, Φ может
быть представлено как замыкание множества неподвижных точек всевозможных конечных
композиций ψi1 ◦ . . . ◦ ψiq [25].

Например, симметричное множество Кантора Cλ порождается системой из двух отобра-
жений

ψ1(x) = βx, ψ2(x) = 1− β(1− x);

т.н. подерному треугольнику Серпинского [95] соответствует система отображений

ψ1(x) =

(
cos2 β cos β sin β

cos β sin β − cos2 β

)
x,

ψ2(x) =

(
cos2 γ − cos γ sin γ

− cos γ sin γ − cos2 γ

)
x +

(
sin2 γ

cos γ sin γ

)
,

ψ3(x) =

(
− cosα cos(γ − β) cosα sin(γ − β)
cosα sin(γ − β) cosα cos(γ − β)

)
x +

(
sin2 γ

cos γ sin γ

)
,

где α, β и γ — острые углы при вершинах исходного треугольника. Фрактальные множе-
ства, получаемые с помощью систем итерированных сжимающих отображений, могут иметь
весьма сложную форму; несколько таких примеров показано на рис. 2.9.

Случайное блуждание на фрактальном множестве, получаемом с помощью некоторой
системы сжимающих отображений, также можно описать в терминах случайных последова-
тельностей над алфавитом из m символов, где m — количество отображений; эту последо-
вательность следует интерпретировать как порядок применения конкретных отображений
(пронумерованных числами от 1 до m) к некоторой фиксированной точке x0 ∈ Φ. Кор-
ректность такого подхода обусловлена тем, что для любой последовательности {sk}, где
sk ∈ {1, 2 . . .m} и x0 ∈ Φ [26]

ψs1 ◦ . . . ◦ ψsq(x0) ∈ Φ.

Для получения выборочных траекторий и в этом случае необходимо рассматривать последо-
вательности некоторой конечной длины n. Вопрос о точности аппроксимации здесь решается
как и для множества Кантора, необходиме оценки для расстояний можно найти в [25].

На рис. 2.10 в качестве примера показана реализация случайного блуждания на подерном
треугольнике Серпинского с α = 70◦, β = 60◦, γ = 50◦ с матрицей переходных вероятностей

Π =

0.5 0.4 0.1
0.1 0.3 0.6
0.3 0.2 0.5

 .
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Рис. 2.9: Примеры «дендритных» фрактальных множеств, получаемых с помощью систем
сжимающих отображений (справа — т.н. папоротник Барнсли)

Рис. 2.10: Реализация случайного блуждания на подерном треугольнике Серпинского

Рассмотрение случайных блужданий на регулярных фрактальных множествах возможно
также с использованием аппарата теории графов. Разумеется, в этом случае графы долж-
ны обладать свойством самоподобия, отличающим все фрактальные множества. Существует
несколько подходов к вопросу строгого определения самоподобных графов. По-видимому, са-
мым простым примером здесь являются графы, получаемые дословным повторением проце-
дуры построения регулярных фрактальных множеств на плоскости (см., например, рис. 2.11).
Более общий подход предполагает итерационное построение самоподобных графов на основе
некоторого конечного набора правил преобразования [96,97]: в исходном графе все подграфы,
удовлетворяющие определенным требованиям (т.е. соответствующие некоторому шаблону),
заменяются более сложными подграфами, после чего к полученному графу применяются
аналогичные правила преобразования (схематичный пример приведен на рис. 2.11); проце-
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дура продолжается ad infinitum. В целом, такая процедура аналогична выводу в некоторой
формальной грамматике. Во многом похожий метод был предложен в работе [98], где самопо-
добные графы строятся из некоторого заданного конечного графа с помощью произведения
Кронекера матриц смежности. Известны также работы, в которых самоподобные графы вво-
дятся аксиоматически на основе понятия изоморфизма графов [99].

Рис. 2.11: К вопросу о самоподобных графах: слева — граф, соответствующий квадрату
Серпинского (после двух итераций); справа — пример итерационного преобразования ребер
в графе (показаны две итерации)

После того как структура самоподобного графа определена, случайное блуждание на нем
можно ввести так же, как и для обычного конечного графа (см., например, [100–102]). Хотя
самоподобные графы имеют бесконечное число вершин, они являются локально конечными
(т.е. все вершины имеют конечную степень), что позволяет корректно определить случайные
смещения из одной вершины в другую. Некоторые свойства таких случайных блужданий
уже изучены (см. [103,104] и цитированную там литературу).

В последние десятилетия аппарат графов все чаще применяется в рамках различных при-
кладных задач для моделирования сложных сетевых конструкций (см. [105] и цитированную
там литературу). Так, например, в [106] была предложена имитационная модель институцио-
нальной коррупции: в основе ее лежит последовательное моделирование случайного блужда-
ния на некотором нагруженном графе, при этом характеристики графа меняются на каждой
итерации в зависимости от реализации блуждания.

2.2 Случайные блуждания, ассоциированные с уравнени-
ем дробной диффузии

Основным объектом исследования данного раздела является уравнение смешанного типа с
производными Герасимова — Капуто и Рисса — Феллера(

tDβ0+ p
)

(x, t) = A
∂p

∂x
+B (xD

α
θ p) (x, t), x ∈ R, t ∈ R+, (2.8)

параметры которого подчинены следующим ограничениям:

0 < β 6 1, 0 < α 6 2, |θ| 6 min{2, 2− α}, A ∈ R, B ∈ R+.
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Фундаментальные решения (2.8) при любом фиксированном t являются плотностями рас-
пределения некоторых абсолютно непрерывных случайных величин.

Предваряя доказательство последнего утверждения, необходимо ввести некоторые опре-
деления, касающиеся устойчивых распределений. Распределение случайной величины ξ на-
зывается устойчивым, если для любого n > 2 существуют cn > 0 и dn, такие что

ξ1 + · · ·+ ξn = cnξ + dn, (2.9)

где ξk — независимые случайные величины, распределение которых совпадает с распреде-
лением ξ, а равенство (2.9) понимается в смысле равенства по распределению. Устойчивые
распределения и только они могут являться предельными распределениями для нормирован-
ных сумм независимых одинаково распределенных случайных величин (см., например, [69]).
В последние десятилетия устойчивые распределения находят все больше применений в раз-
личных прикладных задачах (множество примеров можно найти в [70]).

Для характеристической функции устойчивого распределения известно представление
Леви — Хинчина [69,70]:

lnχ(ω) = iµω − σ|ω|α (1− iγφ(α) sgn(ω)) , (2.10)
0 < α 6 2, µ ∈ R, σ > 0, |γ| 6 1,

где α — характеристический параметр, µ — параметр положения, σ — параметр масштаба,
γ — параметр асимметрии (иногда называемый также параметром скоса), и

φ(α) =

{
tg (απ/2) α 6= 1,

−2 ln |x|/π α = 1.

Наряду с (2.10) используются несколько альтернативных представлений для характеристи-
ческой функции устойчивых распределений [70]. Так, например, Феллером [107] было введено
понятие устойчивых в строгом смысле распределений, для которых соотношение (2.9) вы-
полняется при dn = 0; логарифм характеристической функции в этом случае при α 6= 1
может быть представлен в виде

lnχ(ω) = −iµω − σ|ω|αeθπi sgn(ω)/2, |θ| 6 min{α, 2− α}. (2.11)

Следует подчеркнуть, что значения параметров асимметрии θ и γ в этих представлениях не
совпадают. При α = 1 это представление справедливо только для симметричного распреде-
ления с θ = 0.

Явные аналитические выражения для устойчивых плотностей в терминах элементарных
функций известны лишь для трех значений α — это распределения Гаусса (α = 2, γ = 0),
Коши (α = 1, γ = 0) и Леви — Смирнова (α = 1/2, γ = 1); в общем случае устойчивые плот-
ности могут быть выражены лишь через специальные функции. На рис. 2.12–2.14 показаны
несколько примеров устойчивых плотностей, соответствующих параметризации (2.10), при
фиксированных значениях µ = 0 и σ = 1.

Рассмотрение уравнения (2.8) начнем с нескольких частных случаев. Пусть в уравнении
(2.8) β = 1. Применяя преобразование Фурье по пространственному переменному, легко
можно получить явное выражение для Фурье-образа искомого решения

lnu(ω, t) = t
(
iωA−B|ω|αeθπi sgn(ω)/2

)
,

которое с точностью до обозначений совпадает с выражением (2.11) для характеристической
функции устойчивого в строгом смысле распределения.
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Рис. 2.12: Симметричные устойчивые плотности с γ = 0 при различных значениях α
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Рис. 2.13: Устойчивые плотности при α = 1 и различных неотрицательных значениях γ

Пусть теперь α = 2, θ = 0 и A = 0. В этом случае фундаментальное решение (2.8) может
быть выражено в терминах функций Райта [53,108](см. также приложение А):

G(x, t) =
1

2
√
Btν

φ(−ν, 1− ν,−ζ), ζ =
|x|√
Btν

, ν =
β

2
. (2.12)

В [108] это решение было подробно исследовано, в частности, было показано, что (2.12) яв-
ляется симметричной функцией плотности, достигающей своего максимального значения в
точке x = 0 и имеющей более «тяжелые» хвосты, чем распределение Гаусса, и может быть
выражена через односторонние «экстремальные» устойчивые плотности (для которых пара-
метр γ принимает значение ±1). Отметим, что и при 1 < β < 2 решение (2.12) также имеет
смысл функции плотности; в этом случае оно имеет два симметричных максимума и более
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Рис. 2.14: Устойчивые плотности при α = 1/2 и различных неположительных значениях γ
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Рис. 2.15: Плотности (2.12) при различных значениях ν = β/2

«легкие» хвосты, чем распределение Гаусса. На рис. 2.15 показаны некоторые плотности
(2.12) при t = 1 и B = 1.

В работе [53] для фундаментального решения (2.8) при A = 0, B = 1 было получено
интегральное представление Меллина — Барнса

pθα,β(x, t) = t−qKθ
α,β(xt−q), q =

β

α
,

Kθ
α,β(x) =

1

2πiαx

∫ q+i∞

q−∞

Γ(s/α)Γ(1− s/α)Γ(1− s)
Γ(1− qs)Γ(ρs)Γ(1− ρs)

xsds, ρ =
α− θ

2α
,

которое справедливо в области x > 0 при выполнении условий q < min{α, 1}, |θ| 6 2 − β. В
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области x < 0 решение может быть получено с помощью соотношения симметрии

Kθ
α,β(−x) = K−θα,β(x).

В [109] решение было получено в явном виде в терминах H-функций Фокса; для этого необ-
ходимо отдельно рассматривать случаи α < β и α > β, для которых функции Фокса имеют
особенности соответственно в точке x = 0 и в бесконечно удаленной точке:

Kθ
α,β(x) =

1

αx
H1,2

3,3

[
1

x

∣∣∣∣ (0, 1/α) (0, 1) (0, ρ)

(0, 1/α) (0, q) (0, ρ)

]
, α < β,

Kθ
α,β(x) =

1

αx
H2,1

3,3

[
x

∣∣∣∣ (1, 1/α) (1, q) (1, ρ)

(1, 1/α) (1, 1) (1, ρ)

]
, α > β.

Если α = β, функция Фокса имеет особенность в точке x = 1; в этом случае, однако, решение
выражается через элементарные функции

Kθ
α,α(x) =

1

π

xα−1 sin(π(α− θ)/2)

1 + 2xα cos(π(α− θ)/2) + x2α

и может рассматриваться как несимметричный аналог распределения Коши дробного поряд-
ка.

Остановимся на доказательстве того, что решения уравнения (2.8) в общем случае яв-
ляется плотностью распределения некоторой абсолютно непрерывной случайной величины.
Схема доказательства совпадает с изложенной в работе [53], где рассматривается уравне-
ние типа (2.8) без конвективного слагаемого; аналогичная схема была применена в [110] для
исследования уравнения (2.8) с β = 1. Введем следующие обозначения:

u(ω, t) = F[p(x, t), x], w(ω, s) = L[u(ω, t), t],

где F и L — соответственно операторы преобразований Фурье и Лапласа. Последовательное
применение указанных преобразований к (2.8) приводит к соотношению

w(ω, s) =
sβ−1

sβ − ζ(ω)
, ζ(ω) = iωA−B|ω|αeθπi sgn(ω)/2. (2.13)

Обращение преобразования Лапласа в (2.13) приводит к

u(ω, t) = Eβ(tβζ(ω)).

Из определения функции Миттаг-Леффлера (A.1) немедленно следует, что u(0, t) = 1, отку-
да, в свою очередь, следует выполнение нормировочного условия∫ +∞

−∞
p(x, t)dx = 1.

Непосредственной подстановкой в (A.1) легко убедиться в справедливости соотношения

u(−ω, t) = Eβ(tβζ∗(ω)) = E∗β(tβζ(ω)) = u∗(ω, t).

Тогда, в силу свойств преобразования Фурье, p(x, t) является вещественной функцией.
Представление (2.13) может быть записано в виде интеграла

sβ−1

∫ +∞

0

e−y(sβ−ζ(ω))dy =

∫ +∞

0

eyζ(ω)sβ−1e−ys
β

dy = 2

∫ +∞

0

Q(ω, y)R(y, s)dy.
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Как легко видеть, Q(ω, y) при любом фиксированном y совпадает с характеристической
функцией устойчивого распределения с некоторыми параметрами; R(y, s) при фиксирован-
ном y можно рассматривать как преобразование Лапласа от (2.12) [49, 53]. Отсюда следует,
что после обращения интегральных преобразований p(x, t) представима в виде интеграла
от произведения двух функций плотности, а значит, p(x, t) неотрицательна. Таким образом,
p(x, t) при любом t является вещественной неотрицательной функцией, подчиненной норми-
ровочному условию, т.е. функцией плотности.

Как известно, стандартное уравнение адвекции — диффузии тесно связано со схемой
случайного блуждания (см., например, [67, 111]). Для удобства будем рассматривать одно-
мерный случай, считая, что смещения возможны лишь в две ближайщие точки (простейшая
схема, связанная также с задачей о разорении). Пусть pnk — вероятность того, что на n-м шаге
процесс находится в k-ой точке, и u(kh, nτ) = pnk . Тогда, очевидно, выполняется соотношение

u(x, t+ τ) = qu(x− h, t) + su(x+ h, t), q + s = 1, (2.14)

где q и s — вероятность смещения за один шаг, x = kh и t = nτ . Предполагая, что функ-
ция u(x, t) дифференцируема по каждому аргументу достаточное число раз, справедливы
разложения

u(x, t+ τ) = u(x, t) + τ
∂u(x, t)

∂t
+O

(
τ 2
)
,

u(x± h, t) = u(x, t)± h∂u(x, t)

∂x
+
h2

2

∂2u(x, t)

∂x2
+O

(
h3
)
.

Подстановка этих разложений в (2.14) приводит к

∂u(x, t)

∂t
=

[
(s− q)h

τ

]
∂u(x, t)

∂x
+
h2

2τ

∂2u(x, t)

∂x2
+O(τ) +O

(
h3

τ

)
. (2.15)

Если устремить h и τ к нулю так, чтобы пределы

a = − lim
h,τ→0

[
(s− q)h

τ

]
, b = lim

h,τ→0

h2

2τ

оставались конечными (при s 6= q требуются некоторые дополнительные ограничения), то из
(2.15) следует

∂u(x, t)

∂t
= −a∂u(x, t)

∂x
+ b

∂2u(x, t)

∂x2
.

Корректный переход к дискретному аналогу уравнения (2.8) также позволяет получить
схему некоторого случайного блуждания, свойства которого в общем случае заметно отли-
чаются от известных простых моделей. Введем следующие обозначения:

xj = jh, h > 0, j ∈ Z,
tn = nτ, τ > 0, n ∈ N ∪ {0},

ynj = y(xj, tn) =

∫ xj+h/2

xj−h/2
p(x, tn)dx ≈ hp(xj, tn).

В качестве аппроксимации конвективного слагаемого будем рассматривать нестандарт-
ную конструкцию

A
∂p(x, tn)

∂x
≈ h−1

[
A+ |A|

2
ynj+1 − |A|ynj +

|A| − A
2

ynj−1

]
. (2.16)
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Легко видеть, что при A > 0 она совпадает с правосторонней разностной аппроксимацией, а
при A < 0 — с левостронней; такой подход используется, например, при решении уравнений
гидродинамики и называется «разностью против потока» [112]. Причина такого выбора будет
пояснена ниже.

Для производной Герасимова — Капуто дискретным аналогом является выражение [34,53]

(
tDβ0+ y

)
(xj, tn+1) ≈

n+1∑
k=0

(−1)k
(
β

k

)
yn+1−k
j − y0

j

τβ
. (2.17)

При аппроксимации производной Рисса — Феллера необходимо рассматривать отдельно
два различных случая [34]:

0 < α < 1, |θ| 6 α,

1 < α 6 2, |θ| 6 2− α.

Случай α = 1 не рассматривается в силу отмеченного выше свойства характеристических
функций устойчивых в строгом смысле распределений.

Начнем рассмотрение со случая 0 < α < 1:

(xD
α
θ y) (xj, tn) ≈ −h−α

(
c+

+∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
ynj−k + c−

+∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
ynj+k

)
, (2.18)

где

c+ =
sin((α− θ)π/2)

sin(απ)
, c− =

sin((α + θ)π/2)

sin(απ)
.

Подстановка (2.16)–(2.18) в (2.8) после некоторых упрощений приводит к

yn+1
j = bny

0
j +

n∑
k=1

cky
n+1−k
j +

+∞∑
k=−∞

pky
n
j−k. (2.19)

Для удобства записи были введены обозначения

A∗ = A
τβ

h
, B∗ = B

τβ

hα
, bn =

n∑
k=0

(−1)k
(
β

k

)
, ck = (−1)k+1

(
β

k

)
, k > 1,

p1 = (|A∗| − A∗) /2 +B∗αc+,

p0 = −|A∗| −B∗(c+ + c−),

p−1 = (A∗ + |A∗|) /2 +B∗αc−,

p±k = (−1)k+1

(
α

k

)
B∗c±, k = 2, 3, . . .

Поскольку дискретную схему (2.19) можно рассматривать в более широком смысле, не тре-
буя устойчивости и сходимости распределения к решению (2.8), параметры τ и h можно
формально исключить, переходя к модифицированным значениям A∗ и B∗ и вводя новые
произвольные пространственный и временной шаги h∗ > 0 и τ∗ > 0. Для удобства далее
будем считать h∗ = τ∗ = 1.

В силу свойств биномиальных коэффициентов

+∞∑
k=1

ck = 1, bn = 1−
n∑
k=1

ck, b0 = 1, c1 = β.
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Также справедливо равенство
+∞∑

k=−∞

pk = −B∗(c+ + c−)
+∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
= −B∗ (c+ + c−) (1− 1)α = 0.

По индукции легко показать, что схема (2.19) сохраняет величину Sn =
∑

j y
n
j . Действи-

тельно, с учетом привычного соглашения о «пустых» суммах (когда вехний индекс сумми-
рования меньше нижнего), при n = 0 уравнение (2.19) принимает вид

y1
j = y0

j +
+∞∑

k=−∞

pky
0
j−k,

откуда немедленно следует
S1 = S0 + S0

∑
k

pk = S0

Далее, пусть S0 = S1 = . . . = Sn, тогда

Sn+1 = bnS0 +
n∑
k=2

ckSn+1−k +

(
β +

∑
k

pk

)
Sn =

(
bn +

n∑
k=1

ck

)
S0 = S0.

Коэффициенты pk в (2.19) будут неотрицательны при выполнении следующего условия:

β − |A∗| −B∗(c+ + c−) = β − |A∗| −B∗
cos(πθ/2)

cos(πα/2)
> 0.

Неотрицательность p1 и p−1 обеспечена выполнением при любых A∗ очевидных неравенств

|A∗| − A∗
2

> 0,
A∗ + |A∗|

2
> 0.

Именно по этой причине в (2.16) была выбрана такая форма аппроксимации для первой
производной по пространственному переменному.

Из приведенного анализа следует, что (2.19) можно рассматривать как схему некоторого
случайного процесса с дискретным временем: величины ynj следует интерпретировать как
вероятность нахождения в точке xj в момент времени tn, а коэффициенты при них — как ве-
роятности переходов (разумеется, если выполнены условия неотрицательности) из текущего
положения в следующее. Не ограничивая общности, будем считать, что y0

j = δ0,j, а значит
Sn = 1. Легко показать, что вероятности переходов также подчинены нормировочному усло-
вию:

bn +
n∑
k=1

ck +
+∞∑

k=−∞

pk = 1.

Случайный процесс, определяемый (2.19), при β 6= 1 является немарковским, поскольку ве-
роятность нахождения в любой точке в момент времени tn зависит от траектории случайного
процесса вплоть до момента времени tn−1.

Для получения выборочных траекторий случайного блуждания, соответствующего (2.19),
в последней сумме необходимо рассматривать лишь конечное число слагаемых; критерием
точности является отклонение от единицы суммы вероятностей переходов:

bn +
n∑
k=1

ck +
m∑

k=−m

pk = 1 +
m∑

k=−m

pk = 1−B∗(c+ + c−)
m∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
=

= 1−B∗(c+ + c−)

(
m− α
m

)
= 1− ε.
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Здесь был использован известный результат для суммы биномиальных коэффициентов [113].
Переход от момента времени tn к tn+1 можно рассматривать следующим образом. Пусть

Q — реализация равномерно распределенной на [0, 1 − ε] случайной величины, и отрезок
[0, 1− ε] разделен на сегменты с длинами

p−m, p−m+1, . . . p−1, p0 + β, p1, . . . pm−1, pm, c2, c3, . . . cn, bn.

Если значение Q попадает в первый сегмент длины p−m, то случайное блуждание смещается
из текущего положения на −mh∗, если во второй — то на (−m+ 1)h∗ и т.д., причем сегменту
длины p0 + β соответствует сохранение текущего положения. Если же Q попадает в сегмент
длины ck, 2 6 k 6 n, то случайное блуждание возвращается к своему (n+1−k)-му значению.
Наконец, еслиQ попадает в последний сегмент длины bn, то случайный процесс возвращается
к своему начальному значению.

При 1 < α < 2 дискретный аналог производной Рисса — Феллера имеет вид

(xD
α
θ y) (xj, tn) ≈ −h−α

(
c+

+∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
ynj+1−k + c−

+∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
ynj−1+k

)
. (2.20)

Сдвиг индексов в (2.20) был введен для того, чтобы это выражение при α = 2 совпадало со
стандартной трехточечной аппроксимацией производной второго порядка (в [114] было по-
казано, что такой подход позволяет добиться безусловной устойчивости неявной разностной
схемы типа (2.20) для уравнения диффузии дробного порядка). Дискретная схема, порож-
дающая случайное блуждание, совпадает с (2.19), где

p1 = (|A∗| − A∗) /2−B∗
[(
α

2

)
c− + c+

]
,

p0 = −|A∗|+B∗α(c+ + c−),

p−1 = (A∗ + |A∗|) /2−B∗
[(
α

2

)
c+ + c−

]
,

p±k = (−1)k
(

α

k + 1

)
B∗c±, k = 2, 3 . . .

Сохранение нормировочного условия для сумм Sn проверяется аналогично случаю 0 < α < 1.
Условие неотрицательности вероятностей перехода принимает вид

β − |A∗|+B∗α
cos(θπ/2)

cos(απ/2)
> 0.

На рис. 2.16–2.22 приведены примеры выборочных траекторий рассматриваемого случай-
ного блуждания при различных сочетаниях параметров и m = 1500. Траектории формиру-
ются под влиянием двух конкурирующих механизмов: диффузионного механизма и меха-
низма памяти, отвечающего за спонтанные возвращения к прошлым значениям случайного
блуждания. Значение параметра β однозначно определяет, какой из этих механизмов бу-
дет доминировать, поскольку сумма переходных вероятностей в той части (2.19), которая
соответствует диффузионному механизму, равна β.
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Рис. 2.16: Выборочные траектории случайного блуждания при α = 2, β = 1, θ = 0, A∗ = 0,
B∗ = 0.3
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Рис. 2.17: Выборочные траектории случайного блуждания при α = 1.5, β = 1, θ = 0, A∗ = 0,
B∗ = 0.3
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Рис. 2.18: Выборочные траектории случайного блуждания при α = 1.5, β = 1, θ = −0.5,
A∗ = 0, B∗ = 0.3
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Рис. 2.19: Выборочные траектории случайного блуждания при α = 1.25, β = 1, θ = 0.75,
A∗ = 0, B∗ = 0.3
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Рис. 2.20: Выборочные траектории случайного блуждания при α = 2, β = 0.9, θ = 0, A∗ = 0.1,
B∗ = 0.3
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Рис. 2.21: Выборочные траектории случайного блуждания при α = 1.75, β = 0.9, θ = 0,
A∗ = −0.1, B∗ = 0.3
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Рис. 2.22: Выборочные траектории случайного блуждания при α = 2, β = 0.5, θ = 0, A∗ = 0,
B∗ = 0.2

2.3 Основные результаты главы 2
Построен алгоритм моделирования траекторий случайного блуждания на детерминирован-
ном множестве Кантора, основанный на использовании цепей Маркова. Показано, что пред-
ложенный алгоритм может быть обобщен на случай регулярных фрактальных множеств,
получаемых с помощью итерированных систем сжимающих отображений. Также реализо-
ван алгоритм построения выборочных траекторий случайного блуждания, порождаемого
уравнением адвекции — диффузии дробного порядка.
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Глава 3

Задача оценки параметров по
наблюдаемой траектории временного
ряда

3.1 Метод оценки параметров
Использование аппарата уравнений с дробными производными в контексте задачи статисти-
ческого анализа нестационарных временных рядов возможно, разумеется, лишь в том слу-
чае, если предварительно будет предложена адекватная процедура оценки параметров этого
уравнения по наблюдаемому временному ряду. Для обычного уравнения Фоккера — Планка
и ассоциированного с ним стохастического уравнения в форме Ито задача оценки парамет-
ров хорошо исследована (см., например, [115,116]). Методы же решения обратной задачи для
уравнений с дробными производными, напротив, изучены в гораздо меньшей степени; здесь
можно отметить лишь работы [117–119], посвященные реконструкции параметров уравнения
диффузии с дробной производной Герасимова — Капуто по временному переменному.

Перед тем как описать сосбтвенно предлагаемый метод оценки параметров, необходимо
отметить, что постановка корректных граничных условий для уравнения (2.8) на конечном
отрезке может вызывать некоторые затруднения. Будем рассматривать уравнение(

tDβ0+ p
)

(x, t) = −A∂p
∂x

+B
(
c+

(
xD

α
a+ p

)
(x, t) + c−

(
xD

α
b− p

)
(x, t)

)
, x ∈ [a, b], t ∈ R+. (3.1)

Уравнение (3.1) может быть записано в виде уравнения непрерывности(
tDβ0+ p

)
(x, t) = −∂j

∂x
,

где плотность потока вероятности j имеет вид

j(x, t) = Ap(x, t)−B ·


c+

(
xI

1−α
a+ p

)
(x, t)− c−

(
xI

1−α
b− p

)
(x, t) 0 < α < 1,

c+
∂

∂x

(
xI

2−α
a+ p

)
(x, t) + c−

∂

∂x

(
xI

2−α
b− p

)
(x, t) 1 < α < 2.

(3.2)

Для того чтобы решение уравнения (3.1) являлось функцией плотности некоторой случайной
величины, оно, очевидно, должно сохранять нормировочное условие. Отсюда следует, что
естественными граничными условиями в этом случае будут

j(a, t) = j(b, t) = 0. (3.3)
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Строго говоря, нормировочное условие будет сохранено и при выполнении более слабого
требования

j(b, t)− j(a, t) = 0,

однако в контексте анализа временных рядов мы ограничимся лишь однородными условиями
(3.3).

Поведение плотности потока на границах рассматриваемой области может быть весьма
сложным. Предположим, что функция плотности p(x, t) представима в окрестности точки
x = a в виде

p(x, t) = (x− a)γ−1

+∞∑
k=0

hk(x− a)k, h0 6= 0, γ > 0. (3.4)

Тогда, повторяя рассуждения, приведшие к (1.25), при 0 < α < 1 получим, что

lim
x→a+0

(
xI

1−α
a+ p

)
(x, t) = lim

x→a+0

h0Γ(γ)

Γ(γ + 1− α)
(x− a)γ−α =


0 γ > α,

h0Γ(α) γ = α,

∞ γ < α.

Тогда равенство j(a, t) = 0 будет выполнено при условии{(
xI

1−α
b− p

)
(a, t) = 0 γ > α,

c+h0Γ(α) = c−
(
xI

1−α
b− p

)
(a, t) γ = α.

В окрестности точки x = b также необходимо рассматривать разложение типа (3.4), приво-
дящее к схожим по форме условиям.

Пусть теперь 1 < α < 2. Тогда

(
xI

2−α
a+ p

)
(x, t) =

+∞∑
k=0

hkΓ(γ)

Γ(γ + k + 2− α)
(x− a)γ+k+1−α,

∂

∂x

(
xI

2−α
a+ p

)
(x, t) =

+∞∑
k=0

hkΓ(γ)

Γ(γ + k + 1− α)
(x− a)γ+k−α.

Отсюда следует, что

lim
x→a+0

∂

∂x
xI

2−α
a+ p(x, t) = lim

x→a+0

h0Γ(γ)

Γ(γ + 1− α)
(x− a)γ−α =


0 γ > α,

h0Γ(α) γ = α,

∞ γ < α.

В этом случае однородное условие для плотности потока j(a, t) = 0 может быть сведено к
∂

∂x

(
xI

2−α
b− p

)
(x, t)

∣∣∣∣
x=a

= 0 γ > α,

c+h0Γ(α) = c−
∂

∂x

(
xI

2−α
b− p

)
(x, t)

∣∣∣∣
x=a

γ = α.

(3.5)

Таким образом, вопрос о существовании решений уравнения Фоккера — Планка дробного
порядка в форме (3.1) на ограниченном отрезке с граничными условиями (3.3) остается от-
крытым: класс функций, которому может принадлежать это решение, задается нетривиаль-
ными ограничениями на поведение функции в окрестности граничных точек и на значения
дробных интегралов от нее. Отметим также, что решение (3.1) на ограниченном отрезке не
существует в классе кусочно-постоянных функций, поскольку плотность потока вероятности
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в этом случае расходится на границах отрезка (в этом можно убедиться непосредственной
подстановкой). По этой причине эволюция гистограммы эмпирических частот, являющейся
самой распространенной оценкой функции плотности, не может быть описана с помощью
уравнения (3.1) на конечном отрезке.

Вследствие этих причин непосредственное использование уравнений (2.8) или (3.1) в рам-
ках задачи оценки параметров затруднительно. Переход к описанию эволюции моментов
распределения в данном случае также не может быть достаточно обоснован, поскольку са-
мо существование моментов (для распределений с неограниченным носителем) зависит от
асимптотического поведения плотностей. С другой стороны, для любого распределения су-
ществуют корректно вычисляемые квантили (медиана, квартили, децили и т.п.), поэтому
один из возможных подходов к описанию эволюции функции распределения состоит в опи-
сании эволюции его квантилей. Мы ограничимся рассмотрением случая β = 1.

Пусть Qγ(t) — квантиль порядка γ распределения с плотностью p(x, t), т.е.∫ Qγ(t)

−∞
p(x, t)dx = γ, γ ∈ (0, 1). (3.6)

Дифференцируя (3.6) по t, получим

dQγ

dt
p(Qγ(t), t) +

∫ Qγ(t)

−∞

∂p

∂t
dx = 0,

откуда, в предположении, что эволюция функции плотности описывается уравнением непре-
рывности (3.3) с β = 1, приходим к

dQγ

dt
p(Qγ(t), t)−

∫ Qγ(t)

∞

∂j

∂x
dx =

dQγ

dt
p(Qγ(t), t)− j(Qγ(t), t) = 0. (3.7)

Уравнение (3.7) справедливо для распределений с любым носителем. Отметим, что в случае
α = 2 можно получить для квантилей уравнение в частных производных по переменным t
и γ, которое в некотором смысле двойственно к исходному уравнению Фоккера — Планка;
вывод этого уравнения и некоторые его приложения подробно описаны в [120].

Уравнение (3.7) незамкнуто в том смысле, что оно не может быть решено относительно
Qγ, если неизвестна функция плотности p. Однако, если считать, что это уравнение описы-
вает эволюцию эмпирических характеристик временного ряда, то указанное обстоятельно не
является препятствием: вместо неизвестных функции плотности p и плотности потока ве-
роятности j можно использовать их статистические оценки, построенные по наблюдаемым
данным.

Конвективный коэффициент A(x, t) в рамках кинетического подхода к описанию неста-
ционарных временных рядов должен описывать «скорость дрейфа» эмпирических частот в
соседних классовых интервалах (или аналогичную характеристику в случае непрерывной
оценки эмпирической плотности) с течением времени. В [9] было показано, что

A(x, t)p(x, t) =

∫ +∞

−∞
vp2(x, v, t)dv, (3.8)

где p2(x, v, t) — совместное распределение рассматриваемого временного ряда и его первых
разностей. Следует подчеркнуть, что введение неоднородного конвективного коэффициента
может привести к появлению отрицательных вероятностей при численном решении соот-
ветствующих уравнений. Наличие отрицательных вероятностей, однако, не является одно-
значным свидетельством некорректности модели, поскольку сами эмпирические вероятности
здесь оцениваются с некоторой погрешностью — модель можно считать неадекватной лишь
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в том случае, если сумма полученных отрицательных вероятностей по модулю превосходит
эту погрешность.

После перехода к эмпирическим уравнениям эволюции квантилей процедура оценки па-
раметров α, θ и B может быть реализована с помощью минимизации отклонения решений
этих уравнений от реально наблюдаемых квантилей временного ряда — такой подход широко
используется для реконструкции параметров динамических систем (см., например, [121,122]).
Целевая функция, подлежащая оптимизации, обычно выбирается в виде суммы квадратов
отклонений, так что предлагаемая процедура сводится к нахождению оценок по методу наи-
меньших квадратов:

(α∗, θ∗, B∗) = arg min
(α,θ,B)∈Ω

ρ(α, θ, B), (3.9)

ρ(α, θ, B) =

√√√√ n∑
k=1

(qγk(t+ 1)−Qγk(t+ 1))2, (3.10)

Qγk(t+ 1) = qγk(t) +
̂(qγ(t), t)

p̂(qγ(t), t)
(3.11)

Здесь qγ — наблюдаемые значения квантилей; Qγ — решения уравнений эволюции кванти-
лей; ̂(x, t) — аппроксимация плотности потока вероятностей, получаемая после подстановки
в выражение (3.2) оценки плотности распределения p̂(x, t); n — количество используемых
в схеме квантилей. Все входящие в (3.10) оценки вычисляются по непересекающимся сег-
ментам временного ряда длины L. В общем случае количество рассматриваемых в рамках
этого метода квантилей n и их уровни γk могут быть любыми. Например, можно рассматри-
вать схему с квантилями уровней 0.25, 0.5 и 0.75. Такой выбор может быть аргументирован
тем, что Q0.5 является медианой, которая, как известно, используется в качестве устойчивой
оценки параметра положения, а разность Q0.75 − Q0.25 (т.н. интерквартильный размах) — в
качестве оценки параметра рассеяния.

Для решения экстремальной задачи (3.9) можно использовать различные численные ме-
тоды; в настоящей работе был использован самый простой подход — исчерпывающий поиск.
Такой выбор мотивирован тем, что гиперповерхность, соответствующая (3.10), имеет доста-
точно сложную геометрию (см. рис. 3.1), поэтому сложные методы оптимизации, которые
требуют выпуклости или унимодальности целевой функции (например, градиентные), могут
найти лишь локальный минимум.

Оценки функции плотности и плотности потока вероятности, входящие в (3.11), также
могут быть построены различными способами. Как известно, простейшей оценкой функции
плотности является гистограмма эмпирических частот, имеющая вид

p̂(x, t) =

m1−1∑
k=1

νk
xk+1 − xk

I[xk,xk+1)(x), (3.12)

где xk — границы классовых интервалов, образующих разбиение области значений временно-
го ряда в рассматриваемом сегменте, νk — количество точек временного ряда, попадающих
в k-й классовый интервал с границами xk и xk+1. Аналогичная оценка может быть построена
и для двухмерной функции плотности:

p̂2(x, v, t) =

m1−1∑
i=1

m2−1∑
k=1

νik
(xi+1 − xi)(vk+1 − vk)

I[xi,xi+1)(x)I[vk,vk+1)(v). (3.13)

Здесь νik — количество точек двухмерного временного ряда, попавших в квадрат [xi, xi+1)×
[vk, vk+1). В дальнейшем ограничимся рассмотрением гистограмм с равномерными разбиени-
ями на классовые интервалы, т.е. xk+1− xk = ∆1 и vk+1− vk = ∆2. Оценку плотности потока
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Рис. 3.1: Пример проекций целевой функции (3.10) на секущие плоскости

вероятности можно получить, подставляя в его аналитическое выражение (3.12) и (3.13) и
вычисляя интегралы в явном виде:∫ +∞

−∞
vp̂2(x, v, t)dv =

1

∆1

m1−1∑
i=1

I[xi,xi+1)(x)

m2−1∑
k=1

νik
vk + vk+1

2
,

(
xI

σ
a+p̂
)

(x, t) =
1

∆1Γ(σ + 1)

[
s∑

k=1

νk [(x− xk)σ − (x− xk+1)σ] + νs+1(x− xs+1)σ

]
,

(
xI

σ
b−p̂
)

(x, t) =
1

∆1Γ(σ + 1)

[
νs+1(xs+2 − x)σ +

m1−1∑
k=s+2

νk [(xk+1 − x)σ − (xk − x)σ]

]
,

∂

∂x

(
xI

σ
a+p̂
)

(x, t) =
1

∆1Γ(σ)

[
s∑

k=1

νk
[
(x− xk)σ−1 − (x− xk+1)σ−1

]
+ νs+1(x− xs+1)σ−1

]
,

∂

∂x

(
xI

σ
b−p̂
)

(x, t) =
−1

∆1Γ(σ)

[
νs+1(xs+2 − x)σ−1 +

m1−1∑
k=s+2

νk
[
(xk+1 − x)σ−1 − (xk − x)σ−1

]]
,

где xs+1 6 x < xs+2. В первом выражении мы воспользовались очевидным равенством (v2
k+1−

v2
k)/∆2 = vk+1 + vk.
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Оценка неизвестной функции плотности может быть также получена с помощью метода
Розенблатта — Парзена, согласно которому

p̂(x, t) =
1

Lh1

L∑
k=1

K1

(
x− xk
h1

)
, (3.14)

где xk — наблюдаемые значения временного ряда в сегменте длины L, h1 — сглаживаю-
щий параметр, K1(x) — т.н. ядерная функция. В качестве ядерной функции, вообще говоря,
можно использовать любую функцию плотности симметричного распределения с конечны-
ми начальными моментами. Статистические свойства оценок (3.14), вопросы выбора ядерных
функций и оптимального значения сглаживающего параметра подробно исследованы (см.,
например, [123,124] и цитированную там литературу). Оценка совместной плотности распре-
деления строится таким же способом (заметим, что это не единственный возможный способ
обобщения ядерных оценок на случай многомерных данных):

p̂2(x, v, t) =
1

Lh1h2

L∑
k=1

K1

(
x− xk
h1

)
K2

(
v − vk
h2

)
, (3.15)

причем ядерные функции и параметры сглаживания могут быть здесь различными. Возни-
кающие после подстановки (3.14) и (3.15) в выражение для плотности потока вероятности
интегралы и производные от них вычисляются в явном виде:∫ +∞

−∞
vp̂2(x, v, t)dv =

1

Lh1

L∑
k=1

vkK1

(
x− xk
h1

)
,

(
xI

σ
a+p̂
)

(x, t) =
hσ−1

1

L

L∑
k=1

(
Iσak+ K1

)(x− xk
h1

)
,

(
xI

σ
b−p̂
)

(x, t) =
hσ−1

1

L

L∑
k=1

(
Iσbk− K1

)(x− xk
h1

)
,

∂

∂x

(
xI

σ
a+p̂
)

(x, t) =
hσ−2

1

L

L∑
k=1

∂

∂x

(
Iσak+ K1

)(x− xk
h1

)
,

∂

∂x

(
xI

σ
b−p̂
)

(x, t) =
hσ−2

1

L

L∑
k=1

∂

∂x

(
Iσbk− K1

)(x− xk
h1

)
,

где

ak =
a− xk
h1

, bk =
b− xk
h1

.

В ряде случаев дробные интегралы от ядерных функций могут быть выражены в терми-
нах элементарных функций, что позволяет получить достаточно простую оценку плотности
потока вероятности. Например, такое вычисление возможно для полиномиальных ядерных
функций, поскольку дробные интегралы в этом случае представляют собой сумму выраже-
ний вида (1.8). В качестве примера рассмотрим здесь т.н. ядерные функции Епанечникова:

K1(x) =
3

4
(1− x2)I[−1,1](x),
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(
Iσa+ K1

)
(x) =


0 x 6 −1,
3(x+ 1)σ+1

2Γ(3 + σ)
[−(x+ 1) + 2 + σ] −1 < x 6 1,

3 · 2σσ/Γ(3 + σ) x > 1,

(
Iσb− K1

)
(x) =


3 · 2σσ/Γ(3 + σ) x 6 −1,
3(1− x)σ+1

2Γ(3 + σ)
[−(1− x) + 2 + σ] −1 < x 6 1,

0 x > 1.

3.2 Результаты вычислений
Предложенный в предыдущем разделе метод оценки параметров был применен к несколь-
ким временным рядам: были проанализированы временные ряды, образованные котировками
акций крупнейших российских коопораций и некоторыми другими финансовыми инструмен-
тами, а также траектории фрактального броуновского движения. Из исходных рядов были
получены временные ряды конечных разностей, к которым затем применялось линейное пре-
образование

xk =
x∗k −min{x∗k}

max{x∗k} −min{x∗k}
.

Применение таких преобразований объясняются следующим: операция взятия конечных раз-
ностей в большинстве случаев позволяет получить ряд, значения которого можно рассмат-
ривать как попарно независимые (что необходимо для применения большинства методов
статистического анализа); нормализация же необходима потому, что разные временные ря-
ды измеряются в разных масштабах.

На рис. 3.2 показаны полученные оценки параметров при L = 750 для траектории фрак-
тального броуновского движения с H = 0.8 в схеме с тремя квартилями. Как известно (см.,
например, [125]), фрактальное броуновское движение BH(t) представляет собой гауссовский
случайный процесс со стационарными приращениями, нулевым математическим ожиданием
и ковариационной функцией

K(t, s) =
1

2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H),

где H ∈ [0, 1] — показатель Херста. Этот случайный процесс является статистически само-
подобным, т.е. выполняется

BH(at) = aHBH(t), a > 0,

причем равенство понимается в смысле совпадения конечномерных функций распределения.
Существует явное представление для фрактального броуновского движения через стохасти-
ческие интегралы:

BH(t) = c

(∫ 0

−∞
[(t− s)H−1/2 − (−s)H−1/2]dWs +

∫ t

0

(t− s)H−1/2dWs

)
,

где c — нормировочная постоянная, dWs — стохастический дифференциал стандартного ви-
неровского процесса. Отметим, что структура подынтегральных выражений в этом пред-
ставлении весьма схожа с дробными интегралами Римана — Лиувилля.
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Рис. 3.2: Оценки параметров для фрактального броуновского движения с H = 0.8; схема с
тремя квартилями
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Рис. 3.3: Распределения оценок параметра α по 9 классовым интервалам при различных
длинах сегмента L для фрактального броуновского движения с H = 0.8

Хорошо видно, что оценки параметра α тесно группируются вблизи назначенного значе-
ния показателя Херста для этого ряда. Такой же эффект наблюдался и при других значениях
H или управляющих параметров алгоритма построения оценок. Например, на рис. 3.3 пока-
заны гистограммы оценок α для того же временного ряда при различных L; во всех случаях
большая часть полученных значений сосредоточена в классовом интервале, содержащем 0.8.
Такое поведение можно считать косвенной верификацией предложенной численной процеду-
ры. Необходимо, однако, отметить, что рассматриваемый метод оценки не может заменить
стандартные методы расчета показателя Херста (например, R/S метод), поскольку значения
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H принадлежат отрезку [0, 1]; в то время как оценка α может лежать в области (0, 2).
На рис. 3.4–3.7 приведены результаты для временных рядов котировок (с минутными

интервалами за период с 8 января по 3 мая 2013 г.) акций нескольких российских корпора-
ций с наибольшей капитализацией, используемых при расчете индекса РТС. Использовалась
схема с тремя квартилями при L = 750. Как хорошо видно на рисунках, качественное по-
ведение полученных оценок для разных рядов такого типа очень похоже. Заметим, что в
некоторых случаях для некоторых сегментов оценкой параметра B было нулевое значение.
Это означает, что наименьшее уклонение от наблюдаемых значений достигается в том слу-
чае, если эволюция квантилей описывается уравнением типа Лиувилля, в котором диффу-
зионное слагаемое отсутствует. Необходимо также подчеркнуть, что во всех рассмотренных
примерах оценка параметра α редко приближалась к 2, откуда можно сделать вывод, что
обычное уравнение диффузии (с α = 2) описывает рассмотренные ряды несколько хуже. На
рис. 3.5 и 3.7 показана точность идентификации квантилей с помощью предложенного мето-
да; для сравнения показана также точность определения квантилей в модели авторегрессии
и скользящего среднего ARMA(2, 1), коэффициенты которой также оценивались по времен-
ному ряду. Видно, что в целом точность предложенного метода не хуже, чем у стандартного
подхода ARMA, а во многих случаях заметно лучше. На рис. 3.8 показаны аналогичные
оценки (схема с тремя квартилями) для временного ряда, образованного значениями фон-
дового индекса DAX (с минутными интервалами). Для этого ряда качественное поведение
оценок заметно отличается от рис. 3.4 и 3.6; в частности, среднее значение оценки α здесь
существенно больше.
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Рис. 3.4: Оценки параметров для котировок ОАО Новатэк при L = 750
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Рис. 3.6: Оценки параметров для котировок ПАО Сбербанк России при L = 750
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Рис. 3.7: Относительная точность погрешность идентифиакции квантилей для котировок
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Рис. 3.8: Оценки параметров для значений индекса DAX при L = 750
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3.3 Основные результаты главы 3
Предложен алгоритм идентификации параметров эволюционной модели временного ряда,
основанной на уравнении адвекции — диффузии дробного порядка. Проведена верификация
вычислительной процедуры на примере траекторий фрактального броуновского движения,
показано хорошее совпадение результатов с ожидаемыми. Приведены примеры применения
алгоритма к реальным временным рядам. Точность идентификации квантилей, достигаемая
предложенным алгоритмом, в большинстве случаев лучше, чем для стандартной модели
ARMA.
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Заключение

Проведенные исследования позволяют сформулировать основные результаты в рамках по-
ставленных задач.

Было показано, что функции распределения случайных величин могут быть представ-
лены с помощью односторонних интегралов Римана — Лиувилля, однако в этом случае
требуется наложить некоторые дополнительные ограничения на класс допустимых функ-
ций плотности, связанные с характерными свойствами дробных интегралов. В общем случае
односторонние интегралы Римана — Лиувилля как функции верхнего предела не являют-
ся монотонными, и потому не могут определять меру Лебега — Стилтьеса. Даже с уче-
том упомянутых дополнительных требований представление распределений в виде дробных
интегралов порождает ряд эффектов (наличие отрицательных значений, неоднозначность
соответствия, невозможность нулевых значений на обоих концах отрезка), приводящих к
нецелесообразности использования такой конструкции в задачах анализа временных рядов.

В работе была предложена схема численной реализации случайного блуждания на ре-
гулярных фрактальных множествах, которые могут быть описаны с помощью систем ите-
рированных сжимающих отображений. Основным достоинством развитого метода является
его простота: получение выборочных траекторий соответствующего случайного блуждания
основано на случайных перестановках некоторого количества символов, управляемых конеч-
ными цепями Маркова.

В качестве основного уравнения эволюционной модели дробного порядка было выбрано
уравнение адвекции — диффузии (2.8). Непосредственное решение этого уравнения требует
корректной постановки граничных условий. Было показано, что на ограниченном отрезке
этот вопрос весьма сложен: требования сохранения неотрицательности и нормировочного
условия (необходимые для того, чтобы решение являлось функцией плотности) налагают
нетривиальные ограничения на поведение решения и дробных интегралов от него в окрест-
ности граничных точек.

Предложенный метод описания эволюции выборочных квантилей позволил обойти за-
труднения, связанные с постановкой начально-краевой задачи для этого уравнения. Переход
к описанию распределения в терминах квантилей удобен и тем, что квантили, в отличие от
моментов, определены для любого распределения вне зависимости от характера его асимп-
тотического поведения и формы его носителя.

Описанный в работе метод оценки параметров был применен к нескольким временным ря-
дам. Было показано, что точность аппроксимации квантилей, на основе которой выполняется
реконструкция параметров, достаточно высока и в ряде случаев лучше, чем в стандартной
модели ARMA. Из результатов вычислений следует, что разным временным рядам может
соответствовать разное качественное поведение оценок параметров.

Таким образом, развитый метод описания эволюции нестационарных временных рядов
получил математическое обоснование и имеет практическую значимость.
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Приложение. Некоторые специальные
функции

В данном разделе будут приведены определения и некоторые свойства специальных функ-
ций, использовавшихся в тексте.

Функция Миттаг-Леффлера Eα,β(z) определяется степенным рядом∗ [24, 126]

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, z, β ∈ C, Reα > 0, (A.1)

и представляет собой целую функцию порядка |Reα|−1 первого типа. В некоторых частных
случаях функция Миттаг-Леффлера может быть выражена через элементарные функции:

E1,0(z) = ez, E2,0(z) = ch
√
z, E1,2(z) =

ez − 1

z
, E2,2(z) =

sh
√
z√
z
.

Опираясь на определение (A.1), можно показать, что

dn

dzn
Eα,β(z) = n!En+1

α,β+αn(z), n ∈ N.

Справедливо интегральное представление

Eα,β(z) =
1

2π

∫
C

tα−βet

tα − z
dt, (A.2)

где контур интегрирования C представляет собой петлю, которая начинается и заканчивается
в точке −∞ и обходит круг |t| 6 |z|1/α в положительном направлении, т.е. | arg t| 6 π. Отме-
тим, что в (A.2) выбирается главное значение функции tα. При α > 0 и | arg z| < π функция
Миттаг-Леффлера также может быть представлена в виде интеграла Меллина — Барнса

Eα,β =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

Γ(s)Γ(1− s)
Γ(β − αs)

(−z)−sds,

где контур интегрирования оставляет полюса функции Γ(s) слева, а функции Γ(1 − s) —
справа.

Известно соотношение [24,27]∫ +∞

0

e−ttβ−1Eα,β(tαz)dt =
1

1− z
, |z| < 1,

приводящее, в частности, к следующему результату для преобразования Лапласа функции
Eα(z):

L[Eα(zα), z] =
sα−1

sα − 1
, Re s > 0. (A.3)

∗Иногда собственно функцией Миттаг-Леффлера называют Eα(z) = Eα,1(z), а Eα,β(z) называют функ-
цией типа Миттаг-Леффлера.
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Функцей Райта φ(α, β, z) называется степенной ряд [24,126]

φ(α, β, z) =
+∞∑
k=0

1

Γ(αk + β)

zk

k!
. (A.4)

Если α > −1, этот ряд сходится абсолютно для всех z ∈ C, в то время как при α = −1 он
сходится в круге |z| < 1. Функции Райта в некоторых случаях могут быть выражены через
элементарные или другие специальные функции:

φ

(
−1

2
,
1

2
,−z

)
=

1√
π
ez

2/4, φ

(
1, ν + 1,−z

2

4

)
=

(
2

z

)ν
Jν(z), φ

(
1, ν + 1,

z2

4

)
=

(
2

z

)ν
Iν(z).

Интегральное представление Меллина — Барнса для функции Райта имеет вид

φ(α, β, z) =
1

2πi

∫
C

Γ(s)

Γ(β − αs)
(−z)−sds,

где контур интегрирования C оставляет все полюса функции Γ(s) слева. Для преобразования
Лапласа функции Райта справедливо

L[φ(α, β, z), z] =
1

s
Eα,β

(
1

s

)
, Re s > 0, β ∈ C, α > −1.

Пусть m,n, p и q — целые числа, причем 0 6 m 6 q, 0 6 n 6 p. H-функция Фокса
определяется следующим образом [24,127]:

Hmn
pq

[
z

∣∣∣∣ (a1, A1), (a2, A2) . . . (ap, Ap)

(b1, B1), (b2, B2), . . . (bq, Bq)

]
=

1

2πi

∫
C
h(s)z−sds, (A.5)

где

h(s) =

∏m
j=1 Γ(bj +Bjs)

∏n
j=1 Γ(1− aj − Ajs)∏p

j=n+1 Γ(aj + Ajs)
∏q

j=m+1 Γ(1− bj −Bjs)
. (A.6)

Коэффициенты aj, Aj, bj и Bj должны быть подобраны таким образом, чтобы

Ai(bj + k) 6= Bj(ai − r − 1), i = 1, . . . n, j = 1, . . .m, k, r ∈ N ∪ {0}.
Пустое произведение в (A.6), если оно возникает, полагается равным единице. Интеграл в
(A.5) сходится при выполнении одного из условий:

C = L0, a∗ > 0, | arg z| < a∗π/2,

C = L0, a∗ > 0, | arg z| = a∗π/2, γ∆ < −Reµ,

C = L−, ∆ > 0, z 6= 0,

C = L−, ∆ = 0, 0 < |z| < β,

C = L−, ∆ = 0, a∗ > 0, |z| = β, Reµ < 0,

C = L+, ∆ < 0, z 6= 0,

C = L+, ∆ = 0, |z| > β,

C = L+, ∆ = 0, a∗ > 0, |z| = β, Reµ < 0.

Здесь

a∗ =
n∑
j=1

Aj −
p∑

j=n+1

Aj +
m∑
j=1

Bj −
q∑

j=m+1

Bj,

β =

p∏
j=1

A
−Aj
j

q∏
j=1

B
Bj
j , γ = lim

s→∞
Re s,

∆ =

q∑
j=1

Bj −
p∑
j=1

Aj, µ =

q∑
j=1

bj −
p∑
j=1

aj +
p− q

2
+ 1.
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Контур L− (L+) представляет собой левую (правую) петлю, которая расположена в некото-
рой горизонтальной полосе, начинается в точке −∞+ iφ1 (+∞+ iφ1), оставляет все полюса
функции Γ(bj + Bjs), j = 1, . . .m слева от контура, а функции Γ(1 − aj − Ajs), j = 1, . . . n —
справа, и оканчивается в точке −∞ + iφ2 (+∞ + iφ2), где φ1 < φ2. Контур L0 начинается в
точке γ − i∞ и оканчивается в γ + i∞, разделяя полюса так же, как и L±.

H-функция симметрична относительно пар (a1, A1), . . . (an, An), (an+1, An+1), . . . (ap, Ap),
(b1, B1), . . . (bm, Bm) и (bm+1, Bm+1), . . . (bq, Bq) в отдельности. В общем случае выполняются
соотношения:

Hmn
pq

[
z

∣∣∣∣ (a1, A1) . . . (ap, Ap)

(b1, B1), . . . (bq−1, Bq−1), (a1, A1)

]
= Hm,n−1

p−1,q−1

[
z

∣∣∣∣ (a2, A2) . . . (ap, Ap)

(b1, B1), . . . (bq−1, Bq−1)

]
,

Hmn
pq

[
z

∣∣∣∣ (a1, A1), (a2, A2) . . . (ap, Ap)

(b1, B1), (b2, B2), . . . (bq, Bq)

]
= Hmn

qp

[
1

z

∣∣∣∣ (1− b1, B1), . . . (bq, Bp)

(1− a1, A1), . . . (1− ap, Ap)

]
,

zαHmn
pq

[
z

∣∣∣∣ (a1, A1) . . . (ap, Ap)

(b1, B1), . . . (bq, Bq)

]
= Hmn

pq

[
z

∣∣∣∣ (a1 + αA1, A1), . . . (ap + αAp, Ap)

(b1 + αB1, B1), . . . (bq + αBq, Bq)

]
Дифференцирование H-функции подчиняется соотношению

dk

dzk
Hmn
pq

[
(cz + d)α

∣∣∣∣ (a1, A1), . . . (ap, Ap)

(b1, B1), . . . (bq, Bq)

]
=

=

(
c

cz + d

)k
Hm,n+1
p+1,q+1

[
(cz + d)α

∣∣∣∣ (0, α), (a1, A1) . . . (ap, Ap)

(b1, B1), . . . (bq, Bq), (k, α)

]
.

Многие элементарные и специальные функции могут быть представлены в виде функций
Фокса. Так, H-функция Фокса связана с G-функцией Мейера соотношением

Hmn
pq

[
z

∣∣∣∣ (a1, 1), (a2, 1) . . . (ap, 1)

(b1, 1), (b2, 1), . . . (bq, 1)

]
= Gmn

pq

(
z

∣∣∣∣ a1, a2, . . . ap
b1, b2, . . . bq

)
,

а через последнюю, как известно, могут быть выражены почти все специальные функции,
используемые в прикладных задачах [127]. Отметим также представления [24]

Eα,β(z) = H1,1
1,2

[
−z
∣∣∣∣ (0, 1)

(0, 1), (1− β, α)

]
,

φ(α, β, z) = H1,0
0,2

[
−z
∣∣∣∣ (0, 1), (1− β, α)

]
.
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