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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Существование такого явления, как кон-

денсация Бозе–Эйнштейна, было предсказано еще в 1925 году. Однако

получить конденсат Бозе–Эйнштейна (БЭК) в реальном эксперименте

впервые удалось лишь в 1995 году [1]. Это экспериментальное откры-

тие стимулировало интерес к данной теме во всем мире, а в 2001 году

ученым, получившим БЭК, была присуждена Нобелевская премия по

физике. В настоящее время растущие экспериментальные возможности

для получения и удержания этого нового состояния вещества ставят пе-

ред исследователями-теоретиками многочисленные вопросы, связанные

как с объяснением имеющихся экспериментальных данных, так и с под-

готовкой новых экспериментов.

Одним из подходов к математическому описанию БЭК является так

называемая теория среднего поля, в основе которой лежит уравнение

Гросса–Питаевского (УГП) [2–4]:

iΨt = −∆Ψ + V (x)Ψ− σΨ|Ψ|2, (1)

В контексте БЭК Ψ(t,x) соответствует макроскопической волновой функ-

ции, V (x) имеет смысл потенциала ловушки, удерживающей конденсат,

а множитель σ = ±1 описывает характер взаимодействий между ча-

стицами, образующими конденсат. Случай σ = 1 соответствует нали-

чию притягивающих взаимодействий между частицами, в то время как

при σ = −1 между частицами действуют отталкивающие взаимодей-

ствия. Величины

E =
1

2

∫ (
|∇Ψ|2 + V (x)|Ψ|2 − σ

2
|Ψ|4

)
dx, (2)

N =

∫
|Ψ|2dx (3)
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имеют смысл энергии конденсата и числа частиц, образующих конден-

сат, соответственно. Обе эти величины сохраняются в ходе эволюции,

описываемой уравнением (1).

Следует отметить, что УГП, которое представляет собой нелиней-

ное уравнение Шредингера с дополнительным потенциалом V (x), воз-

никает и в других физических задачах. Например, в физике плазмы

это уравнение описывает распространение импульса в плазменном ка-

нале [5]. В нелинейной оптике включение дополнительного потенциала

в классическую модель нелинейного уравнения Шредингера продикто-

вано необходимостью сжатия импульсов в оптическом волокне [6].

В диссертации рассматриваются стационарные решения УГП. Такие

решения записываются в виде подстановки

Ψ(t,x) = e−iωtψ(x), (4)

где функция ψ(x) удовлетворяет стационарному уравнению

∆ψ +
(
ω − V (x)

)
ψ + σψ|ψ|2 = 0, (5)

а также условиям пространственной локализации: lim|x|→∞ ψ(x) = 0.

Решения вида (4) представляют отдельный интерес, так как в терми-

нах БЭК описывают стационарные состояния конденсата. Действитель-

ный параметр ω соответствует так называемому химическому потенци-

алу стационарного состояния. Важной характеристикой стационарного

решения является его устойчивость, которая связана с возможностью

наблюдения соответствующего состояния конденсата в реальном экспе-

рименте.

Известно, что при фиксированном числе частиц N минимум функци-

онала E достигается именно на некотором стационарном решении. Со-

ответствующее этому решению состояние конденсата называется основ-
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ным. Благодаря указанному свойству основное состояние представляет

особый интерес и наиболее широко обсуждается в литературе [7–9]. Од-

нако рассматриваются также и высшие (то есть, не являющиеся основ-

ными) стационарные решения УГП (см., например, [9–11]), в том чис-

ле, в связи с экспериментами по «квантовому запутыванию» различных

конденсатов [12]. Некоторые решения УГП, соответствующие высшим со-

стояниям, были найдены численно (см., например, [13–15]). В некоторых

частных случаях удалось строго доказать, что существует бесконечно

много семейств стационарных решений [6]. В то же время, для произ-

вольного потенциала V (x) исчерпывающей классификации различных

семейств стационарных решений до сих пор не построено.

Цель диссертационной работы — перечислить (классифициро-

вать) все типы стационарных решений, которые допускает УГП (для

различных, но фиксированных потенциалов V (x)), найти их численно

и исследовать их устойчивость.

Научная новизна работы.Не считая нескольких специальных част-

ных случаев (например, когда удерживающий потенциал имеет вид бес-

конечно глубокой прямоугольной ямы, как в [16]), стационарные реше-

ния УГП могут быть найдены только численно. Если для некоторо-

го стационарного решения (4) амплитуда стационарной волновой функ-

ции ψ(x) мала, то саму функцию ψ(x) и соответствующее ей значение па-

раметра ω можно аппроксимировать собственной функцией и собствен-

ным числом линейной задачи на собственные значения вида

∆ψ +
(
ω − V (x)

)
ψ = 0. (6)

Положим для простоты, что потенциал V (x) таков, что задача (6) имеет

бесконечный дискретный набор решений
(
ω̃n, ψ̃n(x)

)
, n = 0, 1, 2, . . ., где

собственные числа ω̃n действительны и упорядочены в порядке возрас-
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тания: ω̃0 < ω̃1 < . . .. Любое стационарное решение УГП, то есть, любую

пару (ω, ψ(x)), удовлетворяющую (4), можно отметить точкой на коор-

динатной плоскости {ω, N}. Например, тривиальное решение ψ(x) ≡ 0

существует при любом ω. На рассматриваемой плоскости такому реше-

нию соответствует вся прямая N = 0. В точках ω = ω̃n нулевое решение

ветвится, в результате чего на плоскости {ω, N} появляется набор не-

прерывных кривых Γn, n = 0, 1, . . ., выходящих из точек (ω̃n, 0). Следуя

терминологии, предложенной в [13], будем говорить, что кривые Γn опи-

сывают семейства стационарных решений, обладающих линейным анало-

гом. Известно, что решения, обладающие линейным аналогом, существу-

ют в случае как притягивающих, так и отталкивающих взаимодействий

между частицами. В окрестности точки
(
ω̃n, 0

)
амплитуда решений ψ(x),

принадлежащих семейству Γn, мала. При этом само решение ψ(x) и соот-

ветствующее значение ω можно приближенно описать с помощью асимп-

тотических разложений вида

ψ(x) = εψ̃n(x) + o(ε), ω = ω̃n − ε2σΩn + o
(
ε2), (7)

где ε — формальный малый параметр и Ωn — числовой коэффициент,

зависящий от n.

За последнее время было предложено несколько подходов для чис-

ленного построения стационарных решений УГП. Многие из них (см.,

например, [14, 15]) используют разложения (7) для того, чтобы аппрокси-

мировать малоамплитудные решения в окрестности точки ветвления ω̃n,

и затем, постепенно меняя параметр ω, «выйти из линейного предела»

в область, где амплитуда решений малой уже не является. Однако УГП

допускает также стационарные решения, не имеющие линейного анало-

га. Такие решения не могут быть получены путем выхода из линейного

предела. В [13] решения, не имеющие линейного аналога, были найдены
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с помощью метода продолжения из предела бесконечно большой нели-

нейности.

Однако подобные методы продолжения по параметру требуют нали-

чия некой априорной информации о форме искомых решений. Данная

информация используется для того, чтобы с достаточной степенью точ-

ности найти начальное приближение, с которого следует начинать итера-

ционный процесс. Кроме того, ни один из предложенных ранее методов

не позволяет гарантировать, что при данном значении параметра ω уда-

лось найти все стационарные решения.

В данной работе предлагается новый численный метод для расчета

стационарных решений УГП. Он не требует наличия априорной инфор-

мации о пространственной форме стационарных решений и позволяет

находить решения как обладающие, так и не обладающие линейным ана-

логом, а также (в одномерном случае) несимметричные решения, для

которых |ψ(x)| 6≡ |ψ(−x)|. Метод имеет строгое математическое обосно-

вание в виде теоремы, устанавливающей взаимно-однозначное соответ-

ствие между некоторым классом решений стационарного уравнения (5)

и множеством действительных чисел. Важным преимуществом нового

метода является то, что в некоторых случаях (точнее, для случая оттал-

кивающих взаимодействий σ = −1) он позволяет провести процедуру

доказательных вычислений, когда, проделав некоторый объем вычис-

лительной работы, можно оборвать расчет, гарантировав при этом, что

при данном значении параметра ω рассматриваемая задача не допускает

других решений, кроме тех, что уже были найдены. Кроме того, предло-

женный метод позволяет работать с широким классом потенциалов V (x),

а в одномерном случае он легко обобщается на случай неоднородной по

пространству нелинейности, когда коэффициент σ является функцией

от x.
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Вопросу устойчивости стационарных решений УГП посвящено боль-

шое количество литературы, см., например, [6, 13–15]. Следует, однако,

признать, что до настоящего момента даже для лучше всего изученного

случая одномерного гармонического потенциала V (x) = x2 не построено

общей картины устойчивости различных семейств стационарных реше-

ний. Более того, в литературе не обсуждалось, как выбор конкретного

потенциала V (x) в УГП влияет на устойчивость одномерных стационар-

ных состояний. В настоящей диссертации случай гармонического потен-

циала был подробно рассмотрен, что позволило обобщить и уточнить

некоторые полученные ранее результаты (например, в [6, 15]). Кроме то-

го, в диссертации показано, что данный случай является в некотором

смысле особенным, что связано с эквидистантностью набора собствен-

ных чисел ω̃n, n = 0, 1, 2, . . . гармонического квантового осциллятора

ψxx +
(
ω − x2

)
ψ = 0.

В диссертационной работе также показано, что добавление к гармо-

ническому потенциалу даже малой ангармонической составляющей (на-

пример, вида γx4, 0 < γ ¿ 1), позволяющей нарушить эквидистант-

ность, существенно меняет общую картину устойчивости стационарных

решений. Кроме того, в диссертации рассматривается ангармонический

потенциал V (x) = x4, для которого также подробно изучена устойчи-

вость различных семейств стационарных решений и выявлены некоторые

закономерности, позволяющие сделать общие предположения об устой-

чивости высших стационарных состояний.

Проблема устойчивости двумерных стационарных состояний особен-

но интересна с той точки зрения, что некоторые недавние подробные

исследования (см., например, [14]) сообщают о неустойчивости всех рас-

смотренных высших радиально-симметричных стационарных состояний

для случая гармонического потенциала V (r) = r2. В диссертации рас-
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смотрена устойчивость радиально-симметричных стационарных состоя-

ний в присутствии как гармонического, так и ангармонических потенци-

алов V (r). Показано, что, как и в одномерном случае, добавление ангар-

монического возмущения к обычному гармоническому потенциалу мо-

жет улучшить устойчивость высших стационарных состояний. Однако,

в отличие от одномерного случая, при увеличении амплитуды решений

все рассмотренные высшие состояния довольно быстро теряют устойчи-

вость.

Практическая значимость работы. В процессе работы над дис-

сертацией была написана программа, позволяющая рассчитывать стаци-

онарные решения УГП и затем численно исследовать устойчивость най-

денных решений. В программе реализована процедура проверки условий,

которые должны выполниться (в случае отталкивающих взаимодействий

между частицами) для того, чтобы расчет можно было прервать, га-

рантировав при этом, что при данном ω найдены все рассматриваемые

стационарные решения.

Результаты диссертационной работы могут быть использованы при

подготовке новых экспериментов, связанных с исследованием БЭК, на-

пример, для получения не наблюдавшихся ранее в реальном эксперимен-

те структур.

На защиту выносятся следующие основные результаты и по-

ложения:

1. метод доказательных вычислений для расчета стационарных реше-

ний одномерного и двумерного уравнения Гросса–Питаевского;

2. общая картина устойчивости различных семейств стационарных

решений для гармонического V (x) = x2 и ангармонического V (x) =

x4 потенциалов;
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3. стабилизация стационарных решений уравнения Гросса–Питаевского

при добавлении к гармоническому потенциалу V (x) = |x|2 ангар-

монического возмущения;

4. существование бистабильных (в определенном смысле, см. стр. 16)

стационарных состояний в случае неоднородной по пространству

нелинейности, когда коэффициент σ представляет собой функцию

от x: σ = σ(x).

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и об-

суждались на нескольких научных конференциях и семинарах, в том

числе:

• на научной конференции “Solitons and nonlinear phenomena in degenerate

quantum gases”, Cuenca, Spain, Sept. 27–30, 2006;

• на научных конференциях «Микроэлектроника и информатика —

2007, 2008, 2009», Зеленоград, 18–20 апреля 2007 г., 23–25 апре-

ля 2008 г., 22–24 апреля 2009 г;

• на научной конференции “Nonlinear phenomena in quantum degenerate

gases”, Toledo, Spain, April 1–4, 2008;

• на семинаре ИММ РАН и кафедры математического моделирова-

ния МФТИ под руководством профессора Е.И. Леванова, Москва,

11 декабря 2008 г.

Публикации. По материалам диссертации опубликованы пять на-

учных статей, список которых приведен в конце данного автореферата.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-

ния, четырех глав, заключения, четырех приложений и списка литерату-
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ры. Общий объем диссертации составляет 177 страниц, работа содержит

37 рисунков, 7 таблиц. Список литературы содержит 91 наименований.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор-

мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, при-

веден краткий обзор известных результатов, показана практическая зна-

чимость диссертационной работы, представлены выносимые на защиту

научные положения.

Первая глава посвящена новому методу для расчета стационарных

решений одномерного УГП. В первом параграфе приводится описание

предлагаемого численного подхода. В первом пункте первого параграфа

изложены нестрогие наводящие соображения, раскрывающие идею ме-

тода. Пусть S+ — это множество действительнозначных решений уравне-

ния (5), стремящихся к нулю при x → +∞. Рассматривая любое решение

из S+, естественно предположить, что при больших значениях аргумента

его поведение можно описать линейным уравнением ψxx+(ω−V (x)) = 0.

Если сделанное предположение справедливо, то любое решение из S+

подчиняется следующей асимптотической формуле [17]:

ψ(x) =
(
V (x)− ω

)−1/4 · e
−

x∫
x0

√
V (t)−ω dt(

C+ + o(1)
)
, x → +∞, (8)

где C+ — действительный числовой параметр. Следующее предположе-

ние заключается в том, что соотношение (8) выражает взаимно-однозначное

соответствие между множеством действительных чисел и множеством S+.

Другими словами, для любого числа C+ существует единственное реше-

ние ψ+(x) ≡ ψ+(x; C+), принадлежащее множеству S+ и подчиняющееся

асимптотической формуле (8), и наоборот, для любого решения из S+
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найдется соответствующая константа C+.

Аналогичные рассуждения можно провести и для решений, образую-

щих множество S−, то есть, стремящихся к нулю при x → −∞. Соответ-

ствующее константе C− решение из S− будем обозначать как ψ−(x; C−).

Очевидно, локализованное решение ψ(x) уравнения (5) должно принад-

лежать пересечению множеств S+ и S−. При этом для некоторого фик-

сированного x (скажем, для x = 0) должны выполняться условия ψ(0) =

ψ−(0; C−) = ψ+(0; C+) и ψ′(0) = ψ′−(0; C−) = ψ′+(0; C+). Последние со-

отношения представляют собой систему уравнений относительно пары

неизвестных чисел C− и C+.

Во втором пункте первого параграфа изложенным выше рассужде-

ниям придается строгая форма в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть существует такое x0, что выполняются следую-

щие условия:

(i) V (x)− ω > ε > 0 для x > x0;

(ii) V (x) ∈ C2(x0, +∞);

(iii)
∞∫

x0

|V ′′(x)| · (V (x)− ω)−3/2 dx < ∞.

Пусть ψ1(x) 6≡ 0 — фиксированное решение линейного уравнения ψxx+

(ω − V (x))ψ = 0, такое что ψ1(x) стремится к нулю при x → +∞
и имеет асимптотику (8). Тогда:

(a) для любого решения ψ(x) ∈ S+ существует число C+, такое что

ψ(x) = ψ1(x)
(
C+ + o(1)

)
, ψ′(x) = ψ′1(x)

(
C+ + o(1)

)
; (9)
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(b) наоборот, для любого числа C+ ∈ R существует единственное

решение ψ+(x; C+) ∈ S+ уравнения (5), подчиняющееся асимпто-

тическим соотношениям (9).

В следующем пункте описывается, как организовать поиск стацио-

нарных решений на основе сделанного утверждения. В ходе расчета при

фиксированном ω производится перебор различных значений парамет-

ров C+ и C−, начиная от нуля и до некоторых выбранных заранее значе-

ний, и находятся решения системы ψ−(0; C−) = ψ+(0; C+), ψ′−(0; C−) =

ψ′+(0; C+). Вводится в рассмотрение новый способ визуализации семейств

стационарных решений: вместо традиционного {ω,N}-представления пред-

лагается отмечать каждое локализованное решение точкой на плоско-

сти {ω, C+}. Преимущество такого способа заключается в том, что в си-

лу теоремы 1 каждая точка на плоскости {ω, C+} соответствует ров-

но одному локализованному решению, чего нельзя сказать о плоско-

сти {ω,N}. В четвертом пункте первого параграфа приводятся дополни-

тельные утверждения для случая отталкивающих взаимодействий. Эти

утверждения позволяют оборвать процесс поиска локализованных реше-

ний, остановившись на некоторых конечных значениях параметров C±.

При этом можно гарантировать, что при данном ω в ходе уже проделан-

ного расчета были найдены все решения рассматриваемой задачи.

Во втором параграфе первой главы рассматриваемая задача анали-

зируется с помощью асимптотических разложений вида (7). Эти соотно-

шения позволяют описать свойства малоамплитудных решений, облада-

ющих линейным аналогом. Получено несколько вспомогательных соот-

ношений, использующихся в следующих разделах диссертации.

В третьем параграфе первой главы сообщаются результаты расче-

тов, полученные с помощью описанного метода. В первом пункте рас-
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сматривается случай гармонического потенциала V (x) = x2. Найденные

семейства стационарных решений приводятся в виде диаграмм на плос-

кости {ω, C+} и {ω, N}. Во втором пункте рассматривается двухъямный

потенциал вида V (x) = αx4 + βx2, α > 0, β < 0. Для этого случая

удалось найти решения, не обладающие линейным аналогом, а также

несимметричные решения. Следует подчеркнуть, что как для гармони-

ческого, так и для двухъямного потенциала в случае σ = −1 полученная

картина является полной в том смысле, что в рассмотренном диапазоне

по ω были найдены все стационарные решения. В третьем пункте пред-

лагаемый метод обобщается на случай неоднородной по пространству

нелинейности. Рассматривается случай, когда коэффициент σ является

кусочно-постоянной функцией от x, допускающей разрыв при x = 0.

В четвертом параграфе приведен обзор результатов первой главы.

Во второй главе изучается устойчивость стационарных решений

одномерного УГП. В первом и втором параграфах рассматривается ли-

нейная устойчивость стационарных решений. В первом пункте первого

параграфа показано, что линейная устойчивость стационарного реше-

ния ψ(x)e−iωt определяется собственными числами следующей линейной

задачи на собственные значения: L−L+ ζ = Λ ζ, где операторы L− и L+

имеют вид

L± = d2/dx2 + ω − V (x) + (2± 1) · σ(x)ψ2(x), (10)

Во втором пункте первого параграфа показано, что линейная устойчи-

вость малоамплитудных решений, принадлежащих семейству Γn, опреде-

ляется собственными числами оператора L2
n, где Ln = d2/dx2+ω̃n−V (x).

Если все собственные числа оператора L2
n различны, то все решения

достаточно малой амплитуды, принадлежащие семейству Γn, линейно

устойчивы. Если же спектр оператора L2
n содержит кратные собствен-
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Рис. 1. Семейства Γn стационарных решений уравнения (5) для гармонического по-

тенциала V (x) = x2 для случая отталкивающих (график (a)) и притягивающих (гра-

фик (b)) взаимодействий. На графиках (c) и (d) показаны семейства стационарных

решений для случая V (x) = x4. Фрагменты кривых, которые соответствуют устойчи-

вым решениям, выделены жирным. В прямоугольных рамках показаны примерные

пространственные профили решений.

ные числа (что, в частности, имеет место в случае гармонического по-

тенциала в силу эквидистантности его спектра), то возможна линейная

неустойчивость малоамплитудных решений. В третьем пункте первого

параграфа кратко описывается понятие сигнатуры Крейна. Если Λ —

полупростое действительное собственное число оператора L−L+ и ζ(x) —

соответствующая собственная функция, то сигнатура Крейна собствен-

ного числа Λ находится как K = sign 〈L+ζ(x), ζ(x)〉. При «движении»

вдоль семейства Γn собственные числа Λ непрерывно меняются. Однако

при этом сигнатура каждого собственного числа измениться не может.

Если два собственных числа «сталкиваются», то после столкновения дан-

ные собственные числа могут стать комплексными только если их сиг-

натуры Крейна были различны.

Во втором параграфе второй главы приводятся результаты численно-

го исследования линейной устойчивости. В первом пункте второго пара-

графа рассматривается случай гармонического потенциала. Полученные
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с помощью анализа асимптотических разложений результаты говорят

о том, что в этом случае малоамплитудные решения, принадлежащие

высшим семействам (n > 2), являются неустойчивыми. Рассматрива-

ется также устойчивость решений произвольной амплитуды. В целом

полученные результаты не противоречат, но в то же время обобщают

сообщавшиеся ранее результаты (например, в [6] и [15]). В следующих

пунктах второго параграфа рассматриваются случаи «слабо ангармони-

ческого» потенциала V (x) = x2 + γx4, 0 < γ ¿ 1, и «сильно ангар-

монического» потенциала V (x) = x4. В обоих этих случаях имеет ме-

сто линейная устойчивость малоамплитудных решений. Сравнивая ре-

зультаты, полученные для трех рассмотренных типов потенциалов (чет-

вертый пункт), можно убедиться в том, что в случае ангармонических

потенциалов общая картина устойчивости существенно отличается от

той, которая имеет место для гармонического потенциала (см. рис. 1).

Например, для потенциала V (x) = x4 и случая отталкивающих взаи-

модействий (σ = −1) все рассмотренные решения оказались линейно

устойчивыми. В следующих двух пунктах второго параграфа рассмат-

ривается линейная устойчивость решений, найденных ранее для случая

двухъямного потенциала и для случая неоднородной нелинейности, ко-

гда σ(x) = σ+ при x > 0 и σ(x) = σ− при x < 0. Для последнего случая

показано, что уравнение Гросса–Питаевского с неоднородной нелинейно-

стью допускает существование бистабильных стационарных состояний.

Под бистабильным состоянием понимается устойчивое стационарное ре-

шение (ω, ψ1(x)) ∈ Γn, такое что для него существует еще одно устой-

чивое решение (ω, ψ2(x)) ∈ Γn, принадлежащее тому же семейству Γn

и соответствующее тому же значению параметра ω. Показано, что при

подходящем выборе значений σ+ и σ− бистабильные состояния можно

получить даже для семейства Γ0 (см. рис. 2).
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(а). σ± = ±1; (б ). σ+ = 1, σ− = −5;

Рис. 2. Семейства стационарных решений Γn для n = 0, 1, 2. Фрагменты кривых,

содержащие устойчивые решения, выделены жирным. Затененные области показы-

вают участки кривых, которые содержат устойчивые решения, принадлежащие од-

ному и тому же семейству и соответствующие одной и той же величине ωn (то есть,

решения, соответствующие бистабильным состояниям).

В третьем параграфе второй главы полученные выше результаты, ка-

сающиеся устойчивости, подтверждаются с помощью численного реше-

ния УГП во времени. Рассматривается следующая задача: УГП дополня-

ется некоторыми начальными данными: Ψ(t = 0, x) = ψ(x) и нулевыми

граничными условиями. Для решения данной задачи в первом пункте

третьего параграфа была адаптирована схема Розенброка с комплексным

коэффициентом [18], которая хорошо зарекомендовала себя при расче-

тах на бесконечных областях. Во втором пункте проведены тесты схе-

мы Розенброка на сгущающихся квазиравномерных сетках, в том числе,

с помощью точных решений, которые допускает УГП в некоторых пре-

дельных случаях. В третьем пункте приведены результаты решения УГП

во времени. Данные результаты подтверждают выводы, сделанные на ос-

нове анализа линейной устойчивости стационарных решений УГП.

В последнем, четвертом параграфе приведен обзор результатов вто-

рой главы.

В третьей главе развитый выше метод расчета стационарных реше-
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ний УГП обобщается на двумерный случай. В первом параграфе уточ-

няется постановка задачи. Рассматривается особый класс стационарных

решений, так называемые вихревые структуры. Стационарные решения

такого типа записываются в виде подстановки Ψ(t, r, ϕ) = e−i(ωt+mϕ)v(r),

где r и ϕ — полярные координаты, а число m = 0, 1, 2 . . . называется

топологическим зарядом вихревой структуры. Функция v(r) является

действительным решением уравнения

vrr + vr/r +
(
ω − V (r)

)
v −m2v/r2 + σv3 = 0. (11)

Кроме требования пространственной локализации, limr→∞ v(r) = 0, за-

дается асимптотическое поведение функции v(r) при r → 0:

lim
r→+0

v(r)r−m = c 6= ±∞. (12)

Второй параграф третьей главы посвящен описанию предлагаемого

подхода. В первом пункте второго параграфа приводятся утверждения,

лежащие в основе метода. Сначала на рассматриваемый в третьей главе

случай обобщается теорема 1 из первой главы: показано, что асимптоти-

ческое соотношение

v+(r; C) = r−1/2Q−1/4(r) · e
−

r∫
r0

√
Q(t) dt(

C + o(1)
)
, r → +∞,

где Q(r) = V (r) − ω + m2/r2, задает взаимно-однозначное соответствие

между множеством решений уравнения (11), достаточно быстро стре-

мящихся к нулю при r → +∞, и множеством действительных чисел.

Затем в этом же пункте рассматривается задача (11)–(12). Показано,

что для любого действительного числа c она имеет единственное реше-

ние v−(r; c). Как и в одномерном случае, доказанные утверждения поз-

воляют свести задачу поиска вихревой структуры к решению системы

уравнений v+(r1; C) = v−(r1; c), v′+(r1; C) = v′−(r1; c) относительно па-

ры числовых неизвестных c и C. В последних соотношениях r1 > 0 —
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некоторая фиксированная точка. Во втором пункте второго параграфа

подробнее рассматривается случай σ = −1 и m = 0. Сформулирован

и доказан набор утверждений, позволяющий при выполнении опреде-

ленных условий остановить процесс расчетов, рассмотрев конечный диа-

пазон значений параметров c и C и гарантировав при этом, что при

данном ω найдены все рассматриваемые вихревые структуры. В тре-

тьем пункте второго параграфа описывается процедура расчета вихре-

вых структур.

В третьем параграфе третьей главы сообщаются полученные резуль-

таты. Как и в одномерном случае, были рассмотрены случаи гармони-

ческого V (r) = r2 и двухъямного V (r) = αr4 + βr2 потенциалов. Были

изучены случаи нулевого и единичного топологического заряда. Най-

денные семейства стационарных решений приводятся в виде диаграмм

на плоскостях {ω, c} и {ω,N}.
В четвертом параграфе приведен обзор результатов третьей главы.

В четвертой главе изучается устойчивость двумерных стационар-

ных состояний. В терминах предыдущей главы рассматриваются вихре-

вые структуры с нулевым топологическом зарядом. В первом парагра-

фе приводятся предварительные замечания и вспомогательные факты,

касающиеся стационарных решений УГП. Кратко сообщаются извест-

ные результаты. Подчеркивается, что, согласно недавним исследовани-

ям, в случае гармонического потенциала V (r) = r2 все высшие вихревые

структуры с нулевым топологическим зарядом являются неустойчивы-

ми. Показано, что задача определения линейной устойчивости может

быть сведена к рассмотрению набора задач на собственные значения.

Анализируется линейная устойчивость малоамплитудных стационарных

решений.

Во втором параграфе четвертой главы подробно рассматривается слу-
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чай гармонического потенциала V (r) = r2. С помощью анализа асимп-

тотических разложений показано, как определенные особенности спек-

тра гармонического потенциала приводят к неустойчивости малоампли-

тудных радиально-симметричных стационарных состояний, принадле-

жащих высшим семействам. Проведенный анализ позволяет обобщить

результаты, полученные в [14]. Расчет показывает, что неустойчивость

продолжает существовать и с увеличением амплитуды стационарных ре-

шений.

В третьем параграфе четвертой главы изучается случай ангармони-

ческого потенциала. По аналогии с одномерным случаем рассматрива-

ется гармонический потенциал с малым ангармоническим возмущением

(первый пункт) и потенциал вида V (r) = r4 (второй пункт). Показано,

что наличие ангармоничности приводит к тому, что высшие стационар-

ные состояния достаточно малой амплитуды становятся устойчивыми.

Однако, в отличие от одномерного случая, и для притягивающих, и для

отталкивающих взаимодействий высшие состояния довольно быстро те-

ряют устойчивость с увеличением амплитуды решений.

Последний, четвертый параграф содержит результаты четвертой гла-

вы.

В заключении перечислены основные результаты диссертационной

работы:

1. Разработан метод стрельбы для расчета стационарных решений

УГП. Сформулирован и доказан набор утверждений, дающих пред-

ложенному методу строгое математическое обоснование.

2. При помощи предложенного метода построены семейства стацио-

нарных решений для нескольких типов потенциалов, представляю-

щих физический интерес. В ряде случаев для заданного потенци-
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ала V (x) и для σ = −1 показано, что в рассмотренном диапазоне

значений параметра ω найдены все существующие решения.

3. Исследована устойчивость найденных решений. Выявлена связь

между спектром потенциала V (x), удерживающего конденсат, и устой-

чивостью высших стационарных состояний УГП.

4. Рассмотрено УГП с неоднородной по пространству нелинейностью.

Для данного случая также построены семейства стационарных ре-

шений и изучена их устойчивость. Обнаружено существование би-

стабильных стационарных состояний.

Работа сопровождается несколькими приложениями.Приложение А

содержит краткий обзор известных результатов, касающихся решений

уравнения ψxx − Q(x)ψ = 0, стремящихся к нулю на бесконечности.

Приложение Б посвящено доказательству теоремы 1 из первой гла-

вы. В приложении В приводятся некоторые вспомогательные утвер-

ждения, необходимые для анализа случая отталкивающих взаимодей-

ствий. В приложении Г рассматриваются асимптотические разложе-

ния, описывающие расщепление кратного собственного числа при воз-

мущении линейного оператора. Полученные в данном приложении со-

отношения используются для анализа устойчивости малоамплитудных

решений в случае гармонического потенциала V (x) = x2.
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