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Рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем из функ-
циональных элементов (СФЭ), реализующих заданные булевы функ-
ции (см. [1]). Пусть имеется СФЭ S с одним выходом, реализующая
булеву функцию f(x̃n), где n ∈ N и x̃n = (x1, . . . , xn). Предположим,
что в схеме S могут происходить константные неисправности ти-
па p на выходах элементов, при которых значение на выходе любого
неисправного элемента становится равно заданной булевой констан-
те p; число неисправных элементов в схеме предполагается произ-
вольным. В результате схема S вместо исходной функции f(x̃n) бу-
дет реализовывать какие-то, вообще говоря, отличные от нее булевы
функции, называемые функциями неисправности данной схемы.

Полным диагностическим тестом (ПДТ) для схемы S называ-
ется такое множество T наборов значений переменных x1, . . . , xn,
что для любой отличной от f(x̃n) функции неисправности g(x̃n) схе-
мы S в T найдется набор σ̃, на котором f(σ̃) 6= g(σ̃), а для любых
двух различных функций неисправности g1(x̃n) и g2(x̃n) схемы S в
T найдется набор π̃, на котором g1(π̃) 6= g2(π̃). Число наборов в T
называется длиной теста. В качестве тривиального ПДТ длины 2n

для схемы S всегда можно взять множество, состоящее из всех 2n

двоичных наборов длины n.
Пусть зафиксирован функционально полный базис B, в котором

строятся схемы. Введем следующие обозначения: D(T ) — длина те-
ста T ; D(S) = minD(T ), где минимум берется по всем ПДТ T для
схемы S; D(f) = minD(S), где минимум берется по всем СФЭ S в
базисе B, реализующим функцию f ; D(n) = maxD(f), где макси-
мум берется по всем булевым функциям f от n переменных. Функ-
ция D(n) называется функцией Шеннона длины ПДТ.

Всюду далее будем считать, что n — произвольное натуральное
число. В работе автора [2] для схем в базисе {x | y}, где x | y = x&y —
штрих Шеффера, в случае p = 1 установлена оценка D(n) >
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. Н.П. Редькин в [3] для схем в стандартном (класси-

ческом) базисе {&,∨,¬} в каждом из случаев p = 0, p = 1 получил
оценку D(n) 6 2n−1, вдвое меньшую тривиальной оценки D(n) 6 2n.

Будем говорить, что СФЭ моделирует булеву функцию f(x̃n)
с n′ дополнительными входами, где n′ ∈ N, если данная схе-
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ма реализует булеву функцию f̂(x̃n+n′), обладающую следующим
свойством: существуют такие булевы константы σ1, . . . , σn′ , что
f(x̃n) = f̂(x1, . . . , xn, σ1, . . . , σn′). Отметим, что моделирование бу-
левых функций СФЭ с дополнительными входами с последующим
тестированием этих схем легко осуществимо на практике: на вхо-
ды xn+1, . . . , xn+n′ произвольной СФЭ, моделирующей булеву функ-
цию f(x̃n) с n′ дополнительными входами, в штатном режиме нужно
подавать константы σ1, . . . , σn′ соответственно, а в режиме тести-
рования на каждый такой вход могут последовательно подаваться
различные значения из множества {0, 1}.

Булева функция f(x̃n) называется монотонной (антимонотон-
ной), если для любых таких σ1, . . . , σn, π1, . . . , πn ∈ {0, 1}, что
σ1 6 π1, . . . , σn 6 πn, выполняется неравенство f(σ1, . . . , σn) 6
f(π1, . . . , πn) (соответственно f(σ1, . . . , σn) > f(π1, . . . , πn)).

Теорема ([4]). Справедливы следующие утверждения:
1) любую антимонотонную булеву функцию f(x̃n) можно

смоделировать СФЭ с одним дополнительным входом в базисе
{&,∨,¬}, допускающей ПДТ длины не более n + 1 относительно
константных неисправностей типа 1 на выходах элементов;

2) любую монотонную булеву функцию f(x̃n) можно смодели-
ровать СФЭ с одним дополнительным входом в базисе {&,∨,¬},
допускающей ПДТ длины не более n + 2 относительно констант-
ных неисправностей типа 1 на выходах элементов.

Теорема ([5]). Любую булеву функцию f(x̃n) можно смо-
делировать СФЭ с двумя дополнительными входами в базисе
{x&y, x&y, x ∨ y, x}, допускающей ПДТ длины не более 2n + 3 от-
носительно константных неисправностей типа 1 на выходах эле-
ментов.

Теорема. Любую булеву функцию f(x̃n) можно смоделиро-
вать СФЭ с одним дополнительным входом в бесконечном базисе
{x1& . . .&xr, x ∨ y, x | r = 2, 3, 4, . . .}, допускающей ПДТ длины не
более n+ 1 относительно константных неисправностей типа 1 на
выходах элементов.

Теорема. Каждую из булевых функций x1 ⊕ . . .⊕ xn, x1 ⊕ . . .⊕
xn ⊕ 1 можно реализовать СФЭ в базисе {&,∨,¬}, допускающей
ПДТ длины не более n относительно константных неисправностей
типа 1 на выходах элементов.

Используя утверждения теорем и принцип двойственности, мож-
но получить аналогичные результаты с заменой всех базисов на двой-
ственные и заменой неисправностей типа 1 на неисправности типа 0.

Сравнивая утверждения второй и третьей теорем и двойственные
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им результаты с упомянутым выше результатом работы [3], получа-
ем, что а) ценой добавления в базис функции x&y (в случае p = 1)
или x ∨ y (в случае p = 0), а также добавления в схемы двух допол-
нительных входов, либо б) ценой добавления в базис конъюнкций
(в случае p = 1) или дизъюнкций (в случае p = 0) произвольно-
го числа переменных, а также добавления в схемы одного дополни-
тельного входа можно добиться уменьшения верхней оценки длины
минимального ПДТ с экспоненциальной до линейной по n при реа-
лизации произвольной булевой функции от n переменных схемами
из функциональных элементов.

Из четвертой теоремы и доказательства первой теоремы выте-
кает, что в случае p = 1 при рассмотрении схем в базисе {&,∨,¬}
для любой неконстантной булевой функции f(x̃n), которая линейна
или имеет вид xnf

′(x̃n−1), где f ′(x̃n−1) — антимонотонная булева
функция, справедливо неравенство D(f) 6 n, а для любой булевой
функции f(x̃n) вида xn ∨ f ′′(x̃n−1), где f ′′(x̃n−1) — неконстантная
монотонная булева функция, справедливо неравенство D(f) 6 n+1.
Из доказательства второй теоремы следует, что в случае p = 1 при
рассмотрении схем в базисе {x&y, x&y, x ∨ y, x} для любой булевой
функции f(x̃n) вида xn−1xnh(x̃n−2), где h(x̃n−2) 6≡ 0, выполнено
неравенство D(f) 6 2n−1. Тем самым найдены достаточно большие
классы булевых функций от n переменных, для любой функции f
из каждого из которых справедлива линейная верхняя оценка вели-
чины D(f) для схем в некотором базисе, состоящем из функций от
не более чем двух переменных.
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О МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ СЛОЖНОСТИ
ВЫЧИСЛЕНИЯ МНОГОЧЛЕНОВ

И. С. Сергеев (Москва)

В работе оценивается мультипликативная (нескалярная) слож-
ность µ(Md,n) вычисления класса Md,n комплексных многочленов n
переменных степени ≤ d. Напомним, что под степенью монома по-
нимается сумма показателей степени входящих в него переменных,
под степенью многочлена — максимальная из степеней его мономов
с ненулевыми коэффициентами.

Через µ(f) обозначается мультипликативная сложность вычис-
ления многочлена f арифметическими схемами в базисе {+, ∗} ∪
{ax | a ∈ C} — минимальное число нескалярных умножений в
схеме. Сложность класса многочленов F определяется как µ(F) =
maxf∈F µ(f).

Для мультипликативной сложности класса F , имеющего струк-
туру линейного пространства, стандартным мощностным рассужде-
нием [1] доказывается нижняя оценка µ(F) ≥

√
dimF − O(1) (см.

также [2, 3]).

В частности, µ(Md,n) &
√
Cdd+n [3], если d ≥ 2. Эта оценка

достигается по порядку при некоторых значениях d, n. Так, в [1]
для класса многочленов одной переменной получены оценки

√
d .

µ(Md,1) .
√

2d. Этот результат элементарно обобщается на случай
n = O(1), в котором справедливо µ(Md,n) � dn/2. При четном по-
стоянном d тривиально выполняется µ(Md,n) � nd/2 и в частности
µ(M2,n) = dn/2e. Для общего случая в [4] доказана верхняя оценка
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