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В работе исследуется задача нахождения оптимального разделе-
ния территории государства на административно-территориальные
единицы (АТЕ), ограниченного демографическими, экономическими
и географическими критериями балансировки. Детальнее с подобны-
ми задачами можно ознакомится в работах [1, 2].

Минимальными неделимыми элементами считаются населённые
пункты (НП). Из числа всех НП нужно выбрать административно-
территориальные центры (АТЦ), а оставшиеся НП подчинить каким-
то из этих центров, образовав тем самым искомые АТЕ. Требование
связности и компактности территории каждой АТЕ представляет
собой основное вычислительное узкое место. Разработанная модель
весьма хорошо масштабируется и находит разделения территории
государства на связные АТЕ, используя эвристику, основанную на
поиске всех кратчайших путей между АТЦ и подчинёнными им НП.
При этом под оптимальностью разделения государства на АТЕ пони-
мается минимизация общего количества АТЕ, ограниченного рядом
условий.

Формулировка задачи. Пусть G = (V,E) — неориентирован-
ный граф, в котором множество вершин обозначается через V =
{v1, . . . , vn} (каждая вершина соответствует одному НП), и ребро eij
принадлежит E тогда и только тогда, когда населённые пункты vi и
vj напрямую соединены дорогой. Каждая вершина характеризуется
тремя атрибутами: численностью населения, бюджетным потенциа-
лом и долей этнических меньшинств. Вес каждого ребра eij ∈ E со-
ответствует длине дороги, напрямую соединяющей населённые пунк-
ты vi и vj .

Множество V следует разбить на p АТЕ, p ≥ 2, с учётом сле-
дующих ограничений. Прежде всего, каждой вершине должна быть
назначена ровно одна АТЕ, причём каждая АТЕ должна иметь по
крайней мере минимально допустимое количество жителей. Админи-
стративным центром АТЕ должен быть НП с максимальной числен-
ностью населения и максимальным бюджетным потенциалом, и он
должен располагаться как можно ближе ко всем другим НП, входя-
щих в данную АТЕ. Последнее условие можно интерпретировать как
меру компактности. Кроме того, АТЕ должны быть географически
связными, т.е. каждая АТЕ должна индуцировать связный подграф.
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Еще одно важное ограничение обусловлено тем, что только НП со
схожей этнической структурой могут группироваться в АТЕ.

Модель двоичного линейного программирования. Для решения
поставленной задачи вначале введём переменные xij , 1 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ n, имеющие следующее значение:

xij =

{
1, НП vj подчинён АТЦ vi.
0, в противном случае.

В частности, если vi является АТЦ, то xii = 1, иначе xii = 0.
Вспомогательные двоичные переменные yi, 1 ≤ i ≤ n, используются
для обеспечения соблюдения этнических ограничений. Введём необ-
ходимые обозначения:

N — минимальное число выделяемых АТЕ;
D — максимально допустимое дорожное расстояние меж-

ду АТЦ и подченёнными им НП;
C — минимально допустимый бюджетным потенциал

АТЦ;
P — минимально допустимая численность населения АТЦ;
P ∗ — минимально допустимая численность населения АТЕ;
M — достаточно большое положительное число;
pi — численность населения НП vi;
ci — бюджетный потенциал НП vi;
γi — этнический индикатор НП vi (γi = 1 если доля этни-

ческих меньшинтв НП vi превышает заданный порог,
иначе γi = 0);

dij — длина кратчайшей дороги, напрямую соединяющей
НП vi и vj ;

α — коэффициент релаксации численности населения, α ∈
[0, 1] (численность населения любого НП не должна
превышать (1 + α) ∗ 100% от численности населения
АТЦ);

β — коэффициент релаксации бюджетного потенциала,
β ∈ [0, 1] (бюджетный потенциал любого НП не дол-
жен превышать (1 + β) ∗ 100% от бюджетного потен-
циала АТЦ);

〈vi, vj〉 — множество НП, расположенных на всех кратчайших
дорогах, соединяющих НП vi и vj .

Сформулируем модель двоичного линейного программирования.
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Минимизировать
∑n
i=1 xii

при ограничениях:
dijxij ≤ D, i, j = 1, n∑
vk∈〈vi,vj〉 xik ≥ |〈vi, vj〉|xij , i, j = 1, n∑n
j=1 pjxij ≥ P ∗xii, i = 1, n

pixii ≥ Pxii, i = 1, n
pjxij ≤ (1 + α)pixii, i, j = 1, n
cixii ≥ Cxii, i = 1, n
cjxij ≤ (1 + β)cixii, i, j = 1, n∑n
j=1(1− γj)xij ≤Myi, i = 1, n∑n
j=1 γjxij ≤M(1− yi), i = 1, n∑n
i=1 xij = 1, j = 1, n∑n
i=1 xii ≥ N

xij , yi ∈ {0, 1}, i, j = 1, n

Заметим, что разработанная модель была успешно применена для
получения оптимальных сценариев разделения территории Респуб-
лики Молдова на АТЕ, которые полностью соответствуют требова-
ниям законодательства и обеспечивают разумный компромисс меж-
ду всеми критериями балансировки [3].
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