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Пусть k, l — неотрицательные целые числа, и k + l ≥ 3. Рассмот-
рим множество G с определенной на нем операцией сложения. Пусть
A1, . . . , Ak+l — подмножества G. Набор множеств (A1, . . . , Ak+l) на-
зывается (k, l)-свободным от решений ((k, l)-НСР), если не суще-
ствует набора (a1, . . . , ak+l) ∈ A1×· · ·×Ak+l, являющегося решением
уравнения

x1 + · · ·+ xk = xk+1 + · · ·+ xk+l (1)
Семейство всех (k, l)-НСР в G обозначим через Sk,l(G). Положим

λk,l([1, n]) = max
(A1,...,Ak+l)∈Sk,l([1,n])

|A1 ∪ · · · ∪Ak+l|.

Основным результатом этой работы является следующая
Теорема 1. Пусть k, l — неотрицательные целые числа, удо-

влетворяющие условию k + l ≥ 3. Тогда при n → ∞ справедливо
равенство

log |Sk,l([1, n])| = λk,l([1, n]) + ō(n),

L-гранулой типа смежного класса называется объединение
смежных классов группы G по некоторой подгруппе порядка не
меньше L.

Пусть L — целое число и d ∈ G, причем ord(d) ≥ L, где ord(d) —
порядок элемента d. Пусть H — подгруппа группы G, порожден-
ная элементом d. Разобьём каждый смежный класс подгруппы H на
bord(d)/Lc прогрессий вида

{
x+ ld

∣∣ 0 ≤ l ≤ L− 1
}
и одно «остаточ-

ное» множество мощности менее L. Для каждого d ∈ G фиксируем
одно такое разбиение. Объединение полученных прогрессий (в объ-
единение не входят «остаточные» множества) называется L-гранулой
типа прогрессии.

Отметим, что в определении L-гранулы типа смежного клас-
са (прогрессии) речь идет об объединении произвольных смежных
классов (прогрессий).

Следующие две леммы можно найти в работе [1] (см. стр. 166,
Лемма 3.3 и Лемма 3.4).

Лемма 1. Пусть n — достаточно большое натуральное число,
G — абелева группа порядка n, а L ≤

√
n. Тогда в группе G име-

ется не более 23n/L L-гранул обоих типов (прогрессии и смежного
класса).
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Лемма 2. Пусть n — достаточно большое натуральное число, и
M — множество мощности n, а ρ — вещественное число, меньшее
некоторой абсолютной положительной константы. Тогда, число
подмножеств множества M, мощности не превышающей ρn, не
превосходит 2n

√
ρ.

Следующая теорема доказана в работе [2].
Теорема 2. Пусть k ≥ 3, A1, . . . , Ak — такие подмножества

абелевой группы G порядка n, что существует o(nk−1) решений
уравнения x1 + · · ·+xk = 0 при xi ∈ Ai, i = 1, . . . , k. Тогда существу-
ют подмножества A′1, . . . , A′k такие, что A′i ⊆ Ai, |Ai \A′i| = o(n),
и решений уравнения x1 + · · ·+ xk = 0 при xi ∈ A′i нет.

Лемма 3 (Гранулирование). Пусть n — достаточно большое
натуральное число, G — абелева группа порядка n, и k, l — нату-
ральные числа, k + l ≥ 3, (A1, . . . , Ak+l) ∈ Sk,l(G), а 0 < ε < 1/2,
L и L′ — положительные числа, удовлетворяющие неравенству

n > L′ (4L/ε)
(k+l)343(k+l)+1ε−3(k+l+1)

. Тогда существуют подмноже-
ства A′1, . . . , A′k+l группы G такие, что: (i) A′1, . . . , A′k+l — либо L-
гранулы типа прогрессии, либо L′-гранулы типа смежного класса;
(ii)

∣∣A1 \ A′1
∣∣ ≤ εn, . . . ,

∣∣Ak+l \ A′k+l

∣∣ ≤ εn; (iii) (A′1, . . . , A
′
k+l) содер-

жит не более εnk+l−1 решений уравнения (1).
Теорема 3. Пусть n — достаточно большое натуральное чис-

ло, а k, l — неотрицательные целые числа, удовлетворяющие усло-
виям k + l ≥ 3 и k ≥ l. Тогда существует семейство F набо-
ров (F1, . . . , Fk+l) подмножеств отрезка натуральных чисел [1, n],
удовлетворяющее условиям: (i) log |F| ≤ 2(k + l)(kn + 1)(k + l −
1)−1/2(log(kn + 1))−(6(k+l)+8)−1

; (ii) для каждого (A1, . . . , Ak+l) ∈
Sk,l([1, n]) существует набор (F1, . . . , Fk+l) ∈ F такой, что A1 ⊆
F1, . . . , Ak+l ⊆ Fk+l; (iii) всякий набор (F1, . . . , Fk+l) ∈ F содержит
не более (kn+1)k+l−1(log(kn+1))−(3(k+l)+4)−1

решений уравнения (1).

Доказательство. Пусть Zm — циклическая группа порядка m =
kn+1. Положим H =

{
(A1∩ [1, n], . . . , Ak+l∩ [1, n])

∣∣ (A1, . . . , Ak+l) ∈
Sk,l(Zm)

}
. Нетрудно убедиться, что Sk,l([1, n]) = H ⊆ Sk,l(Zm). По-

ложим L = L′ = blogmc и ε = (k + l + 1)−1(logm)−(3(k+l)+4)−1

.
Несложно видеть, что при достаточно большом m такой выбор па-
раметров удовлетворяет условию леммы 3 (в лемме 3 в качестве G
берем Zm). Таким образом, для каждого набора (A1 . . . , Ak+l) ∈ H,
применяя лемму 3, построим набор множеств (A′1 . . . , A

′
k+l). Поло-
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жим F =
{

(A1 ∪ A′1, . . . , Ak+l ∪ A′k+l)
∣∣ (A1 . . . , Ak+l) ∈ H

}
. Тогда

пункт (ii) выполнен автоматически. Отсюда и в силу пункта (ii) лем-
мы 3 вытекает, что мощность семейства F не превосходит количества
наборов (F1 . . . , Fk+l) таких, что для всех i = 1, . . . , k + l множество
Fi является объединением L-гранулы с некоторым подмножеством
группы Zm, мощности не более εm. Таким образом, в силу лемм 1
и 2 следует, что log |F| ≤ (k + l)(3m/L + m

√
ε), что при достаточ-

но большом m не превосходит 2(k + l)m
√
ε = 2(k + l)(kn + 1)(k +

l − 1)−1/2(log(kn + 1))−(6(k+l)+8)−1

. Пункт (i) выполнен. Несложно
убедиться, что при добавлении элемента в одно из множеств набора
(F1, . . . , Fk+l) ∈ F , в нем может образоваться не более mk+l−2 но-
вых решений уравнения (1). Отсюда и в силу пункта (iii) леммы 3
получаем, что в каждом наборе (F1, . . . , Fk+l) ∈ F не более, чем
εmk+l−1 + εm · (k+ l)mk+l−2 = (kn+ 1)k+l−1(log(kn+ 1))−(3(k+l)+4)−1

решений уравнения (1).
Доказательство теоремы 1. Без ограничения общности предполо-
жим, что k ≥ l. Пусть Zm — циклическая группа порядка m =
kn + 1. Из теоремы 3 следует, что существует семейство F набо-
ров подмножеств (гранул) отрезка натуральных чисел [1, n], удо-
влетворяющее условиям (i)-(iii). Пусть (F1, . . . , Fk+l) ∈ F . Фикси-
руя (F1, . . . , Fk+l) и, применяя теорему 2 при A1 = F1, . . . , Ak =
Fk, Ak+1 = −Fk+1, . . . , Ak+l = −Fk+l, как подмножества группы Zm,
получаем, что существуют F ′1 ⊆ F1, . . . , F

′
k+l ⊆ Fk+l, такие, что

|Fi \ F ′i | = o(m), i = 1, . . . , k + l, и (F ′1, . . . , F
′
k+l) ∈ Sk,l([1, n]). На-

бор (Q1, . . . , Qk+l) назовем «поднабором» набора (W1, . . . ,Wk+l), ес-
ли имеет место Q1 ⊆ W1, . . . , Qk+l ⊆ Wk+l. Отсюда и из того, что
log |F| = o(n) (пункт (i) теоремы 3), с учетом того, что o(m) = o(n),
получаем, что число «поднаборов» всех наборов семейства F , не пре-
восходит 2|F

′
1∪···∪F

′
k+l|+o(n).

Из пункта (ii) теоремы 3 следует, что любой набор из Sk,l([1, n])
является «поднабором» некоторого набора из семейства F . Из по-
следнего следует, что при n → ∞ верно, что log |Sk,l([1, n])| =
λk,l([1, n]) + ō(n).
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