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МНОГОГРАННИКИ БИНАРНЫХ ДЕРЕВЬЕВ

O. C. Щербаков (Москва)

Задача о минимальном заполнении конечного метрического про-
странства [1] состоит в поиске взвешенного дерева наименьшего веса,
соединяющего данное метрическое пространство (т.е. точки метриче-
ского пространтсва вкладываются в множество вершин графа) так,
что для любых двух точек метрического пространства вес любого
пути, соединяющего их в графе, не меньше расстояния между ни-
ми в метрическом пространстве. В ходе решения задачи приходится
иметь дело с т.н. задачей минимального параметрического заполне-
ния, в такой постановке фиксируется граф G (тип заполнения) и ми-
нимизируется весовая функция на ребрах графа в сделанных выше
предположениях. Вес минимального заполнения данного типа мо-
жет быть найден как решение задачи линейного программирования
[2] или с помощью так называемых мультиобходов [3]. В работе [3]
предъявлена формула веса минимального параметрического запол-
нения, она использует так называемые классы неприводимых муль-
тиобходов, обозначим их T ′(G). В работе [2] формула веса получена
в виде решения двойственной задачи линейного программирования:
вес представляет максимум целевой функции на вершинах много-
гранника (допустимого множества), назовем этот многогранник —
многогранником бинарного дерева.

Опишем многогранник бинарного дерева подробнее. Пусть у би-
нарного дереваG естьm вершин степени 1 (такие вершины называем
граничными), тогда количество рёбер равно 2m − 3. Для дерева G
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строим матрицу разрезов A. Столбцы матрицы соответствуют неупо-
рядоченным парам вершин, а строки — рёбрам. Элемент ij столбца
и k строки определен условием

akij =

{
1 ek ∈ Γij
0 ek /∈ Γij

Здесь ek — ребро дерева G, Γij — путь, соединяющий граничные
вершины vi и vj .

Многогранник бинарного дерева определен следующим образом:

{x = (x12, . . . , x(m−1)m)T ∈ U : Ax = (1, . . . , 1), xij ≥ 0}

Оказывается справедлива
Теорема. Существует биекция между множеством вершин

многогранника бинарного дерева G и множеством неприводимых
мультиобходов T ′(G).

Полученные в работах [2] и [3] формулы веса минимального па-
раметрического заполнения не могут быть улучшены, то есть ни од-
на вершина многогранника не может быть удалена из формулы, и
соответственно ни один неприводимый мультиобход не может быть
удален, что вытекает следующей теоремы.

Теорема. Для любой вершины v многогранника бинарного дере-
ва существует метрическое пространство M , такое, что на ней
достигается строгий максимум целевой функции.

Рис. 1: Дерево типа «змея»

В заключение получена явная формула веса минимального пара-
метрического заполнения для дерева типа «змея».
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