
Таким образом, предыдущая известная итеративная нижняя
оценка изменяется на слагаемое, соответствующее самодуальным
бент-функциям от n− 4 переменных.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО
РАН (проект № FWNF-2022-0018).
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ПОСТРОЕНИЕ ДУАЛЬНОГО АГ-КОДА
МАЛОЙ РАЗМЕРНОСТИ

В ЭЛЛИПТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ

Е.С. Малыгина (Калининград)

Пусть F/Fp — функциональное поле, определенное над конечным
полем Fp, где p — простое число. Будем считать, что поле F задается
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уравнением y2 = f(x), где f(x) ∈ Fp[x] — свободный от квадратов
многочлен степени deg f = 2g + 1, g — род поля F .

Зафиксируем обозначения:
P1, P2, . . . , Pn — попарно различные точки F/Fp степени один;
D = P1 + . . .+ Pn — дивизор, состоящий из точек Pi, i = 1, . . . , n;
G — дивизор, в чьей записи не участвуют точки дивизора D.

АГ-код CL(D,G) определим следующим образом:

CL(D,G) = {(h(P1), . . . , h(Pn)) : h ∈ L(G)} ⊆ Fnp ,

где L(G) — пространство Римана-Роха [1].
Автоморфизмы F/Fp образуют группу

Aut(F/Fp) = {σ : σ(a) = a, a ∈ Fp},

которая действует на точки поля как σ(P ) = {σ(x) : x ∈ P}. Дей-
ствие Aut(F/Fp) на точки можно продолжить до действия на диви-
зоры, полагая σ (

∑
nPP ) =

∑
nPσ(P ). Определим

AutD,G(F/Fp) = {σ ∈ Aut(F/Fq) : σ(D) = D,σ(G) = G}.

Обозначим за P∞ общий полюс функций x и y. Определим точки
функционального поля F степени 1, отличные от P∞, как P(1)

F для
вычисления f(x) следующим образом. Пусть α ∈ Fp, тогда:
1. Если f(α) = 0, то главный дивизор (x− α) имеет вид:

(x− α) = 2Pα,0 − 2P∞, где degPα,0 = 1.

2. Если f(α) = β2 и β ∈ Fp, то главный дивизор (x− α) имеет вид:

(x− α) = Pα,β + Pα,−β − 2P∞, где degPα,β = degPα,−β = 1.

3. Если f(α) = β2 и β /∈ Fp, то главный дивизор (x− α) имеет вид:

(x− α) = Pα − 2P∞, где degPα = 2.

Согласно [1] группа автоморфизмов AutD,G(F/Fp) функци-
онального поля является подгруппой группы автоморфизмов
Aut(CL(D,G)) АГ-кода CL(D,G) при degD > 2g + 2. Выбирая со-
ответствующим образом дивизор G, мы можем найти все элементы
AutD,G(F/Fp). Для начала необходимо вычислить Aut(F/Fp), а за-
тем выбрать те автоморфизмы, которые оставляют неподвижными
дивизоры D и G.
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Обозначим за H(Fp) все точки степени 1, образующие абелеву
группу относительно операции ⊕ вместе с нейтральным элементом
P∞. Пусть Aut∞(F/Fp) — группа автоморфизмов функционального
поля F , которая фиксирует точку P∞, и распространяет свое дей-
ствие на группу H(Fp).

Лемма. Пусть F/Fp — эллиптическое функциональное поле.
Тогда существует биекция H(Fp) × Aut∞(F/Fp) → Aut(F/Fp),
(P, σ) 7→ τP ◦ σ, где τP (Q) = Q⊕ P .

В эллиптическом случае группу Aut(F/Fp) достаточно легко вы-
числить, если dim C < 6. Однако задача вычисления группы ав-
томорфизмов АГ-кодов высокой размерности порой неосуществи-
ма с вычислительной точки зрения. Поскольку Aut(C) = Aut(C⊥),
то нахождение порождающей матрицы дуального кода существен-
но быстрее, нежели исходного. Если C = [n, k], то C⊥ = [n, n − k].
При этом, если (Ik,M) — порождающая матрица кода CL(D,G), то
(−M t, In−k) — порождающая матрица дуального кода C⊥L(D,G).
Стоит отметить, что такой подход хорош только в том случае, если
размерность дуального кода достаточно мала.

Рассмотрим эллиптическое функциональное поле F/Fp с урав-
нением y2 = x(x − α)(x − β). Построим дуальный код к АГ-коду,
ассоциированному с эти полем. Отметим, что точки стемепни 1 един-
ственным образом определяют значения функций x и y. Для точки
P ∈ P(1)

F будем обозначать P = (x(P ), y(P )). Также отметим, что
отображение τP (Q) = P ⊕ Q для фиксированной точки Q ∈ P(1)

F

является автоморфизмом поля F .
Поскольку f(x) = x(x − α)(x − β), то функциональное поле F

имеет 4 разветвляющиеся точки над Fp(x). Обозначим эти точки как
P1 = (0, 0), P2 = (α, 0), P3 = (β, 0) и P∞ — общий полюс функций x и
y. Пусть |P(1)

F | = n. Обозначим оставшиеся разветвляющиеся точки
поля F степени 1 как P4, P5, . . . , Pn.

Существует 4 автоморфизма поля F , фиксирующих точку P∞,
которые образуют циклическую группу, обозначаемую 〈σ〉:

σ(x) = −x, σ(y) = ξy,

где ξ4 ≡ 1 (mod p) и p ≡ 1 (mod 4).
В качестве дивизоров, участвующих в построении АГ-кода, ассо-
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циированного с эллиптической кривой, рассмотрим

D =

n∑
i=4

Pi и G = k1P1 + k2P2 + k3P3 + k0P∞, ki ≥ 0.

Теорема. Пусть D =
∑n
i=4 Pi. Если

G = k1P1 + k2P2 + k3P3 + k0P∞, ki ≥ 0, i = 0, . . . , 3

и 1 ≤ degG ≤ 11, то

CL(D,G)⊥ = v · CL(D,G′),

где G′ = 3(P1 + P2 + P3 + P∞)−G, v = (h(P4), . . . , h(Pn)) и

h =
(x− γ1)(x− γ2)∏n−8

4
i=1 gi(x)

,

γ1 ∈ {0, α, β}, γ2 ∈ {0, α, β}�{γ1}, gi(x) — неприводимые многочле-
ны, участвующие в разложении d((x−P4)·...·(x−Pn))

dx .
Очевидно, что AutD,G(F/Fp) совпадает с AutD,G′(F/Fp), что су-

щественно упрощает вычисление группы автоморфизмов исходно-
го кода. Также отметим, что умножая каждую координату кода на
ненулевой элемент базового поля, мы получаем эквивалентный код,
который имеет ту же размерность и минимальное расстояние.

Работа выполнена при финансовой поддержке Программы мо-
бильности 5-100, а также при финансовой поддержке Минобрнауки
России (соглашение №075-02-2022-872).
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