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Предисловие научного редактора 

   

Представляемая научному сообществу книга проф. А.В. Колесниченко 

по термодинамике неаддитивных (неэкстенсивных) сред восполняет 

определенный пробел в фундаментальной литературе по этой тематике. 

Происхождение неаддитивности и ее связь с термодинамикой рассматри-

вается в книге с помощью понятия дефекта энтропии, то есть уменьшения 

энтропии системы, вызванного наличием дальнодействующих корреляций 

между ее отдельными элементами. В настоящее время свойства подобных 

систем, характеризующихся негауссовыми и негиббсовскими распределе-

ниями и проявляющиеся в аномальных физических процессах, исследуют-

ся весьма интенсивно за рубежом. Вместе с тем они носят, как правило, 

модельно-инструментальный характер, то есть в публикациях описывается 

математический аппарат, применяемый для вычисления тех или иных 

термодинамических функций в рамках определенных статистических мо-

делей без обсуждения базовых принципов, лежащих в основе этих моде-

лей. Однако область неаддитивной термодинамики в понятийном смысле 

весьма существенно затрагивает философские категории, чем и обуслов-

лена незавершенность современных концептуальных подходов. Предла-

гаемая монография, наряду с подробными математическими доказатель-

ствами приведенных модифицированных термодинамических соотноше-

ний, содержит оригинальные авторские идеи о различных подходах к по-

строению различных неаддитивных термодинамик (Тсаллиса, Реньи, 

Шарма-Миттал, Шарма-Танеджи-Миттал и Каниадакиса) и о их связи с мо-

делями классической термодинамики. Это несомненное достоинство дан-

ной работы, стимулирующее исследовательскую мысль при построении 

обобщающих моделей и категорий, что в конечном итоге приводит к со-

зданию более обоснованных теорий аномальных физических явлений. 

Несмотря на достаточно большой исторический путь развития класси-

ческой термодинамики, именно незавершенность ее концепции заставля-

ет зачастую обращаться к исходным постулатам, чтобы попытаться прове-

сти необходимые обобщения. Полезно кратко напомнить основные про-
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блемы, которые и сейчас не потеряли актуальности, чтобы более ясно вы-

делить направления современных исследований и то, что побудило автора 

к написанию данной монографии. 

В традиционном современном подходе, основывающемся на аксио-

матике Каратеодори, предложенной в 1909 г., температура и энтропия не 

являются исходными понятиями. Они строятся из так называемых первых 

принципов, то есть из законов механики движения частиц, составляющих 

физическую систему. Обратная температура в этом подходе есть интегри-

рующий множитель, который переводит малое приращение количество 

теплоты в полный дифференциал функции, называемой энтропией. Эту 

теоретическую температуру необходимо как-то связать с эмпирической 

температурой. Эмпирическая температура является по предположению 

такой вещественной функцией ( )T P  от параметров состояний P  системы, 

которая для двух составляющих системы дает одно и то же значение 

   1 2T P T P тогда и только тогда, когда система находится в тепловом 

равновесии. Это, собственно, и есть определение термодинамического 

равновесия. Но оказалось, что наличие термометра, то есть условия вы-

полнения принципа транзитивности, недостаточно для строгого обоснова-

ния существования эмпирической температуры. С другой стороны, просто 

наличие интегрирующего множителя не гарантирует монотонность изме-

нения энтропии.  

В 1928 г. Т.А. Афанасьевой-Эренфест было показано, что формулиров-

ки второго начала термодинамики Клаузиуса и Кельвина, в которых пер-

вичны понятия теплоты и температуры, не эквивалентны. Именно, для 

формулировки Кельвина требуется выполнение трех аксиом: об адиабати-

ческой недостижимости состояний с ненулевым приращением количества 

теплоты; о тепловом равновесии, возможном только при равных темпера-

турах; и об однозначности энтропии, интеграл от которой по замкнутому 

контуру всегда равен нулю. Для формулировки Клаузиуса необходимо до-

бавить аксиому о положительности интегрирующего множителя. 

В 1948 г. Каттанео показал, что если внутренняя энергия является не-

прерывной функцией всех своих аргументов P , то существует эмпириче-

ская энтропия ( )s P , под которой понимается вещественная функция со 

следующим свойством: состояние 2P  является адиабатически достижимым 
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из состояния 1P  тогда и только тогда, когда    1 2s P s P . Существенность 

гипотезы о непрерывности была доказана в 1961 г. Ландсбергом. В 1968 г. 

Бойлин доказал, что существование эмпирической энтропии и локального 

интегрирующего множителя в теории Каратеодори достаточно для суще-

ствования глобального интегрирующего множителя.  

Параллельно аксиоматической теории разрабатывались кинетиче-

ские подходы, призванные связать формальную термодинамику через па-

раметры распределения Гиббса со статистической механикой систем мно-

гих частиц. Теория локально-равновесных состояний была построена Н.Н. 

Боголюбовым в 1946 г. Она основана на микроскопическом подходе к 

описанию неравновесных процессов, на иерархии функций распределения 

и времен релаксации и на последующем сокращении числа параметров, 

определяющих состояние системы. Однако надо отметить, что аддитив-

ность функций состояния для двух термодинамических подсистем доказа-

на, строго говоря, лишь в тривиальном случае идеального газа. Наряду с 

этим, Трусделл в 1965 году показал, что в рамках классической термоди-

намики соотношения вида    1 1/ , /
V U

S U S VT PT 
       не могут 

быть применены к реологическим моделям, в которых уравнения состоя-

ния зависят от градиентов термодинамических параметров. 

Таким образом, уже в середине прошлого века пришло понимание 

того, что даже если удастся согласовать термодинамическую аксиоматику, 

она не сможет быть применена ко многим реальным системам. Попытки 

учесть дальнодействующие потенциалы и поверхностные эффекты нашли 

отражение в создании более сложных кинетических уравнений, но на 

уровне аксиоматики к существенным продвижениям не привели. В то же 

время необходимость создания моделей для описания систем, параметры 

которых не аддитивны, привела к различным модификациям классических 

определений. Основной моделью является так называемая q - энтропия 

Тсаллиса (точнее энтропия Havrda/Charvát/Daróczy/Tsallis), предложенная 

им в 1988 г. Несмотря на определенную эвристику, в ряде математических 

аспектов эта модель оказалась чрезвычайно удобной. Она позволяет чис-

ленно (то есть близко к эксперименту) моделировать многие аномальные 

системы с дальнодействующим силовым взаимодействием, а также тер-

модинамику фрактальных сред. Как и для q - деформированных кванто-



6 

 

 

вых коммутационных соотношений между канонически сопряженными 

операторами, здесь также формулы переходят в классические при 1q .  

В настоящей книге описывается как методология построения стати-

ческой термодинамики неаддитивных систем, так и различные следствия 

и интерпретации получаемых соотношений. Прослеживающаяся на про-

тяжении всего изложения связь новой теории и классических представле-

ний позволяет читателю погрузиться в весьма причудливый мир неадди-

тивной термодинамики, а многочисленные подробно описанные прило-

жения показывают практическую востребованность данного направления 

науки. 

Доктор физ.-мат. наук, проф. Ю.Н. Орлов 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  
 

 

 

 

 

Посвящается жене и другу Ольге 

 
 

Предисловие автора 

Эта книга посвящена изложению теоретических основ неэкстенсивной 

статистической термодинамике Тсаллиса, предназначенной, в первую 

очередь, для моделирования ряда сложных динамических систем в усло-

виях, когда существенным является учет пространственного дальнодей-

ствия, длинной памяти и сильных корреляций между отдельными элемен-

тами системы, что приводит, в конечном итоге, к нарушению гипотезы 

полного хаоса фазового пространства состояний, и тем самым, к неадди-

тивности ее термодинамических характеристик, в частности, энтропии.  

Как теперь стало понятно, статистическая механика Больцма-

на−Гиббса и классическая термодинамика не являются вполне универ-

сальными теориями, поскольку они имеют ограниченные области приме-

нимости. Это связано, в частности, с тем, что в основе статистики Больцма-

на−Гиббса лежит постулат о полном перемешивании потока «фазовых то-

чек» в фазовом пространстве (гипотеза молекулярного хаоса). Это означа-

ет, что фазовое пространство не содержит запрещенных состояний и об-

ладает обычными свойствами непрерывности, гладкости, евклидовости. 

При этом гипотеза перемешивания, дополненная предположением о бес-

конечном числе степеней свободы, приводит к экспоненциальному рас-

пределению вероятности состояний системы (из которого следует, в част-

ности, свойство аддитивности экстенсивных термодинамических пере-

менных), или, в случае кинетической теории, к максвелловскому распре-

делению скоростей. Кроме этого, в основе этих наук лежит фундаменталь-

ное предположение о малости радиуса взаимодействия между отдельны-

ми элементами системы по сравнению с размерами самой системы. По-

скольку в большинстве обычных систем силы между отдельными частями 

короткодействующие, то каждая «молекула» чувствует лишь несколько 

ближайших соседей. Таким образом, аддитивность энтропии и других 

термодинамических параметров для равновесных или близких к равнове-
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сию систем является следствием локального взаимодействия между от-

дельными элементами системы. 

Вместе с тем, существует широкий класс сложных систем, элементы 

которых взаимодействуют глобально, чему предшествует снижение сим-

метрии системы, связанное с формированием коллективных мод интен-

сивных переменных. В физике и в других естественных науках, использу-

ющих методы статистической термодинамики, известны многочисленные 

примеры подобных систем, поведение и свойства которых являются ано-

мальными с точки зрения классической термодинамики. Примером таких 

аномальных систем в астрофизике являются астрофизические диски доста-

точно больших размеров, существенным признаком которых является не-

сводимость всей системы к простой сумме частей. Как известно, сила гра-

витационного притяжения между любыми телами падает с расстоянием 

достаточно медленно, обратно пропорционально квадрату расстояния 

между телами. Поэтому в самогравитирующих астрофизических дисках 

каждая частица «чувствует» не только ближайших соседей, а всю совокуп-

ность остальных частиц). Другими словами, отдельные части дискового 

облака будут взаимодействовать не только на границе их соприкоснове-

ния, но и глобально всеми своими объемами. Именно по этой причине 

моделирование эволюции дискового вещества на основе классической эн-

тропии Больцмана−Гиббса    ln
BG

BS k d p pz  не является в общем случае 

вполне адекватным. Это означает, что в самогравитирующих системах 

сильное гравитационное взаимодействие является причиной того, что 

дисковая система относится к числу сложных (аномальных) систем, для ко-

торых характерна слабая хаотизация фазового пространства, вследствие 

чего нарушается аддитивность ряда экстенсивных термодинамических па-

раметров (в частности, энтропия в таких системах не будет аддитивной ве-

личиной) и традиционное экспоненциальное статистическое распределе-

ние вероятности состояний приобретает степенной характер.  

Существуют и многие другие системы, которые не могут быть описаны 

в рамках классической статистики и термодинамики. К их числу относятся 

системы, которые помнят свое прошлое. Эффекты памяти также приводят 

к нарушению гипотезы молекулярного хаоса, поскольку движения отдель-

ных частиц такой системы являются взаимообусловленными (т.е. сильно 

коррелированными). Существуют также системы, в которых имеются не-
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локальные корреляции, сильная взаимозависимость между всеми элемен-

тами системы. Это приводит к тому, что их не удается адекватно описать 

больцмановской статистикой и термодинамикой, так как последние бази-

руются на предположении о молекулярном хаосе. Сложная простран-

ственно-временная структура подобных систем приводит к нарушению 

принципа аддитивности для таких важнейших термодинамических вели-

чин, как энтропия или внутренняя энергия. 

Таким образом, исследования в области статистической термодина-

мики неэкстенсивных систем приобрели в настоящее время значительный 

общетеоретический интерес в связи с проявлениями неэкстенсивных 

свойств во многих аномальных физических явлениях и важностью практи-

ческих приложений. Диапазон применения разнообразных неэкстенсив-

ных параметрических энтропий в настоящее время постоянно расширяет-

ся, охватывая различные направления в науке, такие как космология и 

космогония, квантовая механика и статистика, специальная и общая тео-

рии относительности, стохастическая динамика и фракталы, геофизика, 

биомедицина и многие другие.  

Начало систематического изучения в этом направлении исследований 

связано с работой К. Тсаллиса (1988), в которой им впервые была введена 

параметрическая формула     


1
1

T qB
q

k
S p p d

q
z  для статистической эн-

тропии, предназначенная для описания поведения аномальных систем с 

сильным силовым взаимодействием и сильными корреляциями отдель-

ных ее частей, а также с фрактальным характером фазового пространства. 

Важно, что эта формула для энтропии, во-первых, переходит в пределе 

слабой связи ( 1)q в каноническую формулу энтропии Больцма-

на−Гиббса, а во-вторых, являясь неаддитивной величиной, может промо-

делировать ситуацию неэкстенсивности. Энтропийный индекс q  (параметр 

деформации) в определении энтропии  T
q
S p  представляет собой веще-

ственное число, принадлежащее области qR  (часто это просто лишь 

подгоночный параметр). Форма энтропии Тсаллиса позволяет учитывать 

важную особенность поведения аномальных систем, связанную с вероят-

ностью реализации распределения p : При  1q  в системе реализуются 
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коллективные «эффективные» степени свободы и чем больше q , тем 

больше их вклад в организацию системы. Функция распределения вероят-

ности p  при больших значениях энергии убывает (при  1q ), не экспонен-

циально быстро, а степенным образом, а при  1q  получается, что суще-

ствует максимально возможная энергия, то есть, распределение p  обре-

зается на некотором конкретном ее значении. Благодаря этому статистика 

Тсаллиса описывает события практически недостижимые в простых систе-

мах, характеризуемых статистикой Больцмана−Гиббса.  

Следует заметить, что неэкстенсивная статистика Тсаллиса представ-

ляет собой все же обобщение, а не альтернативу классической статистике 

Больцмана−Гиббса, поскольку она распространяет область применимости 

стандартной статистической теории на неэкстенсивные системы путем 

расширения математической формы еe энтропийного функционала.  

В настоящее время теория неэкстенсивных систем существенно раз-

вивается в ускоренном ритме, при котором появляются новые идеи, поз-

воляющие глубже понять ее природу, возможности и ограничения (см. 

Библиографию, представленную на сайте http:/tsallis. cat.cbpf.br/biblio.htm, 

которая постоянно обновляется).  

По мнению автора данной книги, существует несколько причин, по 

которым стоит больше узнать о статистике Тсаллиса и других неэкстенсив-

ных энтропиях, связанной в первую очередь с теоретико-

информационными методами исследования необратимости и самоорга-

низации. Во-первых, эти теории имеют широкий спектр важных приложе-

ний, связанных с термодинамикой и физикой статистических систем, веро-

ятностные свойства которых описываются негауссовыми и негиббсовыми 

распределениями. Область применения этих теорий постоянно расширя-

ется и уже охватывает различные направления в науке, такие как кванто-

вая механика и космология, специальная и общая теории относительности 

и релятивистская термодинамика, теория плазмы, теория турбулентности, 

нелинейная динамика и фракталы, геофизика, статистика и медицина и 

т.д. Во-вторых, предмет исследования представляет значительный обще-

теоретический интерес в связи с регулярным открытием новых аномаль-

ных явлений с неэкстенсивными свойствами. При этом возникают много-

численные математические проблемы неэкстенсивных термодинамик и 
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статистических механик, требующие своего решения. В-третьих, различные 

статистические термодинамики неэкстенсивных систем все еще не нашли 

широкого распространения среди отечественных специалистов, которые 

по необъяснимым причинам не включились в процесс разработки этой 

новой области исследования со множеством интересных и нерешенных 

вопросов. 

Общая структура данной книги включает в себя четырнадцать глав, 

причем автор попытался сделать главы книги по возможности независи-

мыми друг от друга, хотя их, естественно, объединяет общая концептуаль-

ная направленность.  

Содержание книги условно делится на две части. В  п е р в о й  ч а с т и  

(главы 1-8) изложены основные методы построения статистических тер-

модинамик различных неэкстенсивных систем. 

В Главе 1 книги дается логическая схема изложения принципов неад-

дитивной (неэкстенсивной) статистики и термодинамики, основанная на 

параметрическом определении энтропии Тсаллиса. Принцип максимума 

энтропии используется для нахождения вероятностных равновесных q -

распределений, которые при больших отклонениях случайной перемен-

ной от среднего значения обладают степенной асимптотикой, соответ-

ствующей эмпирически установленным закономерностям для широкого 

класса объектов, к которым неприменима классическая статистическая 

термодинамика. Проанализированы следствия ненормированного осред-

нения Курадо−Тсаллиса микроскопических физических величин в стати-

стике Тсаллиса и его формальное и практическое значение для моделиро-

вания динамических q-систем, которое в последнее время в огромном ко-

личестве представлено в литературе. На основе информации различия Ра-

тье−Каннаппана рассмотрены спонтанные переходы между состояниями 

системы и обобщенная H-теорема.  

Глава 2 включает анализ следствий эскортного осреднения Тсалли-

са−Мендеса−Пластино (TMP) микроскопических динамических величин в 

неаддитивной термодинамике Тсаллиса и его формальное и практическое 

значение при моделировании различных q -систем, которое в последнее 

время в большом количестве представлено в научной литературе. Показа-

но, что в зависимости от способа определения средних значений динами-

ческих величин, возможны различные варианты обобщенной равновесной 
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статистической термодинамики и дан их сравнительный анализ. Найдены 

условия выполнения преобразования Лежандра при использовании поня-

тия физической температуры. Проведено рассмотрение модифицирован-

ных термодинамических соотношений в статистике TMP. Обсуждается ме-

тод оптимизированных множителей Лагранжа, позволяющий устранить 

некоторые проблемы неаддитивной термодинамики TMP. 

Глава 3 посвящена конструированию статистической термодинамики 

Реньи неэкстенсивных систем и разработке техники получения муль-

тифрактальных размерностей), выполненной с учетом их взаимосвязи. 

Следует при этом отметить, что среди всех сложных аномальных систем 

особую важность имеют системы фрактальной природы. Идея описания 

фракталов на основе меры Хаусдорфа принадлежит Б. Мандельброту. Им 

были получены нетривиальные результаты и построена соответствующая 

математическая теория. При этом центральная роль в определении фрак-

тальной размерности была отведена энтропии Реньи. Важным преимуще-

ством неэкстенсивной статистической термодинамики Реньи является 

наличие степенной функции распределения вероятностей, появляющейся 

(при максимизации энтропии) вместо экспоненциальной функции распре-

деления классической статистики Гиббса. Еe использование привело к зна-

чительному прогрессу, связанному с исследованиями ряда аномальных 

физико-химических и механических процессов. Вместе с тем, обобщенная 

термодинамика, основанная на энтропии Реньи, в отличие от термодина-

мики Тсаллиса, все еще не нашла достойного применения при феномено-

логическом моделировании ряда природных и космологических проблем. 

Предложенный в этой главе подход конструирования неэкстенсивной ста-

тистической термодинамики базируется на негиббсовом равновесном рас-

пределении состояний, полученном из условия экстремума энтропии Реньи 

при заданности осредненных динамических параметров, характеризую-

щих аномальную систему, а также на осреднении этих параметров по эс-

кортному (нормированному) распределению, удобному при рассмотрении 

хаотических, фрактальных и мультифрактальных сред. Здесь обсуждаются 

также различные варианты построения мер (разных порядков) фракталов 

и мультифракталов на основе энтропии и информации различия Реньи и 

основные неравенства для полученных размерностей.  
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В Главе 4 рассматривается энтропийный функционал Шарма-Миттал 

(ШМ) как форматор семейства классической и деформированных однопа-

раметрических энтропий, состоящего из энтропий, Реньи, Тсаллиса, Ланд-

сберга−Ведрала, Гаусса и Гиббса. Все эти энтропии связаны равенствами, 

представляющими чередования обычных ( ln  и exp ) и деформированных 

(lnq  и expq ) логарифмов и экспонент. Здесь показано, что энтропия ШМ 

подчиняется псевдоаддитивному закону для двух статистически незави-

симых систем. Найдено универсальное распределение степенного закона 

на основе максимизации двухпараметрической энтропии Шарма−Миттал 

при заданных ограничениях на осредненные значения параметров систе-

мы, полученные по нормированному эскортному распределению вероят-

ностей. Построенная на базе энтропии ШМ двухпараметрическая термо-

динамика неэкстенсивных систем связана с обобщенными однопарамет-

рическими термодинамиками, основанными на указанных выше дефор-

мированных энтропиях этого семейства. Получено обобщение нулевого 

закона термодинамики для двух независимых систем при их тепловом 

контакте, которое основано на так называемой физической температуре 

( )phT p , отличающейся от инверсии множителя Лагранжа  . Этот факт по-

требовал переопределения некоторых термодинамических соотношений, 

полученных ранее стандартным образом в рамках термодинамики ШМ. 

При этом, в качестве основных предпосылок, взятых за исходный пункт 

нахождения деформированных термодинамических соотношений, выбра-

ны первый закон термодинамики и структура преобразования Лежандра. 

Наконец, на основе двухпараметрической информации различия ШМ 

сформулированы и доказаны теорема Гиббса и Н-теорема об изменении 

этих мер при эволюции во времени. Полученные таким образом модифи-

цированные термодинамические соотношения соответствуют различным 

выражениям однопараметрических энтропий из семейства ШM, имеют об-

щий вид и могут быть использованы при рассмотрении разнообразных 

термодинамических процессов (необратимости, устойчивости, фракталь-

ности, самоорганизации и т.п.) в замкнутых и открытых хаотических неэкс-

тенсивных системах. 

В Главе 5 представлена логическая схема построения модифициро-

ванной статической термодинамики неэкстенсивных систем, основанной 

на каппа-энтропии Каниадакиса. Термодинамика Каниадакиса привлекает 
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в последнее десятилетие все больший интерес, поскольку она обладает 

многими важными свойствами (принцип максимальной энтропии, термо-

динамическая устойчивость, устойчивость Леша, непрерывность и т. п.). 

Это позволяет быть этой термодинамике также одной из удачных обобще-

ний классической термодинамики особенно в контексте специальной тео-

рии относительности, и полученных распределений, которые наблюдают-

ся в различных физических, природных и искусственных системах. В этой 

главе представлена логическая схема построения модифицированной. 

Здесь показано, что каппа-энтропия подчиняется псевдоаддитивному за-

кону для двух статистически независимых подсистем. Доказанная положи-

тельность энтропии совокупной системы указывает на существование силы 

притяжения между отдельными подсистемами, и это взаимодействие яв-

но происходит от взаимодействия между их составными частями. Здесь 

найдено универсальное распределение степенного закона на основе мак-

симизации энтропии Каниадакиса при заданных ограничениях на усред-

ненные значения параметров системы, полученные по нормированному 

распределению вероятностей. Получено обобщение нулевого закона тер-

модинамики для двух независимых неэкстенсивных систем при их тепло-

вом контакте, вводящее в рассмотрение так называемую физическую тем-

пературу ( )phT p  отличающуюся от инверсии множителя Лагранжа  . Этот 

факт потребовал переопределения ряда термодинамических соотноше-

ний, полученных ранее естественным путем в рамках термодинамики Ка-

ниадакиса. В качестве основных предпосылок, взятых за исходный пункт 

нахождения новых термодинамических соотношений были выбраны пер-

вый закон термодинамики и структура преобразования Лежандра. Путем 

применения обобщенной каппа- энтропии к аномальным системам, был 

получен набор макроскопических термодинамических соотношений для 

неэкстенсивных сред. Наконец, на основе, так называемой дивергенции 

Брегмана были сформулированы и доказаны Н-теорема и теоремы Гиббса, 

описывающих хаотизацию макроскопической системы Каниадакиса при 

спонтанных переходах.  

В последнее время двухпараметрическая ( ,  )-статистика Шарма− 

Танеджа−Миттал (ШТМ) также привлекает все больший интерес, посколь-

ку она обладает многими интересными свойствами (принцип максималь-

ной энтропии, термодинамическая устойчивость, устойчивость Леша, не-
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прерывность и т. п.). В связи с этим в Главе 6 дается логическая схема по-

строения модифицированной термодинамики неэкстенсивных систем, ос-

нованная на энтропии ШТМ. Найдено универсальное распределение сте-

пенного закона на основе максимизации энтропии (ШТМ) при заданных 

ограничениях на усредненные значения параметров системы, полученные 

по нормированному распределению вероятностей. Получено обобщение 

нулевого закона термодинамики для двух независимых неэкстенсивных 

систем при их тепловом контакте, вводящее в рассмотрение так называе-

мую физическую температуру, отличающуюся от инверсии множителя Ла-

гранжа  . Путем применения обобщенной энтропии Клаузиуса к аномаль-

ной системе, был получен набор основных термодинамических соотноше-

ний. Наконец, на основе, так называемой дивергенции Брэгмана была 

сформулирована и доказана Н-теорема, описывающая хаотизацию микро-

скопической системы при спонтанных переходах.  

В главе 7 для описания квантово-механической неэкстенсивной си-

стемы использован формализм матрицы плотности, описывающий систе-

мы, квантовые состояния которых известны не полностью. Кроме этого, 

широко использован обычный формализм феноменологической термоди-

намики, причем правильность обоих основных начал термодинамики, 

вслед за фон Нейманом, подразумевается. С учетом этих предположений 

получена равновесная статистическая термодинамика квантовых неэкс-

тенсивных систем и определены ее термодинамические свойства. Прове-

денное рассмотрение базируется на двух функционалах − квантовой пара-

метрической энтропии Тсаллиса и обобщенной квантовой различающей 

информации Ратье-Каннаппана. Выполненный анализ квантовой системы 

основывается на степенном равновесном распределении матрицы плот-

ности, полученном из условия абсолютного экстремума квантовой энтро-

пии Тсаллиса при заданности средней энергии и среднего числа частиц 

для ансамбля квантовых систем, а также на осреднении наблюдаемых по 

эскортному распределению. В результате получено обобщение на кванто-

вый случай нулевого закона термодинамики для двух независимых подси-

стем при их тепловом контакте и введена так называемая физическая тем-

пература. С привлечением обобщенного первого закона термодинамики и 

преобразования Лежандра найдены модифицированные термодинамиче-

ские соотношения на основе введенной энтропии Клаузиуса, которые от-
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личны от выведенных ранее традиционным для статистической механики 

способом. С использованием свойства выпуклости различающей инфор-

мации Ратье-Каннаппана (обобщенной на квантовый случай) обсуждается 

второй закон термодинамики квантовых систем.  

Наконец, в Главе 8 дается логическая схема построения модифициро-

ванной термодинамики для неэкстенсивных бозонных систем, основанная 

на модифицированных энтропии Бозе-газа и соответствующей диверген-

ции Брэгмана. Показано, что обобщенная энтропия бозонного газа подчи-

няется псевдоаддитивному закону для двух статистически независимых 

подсистем. Положительность энтропии совокупной системы указывает на 

существование силы притяжения между отдельными подсистемами, и это 

взаимодействие явно происходит от взаимодействия между составляю-

щими их бозонными частицами. Найдено универсальное распределение 

степенного закона на основе максимизации модифицированной энтропии 

Бозе-газа при заданных ограничениях на усредненные значения энергии и 

числа частиц q -системы, полученные по ненормированному распределе-

нию вероятностей Курадо-Тсаллиса. Используя модифицированное рас-

пределение Бозе–Эйнштейна, получены обобщенные выражения для тер-

модинамического потенциала, полной и свободной энергии, энтропии, 

удельной теплоты, давления и удельной теплоемкости, а также диффе-

ренциальные термодинамические уравнения для бозонного газа. Обсуж-

даются обобщенные законы Планка, Рэлея–Джинса и Вина для фотонов, 

которые могут быть применимы к различным физическим задачам, в част-

ности, к описанию космического черного излучения. На основе так назы-

ваемой дивергенции Брегмана сформулированы и доказаны Н-теорема и 

теорема Гиббса, описывающие хаотизацию макроскопической бозонной 

системы при спонтанных переходах.  

В т о р а я   ч а с т ь   книги (главы 9-15) содержит новые результаты ав-

тора по данной тематике, связанные в первую очередь с математическим 

обоснованием ряда свойств неэкстенсивных термодинамик, позволяющие 

глубже понять их природу, возможности и ограничения. Среди них одной 

из важных проблем является, в частности, обоснование в рамках механики 

Тсаллиса «знаменитых» соотношений взаимности Онзагера между коэф-

фициентами линейных уравнений, выражающих феноменологические за-

коны, которым подчиняются необратимые процессы. Здесь также приве-
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дены результаты моделирования различных аномальных физических си-

стем в условиях, когда существенным процессом является проявление 

пространственного дальнодействия, в частности, для самогравитирующих 

объектов в астрофизике.  

В Главе 9 дано обоснование в рамках неэкстенсивной статистики 

Тсаллиса соотношений взаимности кинетических коэффициентов в фено-

менологических уравнениях затухания флуктуаций термодинамических 

параметров, характеризующих неэкстенсивную систему. Эти соотношения 

отражают на макроскопическом уровне инвариантность микроскопиче-

ских уравнений движения относительно обращения времени. Также как в 

случае классической статистики Гиббса предложенный вывод опирается на 

теорию равновесных флуктуаций динамических переменных, характери-

зующих сложную систему, и на свойстве инвариантности флуктуаций отно-

сительно обращения времени. Кроме этого использовано предположение 

о том, что макроскопическая функция распределения q -флуктуаций в 

рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса является обобщенным  

q -гауссианом. Принятие подобной формы для функции распределения 

определяет (как и в случае классической теории флуктуаций) класс пере-

менных, к которому применим представленный подход. 

В главе 10 использован подход Тсаллиса для получения в рамках 

квантовой неэкстенсивной статистической механики обобщённых соотно-

шений для адмитанса и функции отклика, описывающих линейную реак-

цию квантово-механической системы на слабое внешнее механическое 

воздействие. Для описания квантовых систем использован формализм 

матрицы плотности ̂ , описывающий системы, квантовые состояния кото-

рых известны не полностью. Проведенное исследование в рамках кванто-

вой неэкстенсивной термодинамики основывалось на каноническом (сте-

пенном) распределении модифицированной матрицы плотности 

ˆ ˆˆ /
q q

q   Tr , полученном из условия абсолютного экстремума квантовой 

параметрической энтропии Тсаллиса при заданной средней энергии ча-

стиц. Показано, что известные в классической квантовой статистике свой-

ство симметрии для релаксационной функции при обращении времени, 

причинность и соотношения взаимности Онзагера для обобщённой вос-

приимчивости остаются справедливыми и для неэкстенсивных систем, т.е. 
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они не связаны с фактической формой исходной матрицы плотности. 

Имея в виду большое космологическое значение гравитационной не-

устойчивости в проблеме образования экзопланет, в данной книге рас-

смотрена неустойчивость Джинса на основе нетрадиционной статистики 

Тсаллиса, в рамках которой предлагается моделировать эволюцию прото-

планетных электропроводных дисков с фрактальной структурой и с учетом 

излучения. В главе 11 выведены дисперсионные уравнения, на основе ко-

торых выполнен анализ осесимметричных колебаний протопланетных 

дисков с фрактальной структурой фазового пространства при учете черно-

тельного q -излучения. Получен модифицированный критерий джинсов-

ской гравитационной неустойчивости как для покоящейся бездиссипатив-

ной сферически однородной среды, состоящей из идеального q -газа и 

чернотельного q -излучения, так и для намагниченной плазмы, подвер-

женной воздействию радиационного давления. Для самогравитирующего 

протопланетного диска найдены критические значения длин волн и масс, 

которые явно зависят от индекса деформации энтропии Тсаллиса, нецелой 

размерности пространства скоростей и коэффициента, характеризующего 

долю излучения в полном давлении смеси. Полученные параметрические 

критерии неустойчивости Джинса позволяют более свободно моделиро-

вать эволюцию разнообразных аномальных протопланетных газо-пылевых 

дисков.  

В главе 12 на основе неэкстенсивной статистической механики Каниа-

дакиса получено обобщение интегральной теоремы устойчивости Чан-

драсекара сферически симметричного распределения материи и черного 

излучения в протозвездном облаке, находящемся в состоянии гравитаци-

онного равновесия. Здесь кратко изложены, без математических деталей и 

выводов, те новые результаты статистической теории Каниадакиса, кото-

рые использованы для получения модифицированного интегрального кри-

терия устойчивости Чандрасекара. Последний раздел главы посвящен вы-

воду в рамках статистики Каниадакиса интегрального условия устойчиво-

сти для сферически симметричного распределения вещества и излучения 

в протозвездной туманности. Развитый здесь подход предназначен для 

конструирования целого ряда моделей космологических и космогониче-

ских неэкстенсивных сред (звезд, протозвездных туманностей, экзопла-

нетных аккреционных дисков и др.), отличительной чертой которых явля-



19 

 

 

ется наличие динамических структур с нецелой топологической размерно-

стью, дальнодействующего силового взаимодействия, а также неэкстен-

сивного чернотельного излучения.  

В главе 13, исходя из формализма Верлинда, исследованы обобщен-

ные космологические сценарии ускоренного расширения (сжатия) неэкс-

тенстивной Вселенной ФридманаРобертсонаУокера, которые возможны 

в рамках энтропийной космологии, основанной на модифицированной эн-

тропийной мере ШармаМиттал с показателем деформации, учитываю-

щим сложную фрактальную структуру поверхности космологического го-

ризонта. Использование двухпараметрической энтропии ШармаМиттал, 

которая является родоначальником целого семейства однопараметриче-

ских энтропий, в частности однопараметрических энтропий Реньи и Тсал-

лиса, позволяет изучать различные сценарии динамической эволюции не-

экстенсивной Вселенной по единообразной схеме. Выполненное в рамках 

негауссовой статистической теории исследование использует несколько 

неэкстенсивных энтропий (таких как энтропии Реньи, Тсаллиса-Кирто, 

ШармаМиттал и Барроу), ассоциированные с поверхностью горизонта 

Вселенной из-за хранящейся там голографически информации. Эффект не-

гауссовой статистики в космологическом контексте заключается в видоиз-

менении управляющей энтропийной силы в уравнениях гравитационного 

поля Эйнштейна. В результате получен целый набор новых модифициро-

ванных уравнений Фридмана, в которых вместо космологической посто-

янной фигурируют управляющие силы, наличие которых приводит к раз-

личным сценариям эволюции Вселенной в зависимости от конкретной 

формы энтропии, изначально выбранной для описания горизонта событий 

В Главе 14 на основе обобщенного кинетического релятивистского 

уравнения Больцмана сконструирована неэкстенсивная релятивистская 

гидродинамика для диссипативной жидкости. Релятивистская термодина-

мика представлена здесь как теория поля. Линейные определяющие соот-

ношения и коэффициенты переноса, такие как сдвиговая вязкость, объем-

ная вязкость и теплопроводность, получены на основе линеаризованного 

интеграла столкновений, записанного в форме Бхатнагара-Гросса-Крука и 

оцениваются с использованием аппроксимации времени релаксации. Эти 

соотношения связывают диссипативные потоки с термодинамическими 

силами линейно с положительными коэффициентами переноса, завися-
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щими от параметра деформации q  через использованные в работе спе-

циальные термодинамические интегралы. На базе сконструированной в 

этой главе q-модифицированной релятивистской гидродинамики возмож-

на разработка различных адекватных моделей в физике элементарных ча-

стиц, описывающих широкий круг явлений в космосе и в процессах произ-

водства высокоэнергетических частиц в эволюционирующей жидкости на 

современных ускорителях, особенно при ядро-ядерных столкновениях.  

Наконец, в Главе 15 проанализирован важный аспект, связанный с 

выводом нелинейных степенных уравнений Фоккера–Планка–

Колмогорова, коррелирующих с неэкстенсивной двухпараметрической эн-

тропией Шарма–Миттал для неэкстенсивных систем. При этом получае-

мые диффузионные уравнения записаны таким образом, что их стацио-

нарные решения являются вероятностными распределениями, максими-

зирующими энтропию ШМ для неэкстенсивных систем. С целью получения 

точных решений нелинейных нестационарных одномерных уравнений 

ФПК, связанных с энтропиями Тсаллиса, Реньи и Шарма−Миттал, исполь-

зован анзац-подход. 

Таким образом, диапазон применения различных неэкстенсивных 

статистик и термодинамик в настоящее время постоянно расширяется, 

охватывая различные направления в науке, такие как космология и космо-

гония, квантовая механика и статистика, специальная и общая теории от-

носительности, стохастическая динамика и фракталы, геофизика, биоме-

дицина и многие другие. При написании данной книги автор существенно 

опирался на известные монографии (Prigogine I., Defay, R. Chemical Ther-

modynamics. London-New York-Toronto. 1954; Бриллюэн Л. Научная не-

определенность и информация. М.: Мир, 1966; Зубарев Д.П. Неравновес-

ная статистическая механика. М.: Наука, 1971; Климонтович Ю.Л. Турбу-

лентное движение и структура хаоса. Новый подход к статистической тео-

рии открытых систем. М.: Наука, 1990; Зарипов Р.Г. Информация различия 

и переходы беспорядок-порядок. Изд-во Казан. гос. техн. ун-та. 1999; За-

рипов Р.Г. Самоорганизация и необратимость в неэкстенсивных системах. 

Казань: Фэн, 2002; Хакен Г. Информация и самоорганизация: макроскопи-

ческий подход к сложным системам. М.: УРСС: ЛЕНАНД. 2014)..  

Автор сознательно расширил список примеров неэкстенсивных си-

стем, распространив его на строение и эволюцию Вселенной, на наблюда-
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емые особенности многочисленных звездно-галактических структур и 

формирование протозвездных аккреционных дисков, прекрасно осозна-

вая при этом, что само понимание процесса эволюции в столь многогран-

ных явлениях может быть субъективным и не разделяться другими иссле-

дователями природных и космологических сред. Таким образом, обсуж-

дение комплекса вопросов о природе окружающего мира, предпринятое 

автором в этой книге, выходит далеко за рамки более узких проблем мо-

делирования аномальных физических явлений, которым посвящена ос-

новная часть монографии.  Ее цель - отразить общность концепции фор-

мирования высокоорганизованных неравновесных структур в природных и 

космологических средах и привлечь внимание исследователей к этой те-

матике. 

Автор хорошо осознает, что далеко не все вопросы в той обширной 

проблематике, которой посвящена книга, ему удалось осветить с одинако-

вой степенью полноты. Это, в первую очередь, связано с тем, что, несмот-

ря на определенные успехи, достигнутые за последние годы в изучении 

столь сложной области, как неэкстенсивные статистическая механика и 

термодинамика, многое все еще остается неясным, а возникающие мате-

матические трудности часто представляются непреодолимыми. В связи с 

этим, необходимы разработки новых оригинальных подходов, позволяю-

щие эффективно моделировать подобные сложные системы. 

 

Доктор физ.-мат. наук, проф.   А.В. Колесниченко 

Октябрь 2023 г. 

 

 



  
 

 

ГЛАВА  1 

Элементы формализма неаддитивной  
статистики Курадо-Тсаллиса.  

Информация различия Ратье-Каннаппана 

В этой главе дается логическая схема изложения принципов неад-
дитивной (неэкстенсивной) статистики и термодинамики, основанная 
на параметрическом определении энтропии Тсаллиса. Принцип макси-
мума энтропии используется для нахождения вероятностных равновес-
ных q-распределений, которые при больших отклонениях случайной пе-

ременной от среднего значения обладают степенной асимптотикой, 
соответствующей эмпирически установленным закономерностям для 
широкого класса объектов, к которым неприменима классическая ста-
тистичесеая механика. Проанализированы следствия ненормированного 
осреднения Курадо-Тсаллиса микроскопических физических величин в 
статистике Тсаллиса и его формальное и практическое значение для 
моделирования динамических q-систем, которое в последнее время в 

огромном количестве представлено в литературе. На основе информа-
ции различия Ратье−Каннаппана рассмотрены спонтанные переходы 
между состояниями системы и обобщенная H-теорема.  

Введение 

Статистическая энтропия Больцмана−Гиббса и связанная с ней 

классическая статистическая механика являются чрезвычайно полез-

ным инструментарием при изучении широкого круга простых систем. 

Эти физические системы, для которых, безусловно, целесообразно 

использовать классическую статистику и разработанные на ее основе 

теории, можно условно охарактеризовать малым диапазоном про-

странственно-временных корреляций, марковостью случайных про-

цессов (короткой памятью), аддитивностью шума, наличием интен-

сивного хаоса, эргодичностью динамических процессов, эвклидово-
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стью геометрии фазового пространства, локальностью взаимодей-

ствия между элементами системы, линейностью (однородностью) 

уравнений Фоккера−Планка, гауссовостью вероятностных распреде-

лений. Такие системы хорошо описываются аддитивной энтропией 

Больцмана−Гиббса и, как правило, следуют экспоненциальному зако-

ну распределений.  

Существует, однако, целый круг природных, искусственных и со-

циальных систем, которые, в отличие от названных выше, характери-

зуются большой дальностью пространственно-временных корреля-

ций, немарковостью процессов (длинной памятью), мультипликатив-

ностью шума, наличием слабого хаоса (исчезающий максимальный 

показатель Ляпунова), неэргодичностью динамических процессов, 

иерархичностью (обычно мультифрактальностью) геометрии фазово-

го пространства, отдаленностью и глобальностью взаимодействий 

между элементаит системы, нелинейностью (неоднородностью) 

уравнений Фоккера−Планка, наличием асимптотически степенных 

статистических распределений. Довольно широкий класс этих слож-

ных систем (хотя далеко не всех) адекватно описывается неаддитив-

ной статистикой, основанной на параметрической энтропии Тсалли-

са. 

История вопроса. Исследования в области механики неэкстен-
сивных (неаддитивных) систем приобрели в последнее время значи-
тельный интерес в связи с проявлениями неаддитивных свойств (для 
независимых подсистем) в аномальных физических явлениях. Это 
объясняется как новизной возникающих здесь общетеоретических 
проблем, так и важностью практических приложений (см. Библиогра-
фию, представленную на сайте http:/tsallis. cat.cbpf.br/biblio.htm, ко-
торая постоянно обновляется). Начало систематического изучения в 
этом направлении связано с работой К. Тсаллиса (1988), в которой им 
была введена параметрическая формула статистической q-энтропии 

 

   1
1

T qB
q

k
S p p d

q
 


 z ,    1d p  z ,  0 p  .  

С использованием аксиом теории вероятностей (Хинчин,1953, 
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1956), в работе (Abe, 2000) было дано аксиоматическое обоснование 
и единственность энтропии Тсаллиса для дискретных систем. Хотя эта 
энтропия получила название энтропия Тсаллиса, в историческом 
плане появление выражения для q-энтропии можно проследить по 

более ранним работам (Harvda, Charvat, 1967; Vaida, 1968; Daroczy, 
1970).  

Выражение Тсаллиса не является единственным примером де-
формированной энтропии. Фундаментом исследований в области не-
экстенсивной статистики, проводимых в настоящее время, являются 
нелогарифмические q-энтропии и информации различия Ратье-

Каннаппана, зависящие от некоторого действительного числа q  (так 

называемого параметра деформации) и обладающие неаддитивно-
стью для независимых сложных систем. Для фрактальных систем это 
число связано с фрактальной размерностью, а для неэкстенсивных 
систем число q  является мерой их неаддитивности. 

Подробный анализ возможных типов неэкстенсивных статистик, 
основанных на различных обобщениях энтропии Тсаллиса, приводит-
ся, например, в работах (Landsberg, Tranah, 1980; Taneja, 1995). Пред-
ложенная ими классификация дает три энтропии:  

 классическая энтропия Больцмана−Гиббса 

lnBG
BS k d p p   z ,  

 q-энтропия Тсаллиса    1
1

T qB
q

k
S p p d

q
 


 z ,  

 энтропия Реньи  ln
1

R qB
q

k
S d p

q



z  (Renyi, 1970),  

которая играет центральную роль в определении фрактальной раз-
мерности аномальной среды (см. Mandelbrot, 1977, 1982). Важно от-
метить, что диапазон применения разнообразных неэкстенсивных 
статистик в настоящее время постоянно расширяется, охватывая раз-
личные направления в науке, такие как космология, теория плазмы, 
квантовая механика и статистика, нелинейная динамика и фракталы, 
геофизика, биомедицина и многие другие. 

В настоящей главе представлена логическая схема статистиче-

ской модели неаддитивных систем, основанная на понятии q-

энтропии Тсаллиса. Как известно, большинство простых систем, 
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находящихся в статистическом равновесии, следуют статистике Боль-

цмана–Гиббса, для которой ключевыми являются следующие три по-

ложения: 
 

(i)  определение функционала энтропии lnBG
BS k d p p   z  (при 

условии  1d p  z  и  E d pH const  z  для канонического ансам-

бля);  
 

(ii)  экспоненциальная форма канонического распределения Гиб-

бса 
 

   B( )/ /1e eBF H k T H k T
p Z

   ,  где  B/k
e

H T
Z d


  z ; 

 

(iii)  связь с термодинамическими потенциалами, например, 
 

lnBF k T Z  ,   1ln / ( )BE k Z T      .  

 

Вместе с тем, многие сложные аномальные системы обнаружи-

вают не экспоненциальные, а асимптотически степенные стати-

стические распределения (распределения Парето). Подобные сте-

пенные распределения типичны для систем, сложность которых обу-

словлена разделением полного статистического ансамбля на иерар-

хическую последовательность подансамблей, соподчиненность кото-

рых и приводит к деформации статистических характеристик системы. 

При этом нарушается важнейшее термодинамическое свойство – ад-

дитивность энтропии, которая для равновесных состояний в класси-

ческом случае является следствием локального взаимодействия 

между элементами системы. Это нарушение обусловлено еще и с 

тем, что составные части в неаддитивных системах взаимодействуют 

глобально, чему способствует снижение симметрии системы, связан-

ное с формированием коллективных мод интенсивных переменных, 

т.е. с их «подчиненностью» некоторым коллективным «эффектив-
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ным» степеням свободы. Из сказанного следует, что статистические 

распределения переменных, характеризующих системы достаточной 

сложности, не могут максимизировать классическую энтропию Боль-

цмана–Гиббса. Кроме этого, в отличие от простых эргодических си-

стем (т.е. систем, элементы которых с равной вероятностью посещают 

все разрешенные микроскопические состояния, соотнесенные с соот-

ветствующим макроскопическим стационарным состоянием), слож-

ные системы в большинстве случаев не только неэргодичны, но и да-

леки от этого состояния в некоторой конечной области фазового про-

странства. 

Таким образом, возникает вопрос: какую энтропийную форму 

можно использовать вместо энтропии Больцмана−Гиббса для систем, 

которые посещают фазовое пространство более сложным образом, 

чем предписано эргодичностью? В связи с этим в работах (Tsallis,1988, 

2009; Tsallis и др.,1998) было предложено сохраняющее основную 

идею Больцмана обобщение (классической статистической механики) 

для систем достаточной сложности, характеризующее состояние 

сложных систем некоторой другой «нелогарифмической» энтропией, 

удовлетворяющей принципу максимума. Суть предложенного обоб-

щения касается, прежде всего, переосмысления первого из указанных 

выше положений статистики Больцмана-Гиббса и связанно с введе-

нием новой формы энтропийного функционала, включающей так 

называемый показатель неаддитивности q . Именно, этот параметр 

характеризует целый класс различных статистик (термодинамик), со-

ответствующих тем или иным статистически аномальным системам. 

Для фрактальных систем параметр q  связан с фрактальной размерно-

стью, а для неэкстенсивных − является мерой неаддитивности в свой-

стве псевдоаддитивности энтропии Тсаллиса (см. (1.17). Согласно ги-

потезе Тсаллиса именно параметр деформации q  связан с некоторы-

ми дополнительными степенями свободы, присущими сложным си-

стемам, и должен определяться a posteriori.  

Теория неэкстенсивных систем, основанная на энтропии Тсалли-
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са, в настоящее время интенсивно развивается в основном зарубеж-
ными специалистами. Возникают многочисленные новые математи-
ческие проблемы, требующие своего решения. В научной литературе 
доступны последовательные коллекции миниобзоров: (Tsallis, 1999; 
Abe, Okamoto, 2001; Grigolini и др., 2002; Kaniadakis и др., 2002, 2006; 
Sugiyama, 2004; Kaniadakis, Lissia, 2004; Gell-Mann, Tsallis, 2004; Swin-
ney, Tsallis, 2004; Herrmann и др.,2004; Boon, Tsallis, 2005). 

1.1. Основные определения,  
статистические характеристики  
и свойства энтропии Тсаллиса 

В деформированной статистической механике для непрерывных 

величин при вероятностной нормировке  
 

( ) 1d p  z r ,     0 p                                      (1.1) 

 

для фазовой функции распределения ( )p r  (в общем случае эта функ-

ция может зависеть от времени t  и от некоторого внешнего парамет-

ра a) энтропия Тсаллиса задается следующим функционалом 
 

   1
1

qB
q

k
S p d p

q
 


 z .                                   (1.2) 

 

Здесь и далее везде область интегрирования совпадает со всем фазо-
вым пространством и безразмерный элемент 6N-мерного простран-

ства записывается в современной форме  2 ( )
Nr

N i i
i

d d d


  z q p , 

где − постоянная Планка, r  − число степеней свободы. Энтропия 
Тсаллиса (1.2) может быть представлена также в следующих эквива-
лентных формах: 
 

  1ln ln ( )q
q B q B qS p k d p p k d p p    z z  

 

1
2ln ( ) ln lnB q B q B q qk p k p k p
           ,                      (1.3) 
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при написании которых использовано осреднение  
 

( )q
qA d p A    z r ,                                               (1.4) 

 

с ненормированным распределением qp  для любой микроскопиче-

ской физической величины ( )A r , свойственное статистике Курадо-

Тсаллиса (Curado, Tsallis, 1991), а также, так называемый, «деформи-
рованный логарифм» 

1 1
ln

1

q

q
x

x
q

 



    ( ;x q R R ),                            (1.5) 

 

обладающий, как легко убедиться, следующими свойствами : 
 

2
1

ln lnq q x
x


 

  
 

,  ( 0; )x q  ;   
1

1 1
ln lnq qq

x
x x 

 
  

 
,  ( ; )x q  .    

(1.6) 
 

Энтропийный индекс q  (параметр деформации) в определении 

энтропии Тсаллиса (1.2) представляет собой вещественное число, 

принадлежащее области qR . Такая деформация (в сравнении с 

классической статистикой) логарифмической функции в выражении 

для энтропии позволяет учитывать важную особенность поведения 

аномальных систем с длинной памятью и/или дальнодействующими 

взаимодействиями, когда вероятность реализации p  больших значе-

ний состояний убывает (при 1q ), не экспоненциально быстро, а сте-

пенным образом. Благодаря этому статистика Тсаллиса описывает 

события практически недостижимые в простых системах, характери-

зуемых статистикой Больцмана−Гиббса.  

Легко показать, что в пределе слабой связи энтропия Тсаллиса 

(1.2) переходит в каноническую формулу (1.7). Действительно, в пре-

деле 1q  имеем:  ( 1)ln1 e
q pqp
    1 ( 1)lnq p   и энтропия qS  

сводится к 
 

     
1

lim lnq B BG
q

S p S p k d p p S


    z .  
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Приведем некоторые определения и вытекающие из них основ-

ные свойства неаддитивной статистики. 

Определение 1.1. Физический статистический ансамбль неэкс-

тенсивных вероятностных систем реализуется двумя множествами:  

а) множеством всех его состояний, описываемых фазовой плот-

ностью распределения вероятностей ( , )p ar 1); 

б) множеством микроскопических физических величин ( )j jA A r

.  

Определение 1.2. Взвешенное ненормированное среднее любой 

физической микроскопической величины ( )A r  в состоянии с распре-

делением ( )p r  определяется (в статистике Курадо−Тсаллиса) соот-

ношением (см. Havrda, Charvat,1967; Daroczy,1970; Curado, 
Tsallis,1991).  

 

 ( ) ( ) q
q qA A d A p    E r z r ,   0 pd  z ,                          (1.7) 

 

Определение 1.3. Флуктуация микроскопической величины ( )A r  

определяется выражением (Зарипов, 2004)  
 

     1( ) ( ) , 0q q
q q qA A A p d A p    r E r z .                       (1.8) 

 

Определение 1.4. Начальные и центральные моменты k -го по-

рядка стохастической величины ( )A r  равны 

 

,
k k q

k q qα A d A p  
  E z ,                                              (1.9) 

 

   , [ ] [ ]
k k q

k q q q qμ A d A p    
  

E z .                                 (1.10) 

 

При 2k   получим q-дисперсию 

                                                           
1) Здесь и далее будем считать, что распределение удовлетворяет 

условию вероятностной нормировки (1.1). 
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21

2, ( ) ( ) ( ) q q
q q qA d A A p p    D r z r E r  

 

      
22 2[ ( )] 2 ( ) ( ) ( ) .q q

q qd A p A A A d p    z r E r E r E r z     (1.11) 
 

Отметим, что в дискретном случае, при условии вероятностной 

нормировки 
1

1
W

i
i

p


 , нужно в приведенных формулах произвести за-

мену 
1

.
W

i

d


  z  

В связи с Опред. 1.1. осредненного значения микроскопической 

величины ( )A r  уже сейчас отметим следующее: в неаддитивной ста-

тистике Тсаллиса возможно осреднение микроскопических физиче-

ских величин по трем распределениям: p , qp , /q qp p d z  (см. Bibliog-

raphy/ http://tsallis.cat.cbpf. br/biblio.htm). Первое осреднение соот-
ветствует статистике Тсаллиса (Tsallis,1988), второе (ненормирован-
ное) – статистике Курадо−Тсаллиса (Curado, Tsallis, 1991), наконец, 
третье – статистике Тсаллиса−Мендеса−Пластино (Tsallis и др., 1998). 
Эти способы осреднения, каждый из которых имеет, вообще говоря, 
свои преимущества и недостатки, определяют совершенно разные q-

термодинамики, соответствующие тем или иным термодинамически 
аномальным системам. По этой причине вопрос об использовании то-
го или иного способа осреднения в физических приложениях носит 
принципиальный характер, поскольку различия в определении сред-
них значениях могут оказаться существенными при обработке экспе-
риментальных данных. В связи с имеющимися значительными рас-
хождениями в разных подходах, возникает вопрос об адекватности 
использования разнообразных q-величин, связанных с различными 

способами осреднения. Получаемые при этом существенные несоот-
ветствия могут быть, по мысли ряда авторов, благополучно устранены 
путем использования статистики Тсаллиса−Мендеса−Пластино, когда 
осреднение   ( )q qA d A E z rP , производится по так называемому 

нормированному эскортному распределению вероятности 
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( ) /q q
q p d p r zP  (см, например, Tsallis и др., 1998; Tsallis, 1999; Mar-

tinez и др., 2000).  
Однако существует и иная точка зрения (которой следует автор 

данной работы), согласно которой единственно правильным осред-

нением является осреднение Курадо−Тсаллиса  ( ) ( ) q
q A d A p E r z r  с 

ненормированным распределением qp  (см. Daroczy, 1970; Зарипов, 

2002, 2006). Она обуславливается, в частности, тем, что только это 
распределение не приводит к переопределению понятия температу-
ры q-системы, которая в этой статистике является интенсивным пара-

метром, а не функционалом, как при иных определениях взвешенно-
го среднего (другие соображения в пользу осреднения Кура-
до−Тсаллиса приведены в разделе 1.4). Благодаря этому в теории 
сложных q-систем не нарушается структура Лежандра термодинами-

ческой схемы.  
Рассмотрим теперь некоторые свойства, вытекающие из Опред. 

1.2. 

Ненормированность распределения Курадо-Тсаллиса. Для по-

стоянной величины C  имеем равенство  
 

  q
q C C p d E z .                                                 (1.12) 

Отсюда, при 1C  , следует что  1 1 1q
q q p d    E z , что означает 

деформацию условия нормировки (1.1) с показателем q .  

Положительность и выпуклость.  Энтропия есть вещественный, 

неотрицательный и выпуклый функционал с максимумом (минимумом) 

при 0q  ( 0)q . 

  0qS p  ,                                                      (1.13) 
 

     1 1 2 2 1 1 2 2q q qS a p a p a S p a S p   ,                       (1.14) 
 

где 1 2 1a a  , 1 0a  , 2 0a  . Неравенство (1.8) есть неравенство Иен-

сена в теории выпуклых функций (Хартли и др., 1948).  
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Закон сложения микроскопических физических величин. Пусть 

закон сложения двух микроскопических величин для невзаимодей-

ствующих систем выражается в виде суммы 

12 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )A A A r r r r . Тогда, согласно условию мультипликатив-

ности      12 1 2 1 1 2 2,p p pr r r r , получим для средних величин равен-

ство: 
 

     12 1 22 1
q q

q q qA A d p A d p  E E z E z .                        (1.15) 

 

Если предположить, что физические величины являются неадди-

тивными согласно закону 12 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )A A A A A  r r r r r r  

(здесь  – постоянный множитель), то после осреднения имеем дру-

гое равенство 
 

         12 1 2 1 22 1
q q

q q q q qA A d p A d p A A   E E z E z E E      (1.15*) 

 

Таким образом, в статистике Курадо−Тсаллиса имеет место не-

аддитивность средних величин даже при 0   в законе сложения фи-

зических величин (1.15*). 

Неаддитивность q-энтропии для независимых систем. Пусть со-

стояние физической системы описывается совместным мультиплика-

тивным распределением 12 1 2p p p  с  12 12 1 2,p p r r ,  1 1 1p p r , 

 2 2 2p p r , которое может зависеть от времени, а 1r  и 2r  относятся к 

двум независимым q-системам. Тогда общая энтропия дается выра-

жением 
 

   12 1 2121
1

qB
q

k
S p p d d

q
 


 z z ,                               (1.16) 

где условие нормировки  
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12 1 2 1 1 2 2 1p d d p d p d    z z z z . 
 

После подстановки распределения 12 1 2p p p  в (1.16), получим 

свойство неаддитивности в статистике Тсаллиса для энтропии 

двух независимых систем 

           1
12 1 2 1 21q q q B q qS p S p S p k q S p S p    ,               (1.17) 

где 

       1 1 2 21 21 , 1 .
1 1

q qB B
q q

k k
S p p d S p p d

q q
   

 
 z z  

 
 

Равенства для q-энтропии зависимых систем. В общем случае 

зависимых систем имеем соотношения для распределений 

 

         12 1 2 1 1 2 1 2 2 1 221 12, , , ,p p p p p r r r r r r r r             

(1.18) 
 

       1 1 2 12 1 2 2 2 1 12 1 2, , , .p d p p d p  r r r r r r r r            (1.19) 
 

Согласно основным аксиомам Хаврда, Чарват и Дароши (Havrda, 
Charvat, 1967; Daroczy, 1970), обосновывавшим единственность эн-
тропии Тсаллиса, имеет место следующее равенство для энтропий 
зависимых систем 

     12 1 2 1q q qS p S p S p p  .                                    (1.20) 
 

Условная энтропия с распределением 21p  определяется выраже-

нием  
 

   2 2 121 21
1 ,

1
qB

q
k

S p d p
q

  
  

 z r r ,                            (1.21) 

 

а ее среднее значение в формуле (1.20) равно 
 

   2 1 1 121
q

q qS p p d S p p  z .                                   (1.22) 
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Если 221p p , то из (1.20) следует свойство псевдоаддитивности 

(1.17).  

При реализации состояния с распределением 2p  получим энтро-

пии 
 

     12 2 1 2q q qS p S p S p p  ,                                   (1.23) 

где 

   1 2 2 212
q

q qS p p d S p p  z ,      1 1 212 12
1 ,

1
qB

q
k

S p d p
q

  
  

 z r r

. 
 

Приравнивая выражения (1.20) и (1.23) имеем равенство 
 

       1 2 1 2 1 2q q q qS p S p p S p S p p   ,                          (1.24) 

 

которое по форме совпадает с соответствующим равенством класси-

ческой статистики Больцмана–Гиббса. 

Микроскопическая энтропия Тсаллиса. Флуктуации. Введем 

микроскопическую энтропию (Зарипов, 2001, 2004) 
 

   11
1

qB
q

k
s p p

q
 


.                                         (1.25) 

 

Тогда для ее осредненного значения qS  и флуктуации [ ]q qs  имеем  

 

 ( ) ( ) 1
1

qB
q q q

k
S p s p p d

q
     

E z .                              (1.26) 

 

1( ) ( ) ( ) q
q q q qs p s p S p p      .                                 (1.27) 

 

Используя (1.26) и (1.27), можно получить выражение для функ-

ции распределения в виде 
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1 1

1 1

1 [ ]
( )

1 )

q

q q

q

q

s
p

S








   

r ,                                   (1.28) 

 

записанном через макроскопическую энтропию системы и флуктуа-
цию микроскопической энтропии (здесь введено обозначение 

1(1 )Bk q   ). При учете условия нормировки распределения ( )p r , 

из (1.28) вытекает следующее соотношение для среднего значения q-

энтропии qS  
 

 
 

 1 1 1 1
1 1 [ ]

q q

q q qS d s
 

        z ,  

или  
1{ [ ]}

ln e B q qk s
q B q qS k d

 
  z ,                                    (1.29) 

 

позволяющие находить q-энтропию Тсаллиса по известному значе-

нию флуктуации [ ]qs  микроскопической энтропии. При написании 

(1.29) использованы формулы (см. ниже): 
 

       
1

1

e [1 (1 ) ]
qx

q q x


     и  
ln

e ln eq x x
q q q x    

 

При 1q  из (1.28) и (1.29) следуют известные соотношения (1.15). 

Соотношение для q-флуктуации произвольной величины. Для 

флуктуации микроскопической величины ( )A r  

 

    1( ) ( ) q
q qA A A p   r E r                                    (1.30) 

 

справедлива формула: 
 

 
 1

1
1 ( )

q
q

q

A
A

S p

   
    

   

E
 1 ( ) ( ) ,q q qs p s p A          

      (1.31) 

 

которая, при ( )qA s p , сводится к формуле (1.26). 
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Неравенства. Энтропия Тсаллиса удовлетворяет следующим не-

равенствам 

                    12 1 2q q qS p S p S p  ,      2 1 2q qS p S p p ; 
 

   1 2 1q qS p S p p ,    1q  ;    
1

1
1

q

B
q

k
S p d

q

  
   

    

 z ,    0q 

; 
 

  
1

1
1

q

B
q

k
S p d

q

  
   

    

 z ,    0q  ;     1 2 3 1 2,qS p p p S p p ,   0q 

; 
 

      1 2 3 1 3,qS p p p S p p ,        1 3 1 2 2 1q q qS p p S p p S p p  ,    0q  ;  

 

 
 

 
 

 
 

1 3 1 2 2 3

1 3 1 2 2 3, , ,

q q q

q q q

S p p S p p S p p

S p p S p p S p p
  ,    1q  . 

 
и другим, которые рассматриваются в обзорах 

(Taneja,1989,1995,2005). 

1.2. Деформированное каноническое распределение 
Гиббса и термодинамические соотношения 
для неаддитивных систем 

Равновесные состояния сложных q-систем характеризуются рас-

пределениями, которые не меняются с течением времени. Канониче-

ское распределение Гиббса в статистике Курадо−Тсаллиса может 

быть определено, как и в классическом случае, из экстремума (мак-

симума − при 1q  и минимума − при 1q ) q-энтропии 
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1

ln
1

q
q

q B B q

d p
S p k k d p p

q


  






z
z                     (1.32) 

 

при выполнении следующих дополнительных условий: сохранения 

нормировки (1.1) распределения вероятности ( )p r  и при заданном 

значении средней энергии  

( )q
q qE H d p H const     z r ,                              (1.33) 

 

где функция Гамильтона ( )H H r  определяется математической мо-

делью изучаемых физических процессов в системе.  

Экстремум энтропии. Следуя методу множителей Лагранжа, 
найдем безусловный экстремум лагранжиана: 
 

( ) lnq q
B q Bp k d p p d p H k d p      z z zL ,                   (1.34) 

 

где  и   есть множители Лагранжа. В соответствии с теоремой Ла-

гранжа вероятное распределение p , «экстремизирующие» энтропию 

Тсаллиса ( )qS p  при указанных ограничениях, определяются из усло-

вия  
 

1 1( ) 0
1

q qB
B

k q
p d p p q d p H p k d p

q
           


  z z zL .              (1.35) 

 

Отсюда следует деформированное каноническое распределение Гиб-

бса с параметрами q ,   
1

1 1 1( , ) ( ) 1 (1 ) ( ) q
q Bp Z k q H        

 
r r ,                        (1.36) 

где  

1

11( ) 1 (1 ) ( )
q

q BZ d k q H
     

  z r                           (1.37) 
 

− обобщенный статистический интеграл, определяемый из условия 

нормировки (1.1); множитель Лагранжа   (обратная эффективная 

температура, 1/T ) определяется из уравнения, получаемого под-

становкой (1.36) в (1.33).  
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При условии 11 (1 ) 0Bk q H     и 1q  из (1.36) и (1.37) следует 

каноническое распределение Гиббса  

( )

1( , ) ( )e B

H

k T
p T Z T

 
 

  

r

r ,   

( )

( ) e B

H

k T
Z T d

 
 
  

r

z                   (1.38) 
 

для аддитивных систем, находящихся в термостате с температурой 

1/T   .  

Экспонента Тсаллиса. Распределение (1.36) удобно представить 
в классической форме Больцмана 

( )1

1 1 11( , ) 1 (1 ) ( ) e B

H

kq
q B q qp Z k q H Z

 
 

          
 

r

r r ,          (1.39) 
 

выражая стоящую в (1.39) степенную функцию 1/1[..] q  через дефор-

мированную экспоненту Тсаллиса (q-экспоненциальную функцию), 

которая определяется следующим образом 
 

1
1/11

1/1

,

,

0, 1 1/1 ;

e [1 (1 ) ] [1 (1 ) ] 1 1/1 ;

[1 (1 ) ] 1 1/1 ,

qq

q

x
q

если q и x q

q x q x если q и x q

q x если q и x q







    


         


     

     

(1.40)  
 

где выражение, стоящее в квадратных скобках, либо положительно, 

либо равно нулю, [ ] max( ,0)y y  . Легко проверить, что в пределе 

1q  эта функция принимает стандартный вид:  
 

1
1 0 1 0

e lim e lim e ex x x x
q q

q q   
        ( x ),                           (1.41) 

 

Рассмотрим более детально приведенное выше определение 

функции exq . Для 1q , экспонента Тсаллиса исчезает для 1/(1 )x q 

, непрерывна и монотонно увеличивается от 0 до  , когда x  увели-

чивается от 1/(1 )q   до  . Для 1q , q-экспоненциальная функция 

непрерывна и монотонно увеличивается от 0 до , когда x  увеличи-
вается от  до , оставаясь расходящейся для.  
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Используя определения функций lnq x  и exq , можно убедиться, 

что имеют место следующие соотношения: 
 

ln
e ln eq x x
q q q x  ,    2e 1/ex x

q q

  ,   1 1e e 1x x

q q


   ,    ( ;x q  ),            (1.42) 
 

1 (1 )/(e ) ex a ax
q q a  ,   (1/ )(e ) e 1x q qx

q q
  ,   ( ; )x q  ,                      (1.43) 

 

и соответственно для деформированного логарифма 
 

1
2ln ( ) lnq qx x
     ( 0)x  ,   

1
1 1ln ln ( ) 0q qx x      ( ; )x q  ,     

(1.44) 
 

   1ln / ln ln ( ( , ); )q
q q qx y y x y x y q    ,                        (1.45) 

 

  1ln 1/ ln ( ; )q
q qx x x x q    ,                                (1.46) 

так же как 
 

e / (e )x x q
q qd dx        ( )q ,     ln / 1/ q

qd x dx x   ( 0;x q  ).         (1.47) 

 

Обобщённые термодинамические соотношения. Подставляя 

распределение (1.36) в (1.32), получим экстремальное значение q -

энтропии Тсаллиса 

1

1
1

1 1 (1 ) ( )

q
qB

q
B

Z pk
S d

q k q H





 
   

     
 z

r
  

 

 1 1

1

1 ( )

(1 ) 1 (1 ) ( )

q q
B q q

B

k Z Z pH
d

q k q H

 



 
    

    
 


r

z
r
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   1 11 1
( ) ( )

( 1) (1 )

q q
B q B qq

q q q

k Z k Z
d H p E E F

q q

     
        

      
   

 z r ,    

(1.48) 
где 

1 1
( ) ln

1

q
qB B

q q q

Zk k
F Z

q

    
       

     
                                (1.49) 

 

− так называемая деформированная свободная энергия Гельмгольца, 

которая, как легко проверить, при 1q  совпадает со свободной 

энергией аддитивной системы lnBF k T Z  . Заметим, что с учётом 

функции qF  равновесное распределение (1.36) может быть записано в 

эквивалентном виде  

 
1/(1 )

1 1( , ) 1 (1 ) ( ) / 1 (1 )
q

B B qp k q H k q F


            
   

r r  

 

{ / } { / } { / }{ ( )/ }e /e eq B B q q BB
F k H k F kH k

q q q
   

 
r 0

,                     (1.50) 

 

где              
1 (1 )

q
x y

x y
q y




 
0 ,    ( 1x y x y 0 ,   0qx x0 ) .   

 

Из (1.48), с учётом (1.49), вытекают дифференциальные соотношения  

 

q

q

S

E





,   ln

q B
q q q q

S k
F E Z   

 
,   

lnq q q
q B

Z F
E k

 
  

 
,    

(1.51) 
 

2
2 2

2

q q q
q

S E F
C

  
     

  
                              

(1.51*) 
 

эквивалентные соответствующим соотношениям классической тер-

модинамики (здесь qC − обобщённая теплоёмкость).  
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Вторая вариация функционала (1.34) имеет вид: 
 

  2 2 21 (1 ) ( ) q
Bk q d q H p p       z rL .                     (1.52) 

 

Из (1.52) следует, что экстремум соответствует максимуму и миниму-

му рассматриваемого функционала, соответственно, при 0q  

 2 0 L  и 0q   2 0 L . Таким образом, распределение (1.44) мак-

симизирует или минимизирует энтропию Тсаллиса. 

 

Рис.1.1.q - экспоненциальная функция expq x  для типичных значений q . 

При 1q   она определена в интервале 1( ,( 1) )q   ; она расходится, если 

1( 1)x q   . При 1q   она определяется для  x , и обращается в нуль для 

всех   1(1 )x q    . В пределе 0x ,  exp 1q x x  q (Tsallis, 2009). 
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Рис.1.2. q - экспоненциальная функция exp ( )q x  для типичных значений q . 

При 1q   она обращается в нуль, как 1/( 1)[( 1) ] qq x  
  при x . При 1q   

она обращается в нуль при  1(1 )x q    (Tsallis, 2009). 

 

 

Рис.1.3. q - экспоненциальная функция exp ( )q x  для типичных значений q  

(в log линейном масштабе). Она выпуклая (вогнутая), если 1q   ( 1q  ). При 1q 

она имеет вертикальную асимптоту при 1(1 )x q    (Tsallis, 2009). 

 

Рис.1.4. q - экспоненциальная функция exp ( )q x  для типичных значений q  

(в log- log масштабе) При 1q   она имеет асимптотический наклон равен 

1 / (1 )q   (Tsallis, 2009). 
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Равновесная микроскопическая q -энтропия и флуктуации. Рас-

смотрим связь между флуктуациями функции Гамильтона и микро-

скопической q -энтропией. Перепишем равновесное распределение 

(1.50) 
 

  
1/(1 )

1 ( ) ( ) / 1 ( )
q

qp q H q F


      r                       (1.53) 

 

в эквивалентном виде (здесь 1( ) (1 )Bq k q   ). С учётом термодина-

мического соотношения ( )q q qS E F    получим 

  
1/(1 )

1 ( ) ( ) / 1 ( ) ( )
q

q qp q H q Е q S


       r .                 (1.54) 

 

После возведения (1.53) и (1.54) в степень (1 )q , после простых пре-

образований легко получить следующие выражения для равновесной 
микроскопической q -энтропии и её флуктуаций 
 

1

( )
( )

1 (1 )

q
q

B q

H E
s p

k q F

 


 
,                                              (1.55) 

 1 1( ) ( ) q q
q q qs p S p p H E p    ,                                 (1.56) 

где  

1( ) (1 )
1

qB
q

k
s p p

q
 


                                              (1.57) 

− микроскопическая q -энтропия. При 1q  равенство (1.56) даёт из-

вестную взаимосвязь (1.22) флуктуаций микроскопической энтропии 
Больцмана −Гиббса с флуктуациями функции Гамильтона 
 

    ( )s p s H H  E E .                                   (1.58) 
 

Здесь p  есть классическое каноническое распределение Гиббса и 

( ) lnBs p k p .  

Заметим, что флуктуации величин ( )qs p  и H  в (1.56) совпадают с 

определением флуктуации произвольной физической величины ( )A r  
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в неэкстенсивной статистической механике в виде  
 

    1 q
q qA A A p   E ,     q

q A d Ap E z .                          (1.59) 
 

Соответственно, для флуктуации функции Гамильтона и микроскопи-
ческой энтропии и имеем важные равенства 
 

  1 0q q
q q qH d H H p p      E z E , 

 

 1( ) ( ) ( ) 0q q
q q q q q qs p d s p s p p p         E z E .             (1.60). 

1.3. Большое каноническое распределение Гиббса 
и термодинамические соотношения в q -статистике 

Рассмотрим теперь равновесное состояние неэкстенсивной мно-

гокомпонентной системы, обменивающейся с окружением энергией 

и частицами сорта k  ( 1,2,...,k R ). Используя вариационный метод, 

находим соответствующее распределение. Для этого вычислим экс-

тремум энтропии при заданных средней энергии 
 

1

( ) ( )
R

q
q N k k

N k

E d N p const


    z r r ,                      (1.61) 

 

среднего числа частиц k - го сорта  
 

( )q
k q N k

N

N d p N сonst    z r                          (1.62) 

 

и при сохранении нормировки ( ) 1N
N

d p  z r .  Здесь; ( )kN r  − число 

частиц сорта k  с энергией k ; 
3

1

1

!(2 )

N

N i iN
i

d d d
N 




z q p .   

Используя множители Лагранжа  , k  ( k – величина, имею-

щая смысл химического потенциала частиц сорта  ) и  , находим 

безусловный экстремум функционала (удлинённой энтропии Тсалли-

са) 
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ln
R R

q q q
B q k k k k B

N k k

k d p p d N p d N p k d p
 

        
 

     z z z zL .  

(1.63) 
 

Из условия 0L = , получим уравнение 

1( )
1

R
qB

k k k B
k

k q
q N p k

q
 

       
 ,  

 

решение которого даёт следующее нормированное q-распределение 

(большое каноническое q -распределение Гиббса) 

 

 
 1 1

1 1( ) ( , ) 1 (1 ) ( )

qR

q k B k k k
k

p Z k q N



  
         

 
r   

 

 
 1 ( ) ( )

1( , )e .

R

B k k k
k

k N

q k qZ

  
    

   


  

r r

                       (1.64) 

Здесь  

 1 ( ) ( )

e

R

B k k k
k

k N

q N q
N

Z d

  
    
  




r r

z                       (1.65) 

 

− статистический интеграл. В пределе 1q  из (1.64) следует распре-

деления (1.30) для обобщённого ансамбля Гиббса классической ста-

тистики 

 

   1 1( ) ( ) ( ) ( )

( ) e / e

R R

B k k k B k k k
k k

k N k N

p d

 
      
          
      

 
 

r r r r

r z .          (1.66) 

 
Следует отметить, что в классической статистике Максвелла–

Больцмана перестановка одинаковых частиц дает одно и то же состо-

яние и поэтому в случае неаддитивной статистики выражение (1.64) 

необходимо переписать в виде: 
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R
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r r

r

z r r

.           (1.67) 

Термодинамика многокомпонентной неаддитивной среды. 

Подстановка распределения (1.64) в (1.3) даёт экстремальное значе-

ние энтропии Тсаллиса 

1 1

1

qR
q

q q k k q B
k

Z
S E N k

q

  
      

 
 .                        (1.68) 

 

Если ввести деформированный термодинамический потенциал  
 

1 1
ln

1

q
qB B

q q q

Zk k
Z

q

    
       

     
,                             (1.69) 

 

то выражения (1.64) и (1.68) можно представить в виде: 
 

 
 

1
1( )

( , , ) e / e ,

R

B k k k
Bk

k N
k

k q qp




  
        


  r                   (1.70) 

 

R

q q k k q q
k

S E N
 

      
 

 .                                   (1.71) 

 

При дифференцировании (1.71), можно получить все соотношения 

равновесной q -термодинамики для систем с переменным числом ча-

стиц 
 

R

q q k k q
k

dS dE d N
 

     
 

 ,                                      (1.71) 

 

( )/k q q kN      ,   ( )/
R

q k k q
k

E N        .                      (1.72) 
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Подчеркнём, что все введённые выше понятия и соотношения 
обусловлены процедурой нахождения равновесного распределения 
на основе принципа Джейнса максимума параметрической энтропии 
Тсаллиса и сохраняют применимость для весьма широкого круга 
аномальных явлений, описываемых неаддитивной статистической 
механикой. 

Наконец, исследуя вторую вариацию функционала (1.63), нахо-

дим максимальность (минимальность) энтропии при 0q  ( 2 0 L ) 

и 0q 2( 0 L ). 

Таким образом, вариационный принцип Джейнса максимума эн-

тропии позволяет определять равновесные распределения и для q -

систем. Причём экстремум рассматриваемых функционалов зависит 

от знака числа q . 

1.4. Термодинамическое равновесие двух  
неаддитивных систем в статистике Курадо-Тсаллиса 

Рассмотрим термодинамическое равновесие двух независимых q

-систем с энтропиями 1 1( )q qS S p  и 2 2( )q qS S p , представляющих 

собой общую замкнутую систему с постоянными значениями энтро-

пии 12( )q qS S p  при 12 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )p p pr r r r  и энергии qE . Согласно 

свойству неаддитивности (1.17) энтропий в статистике Тсаллиса для 
энтропии двух независимых систем, энтропию совокупной системы 
можно переписать в следующем виде  

1 2 2 1 1 21 1q q q q q q qS S S S S S S           ,                      (1.73) 
 

где  1( ) (1 )Bq k q     .  

Для нахождения осреднённой энергии qE  совокупной q-системы 

воспользуемся распределением   
1/(1 )

( ) 1 ( ) / 1
q

qp H F


    r r

. При учёте условия мультипликативности  12 1 1 2 2( ) ( ) ( )p H p H p H    ,  

получим равенство для совокупного гамильтониана двух независи-
мых систем 

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )H H H H H  r r r r r r .                 (1.74) 
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Аналогичное равенство имеет место и для свободных энергий 
 

1 2 1 2q q q q qF F F F F   .                                       (1.75) 
 

Осреднение равенства (1.74) приводит к псевдоаддитивному за-

кону для средей энергии двух независимых q-систем в статистике Ку-

радо−Тсаллиса (ср. (1.15*)) 
 

1 2 2 1 1 2(1 ) (1 )q q q q q q qE E S E S E E       .                      (1.76) 

 

Далее варьируем (1.73) и (1.76) и получим равенства 
 

1 2 2 10 1 1 ,q q q q qS S S S S                                         (1.77) 

 

1 2 2 1 1 2 2 10 (1 ) (1 ) ( )q q q q q q q q qE E F E F E S E S            ,   (1.78) 
 

из которых вытекает условие 
 

1 2
1 1

1 1 2

1
1

1

q q
q q

q q q

S S
F E

S E E

   
      

      

2 1
2 2

2 2 1

1
1

1

q q
q q

q q q

S S
F E

S E E

   
     

      

. 

 (1.79) 
Условие (1.79) удовлетворяется тождественно только при выпол-

нении равенства 

1 2

1 2

q q

q q

S S

E E

 
 

 
,                                         (1.80) 

 

означающего равенство температур двух независимых систем при их 

тепловом контакте (Зарипов, 2006). Параметр  является интенсив-

ной величиной и играет роль обратной температуры 1/T . 
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Если 1q , то (1.53) совпадает с каноническим распределением 

Гиббса  
 ( )/

e BF H k T
p


  и законы композиции рассматриваемых сред-

них и микроскопических величин становятся аддитивными. 

Аргумент в пользу использования осреднения Курадо−Тсаллиса. 

Начиная с работы (Tsallis и др.,1998), имеет место дискуссия по методу 

осреднения функции Гамильтона  H H r  и соответственно по закону 

композиции осреднённых энергий двух независимых q -систем. В ос-

новном предполагается аддитивность функции Гамильтона 

1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )H H H r r r r .                                   (1.81) 
 

Тогда осреднение (1.81) нормированным эскортным распределени-

ем Тсаллиса−Мендеса−Пластино  

( ) /q qp p d p  zP   

 

(см. Гл.3) приводит к следующему закону аддитивности осреднённых 

энергий: 

1 2 ,q q q qE E E E d H    z P ,     , ( 1,2)qi iE d H i  z P .         (1.82) 
 

Варьирование 0qS   и 0qE   для замкнутой общей системы с 

постоянными значениями энтропии и энергии приводит к равенству 

(1.77), а для осреднённых энергий (1.82) имеем равенство  
 

1 20q q qE E E     .                                          (1.83) 
 

В итоге, учитывая (1.77) и (1.83), получим соотношение 
 

1 2

1 1
1 21 2

1 1

1 (1 ) 1 (1 )

q q

q qB q B q

S S

E Ek q S k q S 

 


    
,                (1.84) 

 

из которого вытекает равенство так называемых физических темпера-

тур  
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1( ) 1 (1 ) , / 1/ph B q q qT p k q S T S E T      
 

                           (1.85) 
 

для обеих независимых систем.  

Такое переопределение эффективной температуры в статистике 

Тсаллиса−Мендеса−Пластино противоречит основным принципам 

термодинамики, где абсолютная температура T  является интен-

сивным параметром, а не функционалом ( )phT p . Поэтому для моде-

ли с мерой Тсаллиса единственно правильным осреднением, как бы-

ло уже оговорено выше, является осреднение с ненормированным 

распределением qp , которое собственно и использовалось при ак-

сиоматическом обосновании нелогарифмической энтропии 
qS  в ци-

тированных выше работах (Havrda, Charvat, 1967; Daroczy,1970). 

1.5. Физическая информация различия  
Ратье−Каннаппана  

Наряду с энтропией Тсаллиса к наиболее существенным стати-
стическим характеристикам сложной динамической q-системы отно-

сится информация различия Ртье− Каннаппана (Rathie, Kannappan, 
1972), которая, являясь функционалом, определяет меру статистиче-
ской упорядоченности в микросостояниях системы с распределением 

( , )p ar  относительно состояния с распределением ( , )u ar 2). 

Предположим, что система переходит от состояния ( , )p ar  к со-

стоянию ( , )u ar  и статистические наблюдения ведутся относительно 

состояния ( , )p ar . В теории информации q-систем подобный переход 

по определению характеризует информацию различия Ра-
тье−Каннаппана 

 

   1: 1
1

q qB
q

k
I p u d p u

q
  


 z   

 

                                                           
2) При написании данного подраздела автор опирался на монографии 

(Зарипов, 2002; Tsallis, 2009). 
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1

( )/ ( ) 1( )
( ) ln ( )

( ) 1

q

B q B

p uu
k d p k d p

p q


   

    
  

 
r rr

z r z r
r

,     (1.86) 

которая характеризует меру статистической упорядоченности в состо-

яниях системы с распределением  0 ,p a r  относительно состо-

яния с распределением  0 ,u a r . В пределе 1q  из (1.86) выте-

кает информация различия Кульбака–Лейблера 
 

 : lnB
p

I p u k d p
u

 
  

 
 z ,   где     , , 1d p a d u a  z r z r . 

 

Наиболее важные свойства функционала (1.86) подробно рассмотре-
ны в основополагающей работе (Rathie, Kannappan, 1972), а также в 
монографиях (Tsallis, 2009; Зарипов, 2010). Рассмотрим здесь лишь 
некоторые наиболее важные свойства информации различия (1.86). 

Выпуклость. Информация различия есть вещественный, выпук-

лый и положительный (отрицательный) функционал с минимумом 

(максимумом) при 0q ( 0)q . Покажем это. Для числа 0r   имеем 
 

1 1 1
1 , 0,

1

1
1 , 0,

1
1 , 0.

qr
еслиq

q r

еслиq
r

еслиq
r

 
  



  

  

  

Следовательно, например, для 0q  справедливо 
 

1
/ 1

1
1

q
p u u

q p




 


, отсюда вытекает, что 

 
1

( )/ ( ) 1 ( )
( ) ( ) 1 1 1 0

1 ( )

q
p u u

d p d p
q p


  

       
 

r r r
z r z r

r
. 

 

Таким образом, справедливы следующие неравенства: 
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( : ) 0qI p u  ,   ( 0)q ;   ( : ) 0qI p u     ( 0)q  ;   ( : ) 0qI p u  ,   ( 0)q , 

(1.87) 
 

т.е. выражение (1.86) удовлетворяет такому же основному свойству, 
что и стандартная энтропия Кульбака−Лейблера, а потому может ис-
пользоваться для тех же целей. Одако в данном случае у нас есть сво-
бода выбора параметра q , что позволяет адекватно исследовать ано-

мальную систему. 
Справедливо также неравенство  

 

 1 1 2 2 1 1 2 2( ): ( : ) ( : )q q qI a p a p u a I p u a I p u   ,                  (1.88) 
 

где 1 2 1a a   и 1 0a  , 2 0a  . При p u  имеет место равенство 

( : ) 0qI p p  . Таким образом информация различия является функцией 

Ляпунова. 

Неаддитивность для независимых систем. Пусть состояние фи-

зической системы описывается нормированными совместными рас-

пределениями 12 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )p p pr r r r  и 12 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )u u ur r r r  при 

статистической независимости двух физических систем. Информации 

различия соавокупной и оьдельных систем определяются выражени-

ями  
 

   1
12 12 1 2 12 12: 1

1
q qB

q
k

I p u d d p u
q

 


 z z , 

 

   1
1 1 1 1 1: 1

1
q qB

q
k

I p u d p u
q

 


 z ,   

   1
2 2 2 2 2: 1

1
q qB

q
k

I p u d p u
q

 


 z ,  

 (1.89) 
где условия нормировки имеют вид 
 

1 2 12 1 1 2 2 1d d p d p d p    z z z z ,   1 2 12 1 1 2 2 1.d d u d u d u    z z z z    
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Отсюда для информации различия Ратье−Каннаппана имеем свой-

ство псевдоаддитивности для независимых систем  
 

12 12 1 1 2 2( : ) ( : ) ( : )q q qI p u I p u I p u   1 1 2 2( : ) ( : ),q qI p u I p u      (1.90) 
 

где параметр 1( ) (1 )Bq k q      характеризует степень их неадди-

тивности. При 1q  из (1.90) следует аддитивность для информаций 

различия Кульбака–Лейблера модели с мерой Больцмана–Гиббса. 

Микроскопическая информация различия. Флуктуация. Введём 

микроскопическую информацию различия  
 

 1 1( : ) ( ) ( )
1

q qB
q q q

k
i p u s p s u p u

q
        

.                  (1.91) 

 

Тогда флуктуация и среднее значение имеют вид  
 

1( : ) ( : ) ( : ) q
q q q qi p u i p u I p u p      ,                         (1.92) 

 

 1( : ) ( : ) 1
1

q qB
q q q

k
I p u i p u d p u

q
     

E z .                 (1.93) 

 

Выразим информацию различия через флуктуацию микроскопи-

ческой энтропии ( )q qs u     и энтропию в общем виде. Для чего пере-

пишем (1.91) следующим образом: 
 

 1( : ) ( ) ( ) ( )q
q q q q qi p u s p S u u s u       

.                 (1.94) 
 

Осредняя (1.94), получим выражение 
 

1

( ) ( ) ( )
( : )

1 (1 ) ( )

q
q q q q

q
B q

S p S u d s u p
I p u

k q S u

         
 

 z
,                (1.95) 

 

которое отличается от соответствующей формулы классической ста-

тистической теории аддитивных систем (см. Зарипов, 2001) дополни-
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тельным множителем, зависящим от энтропии конечного состояния 

системы ( )qS u . 

Выражение для флуктуации микроскопической информации раз-

личия Ратье−Каннаппана имеет вид 
 

 
1

1 qS u


  
   ( : ) ( ) ( )q q q q q qi p u s p s u               

 
 

( ) ( : ) ( )q
q q q qd s u p I p u S u     z ,                                  (1.96) 

 

где в отличие от соответствующего выражения для аддитивной си-

стемы имеем дополнительное слагаемое в виде произведения ин-

формации различия ( : )qI p u  и энтропии ( )qS u  конечного состояния 

системы. 

Отметим, что информация различия, записанная в виде (1.95), 

имеет общий вид и может быть использована при рассмотрении са-

моорганизации хаотических неэкстенсивных систем. 

Неравенства. Информация различия Ратье–Каннаппана удовле-

творяет неравенствам 

12 12 1 1 2 2( : ) ( : ) ( : )q q qI p u I p u I p u  ;   ( : ) ( : )qI p u I p u ,   ( 0)q ;  
 

( : ) ( : )qI p u I p u ,   ( 0)q ;     1 1( ): ( ) ( : )q qI p w u w I p u .    (1.97) 
 

Подробные сведения об этих и других неравенствах можно найти в 

обзорах (Taneja, 1989,2005). 

Негэнтропийный принцип. Пусть среднее значение флуктуации 

микроскопической энтропии ( )qs u  при распределении p  удовлетво-

ряет равенству 

  1( ) ( ) ( ) q q
q q q q qs u d s u S u p p        E z  

 

( ) ( ) ( ) ( : ) 0,q q
q q q qd s u p d s u u S u I p u    z z                   (1.98) 

 

что приводит, согласно (1.96), к значению информации различия 
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( ) ( )
( : )

1 ( )

q q
q

q

S p S u
I p u

S u

   
 

.                                  (1.99) 

 

Выражение (1.99) также непосредственно вытекает из равенства 

(1.95). 

Из (1.99) имеем соотношение: 
 

( ) ( ) ( : ) ( ) ( : )q q q q qS p S u I p u S u I p u   ,                     (1.100) 
 

где информация различия с точностью до множителя представлена в 

виде отрицательного вклада в энтропию и поэтому называется негэн-

тропией.  Представим соотношение (1.100) также в следующем виде  
 

1 ( ) 1 ( ) 1 ( : )q q qS p S u I p u             .                   (1.101) 
 

В общем случае выполняется негэнтропийный принцип Бриллюэна 

(1966)  
 

( ) ( ) ( : ) 1 ( ) 0,q q q qS p S u I p u S u         при q 0 ;             (1.102) 
 

( ) ( ) ( : ) 1 ( ) 0q q q qS p S u I p u S u      ,   при q 0 ,             (1.103) 

 

где знак неравенства соответствует необратимым процессам, проис-

ходящим в физической системе. Информация различия представлена 

в виде отрицательного вклада в энтропию и потому называется 

негэнтропией Шредингера (1947). Из (1.102) следует, что переход си-

стемы с энтропией ( )qS p  в состояние с большей энтропией происхо-

дит совместно с потерей информации различия ( : )qI p u  о структуре 

системы. Аналогично, переход от состояния ( )qS u  к состоянию с 

меньшей величиной ( )qS p энтропии сопровождается увеличением 

информации различия. Таким образом, только увеличение различа-

ющей информации указывает на наличие процесса самоорганизации 
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в открытой системе. Важно также иметь в виду, что такой вывод пра-

вомерен только для тех физических систем, для которых за начало от-

счёта степени их хаотичности можно принять состояние теплового 

равновесия (Климонтович, 1990). Итак, при переходах системы между 

состояниями происходит взаимное изменение мер беспорядка и по-

рядка. 

1.6. Фундаментальное неравенство термодинамики       
физико-информационных процессов для q -систем 

Пусть равновесная неаддитивная система находится в термостате 

с температурой 0 01/T   . Для определения равновесного вероят-

ностного распределения находим безусловный экстремум лагранжи-

ана (1.34). В результате получим известное нормированное равно-

весное распределение (1.36) для непрерывных величин:  
 

 1 1/(1 )
0 0 0 0( , ) ( ) 1 ( ) q

qp Z H    r r ,                      (1.104) 

где  

 
1/(1 )

0 0( ) 1 ( ) ( )
q

qZ d q H


    z r                          (1.105) 

 

− статистический интеграл.  

Используя распределения (1.104) для термостата можно найти 

соответствующую равовесную энтропию (см.(1.48)) 
 

   0 0 0 001
1

qB
q q q

k
S d p E F

q
   


 z ,                         (1.105) 

энергию 

0 0
q

qE d Hp  z                                                (1.106) 
 

и свободную энергию  
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q
qB

q q q

Zk
F Z

 
   

 
   (откуда  1

0 01q
q qZ F   )    (1.107) 

 

q-cистемы, находящейся в равновесном состоянии. Если продиффе-

ренцировать энтропию (1.105), то получим следующее обобщение на 

q-системы известных дифференциальных соотношений равновесной 

термодинамики в замкнутых системах: 
 

 0 0 0 0 0 0,q q q qdS dE d F E d    .                       (1.108) 
 

Рассмотрим теперь спонтанный переход между произвольным 

состоянием системы с распределением  ,p p t r  и его равновесным 

состоянием с распределением  0 0p p r . Подставляя (1.104) в 

выражение (1.86) для информации различия Ратье–Каннаппана, в ре-

зультате получим 
 

      1 1
0 00: 1 1 1

1 1
q q q qB B

q q q
k k

I I p p d p p d p H Z
q q

        
 

 z z  

 

1 1
01

1
q q qB

q
k

Z d p Z E
q

     
 

 z .                          (1.109) 

 

Если использовать формулу   
1/(1 )

0 0 0 01 ( ) / 1
q

qp H F


    r для 

равновесного распределения 0p , то можно получить следующее вы-

ражение для разности энтропий  
 

 0 01

q qB
q q

k
S S d p d p

q
   

  z z  0 0 01
1

qB
q q

k
E F d p

q
    
 

 z .   

(1.110) 
 

С учётом (2.110), выражение (2.109) для информации различия легко 

преобразовать к виду 
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    1 1 1
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q q q qB
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I p p S S Z Z d p Z E
q

        


 z   

  1 1
0 0 01q q q
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    1 1
0 0 0 01 1

1
q qB
q q q q q

k
Z E E Z F

q
       


.      (1.111) 

 

Наконец, с учётом формулы (1.107) для свободной энергии, вы-

ражение (1.111) для информации различия Ратье–Каннаппана при-

нимает следующий окончательный вид для рассматриваемого слу-

чая: 
 

     1
0 0 0

0

1
: q

q q q q q qI p p Z S S E E
T

  
      

 

 

 

 
   0 01

00 0

1 1

1 1
q q q q

q

S S E E
Tk q F

 
     

    
             (1.112) 

 

совпадающее с известным термодинамическим выражением для 

информации различия Кульбака–Лейблера для аддитивных систем 

только при 1q . 

Н-теорема в статистике Тсаллиса. Сравним значения энтропий 

двух состояний системы с распределениями qp  и 0
qp  при условии Гиббса, 

т.е. при одинаковости средних энергиях  

0( ) ( )q qd H p d H p z r z r .                                     (1.113) 

С учётом условия 
1( ) 0q

qZ
   и свойства выпуклости (1.87) информа-

ции различия Ратье–Каннаппана, из (1.102) получим  
 

1
0 0( : ) ( ) ( ) 0q

q q q qI p p Z S p S p       ,    при 0q ;                      
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1
0 0( : ) ( ) ( ) 0q

q q q qI p p Z S p S p       ,    при 0q .           (1.114) 

 

Из неравенств (1.114) следует обобщённая теорема Гиббса: 
 

(i)   q - энтропия равновесного  состояния максимальна 0( ) ( )q qS p S p  при 

0q ; 

(ii)  q - энтропия равновесного  состояния минимальна 0( ) ( )q qS p S p  при 

0.q  

Из (1.114) также вытекает, что при увеличении энтропии 

0( ) ( )q qS p S p  (при 0q ), положительная мера информации разли-

чия уменьшается. При уменьшении энтропии 0( ) ( )q qS p S p  (при 

0q ), отрицательная мера информации (или негинформация) анало-

гично уменьшается. Таким образом, в этих двух случаях имеет место 
уменьшение статистической упорядоченности в микросостояниях не-
экстенсивной системы. 

Согласно свойству выпуклости, информация различия Ратье–
Каннаппана является знакоопределенной функцией Ляпунова. Чтобы 
состояние полного равновесия было устойчивым необходимы следу-
ющие неравенства3) 

 

                   
1

0 0( : ) ( ) ( ) 0
q q

q q q

dI d
p p Z S p S p

dt dt
            при 0q ,   

 

1
0 0( : ) ( ) ( ) 0

q q
q q q

dI d
p p Z S p S p

dt dt
            при 0q .         (1.115) 

 

В результате, при стремлении системы к равновесному состоянию во 

временной эволюции информация различия уменьшается. Это свиде-

тельствует об уменьшении разупорядоченности микросостояний. 

                                                           
3) Напомним, что функцией Ляпунова для данной системы называется 

знакоопределённая функция, которая обращается в нуль в точке равнове-
сия системы. Состояние равновесия является аттрактором, когда произ-
водная по времени от функции Ляпунова имеет знак, противоположный 
знаку самой функции. 
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Из (1.115) следует закон возрастания (убывания) энтропии Тсал-
лиса со временем в неаддитивной статистической механике (Зарипов, 
2010) 

 

( )/ 0qdS p dt     при 0q ;    ( )/ 0qdS p dt     при 0q ,          (1.116) 

 

который справедлив при приближении к состоянию полного стати-

стического равновесия (H -теорема Больцмана). Таким образом, про-

исходит хаотизация макроскопической системы при спонтанных пе-

реходах. 
 

Итак, в данной главе изложены некоторые элементы неэкстен-
сивной статистической механики и термодинамики Тсаллиса, предна-
значенной для описания сложных (аномальных) систем, фактические 
свойства которых находятся вне области применения классической 
статистики Больцмана−Гиббса, в частности, из-за наличия в пределах 
системы дальнодействующего силового взаимодействия, эффекта 
памяти и нелокальных корреляций, а также фрактальности геометрии 
фазового пространства. Сложная пространственно-временная струк-
тура подобных систем приводит к нарушению принципа аддитивно-
сти для таких важнейших термодинамических величин, как энтропия 
или внутренняя энергия. Построение статистической механики и тер-
модинамики сложных неэкстенсивных систем является важной про-
блемой как современной теоретической физики, так и смежных с ней 
наук. В настоящее время теория неэкстенсивных систем существенно 
развивается в ускоренном ритме, при котором появляются новые 
идеи, позволяющие глубже понять её природу, возможности и огра-
ничения. 
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ГЛАВА  2 

Элементы формализма статистики  
Тсаллиса−Мендеса−Пластино. Метод  

оптимизированных множителей Лагранжа 

В настоящей главе проанализированы следствия эскортного осред-
нения Тсаллиса−Мендеса−Пластино (TMP) микроскопических динамиче-
ских величин в неаддитивной статистике Тсаллиса и его формальное и 
практическое значение при моделировании различных q-систем, кото-

рое в последнее время в большом количестве представлено в научной 
литературе. Показано, что в зависимости от способа определения 
средних значений динамических величин, возможны различные варианты 
обобщённой равновесной статистической механики и дан их сравни-
тельный анализ. Найдены условия выполнения преобразования Ле-
жандра при использовании понятия физической температуры. Проведе-
но рассмотрение модифицированных термодинамических соотношений 
в статистике TMP. Обсуждается метод оптимизированных множите-
лей Лагранжа, позволяющий устранить некоторые проблемы стати-
стики TMP. 

Введение 

Как было отмечено в Гл.1 в неаддитивной статистике Тсаллиса 
возможно осреднение физических величин по трём распределениям: 

p , qp  и /q qp d p z . Первый вариант определения среднего значения 

был предложен в работе (Tsallis, 1988) и с тех пор использовался 

крайне редко. При отыскании равновесного распределения ( )p r , он 

сводился к учёту, помимо обычного ограничения нормировки рас-
пределения, еще и ограничения, налагаемого на внутреннюю энер-

гию q-системы, которая определялась соотношением 
(1) ( )qE d H p  z r . 

В этом случае с помощью обычной техники нахождения экстремума 
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удлинённой энтропии Тсаллиса, можно получить следующее равно-
весное вероятностное распределение 

 

 

1 11 *

(1) *

1 11 *
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k q H
p

d k q H
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z r
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(здесь супериндекс (1) означает первый выбор). Несмотря на стан-

дартный вид этого выражения, параметр * не является множителем 

Лагранжа, связанным с ограничением, накладываемым на среднюю 

энергию системы. Разумеется, распределение (1) *( , )p r  сводится к 

классическому распределению Больцмана−Гиббса при 1q  и зави-

сит от гамильтониана системы ( )H r  не по экспоненте, а по степен-

ному закону. Кстати, эти две важные особенности свойственны всем 
трём вариантам осреднения. Однако очень скоро стало очевидным, 
что подобный выбор определения среднего является неудовлетвори-
тельным при решении целого ряда математических задач, связанных 
с моделированием актуальных физических явлений в сложных q-

системах, таких, например, как аномальная супердиффузия Леви (в 
этом случае второй момент, связанный с распределением Леви, рас-
ходится (Tsallis др.,1995)). 

Второй вариант, впервые предложенный в работе (Curados, 
Tsallis,1991) и с тех пор интенсивно разрабатываемый (см. Библио-
графию/ http://tsallis. cat.cbpf.br/biblio.htm.), стал естественным вы-
ходом из существующих затруднений. В этом варианте ограничение 
на осреднённую энергию постулируется в виде 

(2) ( ) q
qE d H p const  z r . Тогда, процедура определения максимума 

энтропии Тсаллиса qS  приводит к следующему выражению для рав-

новесного вероятностного распределения 
 

   1 1( ) ( )(2)( , ) e / e
B Bk H k H

q qp d
    

  
r r

r z ,    
 
 

которое совпадает, по внешнему виду, с результатом, полученным по 
первому выбору осреднения, за исключением того факта, что теперь 

величина (1 q ) играет ту роль, которую в первом варианте играла 

величина ( 1)q  (т. е.
(2) (1)

2( ) ( )q qp p 
    ), а параметр  , в отличие 
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от  , является множителем Лагранжа, связанным с ограничением на 

среднюю энергию. Распределение (2)p  учитывает отключение (cut-

off) (т.е. обнуление вероятности для уровней энергии, достаточно вы-

соких для получения отрицательного значения аргумента функции exq  

(см. (1.40)) для всех значений 1q , в то время как для первого вари-

анта это событие имеет место для 1q . Кроме этого, для распреде-

ления (2)p  при всех значениях q  остаётся справедливой структура 

Лежандра, свойственная термодинамике. 
Важно подчеркнуть, что к настоящему времени в рамках второго 

варианта осреднения экстенсивных q -параметров в научной литера-

туре получен целый ряд новых физических результатов и модифици-
ровано большое число математических теорий (от H -теоремы до 
термодинамической устойчивости), известных в классической стати-
стике. Эти достижения, успешно объясняющие различные аномалии в 
конкретных сложных системах, вероятно, и лежат в основе популяр-
ности данного формализма среди многих исследователей.  

Вместе с тем, второй выбор осреднения приводит к трём неже-
лательным последствиям, которые, несомненно, являются необыч-
ными с точки зрения устоявшихся классических физических основа-
ний (Plastino и др.,1998). 

(i) Первое, не встречавшиеся прежде следствие, состоит в 

том, что полученные на основе распределения (2)( )p   термодинами-

ческие результаты зависят от выбора начала отчёта энергий. На прак-
тике это не является большой проблемой, поскольку довольно друж-
но авторы многочисленных публикаций выбирали за начало отсчёта 
энергии (наименьшее собственное значение гамильтониана) нулевую 
точку, что, несомненно, имеет смысл. Но, по большому счёту нужно 
согласиться с тем, что это следствие в некотором смысле вызывает 
беспокойство. 

(ii) Второе необычное следствие состоит в том, что среднее 
значение константы отличается от самой константы, 

 (2) q
q С С d p С E z . Тот факт, что нормировка 1qd p  z  не равна 

единице, нелегко интерпретировать (если только мы не готовы при-
нять, что энтропийная неаддитивность естественно должна приво-
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дить к потере нормы). Таким образом, несохранение нормы вызыва-
ет безусловное беспокойство. 

(iii)     Наконец, третье нежелательное следствие состоит в том, 
что для двух независимых двух систем, для которых справедливы 

условие мультипликативности (2) (2) (2)
12 1 2p p p  и 

     1 2 1 2,H H H r r r r , справедливо следующее псевдоаддитивное 

выражение (см. (1.15) для осреднённых энергий (Tsallis,1994): 
(2) (2) (2)

12 2 11 2( ) (1 ) (1 )q q qq qE E S E S    , где 1( ) (1 )Bq k q     ). Дру-

гими словами, первый принцип классической термодинамики (сохра-
нение энергии) не имеет место для макроскопических энергий, даже 
если он справедлив для микроскопических величин q -системы. Ра-

зумеется, можно возразить, что, если мы рассматриваем неаддитив-
ную энтропию, почему нужно считать нежелательным то же самое 
для макроскопической энергии? Дело в том, что энтропия представ-
ляет собой информационную величину, тогда как энергия является 
механической величиной. Поскольку формализм неаддитивной ста-
тистики не меняет основ механики, то указанное обстоятельство про-
тиворечит аддитивности средней энергии. 

В этой главе мы рассмотрим третий способ осреднения, позво-
ляющий избежать (одновременно) тех нежелательных последствий, 
которые возникают в рамках второго варианта осреднения. Этот ва-
риант для энергетического ограничения был предложен Пластино, 
Мендесом и Цаллисом в работе (Plastino и др.,1998; Tsallis, 2009). 

2.1. Взвешенное среднее и статистические  
характеристики q-системы в статистике  
Тсаллиса−Мендеса−Пластино 

В этом разделе мы ограничимся выводом функции распределе-
ния для обобщённого канонического ансамбля Гиббса (поскольку вы-
вод вероятностных распределения для других ансамблей аналоги-
чен). Пусть среднее значение произвольной физической величины 

( , )A tr   
 

1 1( ) ( )
q

q q q qA d A с d A p с A        z r z rP                        (2.1) 
 

вычисляется с помощью нормированного эскортного распределения 
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( ) / /q q q
qp d p p c r zP ,   ( ) 1d p  zP ,                          (2.2) 

 

где, в силу определения (2.2) энтропии Тсаллиса qS , функционал (ко-

эффициент Тсаллиса) 
1( ) 1 (1 )q

q B qc p d p k q S    z .                                     (2.2) 
 

Заметим, что 1 1q d    zP , что полностью соответствует устояв-

шимся представлениям классической статистики. 
Каноническое распределение. Найдём экстремум энтропии 

Тсаллиса qS  при сохранении нормировки и заданном значении сред-

ней энергии  
 

 (3) (3) ( ) ( )q qE H d H const  E r z r P ,    
( )( ) 1qd p  zP .               (2.4) 

 

Согласно вариационному принципу, определим функционал 
 

 1
1

qB
B

k
d p d H k d

q
    


  z z zL P P ,                   (2.5) 

 

где   и  являются множителями Лагранжа. Тогда и из условия 
 

1

1
qBk q

d p p
q

    


 zL   

 

1 1( )
( ) 0

q
q q

B
q q

d H pq
d H p p d p p k d p

c c
 

 
        

  


  

z r
z r z z    (2.6) 

 

получим равенство  (3) 1( )
1

qB
q B

q

k q q
H E p k

q c


 
    

  

r , из которого 

следует нормированное равновесное распределение Тсалли-
са−Мендеса− Пластино (ТМП) 

 
 1 1

(3) 1 1 (3)( , ) 1 (1 ) ( )
q

q q B q qp Z k q H E


         
 

r r   
 

 1 (3)( )1 e ,
B q qk H E

q qZ
    

  
r

                                       (2.7) 

где  
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 1 (3)( )(3) e
B q qk H E

q q qZ Z d
    

   
r

z                                (2.8) 
 
 

− обобщённый статистический интеграл; параметр 

/ / q
q qc d p    z является (как будет показано ниже) обратной 

физической температурой системы, 1/ph qT   ;   − множитель Ла-

гранжа, который связан с ограничением на среднюю энергию (2.4) в 
неаддитивной статистической механике Тсаллиса. 

При 1 ( ) ( ) 0q qq H E     r  имеем 0p , а при 1q  из (2.7) и 

(2.8) получим классическое каноническое распределение Гиббса в 
виде  

 

     1 1( ) ( )
( , ) e / e

B Bk H k H
p d

    
  

r r
r z ,                          (2.9) 

 

где    ( ) ( ) ( )H H H  r r E r  − флуктуация функции Гамильтона.  

Хотя осреднение по эскортному распределению даёт физически 
наблюдаемые величины (например, внутренней энергии), статистика 
ТМП не имеет особых преимуществ в сравнении со статистикой Кура-

до−Тсаллиса, поскольку распределение вероятности ( )p r  (2.7) неявно 

зависит от самого распределения (самозависимость), а функционал 

/ ( )q qc p  , фигурирующий в распределении (2.7) не является об-

ратной температурой и не сохраняет структуру Лежандра термоди-
намически сложных систем. 

Микроскопическая энтропия. Для энтропии Тсаллиса имеем 
 

   (3) (3)( ) 1
1

qB
q q

k
S p d s p d p

q
  


 z zP .                     (2.10) 

 

Из (2.10) вытекает выражение для микроскопической q – энтропии 

при осреднении TMП 

     (3) 1 11 1
1 1

q q qB B
q q

k k
s p p d p p c

q q
    

 
 z .              (2.11) 

 

Учитывая (2.10) и (2.11), из распределения (2.7) после некоторых пре-
образований получим связь между флуктуациями микроскопической 
энтропии и функции Гамильтона 
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     (3) (3) 1 (3)q
q q q qs p S p c p H E    .                      (2.12) 

 
 

При 1q  из (2.12) следует известное соотношение (1.22) 
 

     ( ) ( ) ( )s s p S H E H      r r , 
 

дающее аналогичную связь в классическом случае.  

Величина  (3)
q qH H E    в (2.12) есть флуктуация функции Га-

мильтона при рассматриваемом варианте осреднения, а величина 

(3) (3)
q q

p
s S

P

 в равенстве (2.12) не равняется флуктуации микроскопи-

ческой q -энтропии. Это обстоятельство ещё раз показывает, что 

подход с вариантом осреднения по эскордному распределению P  
также несовершенен, т.е. не имеет особых преимуществ в сравне-
нии с осреднением Курадо-Тсаллиса. 

Рассмотрим теперь два простых случая энтропийной оптимизации 
в рамках формализма статистики Тсаллиса−Мендеса−Пластино. 

Пример 2.1. Пусть в дополнение к условию нормировки 

0

( ) 1dxp x


  распределения ( )p x  фиксировано q -среднее значение 

переменной x  
 

(1)

0

( ) Xq qx dx x x


    P , 

 

где    ( )

0

( ) ( ) / ( )
q qq x p x dx p x



  P  − эскортное распределение. Теперь 

оптимизируем с этими ограничениями энтропию Тсаллиса qS . Для 

нахождения оптимизирующего распределения найдём безусловный 
экстремум лагранжиана: 

 
(1) ( )0

0 0

( ) 1

( ) ( ) ( )
1

q

q
B q

dx p x

p k dx p x dx x x
q



 


  




 L P  , 

 

где   и 
(1)
q  − множители Лагранжа. Из условия равенства нулю пер-

вой вариации функционала  ( )/ 0p p  L  следует оптимальное рас-
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пределение, отвечающее экстремуму энтропии qS  
 

   1 (1) (1) 1 (1) (1)X X

0

( ) e / e
B q q B q qk x k x

q qp x dx
       

   . 

 

Для исключения множителя Лагранжа   использовано условие нор-
мировки. Заметим, что тот факт, что параметр   можно исключить, 
представляет собой весьма замечательное математическое свойство. 

Пример 2.2. Рассмотрим ещё один простой, но довольно частый 
случай, когда известно, что 0qx    и фиксировано q -среднее зна-

чение квадрата переменной x  

2 2 (2)

0

( ) X 0q qx dx x x


     P . 

 

Для того, чтобы использовать, как и прежде, метод Лагранжа для 
нахождения оптимизирующего распределения, запишем удлинённую 
энтропию в виде 

 
(2) 2

( ) 1

( ) ( ) ( )
1

q

B q

dx p x

p k dxp x dx x x
q



 


 



  




 L P . 

 

Тогда, из условия равенства нулю первой вариации функционала 

( )pL , получим 

   1 (2) 2 (2) 1 (2) 2 (2)X X

0

( ) e / e
B q q B q qk x k x

q qp x dx
       

  . 

Таким образом, мы видим, что так же, как гауссианы в классической 
статистике (см. Примеры 1.1. и 1.2 в Гл. 1.) глубоко связаны с энтро-

пией Больцмана-Гиббса BGS , полученные распределения, так называ-

емые q -гауссианы, связаны с энтропией Tсаллиса qS . 

Термодинамические соотношения. Для квазиравновесных эн-
тропии, свободной энергии и обобщённого статистического интеграла 
имеем следующие выражения 

 

  
1

(3)

(3)
1

1 1 ( )

q
B

q

q q

k Z p
S p d d

q H E

 
 

   
       

 z z
r
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(3)

1

(3)

( )
1 1

1 1 ( )

q qqB

q q

H Ek
d Z p

q H E



           
         


r

z
r

  

 

  1 (3)1

(3)

( )1

1 1 ( )

qq
q qB

q q

Z p H E ck Z
d

q H E

         
       


r

z
r

  

 

   1 1

(3) ( )
1 1

( ) ,
1 1

q q
B Bq

q

k Z k Z
d H E

q q

  
    
  

 z r P            (2.12) 

 

 
 

1

(3) (3) (3)
11

1

q
B

q q q q

k Z
F E S E

q

 
   

  
,                       (2.14) 

 

 
 1 1 qq

qZ d p


  z .                                      (2.15) 
 

Учитывая (2.12), можно переписать нормированное распределение 
TMП (2.7) в следующем виде 
 

 
 1 1

1 (3)

(3)
1 1 ( )

( )

q
q

B q

q

k q H E d p
p

d p


         

  





r z
r

z
  

 
 

 

 

   1 (3) 1 (3)

1 1
(3)

( )

(3)

1 ( )
e / e

1

B q q B q

q

k H E k Sq q

q q
q

H E

S p

 



   
 

        
   

rr
.         (2.7*) 

 
 

Дифференцируя (2.12), получим известные соотношения равно-
весной термодинамики 

 

(3)lnq B q qS k Z ,      
(3) (3) 1 (3) (3) 1 (3)lnq q q q B q qF E S E k Z     , 

 

(3) (3)

(3) (3)

lnq q q
B

q q

S Z
k

E E

 
  

 
,    

(3)
(3) ( )q
q

F
E

 



.                   (2.16) 
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Здесь важно подчеркнуть, что величина (3)
qZ  определяется мик-

роскопической энергией ( )H r  относительно внутренней энергии 
(3)
qE  системы (см.(2.8)). Если ввести новую величину (3)

qZ , которая 

определяется микроскопической энергией ( )H r  относительно нуле-

вой точки, 
 

   
1 1(3) (3) (1 )
q q

q q qZ Z q E
 
    ,  

 

то соотношения равновесной термодинамики (2.16) принимают клас-
сическую форму 

 (3) (3)
q q qS E F  ,   

(3)
q qdS dE , 

 
 

(3) (3)lnB
q q q

k
F Z 


,   

(3)
(3) ( )q
q

F
E

 



,     

(3)
2 q

q

E
C


 


.        (2.17) 

 
 

Легко показать, что эскортное осреднение приводит, в отличие от ста-
тистики Курадо−Тсаллиса, к свойству аддитивности для осреднённой 
энергии совокупной системы (см. 1.82) 
 

 

 (3) (3) (3)
1 2

1,2
q q qE E E  .                                            (2.18) 

 
 

Таким образом, третий вариант осреднения избавлен от перечислен-
ных выше трёх проблем, которые характерны для осреднения Кура-
до−Тсаллиса. Кроме этого, вероятности, связанные с третьим выбо-
ром осреднения, совпадают с вероятностями, полученными со вто-
рым, если мы используем так называемую физическую температуру 

 11 1ph B qT k q S T   
 

. Именно по этой причине все результаты 

Гл.1, которые не используют явную температурную зависимость изу-
чаемого явления, остаются в силе. 



74 

 

 

2.2. Термодинамика Aбе в статистике  
Тсаллиса−Мендеса−Пластино  

Принимая во внимание тот факт, что обычная структура основных 
соотношений макроскопической термодинамики существенно зави-
сит от предположения об аддитивности энтропии, крайне важно вы-
яснить каким образом, в случае использования физической темпера-
туры phT , должны быть модифицированы  эти соотношения в стати-

стике Тсаллиса−Мендеса−Пластино.  

Термодинамическое равновесие двух независимых систем Рас-
смотрим термодинамическое равновесие двух независимых систем с 
энтропиями  1 1q qS S p  и  2 2q qS S p , представляющих собой об-

щую замкнутую систему с постоянным значением энтропии  12qS p ,  

при условии мультипликативности      12 1 2 1 1 2 2,p p pr r r r  и адди-

тивности микроскопической энергии 
(3) (3) (3)

1 2q q qE E E  , где 

(3)
iqiE d H  z P ,( 1,2)i  . Согласно свойству неаддитивности q -

энтропии (2.17), общую энтропию системы можно переписать в сле-
дующем виде  

 

1 2 2 1 1 21 1q q q q q q qS S S S S S S           ,                      (2.19) 
 

где 1(1 )Bk q   . Варьирование qS  и 
(3)
qE  для совокупной замкну-

той системы с постоянными значениями энтропии qS  и энергии 
(3)
qE

приводит к равенству 1 2 2 10 1 1q q q q qS S S S S              для эн-

тропии, и равенству 
(3) 0qE   (3) (3)

1 2q qE E   для средней энергии. 

Объединяя их, в итоге получим уравнение 

     
(3) (3)

1 21 2

1 2

/ /

1 1

q qq q

q q

S E S E

S S

   


   
,                                 (2.20) 

или, с учётом (2.16), 

1 21 1
q

q q qS S c

  
  

   
.                               (2.21) 
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Отношение эквивалентности (2.21) определяет условие теплово-
го равновесия двух q -систем и является обобщением нулевого зако-

на термодинамики на неаддитивные  системы. Оно показывает, что в 

отличие от классического случая ( 1)q  физическая температура phT  

не является обратной величиной множителя Лагранжа, 1 , но 
 

1 1
1

q
ph q q

q B

c q
T S T c T

k

 
     
   

.                        (2.22) 

 

По поводу соотношения (2.22) сделаем следующее замечание. В 
большинстве неэкстенсивных систем важную роль играют большой 
дальностью корреляций длинномасштабные пространственно-
временных корреляции в фазовом или геометрическом пространстве. 
Это означает, в частности, что существенное значение имеет та часть 
внутренней энергии системы, которая связана с силовым взаимодей-
ствием отдельных её частей, а именно потенциальная энергия. В 
классической статистике внутренняя энергия определяется, как пра-
вило, суммой кинетических энергий всех молекул совокупной систе-
мы. В такой системе «тепловой баланс» достигается в основном за 
счёт теплообмена между различными её частями, т.е. «тепло» связа-
но с передачей кинетической энергии молекулами. Таким образом, в 
классической системе: показания термометра определяются теплом, 
которое он получает или теряет. 

Очевидно, что физическая температура phT  отвечает за «глобаль-

ный тепловой баланс» между различными частями системы и опре-
деление (2.21) соответствует нулевому закону термодинамики. Сле-
дует подчеркнуть, что глобальный энергетический баланс сильно от-
личается от упомянутого выше локального теплового баланса. По-
следний можно охарактеризовать общей температурой, измеряемой 
термометром, но любое измерение физической температуры phT  не-

реально. Соотношение (2.21) показывает, что неизмеримость связана 
с коэффициентом Тсаллиса qc , который, согласно определению (2.2), 

зависит от параметра q . 

Таким образом, обобщённый нулевой закон q -термодинамики 

(2.21) показывает, что физическая температура в статистике Тсалли-
са−Мендеса− Пластино отличается от инверсии множителя Лагранжа, 
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β. Этот факт неизбежно приводит к модификации некоторых термо-
динамических соотношений для неаддитивных систем. В работе (Abe 
др., 2001; Abe, Okamoto, 2001), в качестве основных предпосылок, 
взятых за исходный пункт построения макроскопической термодина-
мики, выбраны первый закон термодинамики и структура преобразо-
вания Лежандра. В этом случае термодинамические соотношения, 
(2.16) и (2.17), полученные в рамках статистического подхода, долж-
ны быть соответствующим образом видоизменены. 

Деформированные термодинамические соотношения. Анало-
гично температуре phT , можно определить физическое давление phP , 

путём исследования механического равновесия двух независимых q -

систем. В этом случае энтропия совокупной системы должна макси-

мизироваться с фиксацией общего объёма 1 2V V V const   . В ре-

зультате будем иметь 
 

1 1 2 2

1 2

/ /

1 1

q q ph

q q ph

S V S V P

S S T

   
 

   
,                                 (2.22) 

 

где phP  − так называемое физическое давление, которое определяет-

ся соотношением 

11 (1 )

ph q ph q
ph

qB q

T S T S
P

V c Vk q S

 
 

  
.                          (2.24) 

 

Очевидно, что физическая температура и физическое давление, 
определённые выше обязательно должны привести к модификации 
определения термодинамической энтропии Клаузиуса. 

Теперь рассмотрим структуру преобразования Лежандра. Урав-

нение (2.16) /q qS E     указывает на то, что   и qE  образуют пару 

переменных Лежандра. Это приводит к следующему определению 
свободной энергии Гельмгольца (изохорно-изотермического потен-
циала) : 

 

(3) (3) 1 (3) (3) 1 (3) 1/(1 )( ) ln ln q
q q q q B q q q B q qF E S E k Z E k T c         

 
.    

(2.25) 
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Это выражение, однако, неудовлетворительно с точки зрения дефор-
мированной термодинамики. Свободная энергия должна зависеть от 

phT , а не от переменной, 1 .  

В работе (Abe, 2000), которой мы далее воспользуемся, предла-
гается переопределить макроскопическую свободную энергию сле-
дующим образом:  

 

1/(1 )( ) ln q
q ph q B ph qF T E k T c   

 
,                                 (2.26) 

 

которая отличается от соответствующего выражения в традиционной 
термодинамике (здесь и далее супериндекс (2) опущен). Используя 

соотношения (2.2), (2.16) и (2.22), можно убедиться, что величина qF  

на самом деле является функцией physT . Дифференцируя функцию qF

, в результате получим 

ln
(1 )

phB
q q q ph q

q

Tk
dF dE c dT dS

q c

 
   

 
.                          (2.27) 

 

Если теперь использовать первый закон термодинамики 
 

q q phd Q dE P dV   ,                                                (2.28) 
 

где qQ − количество теплоты, подводимое к термодинамической q -

системе (или отводимое от неё), то (2.27) можно переписать в виде 
 

ln
(1 )

phB
q q ph q ph q

q

Tk
dF d Q P dV c dT dS

q c

 
    

 
.            (2.29) 

 

Отсюда следует, что определение термодинамической энтропии  
Клаузиуса модифицируется для неаддитивных систем следующим 
образом: 

/q q q phdS c d Q T .                                              (2.30) 
 

Введём теперь в рассмотрение следующие характеристические 

функции: обобщённую энтальпию q q phH E P V     и обобщённый 

термодинамический потенциал q q phG F P V  . Заметим, что все ха-

рактеристические функции обладают следующим свойством: если из-
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вестна характеристическая функция, выраженная через соответ-
ствующие (свои для каждой  характеристической функции) пере-
менные, то из неё можно вычислить любую термодинамическую 
величину  

В этом нетрудно убедиться. Из уравнений  
 

ph
q q ph

q

T
dE dS P dV

c
  ,                                         (2.31) 

 

ph
q q ph

q

T
dH dS VdP

c
  ,                                       (2.32) 

 

ln
(1 )

B
q q ph ph

k
dF c dT P dV

q

 
   

 
,                             (2.33) 

 

ln
(1 )

B
q q ph ph

k
dG c dT VdP

q

 
   

 
                              (2.34) 

 

следуют обобщённые термодинамические соотношения 
 

q ph

q q
ph

S T

E F
P

V V

   
           

,   

ph

q q ph

q q qV P

E H T

S S c

    
    

       

,               (2.35) 

 

q ph

q q

ph phS T

H G
V

P P

    
    

       

,   ln
(1 )

ph

q q B
q

ph ph PV

F G k
c

T T q

    
     

      

.     (2.36) 

 

Уравнение для теплоёмкостей. Как известно, в термодинамике 
теплоёмкость вещества в наиболее общем виде определяется следу-

ющим образом:  /z z
С T S T   . Здесь zС − теплоёмкость в таком 

процессе, в котором сохраняется постоянным параметр z , где z − 
любые обобщённые координаты. Наиболее распространёнными яв-
ляются изобарная теплоёмкость и изохорная теплоёмкость: 

 

ph

ph q
p

q ph P

T S
С

c T

 
  

  

,     ph q
V

q ph V

T S
С

c T

 
  

  

.                           (2.37) 
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Так как в соответствии с формулой 
)

z z z

y y u

x u x

       
     

       
 (спра-

ведливой для случая двух переменных, когда ( , )y y x z  и ( , )u u x z ) 

имеем 
 

ph ph ph

q q q

ph q phP P P

S S H

T H T

       
     

            

и  q q q

ph q phV V V

S S E

T E T

       
     

            

,     (2.38) 

 

а из (2.35) и (2.36) следует, что 

ph

q q

q phP

S c

H T

 
 

  

,  q q

q phV

S c

E T

 
 

  

, то соот-

ношения (2.37)  можно записать в виде 
 

 /
ph

p q ph P
С H T   ,     /V q ph V

С E T    .                          (2.39) 

 

Уравнение, устанавливающее связь между теплоёмкостями pС  и 

VС  может быть получено следующим образом.  В соответствии с со-

отношением (см. Сычев,1991)) 
 

)

n y n nx

z z x z y

m x m y m

            
         

            
,                         (2.40) 

 

являющимся следствием выражения для полного дифференциала 

функции ( , )z z x y , можно записать (полагая m x )  
 

phph ph

q q q

ph ph phTP V P

S S S V

T T V T

         
                     

.                      (2.41) 

 

Отсюда, используя уравнение Максвелла ( / ) ( / )
phq T ph ph VS V P T    , 

получим 
2

ph

ph ph
p V

ph phq V P

T P V
С С

T Tc

    
     

       

.   Это   выражение можно 

представить в другом виде, если использовать связку трёх производ-

ных 1
y xz

z x y

x y z

      
     

      
 (следствие соотношения (2.40) при 

,m x n z   (Сычев, 1991)), из которой следует  
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phph

ph ph

ph ph TV P

P PV

T T V

     
               

.                               (2.42) 

 

С учётом (2.42) связь между теплоёмкостями приобретает классиче-
ский вид:   

2

2
/

ph ph

ph
p V

ph phq P T

T V V
С С

T Pc

    
      

       

.                           (2.44) 

 

Таким образом, стандартная форма термодинамических соотно-
шений (2.25) и (2.44) для уравнения состояния и теплоёмкости, поз-
воляет заключить, что они остаются инвариантными относительно 
неаддитивной модификации их классических аналогов. Подчеркнем 

важный факт, что температуры 1/T    и 1/ph qT    не зависят от 

выбора нуля энергий, и поэтому они допускают физическую интер-
претацию. Заметим, что в дополнение к структуре Лежандра различ-
ные другие важные теоремы и свойства остаются q - инвариантными 

(см. Tsallis, 2009. 

Модель классического газа. Рассмотрим теперь модель класси-
ческого газа на основе неэкстенсивных термодинамических соотно-
шений, полученных в предыдущем пункте. Для системы из N  одина-

ковых частиц гамильтониан имеет вид  
2

1

( )
2

N
i

i

H
m

 
p

r . Используя рав-

новесное распределение Тсаллиса−Мендеса−Пластино (2.7), получим 
 

 

 1 1
2

1 1

1

( , ) 1 (1 )
2

q
N

i
i q B q

iq

p Z k q E
c m



 



   
      

   

p

p ,                (2.45) 

где  
 1 1

2
1

1

( ) 1 (1 )
2

q
N

i
q N B q

N iq

Z d k q E
c m







   
      

   
 

p
z ,            (2.46) 
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q N
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E d p
c m

 
    

 
 

p
z ,                                (2.47) 
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1 qq

q N q
N

c d p Z


  z ,   / 1/q q phc T   ,                      (2.48) 

 

Далее мы ограничимся областью 0 1q  . Подставляя распреде-

ление (2.45) в формулы (2.46)-(2.48), в результате вычислений полу-
чим (Abe,1999, 2000b) 
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(2.49) 
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,  (2.51) 

где ( )z  −гамма функция.  

Используя (2.50) и свойство ( 1) ( )z z z     перепишем (2.51) в 

виде  
 

1

3
2

1 (1 )3

2 1 (1 )

B q qB
q N

q

k q ENk
E

q

  


  
,                                      (2.51) 

 

откуда следует классическое по форме соотношение для средней 
энергии системы 

3 3

2 2
B

q B ph
q

Nk
E Nk T 


.                                           (2.52) 

 

Выражение (2.49) для qZ , с учётом (2.50) и (2.52),  можно переписать 

в виде  
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Z c q
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(2.53) 
в полном согласии с выражением (2.15). 

Используя формулу (2.29), определим изохорную теплоёмкость: 
 
 

  3
2

/V q ph BV
С E T Nk     .                                       (2.54) 

 

Согласно формулам (2.26),(2.52) и (2.52), обобщённую свободную 
энергию можно переписать следующим образом 

 

3
( ) lnZ

2
q ph B ph B ph qF T Nk T k T  .                                   (2.55) 

 

Тогда, согласно (2.25), для физического давления имеем  
 

lnZ

phph

q q
ph B ph

TT

F
P k T

V V

    
          

.                             (2.56) 

 

Наконец, используя формулы (2.22), (2.49) и (2.52), получим уравне-
ние состояния системы  

 lnZ / /
ph

ph B ph q B phT
P k T V k T N V    .                                    (2.57) 

 

Таким образом, мы получили весьма нетривиальный вывод о 
том, что как теплоемкость, так и уравнение состояния классического 
газа в неэкстенсивной термодинамике Абе имеют ту же форму, что и 
в обычной статистической механике Гиббса. 

2.3. Метод оптимизированных множителей Лагранжа 

Правильно выбранный способ осреднения – это важный вопрос 
статистики Тсаллиса. Выше мы обсудили три различных метода 
осреднения. По мнению ряда исследователей, процедура осредне-
ния ТМП имеет явные преимущества по сравнению с более ранними. 
В этом пункте мы рассмотрим новый подход к введению множителей 
Лагранжа, который значительно упрощает соответствующий анализ 
без потери лучших свойств формализма ТМП (см. Martınez и др., 
2000; Abe, 2000d) 
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Сравнение выражений (1.34) и (2.5) для удлинённых энтропий 
Курадо-Тсаллиса и ТМП показывает, что появление избыточного 
множителя qc  в определении температуры /ph qT c   обусловлено 

наличием сомножителя (1/ qc ) во втором члене (2.5). 

С другой стороны, при вычислении средних значений 
 

 
1

( ) ( )
q q

q
q q

A
A d A d A p

c c

 
     z r z rP   

 

микроскопических величин ( )A r  следует использовать эскортную ве-

роятность (2.1.), содержащую такой сомножитель. Противоречие ука-
занных подходов снимается, если определить средние величины (2.1) 
(внутреннюю энергию) в альтернативной форме  
 

( ) 0q
qd p A A     z r .                                      (2.58) 

 

Формула (2.58) является основой метода оптимизированных мно-
жителей Лагранжа, в рамках которого удлинённая энтропия Тсалли-
са (2.5) принимает вид 

( ) ( )
1

q qB
q

k
d p p d p d p H H

q
        

  z z z rL .            (2.59) 

 

Условие экстремума функционала (2.59) приводит к уравнению 
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1 1

q qB B
q

k k
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q q
  

          
r ,                (2.60) 

 

решение которого даёт 
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r .        

(2.61) 
 

Определяя статистический вес и температуру выражениями 
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1/(1 )1 1/(1 )1

1 (1 ) e B

q
q kq
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,    1/T   , 

(2.62) 
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приведем распределение (2.61 к каноническому виду 
 

( ) /1 e q BH H k T
qp Z
     

r
.                                          (2.62) 

 

Поскольку эскортная вероятность (2.2) нормирована по опреде-
лению, а температура определена стандартным образом, то можно 
заключить, что метод оптимизированных множителей Лагранжа со-
храняет структуру Лежандра статистической теории сложных систем. 
Кроме этого, при таком подходе устранён основной недостаток 
осреднения ТМП - самозависимость (self-reference) распределения. 
Таким образом, единственным недостатком этого метода остаётся 
неаддитивность энтропии Тсаллиса). 
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ГЛАВА  3 

Разработка на основе меры Реньи  
равновесной термодинамики и техники  

фрактального анализа неэкстенсивных систем 

В данной главе сконструирована равновесная статистическая 
термодинамика неэкстенсивных систем и определены её свойства на 
основе параметрических энтропии и различающей информации Реньи. 
Показано, что в микроканоническом ансамбле статистика Реньи экви-
валентна статистике Больцмана−Гиббса. Выяснено, что временная 
эволюция замкнутой стохастической системы к равновесному состоя-
нию зависит от знака параметра q , являющегося мерой неэкстенсив-

ности статистической механики Реньи. Обсуждаются различные вари-
анты построения размерностей разных порядков для фракталов и 
мультифракалов  и проанализированы их особенности. 

Введение 

Исследования в области механики неэкстенсивных (неаддитив-
ных) систем стали в последнее время предметом значительного ин-
тереса в связи с проявлениями неаддитивных свойств в аномальных 
физических явлениях. Начало систематического изучения в этом 
направлении связано с работой К. Тсаллиса (1988), в которой автором 
была введена параметрическая формула статистической q -энтропии 
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q ii
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S p p
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зависящая от некоторого действительного числа q  (параметра де-

формации) и обладающая неаддитивностью для совокупности неза-
висимых сложных систем. Теория неэкстенсивных систем, основанная 
на энтропии Тсаллиса, в настоящее время интенсивно развивается, к 
сожалению, в основном зарубежными специалистами. В научной ли-
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тературе доступны систематизированные собрания обзоров, дающие 
последовательное изложение многочисленных новых результатов, 
полученных в ходе изучения неэкстенсивных свойств в аномальных 
физических явлениях (см., например, Tsallis, 1999; Abe, Okamoto, 
2001; Grigolini и др., 2002; Kaniadakis и др., 2002, 2006; Sugiyama, 2004; 
Kaniadakis, Lissia, 2004; Gell-Mann, Tsallis, 2004; Swinney, Tsallis, 2004; 
Boon, Tsallis, 2005). 

Определение энтропии Тсаллиса не является единственным 
примером деформированной энтропии. Фундаментом исследований 
в области неэкстенсивной статистики, проводимых в настоящее вре-
мя, являются многочисленные (более 30) нелогарифмические энтро-
пии и соответствующие им различающие информации (меры порядка 
и беспорядка). В работах (Landsberg, Tranah, 1980; Taneja,1989, 1995;т 
Зарипов, 2010) дана классификация возможных типов статистик, ос-
нованных как на классической энтропии Больцмана−Гиббса, так и на 
различных обобщениях энтропии Тсаллиса. В частности, это статисти-
ки основанные на:   
  классической энтропии Больцмана−Гиббса  
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(играющей центральную роль в определении фрактальной размерно-
сти) и на соответствующих им однопараметрических различающих 
информациях, а именно на: 
 информации различия Кульбака−Лейблера  
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Поскольку приведенные выше параметризованные энтропии са-
ми по себе являются очень информативными понятиями, количе-
ственно характеризующими состояние сложных систем, то результаты 
работ (Реньи,1961,1970; Тсаллиса,1988, 2001; Sharma, Mittal, 1977; 
Taneja, 1989, 1995; Landsberg, Vedral, 1998; Landsberg 1999; Frank, Plas-
tino, 2002; Зарипов, 2006) явились значительным шагом в развитии 
теоретико-информационного подхода и при разработке принципов 
неэкстенсивной статистической механики и равновесной термодина-
мики открытых систем (см., в частности, Lenzi и др., 2000; Рудой, 2003; 
Zaripov, 2005; Parvan, Biro, 2005; Башкиров, 2006; Колесниченко, Чет-
верушкин, 2014; Колесниченко, 2013, 2016, 2018 a,b; Kolesnichenko, 
Marov, 2014). При этом важно отметить, что диапазон применения 
этих и многих других неэкстенсивных параметрических энтропий в 
настоящее время постоянно расширяется, охватывая различные 
направления в науке, такие как космология и космогония, теория 
плазмы, квантовая механика и статистика, нелинейная динамика и 
фракталы, геофизика, биомедицина и многие другие (Sharma, Mittal, 
1977; Taneja, 1989, 1995; Landsberg, Vedral, 1998; Landsberg 1999; 
Frank, Plastino, 2002; Зарипов, 2006). 

Среди всех сложных систем особую важность имеют системы 
фрактальной природы. Идея исследования фракталов на основе ме-
ры Хаусдорфа принадлежит Б. Мандельброту (Mandelbrot, 1975, 1977, 

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Biro,+T&fullauthor=Biro,%20T.%20S.&charset=UTF-8&db_key=PRE
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1982; Мандельброт, 2002). Им были получены нетривиальные ре-
зультаты и построена соответствующая математическая теория. При 
этом центральная роль в определении фрактальной размерности бы-
ла отведена энтропии Реньи (Renyi,1961,1970). В настоящее время ин-
терес к изучению свойств фрактальных множеств на основе энтропии 
Реньи продолжает расти (см. Johal, Rai, 2000; Tsallis, 1995). Обзор уже 
полученных важных результатов можно найти, в частности, в работах 
(Шредер, 2001; Божокин, Паршин, 2001; Tsallis, 2002).  

Справедливости ради, следует отметить исключительную роль А. 
Реньи и в становлении неэкстенсивной статистической механики, ко-
торый в работах (1961,1970), в отличие от классической статистики и 
теории информации, основанных на энтропии Больцма-
на−Гиббса−Шеннона, впервые ввёл в рассмотрение параметрическую 

q -энтропию и соответствующую ей различающую информацию4). Тем 

самым, А. Реньи предложил ясную формулу связи между энтропией и 
континуумом мультифрактальных размерностей, указав достаточно 
универсальный путь к решению проблемы фрактальной параметри-
зации (см. Mandelbrot, 1974, 1975, 1977, 1982; Beck, Schlögl, 1993; 
Grass- berger,1981,1985; Grassberger, Procaccia, 1984; Halsey и 
др.,1986; Hentschel, Procaccia,1983; Федер,1991; Смирнов, 1991; Beck, 
Schlogl, 1993; Кроновер, 2000; Шредер, 2001; Божокин, Паршин, 2001; 
Мандельброт, 2002; Потапов, 2005; Зарипов, 2002, 2010; Jizba, Arim-
itsu, 2004; Чумак, 2012). В дальнейшем функционалы Реньи сыграли 
важнейшую роль не только в физике фракталов и в теории информа-
ции, но и в различных областях статистической механики, описываю-
щих динамические свойства нелинейных сложных систем. Последнее 
связано с тем, что между теорией фракталов, опирающейся на гео-
метрию и теорию размерности, с одной стороны, и теорией хаоса, яв-
ляющейся развитием теории динамических систем, существует тесная 
связь.  

Важным преимуществом неэкстенсивной статистики Реньи явля-
ется наличие степенной функции распределения вероятностей, появ-
ляющейся (при максимизации энтропии) вместо экспоненциальной 
функции распределения классической статистики Гиббса. Её исполь-
зование привело к значительному прогрессу, связанному с исследо-

                                                           
4) Эти меры Реньи при преобразуются в традиционную энтропию Боль-

цмана – Гиббса и информацию различия Кульбака–Лейблера 
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ваниями ряда аномальных физических процессов, например, в ядер-
ной физике (Nagy, Romera, 2009), в теории черных дыр (Bialas, Czyz, 
2008), при изучении фрактальных и мультифрактальных систем в кос-
мологии (Peebles, 1980; Mandelbrot, 1977, 1982; Колесниченко 2016), 
при производстве частиц высоких энергий (Kropivnitskaya, Rostovtsev, 
2003) и т.п.  

Вместе с тем, обобщённая термодинамика, основанная на энтро-
пии Реньи, в отличие от термодинамики Тсаллиса (см., например, 
Kolesnichenko, Marov, 2014; Колесниченко, 2013, 2016, 2018a,b,c), всё 
ещё не нашла достойного применения при феноменологическом мо-
делировании ряда космогонических явлений. Так, например, при мо-
делировании формирования протопланетезималей в Солнечном до-
планетном облаке с учётом фрактальных представлений о свойствах 
пылевых кластеров в космической аэродисперсной среде, в работах 
(Kolesnichenko, Marov, 2013; Колесниченко, Маров, 2014) была ис-
пользована гидродинамическая модель для фрактальной среды (Tar-
asov, 2005, 2010), для которой существуют точки и области, не запол-
ненные её частицами. Гидродинамическое моделирование подобной 
среды, обладающей нецелой фрактальной размерностью, было про-
ведено в рамках дробно-интегральной модели (её дифференциаль-
ной формы), использующей для учёта фрактальности дробные инте-
гралы, порядок которых определяется массовой размерностью фрак-
тальных пылевых кластеров. К сожалению, универсальные законы 
термодинамики, основанной на энтропии Реньи (как меры хаоса) и 
взаимодополняющие её методы фрактального анализа, обосновыва-
ющие технику построения дробных мер (мер структурной упорядо-
ченности) фракталов для сложных нелинейных систем, не были при-
влечены к замыканию обобщённых гидродинамических уравнений 
Навье−Стокса для фрактальных сред. Это объясняется тем, что, на тот 
момент времени, эти на первый взгляд столь противоположные 
научные направления, совокупно описывающие процессы эволюции 
фрактальных сред, не были разработаны в достаточно близком соот-
несении между собой. 

В связи с этим обстоятельством, данная работа посвящена кон-
струированию (на основе параметрических энтропии и различающей 
информации Реньи) статистической термодинамики неэкстенсивных 
систем и разработке техники получения мультифрактальных размер-
ностей (с определением их свойств), выполненных с учетом их взаи-

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Kropivnitskaya,+A&fullauthor=Kropivnitskaya,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PRE
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Rostovtsev,+A&fullauthor=Rostovtsev,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PRE
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Rostovtsev,+A&fullauthor=Rostovtsev,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PRE
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мосвязи. Этот подход базируется на негиббсовом равновесном рас-
пределении состояний, полученном из условия экстремума энтропии 
Реньи при заданности осреднённых динамических параметров, ха-
рактеризующих аномальную систему, а также на осреднении этих па-
раметров по эскортному (нормированному) распределению, удоб-
ному при рассмотрении хаотических, фрактальных и мультифрак-
тальных сред. Полученные при этом основные термодинамические 
соотношения аналогичны соотношениям классической статистиче-
ской термодинамики для замкнутых и открытых систем. Обсуждаются 
различные варианты построения мер (разных порядков) фракталов и 
мультифракталов на основе энтропии и информации различия Реньи 
и основные неравенства для полученных размерностей. На базе 
двухпараметрической различающей информации рассмотрен пер-
спективный подход к моделированию мультифрактальных мер с 
двумя характерными масштабами длины.  

При написании данной статьи автор существенно опирался на 
работы (Кульбак,1967; Beck, Schlogl, 1993; Abe; 2000; Шредер,2001; 
Tsallis, 2001; Зарипов,2002, 2010). В этом ряду особое место занимают 
исследования Р.Г. Зарипова, в которых впервые в мировой научной 
литературе было проведено совместное теоретико-информационное 
рассмотрение динамических и информационных процессов в слож-
ных системах, а также широко представлены различные информаци-
онные стороны происходящих в них процессов необратимости, само-
распада и самоорганизации. 

3.1. Некоторые статистические характеристики  
энтропии и информации различия Реньи 

При аксиоматическом подходе теории вероятностей (Хин-
чин,1953; Фадеев,1956), для объекта (системы, процесса), который 
имеет дискретные случайные состояния, в работах (Havrda, Charvat, 
1967; Daroczy, 1970; Rathie, Kannappan, 1972) на базе основополагаю-
щих работ (Renyi,1961, 1970) даётся строгий вывод следующих функ-
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ционалов: однопараметрической q -энтропии ( )R
qS p  Реньи для дис-

кретного распределения вероятностей 0ip   5) 
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которые зависят от действительного параметра q , изменяющегося в 

допустимых пределах (сразу заметим, что в случае фрактальной си-
стемы параметр q  связан с её фрактальной размерностью (см. Фе-

дер, 1991)). Здесь k  − постоянная Больцмана, N  − число возможных 
состояний статистического объекта;  1 ,..., Np p p  и  1 ,..., Nf f f  − 

распределения вероятностей, удовлетворяющие условию вероят-

ностной нормировки 1N
ii p   и 1N

ii f  . Свойства этих функций бы-

ли строго обоснованы в работах (Mandelbrot,1974; Hentschel, Procac-
cia, 1983). 

Покажем, что в пределе слабой связи 1q  энтропия Реньи 

( )R
qS p  совпадает с энтропией Больцмана−Гиббса−Шеннона 

1 ( )RS S p  lnN
i iik p p   (см. Зубарев, 1971), а функционал ( : )R

qK p f  

совпадает с различающей информацией Кульбака–Лейблера 

1 ( : ) ( : )R KLK p f K p f  (см. Kullback, Leibler, 1951; Кульбак, 1967). Дей-

ствительно, разложение суммы ( ) N q
q iiΓ p p  по параметру 1q    

                                                           
5) В отличие от принятых в теории информации функционалов, в дан-

ной работе используются энтропия и различающая информация Реньи ста-

тистической физики, имеющие размерность постоянной Больцмана. 
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показывает, что при 0  имеет место следующее приближенное 
равенство 

 

                 1( ) exp( ln )N N Nq
q i i iii i iΓ p p p p p          

 

(1 ln ) 1 lnN N
i i i ii ip p p p       . 

Следовательно,  
 

 1 1
0 0

lim ( ) lim ln 1 ln ln ( ) ( )N NR R
i i i ii i

k
S p p p k p p S p S p

 

 
       

 
  . 

 

Аналогичное доказательство легко провести и для различающей ин-
формации Реньи 

1
0 0

lim ( : ) lim ln 1 lnNR i
ii

i

k p
K p f p

f


 

    
      

     
  

ln ( : )N KLi
ii

i

p
k p K p f

f

 
  

 
 . 

 

Пусть рассматриваемая статистическая система с мерой Реньи 
реализуется двумя множествами: множеством всех состояний систе-
мы, описываемых распределением вероятностей  1 ,..., Np p p , и 

множеством случайных параметров  1( ) ,..., ,NA p A A  характеризу-

ющих систему. Будем далее считать, что средневзвешенное каждой 
случайной величины A  в состоянии с распределением p  определя-

ется по формуле6)  

                                                           
6) В связи с определением средневзвешенного значения случайной 

величины отметим следующее: в неэкстенсивной статистике Реньи воз-

можны три способа осреднения по распределениям: ip , q
ip , P  (см. Bibli-

ography/ http://tsallis.cat.cbpf. br/biblio.htm). Эти способы осреднения, 
каждый из которых имеет свои преимущества и недостатки, определяют 
совершенно разные -термодинамики, соответствующие тем или иным ста-
тистически аномальным системам. По этой причине выбор осреднения в 
физических приложениях носит принципиальный характер, поскольку он 
оказывается существенным при обработке экспериментальных данных 
(см.Tsallis и др., 1998; Tsallis, 1999; Martinez и др., 2000; Parvan, Biro, 2005; 
Башкиров,2006). 

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Biro,+T&fullauthor=Biro,%20T.%20S.&charset=UTF-8&db_key=PRE
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1( ) ( )N N q
q i i q i ii iA A q Γ p A p    P ,                                 (3.3) 

где  

 1( ) exp (1 )N q R
q qiiΓ p p k q S                                       (3.4) 

 

− так называемая обобщённая статистическая сумма; 

( ) / ( )q
i qiq p Γ pP  − эскортное (нормированное) распределение (см. 

Abe, 2000), которое обычно используется при рассмотрении хаотиче-
ских, фрактальных и мультифрактальных систем. Заметим, что при 

1ip   из (3.3) следует привычное определение среднего арифметиче-

ского 1 N
q iiA N A    . Легко показать, что распределения ip  и iP  мо-

гут быть записаны в следующих эквивалентных формах  
 

1/1/ 1/ 1/( ) /
q Nq q q

i qi i iip Γ p    P P P ,    1( ) exp ( 1) ( )q R
i qiq p k q S p P ,  

 

 1/( ) ln
1

qNR q
q ii

k
S

q
 


P P ,   ln ( ) ( 1) ( )R

q qk Γ p q S p  . 

 

Приведём теперь необходимые для дальнейшего и наиболее 
важные свойства функционалов (3.1) и (3.2), подробно рассмотрен-
ных в основополагающих работах (Реньи, 1961, 1970; Kullback, Leibler, 
1951; Кульбак, 1967), а также в монографиях (Beck, Schlogl, 1993; Зари-
пов, 2002). 

3.2.  Основные свойства энтропии Реньи 

Положительность и выпуклость. Энтропия Реньи является веще-
ственным, неотрицательным и выпуклым функционалом с максиму-

мом (минимумом) при 0 ( 0)q q  , т.е. для произвольных распре-

делений 1p  и 2p  имеем следующие неравенства (Харди и др., 1948): 

 

( ) 0R
qS p  ,     (1) (2) (1) (2)

1 2 1 2( ) ( )R R R
q q qS a p a p a S p a S p   ,                 (3.5) 
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где 1 2 1 21, 0, 0a a a a     и энтропии 
( ) ( )( ) ln

1

qNR n n
q ii

k
S p p

q
 
 

 , с 

нормированными распределениями 
( ) 1N n
ii p  , ( 1,2n  ). 

Покажем, что ( ) 0R
qS p  . Пусть 1  и 1 . Поскольку 0 1ip  , 

то справедливо i i i i i ip p p     , или ln 0 lni i i ip p    ; отсю-

да следует, что 0RS   при 1  и 0RS   при 1 , т.е. ( ) 0R
qS p  , 

q  , что и требовалось доказать. 

Аддитивность для независимых объектов. Для суммарного слу-

чайного объекта (с энтропией    (12)
,ln

1
NR q

q iji j

k
S p p

q



  и нормиро-

ванным распределением , 1N
iji jp  ), описываемого совместным 

мультипликативным распределением вероятностей ij i jp p p , где ip  

и jp  относятся к разным независимым объектам, справедливо свой-

ство аддитивности для энтропий  
 

 (12) (1) (2)( ) ( )R R R
q q qS p S p S p  ,                                    (3.6) 

 

где энтропии    ( ) ( )ln
1

R n n
q q

k
S p Γ p

q



, ( 1,2n  ), с соответствующими 

нормированными распределениями. 

Энтропия равновероятного состояния. Согласно Джейнсу 
(Jaynes, 1963), равновесные вероятностные распределения Гиббса 
для стохастической системы могут быть выведены из условия экстре-
мума её энтропии при дополнительных условиях нормировки веро-
ятностного распределения и заданности средневзвешенных значений 
некоторых случайных параметров  1 ,..., ,NA A A  характеризующих 

систему. Этот вариационный метод оказался особенно полезным как 
в классической статистике (Зубарев, 1971), так и в неэкстенсивной ста-
тистической механике (см. Tsallis, 1999; Зарипов, 2002).  

Рассмотрим здесь экстремум энтропии Реньи ( )R
qS p  только при 

сохранении нормировки распределения p . Для этого вычислим без-
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условный экстремум функционала ( ) ln
1

N Nq
iii i

k
p p p

q
 


 L , где 

  есть множитель Лагранжа. Из равенства 0 L , получим 

ip сonst . Из условия нормировки следует равновероятное распре-

деление 1/ip N . Таким образом, экстремальное значение энтропии 

Реньи ( ) ( ) lnR
qS p S p k N   не зависит от параметра экстенсивности q  

и совпадает с соответствующим значением энтропии Больцма-
на−Гиббса−Шеннона. Для второй вариации удлинённой энтропии Ре-

ньи ( )pL  имеет место неравенство 2 0 L  при 0q  (или 2 0 L  

при 0q ), что и доказывает утверждение о максимуме (минимуме) 

энтропии ( )R
qS p . 

Неравенства. Получим теперь некоторые важные для дальней-
ших целей неравенства, которым удовлетворяет энтропия Реньи. При 
использовании приведённых выше определений классической эн-
тропии Больцмана−Гиббса−Шеннона S  и различающей информации 

Кульбака− Лейблера KLK , легко получить соотношения: 

  ln ln (1 )N N R
i i i i qi iS k kq p q S      P P P P ,                   (3.7) 

 

( : ) ln ( 1) ln (1 )N NKL Ri
i i i qi i

i

K p k k q p q S
p

 
     

 
 

P

P P P ,          (3.8) 

( : ) ln (1 ) ( ) (1 )NKL Ri
i qi

i

p
K p k p q S p q S

 
      

 
P

P

,             (3.9) 

 

которые позволяют получить следующие равенства (справедливые 
для переходов между состояниями с распределениями P  и p ):  
 

   : ( ) ,
1

KL R
q

q
K p S S p

q
   
 

P P                                (3.10*) 

 

 
1

: ( ) ( ) ,
1

KL R
qK p S p S p

q
   
 

P                               (3.10**) 

 

     
1

: : ( ) .
1 1

KL KLq
K p K p S S p

q q
      

P P P                (3.10***) 
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Учитывая теперь условие 0KLK   выпуклости для информации 
различия Кульбака−Лейблера (см., например, Зарипов, 2002), из со-
отношений (3.10) получим неравенства 

 

  ( ) ( )R
qS S p S p P ,                                              (3.11) 

 

справедливые в области 0 1q  . При 1q  знаки в (3.11) меняются на 

противоположные 

  ( ) ( )R
qS S p S p P .                                             (3.12) 

 

Соответственно, в области 0q  справедливы неравенства  
 

 ( )R
qS p S P    и   ( ) ( )R

qS p S p .                          (3.13) 
 

Используем теперь неравенство (теорема №16 в монографии 
(Харди и др., 1948))  

   
1/ 1/

,
r rr r

i i i ip a p a r r


    ,                           (3.14) 
 

справедливое для произвольных 

, , , 0, 0, 0, 1i i ir r r r a p p      . Полагая в (3.14) 

, 1, 1i ia p r q r q      , получим  
 

   
1/( 1) 1/( 1)q qq q

i ip p
 

  ,  или   
ln ( ) ln ( )

, ( )
1 1

q i q iZ p Z p
q q

q q


 

 
,  

 

что равносильно следующему фундаментальному неравенству для 
энтропии Реньи: 

R R
q qS S  ,   (q q  ).                                               (3.15) 

 

Предположим теперь, что q q   и что q и q  имеют один и тот 

же знак, и примем во внимание стандартные неравенства (теорема 
№ 27 в монографии (Харди и др., 1948))  

 

  , ( 1)
r r

i ia a r   ;       , (0 1)
r r

i ia a r    ,              (3.16) 
 

справедливые для произвольных значений 0ia   и положительных 

r . Для того, чтобы отсюда получить ещё одно важное неравен-
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ство для энтропии Реньи, положим , /q
i ia p r q q  . Пусть теперь 

0q q   , тогда 1r   и из (3.16) следует  

 
/

, ( 0)
q qq q

i ip p q q


     .                           (3.16*) 
 

Если 0 q q  , то имеем 0 / 1r q q    и, следовательно,  
 

 
/

, (0 ).
q qq q

i ip p q q


                                  (3.16**) 
 

Если возвести неравенства (3.16*) и (3.16**) в степень 1/q , то для 

обоих случаев справедливо неравенство  
 

   
1/ 1/q qq q

i ip p



  ,   ( , 0)q q qq   .                          (3.16***) 

 

Наконец, с учётом (3.16***) и формулы 
1ln ( ) ln (1 )N q R

q qiiΓ p p k q S   , окончательно получим (применяе-

мое далее) неравенство для энтропии Реньи 

(1 ) (1 )R R
q q

q q
S S

q q


 



,    ( , 0)q q qq   .                         (3.17) 

 

Помимо полученных выше неравенств для энтропии Реньи, спра-
ведливы также следующие неравенства: 

 

( ) ln , ( 0);R
qS p k N q      ( ) ln , ( 0)R

qS p k N q  ,                   (3.18) 
 

 (12) (1) (2)( ) ( )R
qS p S p S p  ,                                       (3.19) 

 

 (12) (1)( )R R
q qS p S p ,    (12) (2)( )R R

q qS p S p ,                        (3.20) 
 

а также и некоторые другие, которые можно найти, например, в ра-
ботах (Beck, 1990; Beck, Schlögl, 1993; Зарипов, 2002).  

Основные свойства различающей информации Реньи. Наря-
ду с энтропией Реньи (3.1), информация различия Реньи (3.2) 

 
11( : ) ln ln /

1 1

qN NR q q
q i i ii ii i

k k
K p f p f p p f

q q
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также относятся к наиболее существенным статистическим характе-
ристикам неэкстенсивной динамической q -системы. Являясь функ-

ционалом, она характеризует переход системы от состояния p  в со-

стояние f , когда статистические наблюдения ведутся относительно 

состояния p . 

Рассмотрим здесь некоторые наиболее важные свойства инфор-
мации различия Реньи (см., например, Beck, Schlögl,1993; Tsallis, 2001, 
2009; Зарипов, 2002). 

Выпуклость. Различающая информация есть вещественный, вы-
пуклый и положительный (или отрицательный) функционал с мини-

мумом (максимумом) при 0q   0q  . Покажем это. Для действи-

тельного числа 0r   имеем 
1 1

1 1/ , 0,
1

1 1/ , 0,

1 1/ , 0.

qr
r еслиq

q

r еслиq

r еслиq

 
  



  

  

                                      (3.21) 

Поэтому, например, для 0q  справедливо 

   
11 1(1 )

q
pf q q f p


    . Отсюда следует, что 

 

    
1

( : ) ln / ln (1 ) / 0
1 1

qN NR
q i i i i i ii i

k k
K p f p p f p q q p f

q q


    

 
  ,  

 

т.е. имеют место следующие неравенства 
 

( : ) 0R
qK p f  ,    0q  ;    ( : ) 0R

qK p f  ,     0q  .                  (3.22) 
 

Заметим, что поскольку при p f  имеет место равенство 

( : ) 0R
qK p p  , то различающая информация Реньи является функцией 

Ляпунова7)
. 

Справедливо также неравенство  
 

                                                           
7) Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределённая 

функция, которая обращается в нуль в точке равновесия системы. Состоя-
ние равновесия является аттрактором, когда производная по времени от 
функции Ляпунова имеет знак, противоположный знаку самой функции. 
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     1 1 2 2 1 1 2 2( ): : :R R R
q q qK a p a p f a K p f a K p f   ,              (3.23) 

 

где 1 2 1a a   и 1 0a  , 2 0a  .  

Аддитивность для двух независимых объектов. Пусть состояние 
суммарного случайного объекта описывается нормированными сов-

местными распределениями (12)p  и (12)f . Тогда различающая ин-

формация совокупной и отдельных систем определяются выражени-
ями  

 

 (12) (12) 1
,,: ln

1
NR q q

q ij i ji j

k
K p f p f

q



 ,                           (3.24) 

 

 (1) (1) 1: ln
1

NR q q
q i ii

k
K p f p f

q



 ,   (2) (2) 1: ln

1
NR q q

q j jj

k
K p u p u

q



 . 

(3.25) 
В случае статистической независимости состояний имеет место 

условие мультипликативности ij i jp p p  и ij i jf f f . Отсюда, при ис-

пользовании (3.24) и (3.25), легко получить равенство 
 

     (12) (12) (1) (1) (2) (2): : :R R R
q q qK p f K p f K p f  ,                (3.26) 

 

означающее аддитивность информации различия Реньи для суммарно-

го случайного объекта. При 1q  из (3.26) следует свойство аддитивно-

сти для информации различия Кульбака–Лейблера ( : )KLK p f  с мерой 

Больцмана–Гиббса−Шеннона (см. Beck, Schlogl,1993). 

Следствие различающей информации Реньи c равновероятным 

распределением для  1, 2, ..., Nf f f f . Покажем, что энтропия Реньи 

( )R
qS p  произвольного состояния p  меньше (больше), чем энтропия 

равновероятного состояния системы при 0 ( 0)q q  . Подставляя 

распределение 1/if N  в (3.21), получим  

 1
1 1( : ) ln ln

1
NR q q R

q qii

k
K p f p N S k N

q
   


 .                  (3.27) 
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Используя (3.27) и условия выпуклости (3.22) функционала R
qK , полу-

чим неравенства (3.18), означающие, что энтропия Реньи меньше 

(больше), чем энтропия равновероятного состояния при 0q  ( 0q ). 

Неравенства. Для различающей информации Реньи справедливы 
также следующие неравенства: 

 

     (12) (12) (1) (1) (2) (2): : :R R R
q q qK p f K p f K p f  ,                      (3.28) 

 

( : ) ( : ), ( : ) ( : ), ( 0)R KL R KL
q qK p f K f K p f K p f q  P ,               (3.29) 

 

( : ) ( : ) ( : ), ( 1)KL R KL
qK f K p f K p f q  P ,                           (3.30) 

 

( : ) ( : ) ( : ), (0 1)KL R KL
qK f K p f K p f q   P .                        (3.31) 

Мера неточности. Наряду с информацией различия (3.2), функ-
ционал  

 

 
1

( : ) ( ) ( : ) ln / /
1

qN NR R q
q q q i i iii i

k
H p f S p K p f p p p f

q

   
 
     

(3.32) 
 

также относятся к существенным статистическим характеристикам не-
экстенсивной динамической q -системы. Используемый далее, этот 

функционал, являющийся мерой статистической неточности опреде-
ления одного состояния случайного объекта относительно другого и 
определяемый суммой энтропии и информации различия, впервые 
был введён в теорию информации в работе (Nath, 1975). Различающая 

информация ( : )R
qK p f , представляющая собой отрицательный вклад 

в меру неточности, является, таким образом, информацией о снятой 

мере неточности. При p f  функционал (33) совпадает с энтропией 

Реньи, то есть  ( : ) ( ).R
q qH p p S p  

3.3. Экстремум энтропии Реньи и негиббсовое  
распределение. Термодинамические соотношения 

Пусть случайными объектами неэкстенсивной системы являются 
рассматриваемые в статистической физике дискретные частицы с 
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энергией iH . Рассмотрим равновесное состояние системы. Далее бу-

дем использовать нормированное эскортное распределение ( )i qP , 

поскольку осреднение с ним приводит к аддитивности средних энер-
гий qE  (см. формулу (3.46)). Для определения равновесного распре-

деления найдем безусловный экстремум энтропии Реньи ( )R
qS p  при 

сохранении нормировки и заданности средней энергии частиц  
 

( )N
q i iiE q H P ,    1N

ii p  .                                  (3.33) 
 

Согласно вариационному принципу Джейнса, определим функционал  
 

( ) ln
1

N N Nq
i i iii i i

k
p p H k p

q
   


  L P ,                         (3.34) 

 

где параметры   и   являются множителями Лагранжа. Тогда, из 

условия 
 

1 1

1
N q

q iii

kq
Γ p p

q
   


L  1 1 0N Nq

q i q i iii iqΓ p H E p k p           

 

получим равенство 

 1 1 1 (1 )
1 (1 )q

q i qi
q

Γ p k q H E
q

    
     
  ,                    (3.35) 

 

из которого следует значение (1 )q q    и негиббсовое равновесное 

распределение с параметром   

  
1/(1 )1

0
1

( ) 1 (1 )
q

i i
q

p k q H
Z


      .                 (3.36) 

Здесь 

( ) N q
q iiΓ p p ,                                          (3.37) 

 
 

  
1/(1 )1/(1 ) 1( ) 1 (1 ) 0

qNq
q q iiZ Γ k q H


                          (3.38) 

 

− статистический интеграл; 1/T  − обратная температура (изменя-

ющаяся в пределах допустимых значений);   0( )i i qH H E    − флук-

туация энергии частиц. Таким образом, распределение вероятностей 
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состояния статистического ансамбля неэкстенсивных систем с мерой 
Реньи, которые находятся в тепловом равновесии с внешней средой 
(термостатом) и могут обмениваться с ней энергией при постоянном 
объёме и постоянном числе частиц, соответствует обобщённому ка-
ноническому ансамблю Гиббса (3.36). 

Равновесное распределение (3.36) можно переписать в виде 
 

    

 

1
1 1

00
0 0

0 0

exp /1 (1 )
( )

( ) exp /

q
q ii

i R
q q

H kTk q H
p

Γ S k

      
   

  

.      (3.39) 

 
 

Если 1q , то из (3.39) следует равновесное каноническое рас-

пределение Гиббса:   0 0 0 0 0exp /i ip H E T S kT     классической ста-

тистики Больцмана−Гиббса, где   0 0 0( ) ln exp /N
iiS p k H kT   

(см., например, Зубарев, 1971).  

Обобщённые термодинамические соотношения. Подстановка 
распределения (3.36) в (3.1) даёт следующее экстремальное значение 

энтропии Реньи при равновесном распределении 0ip   
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q q
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.                                     (3.40) 
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Тогда свободная энергия qF  для равновесной неэкстенсивной систе-

мы в термостате с температурой 1/T    и статистический интеграл 

задаются соотношениями (далее индекс «0» будем опускать). 
 

ln ( )R
q qS k Z T ,   lnR

q q q q qF E TS E kT Z    ,                (3.41) 
 

1
( )

( )
N N q

q i i iii i
q

E q H p H
Γ T

  P ,                          (3.42) 

 

 
 

 1 11 1
( ) ( )

qq N q
q q iiZ T Γ T p


     .                       (3.43) 

 

При дифференцировании энтропии Реньи для равновесного со-
стояния, заданной выражением (3.40), получим следующие соотно-
шения 

 

1
R
q

R
q

S

TE





,    

( )q
q q

F
E F T
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,    

2
q q

qv

E F
T C

T T

 
  

 
,        (3.44)  

 

аналогичные соотношениям классической равновесной статистиче-
ской термодинамики замкнутых систем.  
 

Термодинамическое равновесие. Рассмотрим термодинамиче-
ское равновесие двух независимых q -систем с энтропиями 

 (1)
1
R R
q qS S p  и  (2)

2
R R
q qS S p , представляющих собой общую за-

мкнутую систему с энтропией  (12)R R
q qS S p  при (12) (1) (2)p p p  и 

энергии 12qE . Согласно свойству аддитивности (3.6) энтропии Реньи 

(3.1), для энтропии суммарной системы имеем 12 1 2
R R R
q q qS S S  . 

Для нахождения осреднённой энергии 12
R
qE  суммарной системы 

воспользуемся распределением (3.36). Тогда, используя условие 

мультипликативности 12 1 2p p p , будем иметь 
 

  
 

  
 

  
 

1 1 1
12 1 2

1 1 1
1 2 1 2

exp exp exp

exp ( ) exp exp
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откуда, с учетом формулы exp ( )exp ( ) exp ( (1 ) )q q qx y x y q xy     

(см.Tsallis, 2009), получим 
 

         1
12 1 2 1 2(1 )i i i i iH H H q k H H         .        (3.45) 

 

В этом соотношении необходимо использовать условие аддитив-
ности осредненных энергий 

12 1 2q q qE E E  ,                                              (3.46) 
 

поскольку без этого предположения осредненные величины будут 
зависеть от микроскопических величин, что является неприемлемым 
(см., например, Zaripov, 2005). Тогда из (3.46) для микроскопических 
энергий получим следующее условие квазиаддитивности микроско-
пических энергий  

   1
12 1 2 1 2(1 )i i i i iH H H q k H H      .                    (3.47) 

 

Заметим, что именно наличие этого равенства является той причиной, 
благодаря которой статистику на мере Реньи относят к неэкстенсив-
ной статистической механике. 

При варьировании соотношений (3.6) и (3.46) получатся следую-

щие равенства  12 1 2
R R R
q q qS S S    ,   12 1 2q q qE E E    , из которых 

следует  
 

1 1 2 2/ /R R
q q q qS E S E                                          (3.48) 

 

− равенство температур для двух независимых систем при их тепло-

вом контакте. Таким образом, параметр   действительно является 

интенсивной величиной и играет роль обратной температуры 1/T  

в термодинамике Реньи. 

Н-теорема в статистике Реньи. Рассмотрим теперь замкнутую си-

стему, для которой распределение ip  является произвольным, а рас-

пределение 0ip − равновесным  

   
1

1 1
0

0
0

1 1
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q
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k q H
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Γ p
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Тогда спонтанный переход между этими состояниями описывается 
следующей различающей информацией Реньи (см. Zaripov, 2005) 
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k q
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             (3.50) 

 

c равенством 0( : ) 0R
qK p p   при распределении 0i ip p . 

Если 1q , то из (3.50) следует известное выражение для инфор-

мации различия Кульбака–Лейблера неэкстенсивной статистической 
механики (см. Зарипов, 2002; Колесниченко 2018с) 

 

1
0 0 0 0( : ) ( ) ( ) 0KLK p p S S T E E      ,                      (3.51) 

 

характеризующее степень отклонения хаотической системы от полно-
го равновесия.  

При выполнении условия Гиббса 0q qE E  (см. Климонто-

вич,1990) и с учётом свойства (3.22) знакоопределенности информа-

ции различия 0( : )R
qK p p  из (3.51) следуют два неравенства  

 

0 0( : ) ( ) 0R R R
q q qK p p S S      при 0q ,                          (3.52) 

 

0 0( : ) ( ) 0R R R
q q qK p p S S      при 0q ,                         (3.52*) 

 

которые обобщают теорему Гиббса на неэкстенсивную статистику Ре-
ньи. Согласно этой теореме, для замкнутой системы энтропия Реньи 

0 0( : )R R R
q q qS S К p p   возрастает (убывает) до экстремального её зна-

чения 0
R
qS  при  0 0q q   одновременно с уменьшением (увеличе-
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нием) положительной (отрицательной) информации 0( : )R
qК p p . Та-

ким образом, различающая информация представлена здесь в виде 

отрицательного вклада в текущую энтропию Реньи R
qS  и потому мо-

жет быть названа негэнтропией (Шредингер, 1947). 
Поскольку информация различия Реньи является знакоопреде-

ленной функцией Ляпунова, то для того чтобы состояние равновесия 

0qS  было устойчивым, необходимо выполнение следующих нера-

венств 
 

 0
0

R RR
q qq

d S SdК

dt dt


      при 0q ;    

 0
0

R RR
q qq

d S SdК

dt dt


      при 

0q . (3.53) 

Из соотношений (3.54) следует неравенство для энтропии Реньи: 

/ 0qdS dt   при 0q  и / 0qdS dt   при 0q , которые выражают H -

теорему для рассматриваемой стохастической q -системы: при вре-

менной эволюции к равновесному состоянию энтропия Реньи за-
мкнутой системы возрастает (убывает) до экстремального ее значе-

ния 0
R
qS  при  0 0q q  .  

Рассмотрим теперь открытые системы, находящиеся в окруже-

нии с температурой 0Т . Согласно равенству (3.50) они характеризу-

ются физической различающей информацией Реньи 
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(3.50*) 
при распределении (3.49) 
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.                              (3.49*) 

 

Дифференцируя (3.50*) по времени, получим следующее соот-
ношение для открытых неэкстенсивных q -систем с мерой Реньи 
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q q

q q

dE
dK dS

Т q k E E
  

    
 

,                      (3.54) 

 

которое отличается от обобщённого соотношения Гиббса термоди-
намики аддитивных информационно-физических процессов 

0/KLdK dS dE Т    (см. формулу (3.41) в работе (Колесниченко, 

2018с)) наличием разности средних энергий частиц в этих сопряжён-
ных системах. Знак равенства имеет место для обратимых процессов, 
а неравенства – для необратимых. 

Покажем теперь, что между неэкстенсивной термодинамикой 
Реньи сложных стохастических систем, с одной стороны, и теорией 
фракталов, опирающейся на геометрию и статистику, существует тес-
ная взаимосвязь. 

3.4. Определения фрактала и фрактальной размерности 

Фракталы появляются во множестве физических приложений (см. 
Mandelbrot, 1977). Фрактальные объекты в пространстве или фрак-
тальные процессы во времени являются самоподобными (или само-
афинными) и обнаруживают скейлинговое поведение на разных про-
странственно-временных масштабах. В частности, их широко исполь-
зуют в космологии (см., например, Bialas, Czyz, 2008; Kolesnichenko, 
Marov, 2013, 2014; Kolesnichenko, 2016), космогонии звёздных и пла-
нетных систем (см. Пиблс, 1983; Мандельброт, 2002; Колесниченко, 
Маров, 2014), в физике Солнца (Могилевский, 2001), а также для по-
нимания динамического поведения хаотических систем (Lorenz, 
1963), когда фракталами являются все «странные» аттракторы, свя-
занные с непрерывными потоками (см. Ruelle, Takens, 1971; Мали-
нецкий, Потапов, 1988). Основной характеристикой фрактала является 
его размерность. 

Регулярный фрактал. Мера Хаусдорфа−Безиковича. Напомним 
теперь некоторые точные определения. Регулярными фракталами 
называют геометрические объекты в евклидовом пространстве (с ме-

рой ),d  которые обладают свойством самоподобия8) (т.е. неизменно-

                                                           
8) Самоподобие характерно лишь для регулярных фракталов, способ 

построения которых имеет детерминированный характер. Однако, если в 

алгоритм их создания входит элемент случайности (как, например, во мно-

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B0%D0%BC%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D0%B1%D0%B8%D0%B5
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сти основных геометрических особенностей при изменении масшта-
ба) и имеют дробную метрическую меру (в смысле Минковского или 
Хаусдорфа) либо меру, отличную от топологической. При этом мера 
(размерность) регулярного фрактала определяется следующим обра-
зом. Предположим, что для полного покрытия фрактала d -мерными 

гипершарами9) радиуса   необходимо не менее чем ( )N   шаров. 

Тогда, если при достаточно малых   величина ( )N   меняется с   по 

степенному закону ( ) 1/ HDN   , то показатель скейлинга HD  назы-

вается хаусдорфовой или фрактальной мерой этого объекта. Это 
определение может быть представлено в виде (Hausdorff, 1919; 
Btsicovitch,1934) 

 

0 0

ln ( ) ln ( )
lim lim

ln ln(1/ )
H

N N
D

 

 
  

 
.                               (3.55) 

 

В качестве примера вычислим фрактальную размерность канто-
рового множества, схема построения которого приведена на Рис.3.1.  

 
Начнём с отрезка единичной 
длины. На первом шаге построе-
ния фрактала заменим его двумя 

отрезками с длинами 1/3, при-

мыкающими соответственно к 
его левому и правому концам. 
Очевидно, что на n-м шаге ре-

куррентного построения имеется 2n  отрезков генератора длиной 

1 /3nкаждый. 

 

Предел 0  соответствует пределу n. Поэтому фрактальная 
размерность равна 
 

                                                                                                                                                                                     

гих процессах диффузионного роста кластеров), то возникают так называ-

емые случайные фракталы, для которых свойство самоподобия справедли-

во только после осреднения по всем статистическим реализациям объекта.  
9) Под "шаром" в зависимости от задачи следует понимать также же и 

куб, и квадрат, и просто отрезок прямой. 

 
Рис.3.1.Канторовское множество. 

https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/55174
https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/1177633
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Размерность Хаусдорфа HD , рассчитанная с использованием 

формулы (3.55) для некоторых известных фрактальных множеств, 
приведена в табл.1. (Шредер, 2001; Мандельброт 2002). 

 

       Таблица 3.1  
 

Фрактальное множество HD  

Канторовское множество )  0,63 

Триадная кривая Коха   1,26 

Кривая Мандельброта-Гивена   1,89 

Салфетка Серпинского   1,58 

Ковер Серпинского   1,89 

Кривая Госпера   1,13 

Универсальная кривая Менгера   2,73 
 

Более сложные объекты – мультифракталы – являются суперпо-
зицией нескольких регулярных фракталов различных размерностей и 
имеют более сложные свойства, чем непосредственно монофракталы 
(см. Mandelbrot, 1977, 1982; Шредер,2001; Божокин, Паршин, 2001). 

3.5. Континуум мультифрактальных  
размерностей Реньи  

Мультифракталы. Обобщенная фрактальная размерность. К 
мультифракталам относятся неоднородные фрактальные объекты, 
для характеристики которых недостаточно одной размерности Хау-

сдорфа HD , а необходим целый спектр таких размерностей, число ко-

торых, вообще говоря, бесконечно. Причина этого заключается в том, 
что в отличие от регулярных фракталов (геометрически подобных 
объектов) мультифракталы (точнее их фрагменты), наряду с чисто 

геометрическими характеристиками, определяемыми величиной HD , 

являются статистически подобными копиями целого, т.е. обладают  
некоторым набором статистических свойств. Для характеристики та-
ких структур вводятся в рассмотрение различные информационные 
размерности, которые чувствительны к неоднородностям подобных 
множеств (Grassberger, Procaccia, 1983; Бадии, Полити, 1988). Одним 
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из наиболее содержательных описаний фрактальных размерностей 

служат обобщённые размерности Реньи ( ),D q разных порядков.  

Пусть часть пространства ,G  занятая фрактальным объектом по-

крыта равными (гипер) кубическими ячейками с ребром 0   и объ-

ёмом d . Обозначим через ( )in   число точек (элементов системы), в 

гиперкубе с номером 1,2,..., ( )i N  , где N( )  − полное число эле-

ментов выбранного  -покрытия. Тогда вероятность, характеризую-
щая относительную заселенность ячейки i , равна 

( )( ) ( )/ N
i i iip n n
    . Ясно, что 

( ) 1N q
ii p
 . Реньи в работе 

(Renyi,1961) ввел энтропию 
( )ln

1
NR q

q ii

k
S p

q





 , как q -момент ме-

ры  -покрытия. Рассмотрим обобщённую статистическую сумму  
( )

1

( , ) ( )
N

q
i

i

Γ q p




   ,                                                            (56) 

 

которая характеризуется показателем степени q , принимающим лю-

бые значения в интервале q   . Тогда, спектр обобщенных 

фрактальных размерностей ( )D q , характеризующих распределение 

вероятностей ( )ip   в области G , определяется соотношением 

(Hentschel, Procaccia,1983) 
 

( )

0 0 1

1 ln ( , ) 1
( ) lim lim ln ( )

1 ln ( 1)ln

N
q
i

i

Γ q
D q p

q q



  


   

   
  

 

0

( )1 1
lim ( ),

ln 1

R
qS p

q
k q

   
 

                                  (3.57) 

где 
( )

0 1

1
( ) lim ln ( )

ln

N
q
i

i

q p


 

 
      

 
 ,   ( ) ( 1) ( )q q D q   .                   (3.58) 

 

Таким образом, мультифрактал в общем случае характеризуется не-

которой нелинейной функцией ( )q , определяющей поведение ста-

тистической суммы ( , )Γ q   при 0 : ( )( , ) qΓ q    .  

Легко показать, что если ( )D q D const  , то данный фрактальный 

объект представляет собой регулярный монофрактал. Действительно, 
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в случае регулярного фрактала во всех занятых ячейках содержится 

одинаковое количество элементов ( ) / ( )in N N   , то есть фрактал 

является однородным. Тогда очевидно, что относительные населен-

ности всех ячеек, ( ) 1/ ( )ip N   , тоже одинаковы, и обобщенная 

статистическая сумма (56) принимает вид 1( , ) ( )qΓ q N    . Посколь-

ку, согласно определению фрактальной размерности D , число заня-

тых ячеек при достаточно малом   равно ( ) DN    , то 
( 1) ( )( , ) q D qΓ q       . Отсюда следует, что в случае обычного фрак-

тала функция ( ) ( 1)q q D   , т. е. является линейной. Тогда все 

обобщенные фрактальные размерности ( )D q D  совпадают при всех  

значениях q .  

Наиболее широкое распространение получили три совершенно 

разные меры фрактала: хаусдорфова размерность ( 0)HD D q  , 

информационная размерность ( 1)D q  и корреляционная размер-

ность ( 2)D q  (Grassberger, 1981,1985; Grassberger, Procaccia, 1984). 

Фрактальная и информационная размерности. При 0q  из вы-

ражения (3.56) следует, что (0, ) ( ).Γ N    С другой стороны, в этого 

случая имеем (0) (0)(0, ) DΓ      . Из сопоставления этих равенств 

следует, что (0)( ) DN    . Это означает, что величина (0)D , представ-

ляющая собой обычную хаусдорфову размерность HD  множества G , 

является наиболее грубой характеристикой мультифрактала и не 
несет информации о его статистических свойствах.  

При 1q , в силу условия нормировки вероятности ip , статистиче-

ская сумма равна (1, ) 1Γ   , а (1) 0  . Таким образом, мы имеем 

неопределенность в выражении (3.57) для (1)D , которая раскрывает-

ся с помощью очевидного равенства  
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1 0 1

1
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 .       (3.59)  

 

В результате величина обобщенной фрактальной размерности (1)D  

связана с энтропией Больцмана−Гиббса10) 
( )

1

( ) ln
N

i i
i

S p k p p




    соот-

ношением  

(1)D
0

1 ( )
lim

ln

S

k 


 


.                                              (3.60) 

 

Таким образом, поскольку (1)kDS  , то величина (1)D  характеризу-

ет информацию, необходимую для определения местоположения 
элемента фрактального объекта в некоторой ячейке. В связи с этим 

обобщенную фрактальную размерность (1)D  часто называют инфор-

мационной размерностью. Она показывает, как информация, необ-
ходимая для определения местоположения элемента фрактала, воз-
растает при стремлении размера ячейки в к нулю.  

Корреляционная размерность. Важную роль в различных при-
ложениях играет так называемая корреляционная размерность, кото-

рая следует из (3.57) при 2q   
( )

2

1

0 0

( )
ln ( )

(2) lim lim ,
ln ln

N

i
i

p
I

D





 




 
 


                             (3.61) 

 

где  2
, 1;

1
( ) lim

N

i j
N i j i j

I
N  

     Δ Δ  − корреляционный интеграл, 

в котором суммирование проводится по всем парам точек фракталь-

ного множества с радиус-векторами iΔ  и jΔ ; ( )x  − ступенчатая 

функция Хевисайда, ( ) 1x  , если 0x   и ( ) 0x  , если 0x  . Сумма 

в выражении ( )I   определяет относительное число пар точек, рас-

стояние между которыми не больше  . Поэтому, поделённая на чис-

                                                           
10)Энтропия Больцмана−Гиббса является мерой количества информа-

ции, необходимой для определения системы в некотором положении . 
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ло 2N , она определяет вероятность того, что две наугад взятые точки 
разделены расстоянием, меньшим, чем  . Эту же вероятность можно 

определить и по-другому. Величина ip  представляет собой вероят-

ность попадания точки в i -ю ячейку с размером r . Следовательно, 

величина 2
ip  представляет собой вероятность попадания в эту ячейку 

двух точек. Суммируя 2
ip  по всем занятым ячейкам, мы получаем ве-

роятность того, что две произвольно выбранные точки из множества 

G  лежат внутри одной ячейки с размером  . Следовательно, рассто-

яние между этими точками будет меньше или порядка  . Таким об-
разом, с точностью до численных коэффициентов, принимая во вни-

мание равенство (61), получаем 
( )

2 (2)

1

( ) ( ) .
N

D
i

i

I p




     Таким обра-

зом, обобщенная размерность (2)D  определяет зависимость корре-

ляционного интеграла ( )I   от   в пределе 0 . Именно по этой 

причине величину (2)D  в литературе называют корреляционной раз-

мерностью (Шустер, 1988; Grassberger, Procaccia, 1983, 1984; Moon, Li, 
1985).  

Заметим, что при q =3,4,… имеют место обобщённые размерно-

сти, связанные с корреляционными интегралами I -триплетов, квад-
руплетов и т.д. точек на фрактальном множестве. 

Свойства размерностей Реньи. Из свойств энтропии Реньи, при-
веденных в разд. 3.1, следует, что для размерностей фракталов Реньи 
(3.57) выполняются следующие неравенства: 

Во-первых, размерность ( )D q , согласно свойству неотрицательно-

сти (3.5) энтропии Реньи, удовлетворяет неравенству 
 

0

1 1
( ) lim ( ) 0

ln
R
qD q S p

k 

 
   

 
.                                  (3.62) 

 

Во-вторых, размерности Реньи, согласно свойству (3.15) для 
R
qS  и 

определению (3.57), подчиняются неравенству (Mandelbrot, 1974) 
 

( ) ( )D q D q     если   q q  ,                                     (3.63) 
 

из которого следует, что обобщённая фрактальная размерность ( )D q  

всегда монотонно убывает (или в крайнем случае остается постоян-
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ной) с ростом q . Знак равенства имеет место, например, для одно-

родных фракталов, в которых вероятность ip  удовлетворяет закону 

подобия D
ip   , где D  − любая размерность. Максимальное значе-

ния ( )maxD D   величина ( )D q  достигает при q , а минималь-

ное значение ( )minD D   при q .  

В-третьих, вследствие свойства (3.17) для энтропии Реньи, имеют 
место общие неравенства 

 

( 1) ( 1)
( ) ( )

q q
D q D q

q q

  
 


,    если   , 0q q qq   ,                  (3.64) 

 

( 1) ( ) ( 1) ( )q D q q D q    ,    если   0q q   .                     (3.65) 
 

В случае, когда q  и 1q , из (3.64) вытекает неравенство  

( ) ( )
( 1)

q
D q D

q
 


,   если   1q ;                                    (3.66) 

 

аналогично, когда q  и 0q , для размерности ( )D q  справедливо 
 

( ) ( )
1

q
D q D

q
 


  если   0q .                                   (3.67) 

 

Полезными частными случаями выражений (3.63) и (3.64) явля-
ются неравенства 

 

1
2

(2) ( ) (2)D D D      и   ( 1) ( ) 2 ( 1)D D D     ,             (3.68) 
 

позволяющие оценить предельные размерности ( )D   через (2)D  и 

( 1)D  . Численно намного легче вычислить низкие q -размерности, 

чем большие q -размерности, поэтому неравенства (3.68) использу-

ются для проверки числовых результатов. 

Наконец, согласно неравенству (3.62) информационная (1)D  и 

корреляционная (2)D  размерности мультифрактала ограничивают ха-

усдорфову размерность HD  снизу, т.е.  

(2) (1) (0)HD D D D   .                                       (3.69) 
 

Мультифракталы с двумя характерными масштабами длины. В 
качестве примера рассмотрим неоднородное канторовское множе-
ство, где причиной неоднородности является наличие нескольких 
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пространственных масштабов, при том, что все вероятности ip  совпа-

дают. Пусть в начале процедуры (нулевой шаг) у нас имеется множе-
ство с мерой 1 и размером 1 (например, единичный отрезок, по кото-
рому как-то распределены N точек нашего фрактального множества. 
На первом шаге заменим его двумя отрезками с длинами l1 = 1/4 и l2 = 
1/2, примыкающими соответственно к его левому и правому концам. 
Обоим отрезкам припишем одинаковую меру р = 1/2. Затем повто-
рим ту же процедуру с каждым из этих  
 

 
Рис 3.2. Неоднородное канторовское множество с двумя характерными 

масштабами длины l1=1/4, l 2 =1/2 и p1 = р2 = 1/2. 

 
двух отрезков. В результате получится уже 4 отрезка с длинами (l1)2, l1 
l2, l2 l1 и (l2)2 и одинаковыми мерами, равными 1/3. Продолжая этот 
процесс до бесконечности, мы получим в конце концов неоднород-
ное канторовское множество, т. е. мультифрактал. Первые шаги этого 
процесса изображены ниже на Рис.3.2. Чтобы определить спектр 
обобщенных фрактальных размерностей в этом случае, необходимо 

видоизменить соотношение (3.58), определяющее функцию ( )q , так 

как теперь мультифрактал характеризуется не одним масштабом, а 
многими.  

Введём более общее определение фрактальной размерности 

( )D q . Предположим, что множество S  (мультифрактальный объект) 

покрыто счётным числом N  непересекающихся подмножеств iS  (ги-

перкубов) с диаметрами i    ( 0) . Допустим теперь, что под-

множества iS  имеют размерность . Пусть вероятность того, что 

элемент множества S  находится в iS  есть ip . Тогда в теории муль-
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тифракталов вводится, так называемая, обобщённая статистическая 
сумма (Halsey и др., 1986)  

 

  
 

1

, , ,
N N

q
i ii

i

Γ q S p
 





    ,                                 (3.70) 

 

являющаяся обобщением соотношения (3.56) на случай различных 

масштабов i   . Обобщением размерности Хаусдорфа на случай 

мультифракталов является величина 
 

 
    1

( )0 01 1

, lim lim

q
N N

q i
i ii D q

i i i

p
Γ q p p


 



  

 
       

  .               (3.71) 

 

Для каждого q  существует одно значение ( )q   , и мера (3.71) име-

ет конечное значение (порядка единицы) при достаточно большом N  

лишь в случае выполнения условия ( ) ( 1) ( )q q D q    (см. Halsey и др., 

1986). Тогда обобщенная размерность Реньи, вводимая соотношени-
ем 
 

 
( ) 0

1

q
D q

q


 


,                                               (3.72) 

 

при 0   имеет значение ( ) 0D q  , а при 0q  и (0) 1   совпадает с 

размерностью Хаусдорфа (0)HD D  . В итоге (3.72) представляет 

собой обобщённую 0D –мерную размернось Хаусдорфа множества 
 

 
 

(0)

0 1

0,1 lim
N

D
i

i

Γ


 

  .                                    (3.73) 

 

Расчет мультифрактальных спектров размерностей. Следует за-
метить, что формула (3.57) мало пригодна для практических расчётов 
размерностей мультифракталов в силу ряда трудностей, связанных с 
предельным переходом к бесконечно малым объёмам 0 . Одна-
ко задача создания алгоритма для определения фрактальной раз-
мерности Реньи существенно упрощается, если наложить некоторые 
ограничения на процедуру выбора иерархии покрытий (Meisel и 
др.,1992). Точные формулировки этого метода определения фрак-
тальных размерностей − метода подсчёта ячеек, покрывающих фрак-
тальное множество, − можно найти, например, в работах (Малинец-
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кий, Потапов, 1988, 2018; Ершов, Потапов, 1995; Meisel и др.,1992; 
Шредер, 2001). Размерность фрактальных сред может быть эмпири-
чески  получена методом поклеточного счёта (box-counting method). 
Простой и быстрый алгоритм для оценки корреляционной размерно-
сти аттракторов динамической системы предложен в работе (Grass-
berger, Procaccia, 1983). 

Покажем теперь, что между приведенными здесь мультифрак-
тальными мерами и двухпараметрической информацией различия 
существует глубокая связь (Зарипов, 2010). 

3.6. Двухпараметрическая различающая информация  
и мультифрактальные меры 

Вывод двухпараметрической информации различия. С целью 
получения двухпараметрического аналога различающей информации 

Реньи ( : )R
qK p f  найдём минимум информации Кульбака−Лейблера  

 

 ( : ) ln /NKL
i i iiK u p k u u p                                      (3.74) 

 

при условии сохранения нормировки 1N
ii u   и двух мер статистиче-

ской неточности (3.32)  
 

( : ) lnN
i iiH u p u p ,   ( : ) lnN

i iiH u f u f ,                  (3.75) 
 

а также заданности распределений  1 ,..., Np p p  и  1 ,..., Nf f f . 

Согласно вариационному принципу Джейнса, найдём безуслов-
ный экстремум функционала  

 

( ) ln (1 ) ln ln ( 1)N N N Ni
i i i i i ii i i i

i

u
u k p k q u p k u f k u

p

 
       

 
   L , 

(3.76) 
 

где (1 )q , , ( 1)  − неопределённые множители Лагранжа. Варь-

ируя ( )uL по распределению u  и используя равенство 
 

ln (1 )ln ln 0N i
i i ii

i

u
k u q p f

p

  
          

  
L ,           (3.77) 

 

получим искомое распределение 
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 exp (1 )ln lni i i iu p q p f      ,                            (3.78) 
 

которое после нормировки принимает вид  
 

/ ( , )q
i i qiu p f Γ p f

 .                                         (3.79) 
 

Здесь введены обобщённая статистическая сумма 
 

 
1( )( , ) /

qN Nq D q
q i i ii ii iΓ p f p f p p f




                             (3.80) 
 

и величина ( ) /( 1)D q q   , в которой действительные числа q  и  

меняются в пределах допустимых значений. 
Подставляя распределение (3.79) в выражения для информаций 

различия Кульбака, получим следующие соотношения (Зарипов, 
2002): 
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(3.81) 
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       (3.82) 

из которых после простых преобразований следуют равенства 
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1 q

KL
D q

q
K u p K u f K p f
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,                               (3.83) 

 

     ,
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: : :
1 q

KL
q DK p u K p f K p f
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.                            (3.84) 

 

В выражениях (3.83)–(3.84) введены специфические различающие 
информации  

 ( : ) ln / q

q

DN
D i i iiK u f k u u f     и     : ln / q

q

DN
D i i iiK p f k p p f  ,     

(3.85) 
 

а также искомый двухпараметрический аналог информации различия 
Реньи 
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qN D q
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k
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 .                                (3.86) 

 

Заметим, что при ( ) 1D q   функционалы (3.85) и (3.86) совпада-

ют с различающими информациями Кульбака−Лейблера  и Реньи: 
 

 1( : ) ( : ) ln /NKL
i i iiK u f K u f k u u f                           (3.87) 

 

    1
,1 : : ln

1
NR q q

q q i ii

k
K p f K p f p f

q
 


 .                  (3.88) 

 

Основные свойства двухпараметрической информации различия 
можно найти в монографии Зарипова (2010). В частности, там показа-

но, что величина ( : )qK p f  является выпуклым аддитивным функцио-

налом для независимых объектов,  
 

     , 12 12 , 1 1 , 2 2: : :q q qK p f K p f K p f    ,                  (3.89) 
m 

который при 1( ) ( 1) ( ) 1D q q q     и 0q    ( ( ) 1D q   и 0q ) прини-

мает положительные (отрицательные) значения. В равновероятном 

состоянии с 1/if = N  формула (3.86) принимает вид  
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 ,                    (3.90) 

 

из которого следует, что энтропия Реньи меньше (больше), чем эн-

тропия равновероятного состояния lnN qS kD N  при 0q  ( 0q ).  

Связь с мультифрактальными размерностями. Покажем теперь, 
что полученные здесь результаты позволяют по-новому переосмыс-
лить и интерпретировать сведения о мультифрактальных спектрах 
размерностей, приведенные в разд. 3.4  

Во-первых, из формул (3.71) и (3.80) следует, что обобщённая 
размерность Хаусдорфа  ,Γ q   связана c обобщённой статистической 

суммой ( , )qΓ p f , записанной при i if   , следующим соотноше-

нием 
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 .              (3.91) 

 

Во-вторых, в случае равновозможного распределения 1if    из 

(3.86) вытекает соотношение: 
 

 ( : ) ln ln ( )
1 1
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k k
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 .               (3.92) 

 

Тогда так называемая информационная размерность мультифракта-
лов, определяемая соотношением (Halsey и др. 1986) 
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принимает, при учёте формул (3.91) и (3.57), вид  
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Здесь второе слагаемое совпадает с размерностью мультифракталов 
HPD , впервые введённой в рассмотрение в работе (Hentschel, Procac-

cia, 1983). 

При i if    имеет место обобщение формулы (3.94) 
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,        (3.95) 

 

где статистическая сумма   , , ,iΓ q S   определяется формулой 

(3.70). 
В заключение этой главы отметим, что развитый здесь подход 

позволяет, в частности, с единых позиций моделировать (на основе 
системы обобщённых гидродинамических уравнений с производны-
ми дробного порядка и замыкающих её термодинамических соотно-
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шений для фрактальных сред) сложные космологические и космого-
нические среды (от галактик и газопылевых астрофизических дисков 
до космической пыли), отличительной чертой которых является нали-
чие динамических структур (фракталов) с нецелой топологической 
размерностью, степенная пространственная нелокальность силовых 
взаимодействий, а также эридитальность и немарковость эволюци-
онных процессов.  
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ГЛАВА 4 

Двухпараметрический энтропийный  
функционал Шарма−Миттал как основа  
семейства обобщенных термодинамик  

неэкстенсивных систем 

Исследованы свойства семейства обобщенных энтропий, заданного 
мерой Шарма−Миттал, которое включает энтропию Тсаллиса, энтро-
пию Реньи, энтропию Ландсберга−Ведрала, энтропию Гаусса и классиче-
скую энтропию Больцмана−Гиббса−Шеннона. Построена на базе стати-
стики Шарма−Миттал двухпараметрическая термодинамика неэкс-
тенсивных систем и показана ее взаимосвязь с обобщенными однопара-
метрическими термодинамиками, основанными на названных деформи-
рованных энтропиях семейства. Получено обобщение нулевого закона 
термодинамики для двух независимых неэкстенсивных систем при их 
тепловом контакте, вводящее в рассмотрение так называемую физи-
ческую температуру, отличающуюся от инверсии множителя Лагран-

жа . На основании этого и с учетом обобщенного первого закона тер-

модинамики и преобразования Лежандра дано переопределение термо-
динамических соотношений, полученных в рамках статистики Шар-
ма−Миттал. Наконец, на основе двухпараметрической информации 
различия Шарма−Миттал сформулированы и доказаны теорема Гиббса 
и Н-теорема об изменении этих мер при эволюции во времени 

Введение 

Статистическая энтропия Больцмана−Гиббса−Шеннона и осно-
ванная на ней классическая статистическая механика является чрез-
вычайно полезным инструментарием при изучении широкого круга 
простых физических систем. Эти системы, для которых, безусловно, 
целесообразно использовать классическую статистику и разработан-
ные на ее основе теории, можно условно охарактеризовать малым 
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диапазоном пространственно-временных корреляций, эвклидово-
стью геометрии фазового пространства, марковостью случайных про-
цессов, локальностью силового взаимодействия между элементами 
системы, эргодичностью динамических процессов и т.п. Такие систе-
мы хорошо описываются энтропией Больцмана−Гиббса−Шеннона и, 
как правило, следуют экспоненциальному закону вероятностных рас-
пределений. 

Существует, однако, целый круг сложных систем (природных, ис-
кусственных и социальных), которые, в отличие от простых, характе-
ризуются большой дальностью пространственно-временных корре-
ляций, глобальностью силовых взаимодействий между элементами 
системы, иерархичностью (обычно мультифрактальностью) геомет-
рии фазового пространства, немарковостью процессов (длинной па-
мятью), неэргодичностью динамических процессов, наличием асимп-
тотически степенных вероятностных распределений. Довольно широ-
кий класс подобных систем (хотя далеко не всех) адекватно описыва-
ется неэкстенсивной (неаддитивной) статистической механикой, ос-
нованной, в частности, на параметрических энтропиях Тсаллиса (см. 
Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 1988) и Реньи (Renyi, 1961, 
1970), которые сохраняют гносеологическую структуру (логическую 
схему построения) классической статистики (см., например, Curado, 
Tsallis, 1991;Beck, Schlogl,1993; Borges, Roditi, 1998; Tsallis и др., 1998; 
Naudts, 2004; Tsallis, 2009; Plastino and Plastino, 1997; Tirnakli, Torres, 
2000; Lenzi, Mendes, 2001; Abe, 2001; Wada,. Scarfone, 2005; Scarfone, 
Wada, 2007; Hanel и др., 2009). Важным преимуществом неэкстенсив-
ных статистик по сравнению с классической статистикой Гиббса явля-
ется асимптотический степенной закон распределения вероятностей 
(проявляющийся при максимизации соответствующих параметриче-
ских энтропий), который не зависит от экспоненциального поведения, 
обусловленного распределением Гиббса. 

Неэкстенсивная статистика Тсаллиса успешно применяется ко 
многим системам, начиная от нелинейных диффузионных уравнений 
(Plastino и др., 2000), обобщенных кинетических уравнений 
(Boghosian, 1999; Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013), систем Фоккера-
Планка (Frank, Daffertshofer, 2001b), H-теоремы Больцмана (Mariz, 
1992; Ramshaw, 1993a,b; Shiino, 1998; Frank, Daffertshofer, 2001a), 
удельной теплоемкости гармонического осциллятора (Ito, Tsallis, 
1989), квантовой статистики (Büyükkılıç и др., 1995), до изучения кос-

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Scarfone,+A&fullauthor=Scarfone,%20A.%20M.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
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мических систем с дальним силовым взаимодействием (Chavanis, 
Delfini, 2009; Колесниченко, 2016), межзвездной турбулентности (Es-
quivel, Lazarian, 2010), эволюции астрофизических дисков (Kole-
snichenko, Marov, 2013, 2014), скорости солнечного звука (Du, 2006), 
релаксации спинового стекла (Pickup и др., 2009), городской транс-
портной системы (Kolesnichenko, 2014), биофизики, экономики, 
нейрофизики и многое другое. 

Энтропия Реньи с успехом используется не только в физике фрак-
талов и в теории информации (см. Mandelbrot, 1974, 1975, 1977, 1982; 
Beck, Schlögl, 1993; Grassberger,1981,1985; Grassberger, Procaccia, 
1984; Halsey и др.,1986; Hentschel, Procaccia,1983; Beck, Schlogl, 1993; 
Мандельброт, 2002; Зарипов, 2002, 2010; Jizba, Arimitsu, 2004; Bialas, 
Czyz, 2008), но и в различных областях статистической механики, свя-
занных с  динамическим поведением сложных хаотических систем. 
Последнее связано с тем, что между теорией фракталов, опирающей-
ся на геометрию и теорию размерности, с одной стороны, и теорией 
хаоса существует глубокая связь. Использование статистики Реньи 
привело к значительному прогрессу в исследованиях ряда аномаль-
ных физических явлений, в частности, в ядерной физике (Nagy, 
Romera, 2009), в теории черных дыр (Bialas, Czyz, 2008), при изучении 
фрактальных и мультифрактальных систем в космологии (Peebles, 
1980; Mandelbrot, 1977, 1982; Колесниченко 2016, 2018с), в квантовой 
статистике (Aptekarev и др., 2012a,b, 2016) и т.д.  

Одновременно, наличие степенного закона в неэкстенсивной 
статистике позволило сконструировать неаддитивные термодинами-
ки, в частности, на основе энтропии Тсаллиса (см. Beck, SchloЕgl,1993; 
Tsallis, 1999, 2002, 2009; Колесниченко, 2018а,b) и энтропии Реньи 
(Zaripov, 2005; Parvan, Biro, 2005; Зарипов, 2010).  

Несколько позднее в статистическую механику был введен новый 
функционал энтропии − двухпараметрическая энтропия Шар-
ма−Миттал (SM) (Sharma, Mittal, 1975), которая, в частности, обобща-
ет энтропии Больцмана−Гиббса−Шеннона, Реньи и Тсаллиса, посред-
ством манипулирования двумя параметрами, тем самым рассматри-
вая эти энтропии как некоторые предельные однопараметрические 
случаи (Frank, Plastino, 2002; Scarfone, Wada, 2005; Scarfone, 2006; Ak-
turk и др., 2007, 2008). Свойства энтропии Шарма-Миттал были тща-
тельно исследованы рядом авторов (см., например, Frank, Daf-
fertshofer, 2000; Masi, 2005; Scarfone, 2006; Lenzi, Scarfone, 2012; Kani-

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Biro,+T&fullauthor=Biro,%20T.%20S.&charset=UTF-8&db_key=PRE
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Scarfone,+A&fullauthor=Scarfone,%20A.%20M.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
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adakis идр., 2005; Nielsen, Nock, 2012). Многие неэкстенсивные одно-
параметрические энтропии, введенные в литературе в рамках обоб-
щенной статистической механики, относятся к SM и, таким образом, 
часто могут изучаться по единообразной схеме. Среди них, упомяну-
тые выше энтропии Больцмана−Гиббса−Шеннона, Реньи и Тсаллиса, а 
также энтропия Ландсберга−Ведрала (Landberg, Vedral, 1998), Гауссо-
ва энтропия (Frank, Plastino, 2002) и некоторые другие.  

Энтропия Шарма−Миттал, введенная первоначально в теории 
информации, в работе (Frank, Plastino, 2002) была использована для 
построения обобщенной термостатистики. В работе (Frank, Daf-
fertshofer, 2000) были даны точные решения нестационарных уравне-
ний Фоккера−Планка, связанных с энтропиями Реньи и Шар-
мы−Миттал. В работах (Fa, Lenzi, 2004; Scarfone, 2006) для получения 
обобщенных термодинамических соотношений на базе энтропии SM 
учитывалась гипотеза мультипликативности вероятностного распре-
деления совместной вероятности двух независимых систем. Следует 
отметить, что осреднение физических величин во всех этих работах 
было проведено нормированном эскортным распределением 

 / q
j j jjf p p .  

Целью данной главы является построение обобщенных неэкстен-
сивных термодинамик, соответствующих однопараметрическим эн-
тропиям, принадлежащим к семейству Шарма-Миттал. При этом так-
же используются осредненные значения параметров системы, полу-
ченные по нормированному эскортному распределению, которое 
обычно используется при рассмотрении хаотических, фрактальных и 
мультифрактальных систем. Однако в отличие от ряда известных ра-
бот (см., например, Czachor, Naudts, 2002; Scarfone, 2006; Kaniadakis и 
др., 2005), в которых подобные исследования по термостатике про-
ведены с привлечением двукратно деформированных экспоненты и 
логарифма (введенных первоначально в теории информации Шарма 
и Миттал в 1975 г.), особенность данной работы состоит в том, что 
проведено построение обобщенных неэкстенсивных термодинамик с 
помощью более простых и хорошо изученных однократно деформи-
рованных функций − логарифма и экспонента Тсаллиса.  
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4.1. Однопараметрические типы энтропий  
семейства Шарма−Миттал 

Введенная Шарма и Миттал (1975) двухпараметрическая энтро-
пийная мера случайной величины  { }jp p  определяется формулой  

 

 





( 1)/( 1)

,

1 ( )
( ):

1

q r q
jjSM

q r

p
S p k

r
,                                    (4.1) 

 
 

где , 0r q ,  1r q, r q . В выражении (4.1)  1,...,W{ }j jp p  - дискрет-

ная функция распределения, а W обозначает количество доступных в 
системе микросостояний; k  − постоянная Больцмана. 

Энтропийная мера (4.1) включает как классическую, так и дефор-
мированные однопараметрические энтропии, в частности:  

 энтропию Больцмана−Гиббса−Шеннона  
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 энтропию Реньи (Renyi, 1961, 1970) 
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 энтропию Тсаллиса (Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 
1988) 
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 энтропию Ландсберга –Ведрала (Landberg, Vedral, 1998) 
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 энтропию Гаусса (Frank, Plastino, 2002) 
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,    0, 1q q .                   (4.6) 

 

Экспонента Тсаллиса и деформированный логарифм. Далее мы 
будем широко использовать так называемые деформированные 
функции, в частности, деформированный логарифм ln ( )q x  и дефор-

мированную экспоненциальную функцию (экспоненту Тсаллиса) 

exp ( )q x , которые определяются следующим образом (см. Tsallis, 

2007, 2009): 
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(4.8)  
 

где x , q ; выражение, стоящее в квадратных скобках, либо по-

ложительно, либо равно нулю,  [ ] max( ,0)y y .  

Легко проверить, что в пределе 1q  деформированные функ-

ции принимают стандартный вид:  
 


 1

1
ln ( ) limln ( ) ln( )q

q
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  1

1 0 1 0
exp ( ) lim exp ( ) lim exp ( ) exp( )q q

q q
x x x x      (x ),                  (4.9) 

 

а так же, что 
 

 exp [ln ( )] ln [exp ( )]q q q qx x x ,    ;x q.                            (4.10) 
 

Можно также убедиться, что для деформированной экспоненты 
справедливы следующие соотношения: 
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    exp ( ) exp ( ) exp [ (1 ) ]q q qx y x y q xy     ( ; )x q .                     (4.11) 
 

Соответственно для деформированного логарифма ln ( )q x  имеем: 
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   ln ( ) ln ( ) ln ( ) (1 )ln ( )ln ( )q q q q qxy x y q x y     ( ( , ); )x y q .          

(4.12) 
 

Эти соотношения будут также широко использоваться далее. 
 

Энтропийный функционал Шарма−Миттал, как родоначальник 
семейства однопараметрических энтропий. Продемонстрируем те-
перь, что определяющие формулы для энтропий (4.1)-(4.6) связаны 
равенствами, представляющими чередования обычных ( ln , exp ) и 

деформированных (lnq , expq ) логарифмов и экспонент, заданных 

формулами (4.7) и (4.8).  
Используя обозначение 

   : 1q
q j qjc p                                          (4.13) 

 

для так называемой обобщенной статистической суммы, перепишем 
выражения (4.3) и (4.4) для энтропий Реньи и Тсаллиса в виде  
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Сопоставление этих выражений дает связь  
 

   1/(1 ) 1 1exp( ) exp ( )q R Ts
q q q qc k S k S ,                                 (4.16) 

 

из которой следуют связующие эти энтропии равенства 
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(4.17) 
 

Формула (4.16) позволяет также получить равенства, связываю-
щие энтропии Шарма−Миттал и Ландсберга–Ведрала с энтропиями 
Тсаллиса и Реньи: 
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Таким образом, q -деформированный логарифм и экспонента 

Тсаллиса позволяют записать все перечисленные меры в компактной 
форме (16)-(19). Кроме этого, лаконичные соотношения (4.17)-(4.19) 
для энтропий облегчают нахождение предельных значений функцио-
налов (4.1)-(4.6), по сравнению с их записью в явном виде. В частно-
сти, при использовании формулы (4.18) и соотношений (4.9*), легко 
найти следующие пределы: 
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Поскольку при  имеем     1 exp ( 1)lnq
j jp q p

 1 ( 1)ln jq p , то предельное значение энтропии Тсаллиса 
1

lim
q

( )Ts
qS p  сводится к энтропии Больцмана−Гиббса−Шеннона BGSS . Дей-

ствительно, при  имеем:  
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Аналогично можно получить следующие предельные значения: 
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Наконец, используя соотношения (4.18) и (4.23), получим формулу 
для определения энтропии Гаусса 
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Псевдоаддитивность энтропии Шарма−Миттал для независи-
мых систем. Покажем, что подобно энтропии Тсаллиса, энтропия 
Шарма−Миттал подчиняется псевдоаддитивному закону для двух ста-
тистически независимых системы. Пусть общая система характеризу-
ется нормированным распределением вероятностей микросостояний 

12 , 1,...,W{ }ij i jp p  и энтропией Шарма−Миттал 
 

  
 

1
, 12 12( ) ln exp ( )SM Ts
q r r q qS p k k S p .                           (4.26) 

 

Для двух независимых систем справедливо мультипликативное рас-

пределение 12 1 2p p p , где 1 1,...,W{ }i ip p  и 2 1,...,W{ }j jp p  относятся 

соответственно, к первой и второй системе. Подставляя распределе-

ние 12 1 2p p p  в (4.26) и учитывая формулы (4.10), (4.12) и (4.18), по-

лучим равенство 
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, 12 1 2 1 2

1
( ) ln exp ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )SM Ts Ts Ts Ts

q r r q q q q qS p k S p S p q S p S p
k

  
 

        
           

        
1 2 1

1 1 1
ln exp ( ) exp ( ) ln exp ( )Ts Ts Ts
r q q q q r q qk S p S p k S p

k k k
 

 

         
            

         
1 2 2

1 1 1
(1 )ln exp ( ) exp ( ) ln exp ( )Ts Ts Ts

r q q q q r q qk r S p S p k S p
k k k

 

   , 1 , 2 , 1 , 2
1

( ) ( ) (1 ) ( ) ( )SM SM SM SM
q r q r q r q rS p S p r S p S p

k
,                        (4.27) 

из которого следует свойство псевоаддитивности энтропии Шар-
ма−Миттал для двух независимых систем. Параметр r  в (4.27) опре-
деляет степень неаддитивности энтропий из семейства Шар-
ма−Миттал. Из этого выражения видно, что только для энтропий Ре-

ньи ( 1)r  и Больцмана−Гиббса−Шеннона ( , 1)r q  выполняется за-

кон аддитивности.  

4.2. Экстремум энтропии Шарма−Миттал  
и негиббсовое равновесное распределение  

 Пусть рассматриваемая статистическая система с мерой Шар-
ма−Миттал реализуется двумя множествами: множеством всех состо-
яний системы, описываемых распределением вероятностей 

  1 ,..., Wp p p , и множеством параметров   1( ) ,..., ,WT p T T  характери-

зующих систему. Будем далее считать, что средневзвешенное каждой 
случайной величины T  в состоянии с распределением p  определя-

ется по формуле (Scarfone, 2006; Frank, Plastino, 2002; Aktürk и 
др.,2007;  Зарипов, 2010). 

 

    
1: ( ) q

q j j q j jj jT T f q c T p ,                              (4.28) 

где  

 ( ): / /q q q
j qj i jif q p p p c                                    (4.29) 

 

− эскортное (нормированное) распределение (см. Abe, 2000), которое 
обычно используется при рассмотрении хаотических, фрактальных и 

мультифрактальных систем. Легко показать, что распределения ip  и 
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if  могут быть записаны в следующих эквивалентных формах  
 

    
1/1/ 1/ 1/( ) /
qq q q

i qi i jjp f c p f f , 
 

  1( ) exp ( 1) ( )q R
i qif q p k q S p ,  

 

Для определения равновесного распределения системы найдем 
безусловный экстремум энтропии Шарма─Миттал  

 

      
 

( 1)/( 1) 1/( 1)
, ( ) 1 ln

1
SM r q q
q r q r q

k
S p c k c

r
            (4.30) 

 

при заданности среднего значения qE  энергии системы и сохранении 

нормировки распределения p   
 

: , 1q j j jj jE f const p     .   
 

Согласно вариационному принципу Джейнса (Jaynes, 1963), для 
нахождения вероятного распределения необходимо вычислить без-
условный экстремум функционала 
 

1/( 1)
( ): ln /

qq q q
r j j j j jj j j jp k p p p k p


     
    L ,          (4.31) 

 

где параметры   и   являются неопределенными множителями Ла-

гранжа. Из условия равенства нулю первой вариации функционала 
L , получим равенство 

1 11 ( ) 0
1

r q

q qq
j q j j q

j q

kq
p c q p E k

p q c



  
      

 

L

,   

 

из которого следует 
 

1 1 1
,

,

1
1 (1 ) ( ) Г

Г
q
j j q q r

q r

q
p k q E

q
  
    
        

   

              (4.32) 

 

Здесь введена величина ,Гq r , определяемая соотношением 

1

1
,Г :

r

q
q r qc



 .                                                      (4.33) 
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Заметим, что для энтропии Тсаллиса ,Гq r q qc  ; для энтропии Реньи 

,1Г 1q  ; для энтропии Ландсберга−Ведрала , 2Г 1/q r q qc   .  

Поскольку множители Лагранжа   и   имеют произвольные 

значения то, полагая  

 
1

,1
Г

1 1

r
q rq q

jj

qq
p

q q



  
 

 ,                             (4.34) 

 

запишем (4.32) в виде негиббсового равновесного распределения с 
параметром  ,q r  

 



        
 

1
1 1

, ,
1

( ) 1 (1 ) ( )
SM

q
j q r q r j qp k q E

Z
 

 

     
 

1
,

1
exp ( )

SM

q q r j qk E
Z

,                          (4.35) 

где 


   
 

1/(1 ) 1/(1 )
SM

qq q
qjjZ p c            

 

 



       
 

1
1 1

,1 (1 ) ( ) q
q r j qj k q E     

 
1

,exp ( )q q r j qj k E   (4.36) 
 

 

─ статистический интеграл, определяемый из условия нормировки 
(4.31); параметр  , ,/q r q rΓ является обратной физической темпе-

ратурой в статистике Шарма−Миттал (см. ниже); здесь и далее знак 
«тильды» у параметров системы означает их вычисление для равно-
весного распределения вероятностей jp . 

При условии r q  из (4.35) следует выражение для равновесного 

распределения jp  в статистике Тсаллиса 

 



        
 

1
1 1

1
( ) 1 (1 ) ( ) q
j q q j q

Ts

p k q E
Z

( )1
exp

q j q
q

Ts

E

kZ

   
 
  

,  

(4.37) 
где  
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1
1 1

( )
( ) 1 (1 ) ( ) exp )

q j qq
Ts q q j q qj j

E
Z k q E

k
 



   
           

  
      

(4.38) 
 

− статистический интеграл в статистике Тсаллиса; параметр  /q qc  

является обратной физической температурой системы,  1/ph qT ;   

− множитель Лагранжа, который связан с ограничением на среднюю 
энергию в неэкстенсивной статистической механике. При 

     11 (1 ) ( ) 0q j qk q E  имеем 0jp , а при 1q  из (4.37) и (4.38) 

следует классическое каноническое распределение Гиббса  
 

             
1 1( ) exp ( ) / exp ( )j j q j qjp k E k E .                   (4.39) 

 

В случае, когда 1r  из (4.35) следует равновесное распределе-
ние в статистике Реньи 

 



             
   

1
1 11

1 1
1 (1 )( ) exp ( )q

j j q q j q
R R

p k q E k E
Z Z

.      (4.40) 

Здесь  

  



         
 

1
1/(1 ) 1 1( ) 1 (1 )( ) 0q q

R q j qjZ c k q E                 (4.41) 
 

─ статистический интеграл; 1/T  − обратная температура (изменя-

ющаяся в пределах допустимых значений). Таким образом, распре-
деление вероятностей состояния статистического ансамбля неэкстен-
сивных систем с мерой Реньи, которые находятся в тепловом равно-
весии с внешней средой (термостатом) и могут обмениваться с ней 
энергией при постоянном объеме и постоянном числе частиц, соот-
ветствует обобщенному каноническому ансамблю Гиббса (40). 

4.3. Термодинамические соотношения обобщенной  
равновесной термодинамики 

Приступим теперь к основной цели данной главы – конструиро-
ванию равновесной термодинамики, основанной на неэкстенсивной 
статистике Шарма−Миттал. Поскольку соотношение (4.18) справедли-
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во и для равновесного распределения jp , то для экстремального зна-

чения энтропии Шарма−Миттал имеем 

(1 )/(1 ) 1

,

1 1
ln

1 1
SM

SM

r q r
q

q r r

c Z
S k k k Z

r r

   
  

 

SM ,                        (4.42) 

 

а для квазиравновесной деформированной свободной энергии Гель-

мгольца ,q rF  и обобщенного статистического интеграла SMZ  имеем 

следующие выражения 

   
 

SM
, ,

1 1
: ln SMq r q q r q rF E S E k Z ,   


 
 

1/(1 )

0SM

qq
jZ p .       (4.43) 

 

Учитывая (4.36) и (4.42), можно переписать равновесное норми-
рованное распределение (4.35) в следующем виде 
 


     

   
  

1/(1 )

,
,

1 ( ) ( )
( )

q

q r j q
j q r

q

q E
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1/(1 ) 1
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1/(1 ) 1
,,

exp ( )1 ( ) ( )

exp1 ( )
SMSM

q
q q r j qq r j q

r
r q rq r

k Eq E

k Sr S

 

 

      
 


.        (4.44) 

 

Здесь введены широко используемые далее обозначения: 
 

 1( ): (1 )r k r   ,  1( ): (1 )q k q   . 
 

Учитывая соотношения (4.33) и (4.36), можно переписать выра-

жение для статистического интеграла SMZ  в следующем виде 
 

       
 

( 1) 1( ) exp ( )r
SM SMq j qjZ Z k E .                       (4.45) 

 

Дифференцируя (4.45) по   с учетом формулы (4.10), получим 

 ( 1) 1

( 1)
( 1) 1 1 ( 1) 1

exp ( )

( ) ( )

r
SM SM

SM
SM SM
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q j qj
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( 1)
( 1) ln SM
SM

r
j q j q qr q q

jSM j

E E EZ
Z Z p

k k k




       
     

   
  

 

  
 

   
 

( 1) 1 1
SM SM SM

q qq r r
q

E E
Z Z c k Z k                         (4.46) 

 

С учетом формулы (4.11) для дифференцирования деформированно-
го логарифма (4.11), из (4.46) следует 
 

   
  

  

1ln SM SM
SM
rr Z Z E

Z k .                            (4.47) 

 

С другой стороны, используя выражение (4.42) и (.945), получим 
 

       
 

SM ( 1) 1
, ln exp ( )r
q r r q j qSMjS Z k E ,                      (4.48) 

Откуда 

 
 

 

SM
, ln SMq r r

q q

S Z
k

E E
 

 

             
 

( 1) 1 ( 1) 1 1exp ( ) .SM SM SM

SM

q
r r q

q j q qjr

k
Z k Z k E c Z

Z
  (4.49) 

 

Таким образом, для равновесной термодинамики, построенной на 
базе энтропии Шарма−Миттал, можно написать (опуская знак «тиль-
ды») следующие соотношения 
 

SM
, ln SMq r rS k Z ,       

 

SM
, ,

1 1
ln SMq r q q r q rF E S E k Z ,   

 

 
  

 

SM
, ln SMq r r

q q

S Z
k

E E
,    

 




,( )q r
q

F
E ,    

 
 
 

ln SMq r
E Z

k .     (4.50) 

 

Здесь важно подчеркнуть, что величина SMZ  определяется микро-

скопической энергией  j  относительно внутренней энергии qE  си-

стемы (см.(4.36)). Если ввести новую величину SMZ , которая опреде-

ляется микроскопической энергией  j  относительно нулевой точки, 
 

  1ln lnSM SMr r qZ Z k E ,                               (4.51) 
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то соотношения равновесной термодинамики (4.50) принимают почти 
классическую форму 
 

  SM
, ,q r q q rS E F ,   SM

,q r qdS dE , 
 

, ( / )ln SMq r qF k Z   ,   ,( )/q q rE F   ,   2 /q qC E   .          

(4.52) 

4.4. Термодинамическое равновесие двух независимых  
систем с энтропией Шарма−Миттал 

Рассмотрим тепловое равновесие двух независимых q -систем с 

энтропиями  SM
, 1q rS p  и  , 2q rS pSM , представляющих собой общую за-

мкнутую систему с постоянными значениями энтропии  12
12SM SMS S p  

при 12 1 2p p p  и суммарной энергии 12( )qE p . Согласно свойству не-

аддитивности (4.27) энтропий в статистике Шарма−Миттал , энтропию 
совокупной системы можно переписать в следующем виде:  

 

          , 12 , 1 , 2 , 2 , 1( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )SM SM SM SM SM
q r q r q r q r q rS p S p r S p S p r S p  

 

 , , 21( ) ( ) ( )SM SM
q r q rr S p S p .                                                   (4.53) 

 

Для нахождения осредненной энергии 12( )qE p  совокупной q -

системы воспользуемся равновесным распределением (4.44) 
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1
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1
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k
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k S
.                                      (4.54) 

 

где     [ ]: ( )j j qE  ─ флуктуация энергии частиц. При учете условия 

мультипликативности 12 1 2p p p  и формулы (4.10) будем иметь 
 

 
 

 
 

 
 

  

  

           
  

, , ,

1 1 1
, 12 , 1 , 2

1 1 1
12 1 2

exp [ ] exp [ ] exp [ ]

exp ( ) exp ( ) exp ( )SM SM SM
q r q r q r

q q r j q q r j q q r j

r r r

k k k

k S p k S p k S p
 

  
  





          


  , , , ,

1
, 1 2 1 2

1
1 2 1 2

exp [ ] [ ] ( ) [ ] [ ]

exp ( ) ( ) ( ) ( ) ( )SM SM SM SM
q r q r q r q r

q q r j j j j

r

k q

k S p S p r S p S p
.        (4.55) 
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Поскольку знаменатели в правой и левой частях соотношения (55) 
одинаковы, то можно заключить, что 
 

           12 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] ( ) [ ] [ ]j j j j jq .               (4.56) 
 

В этом соотношении необходимо использовать условие аддитивности 
осредненных энергий 

 12 1 2
q q qE E E ,                                            (4.57) 

 

поскольку без этого предположения осредненные величины системы 
будут зависеть от микроскопических величин, что является неприем-
лемым (см., например, Zaripov, 2005). Тогда из (4.56) для микроско-
пических энергий получим следующее условие квазиаддитивности 
микроскопических энергий  

   12 1 2 1 2( )i i i i iq          .                             (4.58) 
 

Отметим, что именно наличие этого равенства является, в частности, 
той причиной, благодаря которой статистику на мере Реньи относят к 
неэкстенсивной статистической механике. 

Варьирование соотношений (4.53) и (4.57) для совокупной за-
мкнутой системы с постоянными значениями энтропии 

, 12( )SM
q rS p  и 

энергии 12
qE приводит к равенству  

 

, 12 , 1 , 2 , 2 , 1( ) 0 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )SM SM SM SM SM
q r q r q r q r q rS p S p r S p S p r S p            

  

для энтропии и равенству  
12 0qE    1 2

q qE E   для средней энергии. 

Объединяя их, в итоге получим уравнение 
 

     
   


 

, 1 , 2

, 1 , 2

1 2( )/ ( )/

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

SM SM
q r q r

SM SM
q r q r

q qS p E S p E

r S p r S p
,                        (4.59) 

 

из которого, при учете (4.33), (4.42) и (4.50), вытекает условие 
 

, 1 , 2

,
,1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ГSM SM

q r q r

q r
q rr S p r S p

  
  

 
,            (4.60) 

 

означающее равенство физических температур  ,q r  двух независимых 

q -систем при их тепловом контакте. Отношение эквивалентности 

(4.60) является обобщением нулевого закона термодинамики на не-
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экстенсивные системы, описываемые статистикой Шарма─Миттал. 

Оно показывает, что в отличие от классического случая ( , 1)q r  фи-

зическая температура phT  не является обратной величиной множите-

ля Лагранжа,  1 , но 
 

 ,

,
,

,

Г1
1 ( ) ГSM

q r

q r
ph q r

q r

T r S T T    
 

.                        (4.61) 

 

Важно иметь в виду, что такое переопределение эффективной 
температуры в статистике Шарма−Миттал противоречит основным 
принципам классической термодинамики, где абсолютная темпера-
тура T  является интенсивным параметром, а не функционалом 

( )phT p . В связи с этим, сделаем следующее общее замечание. В 

большинстве неэкстенсивных систем важную роль играют длинно-
масштабные пространственно-временные корреляции в фазовом или 
геометрическом пространстве. Это означает, в частности, что суще-
ственное значение имеет та часть внутренней энергии системы, кото-
рая связана с силовым взаимодействием отдаленных друг от друга ее 
частей, а именно потенциальная энергия. В классической статистике 
внутренняя энергия определяется, как правило, суммой кинетических 
энергий всех молекул совокупной системы. В такой системе «тепло-
вой баланс» достигается в основном за счет локального теплообмена 
между близко расположенными ее частями, т.е. «тепло» связано с 
передачей кинетической энергии молекулами.  

Поскольку физическая температура phT  отвечает за «глобальный 

тепловой баланс» между различными частями системы, то ее энерге-
тический баланс будет сильно отличаться от локального теплового 
баланса. Локальный баланс, как известно, можно охарактеризовать 

абсолютной обратной температурой 1/T , измеряемой термомет-

ром. Однако любое измерение физической температуры phT  нере-

ально, что связано с наличием коэффициента ,Гq r , зависящего, со-

гласно (4.33), от параметров деформацииq  и r  системы. 

Таким образом, обобщенный нулевой закон статистической тер-
модинамики (4.60) показывает, что физическая температура в стати-

стике Шарма−Миттал отличается от инверсии множителя Лагранжа 

. Этот факт неизбежно должен приводить к переопределению неко-
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торых термодинамических соотношений (4.50) и (4.52), полученных в 
рамках статистики Шарма−Миттал. В работе (Abe и др., 2001; Abe, 
Okamoto, 2001), в качестве основных предпосылок, взятых за исход-
ный пункт построения модифицированной макроскопической термо-
динамики Тсаллиса, выбраны первый закон термодинамики и струк-
тура преобразования Лежандра. Далее мы также воспользуемся этим 
подходом для переопределения соответствующим образом получен-
ные выше термодинамических соотношений.  

4.5. Деформированные термодинамические  
соотношения 

Прежде всего введем, по аналогии с физической температурой 

phT , физическое давление qhp , путем рассмотрения механического 

равновесия двух независимых q -систем, представляющих собой об-

щую замкнутую систему с постоянными значениями энтропии 

, 12( )SM
q rS p  и объема   12 1 2V V V const . В этом случае энтропия сово-

купной системы должна максимизироваться с фиксацией общего 
объема. В результате будем иметь 

   
 

 

, 1 , 2

, 1 , 2

1 2( )/ ( )/

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

SM SM
q r q r

SM SM
q r q r

ph

ph

pS p V S p V

r S p r S p T
,                     (4.62) 

 

где php  − так называемое физическое давление, которое определяет-

ся соотношением 

, ,

, ,

:
1 ( ) Г

SM SM
q r q r

SM
q r

ph ph
ph

q r

T TS S
p

r S V V

 
 

  
.                     (4.63) 

 

Очевидно, что введенные таким способом физические температура и 
давление, должны привести к модификации определения термоди-
намической энтропии Клаузиуса. 

Чтобы показать это, рассмотрим структуру преобразования Ле-
жандра. Уравнение (4.50)    SM

, /q r qS E  указывает на то, что пара-

метры   и qE  образуют пару переменных Лежандра. Это приводит к 

следующему определению свободной энергии Гельмгольца (изохор-
но-изотермического потенциала) (см.(4.43) и (4.50)): 
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SM 1/(1 )
, , ln lnSM

q
q r q q r q r q r qF E TS E kT Z E kT c .               (4.64) 

 

Это выражение, однако, неудовлетворительно с точки зрения дефор-
мированной термодинамики. Свободная энергия должна зависеть от 

phT , а не от переменной  1T .  

По аналогии с подходом (Abe, 2000-a), переопределим макро-
скопическую свободную энергию (4.64) следующим образом:  

 

  
 

1/(1 )
, ( ) ln q
q r ph q ph qF T E kT c ,                           (4.65) 

 

что отличается от соответствующего выражения в традиционной тер-
модинамике. Используя соотношения (4.42), (4.33) и (4.61), можно 
убедиться, что переопределенная таким образом свободная энергия 

,q rF  является функцией phT . Дифференцируя функцию ,q rF , в результа-

те получим 
 

, ,
,

ln
1 Г

ph
q r q q ph q r

q r

Tk
dF dE c dT dS

q

 
    

SM
.                      (4.66) 

 

Если теперь использовать первый закон термодинамики 
 

  q q phd Q dE p dV ,                                               (4.67) 
 

где qQ  − количество теплоты, подводимое к термодинамической q -

системе (или отводимое от нее), то (4.66) можно переписать в виде 
 

, ,
,

ln
1 Г

ph
q r q ph q ph q r

q r

Tk
dF d Q p dV c dT dS

q

 
     

SM
.                  (4.68) 

 

Отсюда следует, что определение термодинамической энтропии 
Клаузиуса модифицируется для неаддитивных систем следующим 
образом: 

, ,Г /q r q r q phdS d Q TSM
.                                         (4.69) 

 

Введем теперь в рассмотрение следующие характеристические 

функции: обобщенную энтальпию  q q phH E p V  и обобщенный тер-

модинамический потенциал  , ,q r q r phG F p V . Заметим, что характе-

ристические функции обладают следующим свойством: если известна 
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характеристическая функция, выраженная через соответствующие 
(свои для каждой функции) переменные, то из нее можно вычислить 
любую термодинамическую величину.  

В этом нетрудно убедиться. Из уравнений  
 

,
,Г

ph
q q r ph

q r

T
dE dS p dV SM

,     ,
,Г

ph
q q r ph

q r

T
dH dS VdP SM

,                (4.70) 

 

 
    

ln
(1 )

q q ph ph
k

dF c dT p dV
q

,   
 

    
, ln

(1 )
q r q ph ph

k
dG c dT Vdp

q
   

(4.71) 
 

следуют обобщенные термодинамические соотношения 
 

    
     

    SM
,

,

q r ph

q q r
ph

S T

E F
p

V V
,   

, , ,Г
ph

q q ph

q r q r q rV P

E H T

S S

    
    

       
SM SM

,          (4.72) 

 

    
    

       SM
,

,

q r ph

q q r

ph phS T

H G
V

p p
,   
    
     

      

, ,
ln

(1 )
ph

q r q r
q

ph ph PV

F G k
c

T T q
.  (4.73) 

 

Уравнение для теплоемкостей. Как известно, в классической 
термодинамике теплоемкость вещества в наиболее общем виде 

определяется следующим образом:  /z z
С T S T   . Здесь zС − теп-

лоемкость в таком процессе, в котором сохраняется постоянным па-
раметр z , где z − любые обобщенные координаты. Наиболее рас-
пространенными являются изобарная теплоемкость и изохорная теп-
лоемкость: 

 

 
  

  

SM
,

,
ph

ph q r
p

q r ph p

T S
С

Γ T
,     

 
  

  

SM
,

,

ph q r
V

q r ph V

T S
С

Γ T
.                          (4.74) 

 

Так как в соответствии с формулой 
       

     
       

)

z z z

y y u

x u x
 (спра-

ведливой для случая двух переменных, когда  ( , )y y x z  и  ( , )u u x z ) 

имеем 
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SM SM
, ,

ph ph ph

q r q r q

ph q php p p

S S H

T H T
и   

       
     

            

SM SM
, ,q r q r q

ph q phV V V

S S E

T E T
,  

(4.75) 
 

а из (4.72) и (4.73) следует, что 
 

 
  

SM
, ,

ph

q r q r

q php

S Γ

H T
,   , ,Гq r q r

q phV

S

E T

 
 

  

SM

, то 

соотношения (4.74)  можно записать в виде 
 

 /
ph

p q ph p
С H T   ,     /V q ph V

С E T   .                           (4.76) 

 

Уравнение, устанавливающее связь между теплоемкостями pС  и 

VС , может быть получено следующим образом. В соответствии с со-

отношением (см. Сычев, 1991) 
 

            
         

            

)

n y n nx

z z x z y

m x m y m
,                      (4.77) 

 

являющимся следствием выражения для полного дифференциала 

функции  ( , )z z x y , можно записать (полагая m x )  
 

         
       

               

SM SM SM
, , ,

phph ph

q r q r q r

ph ph phTP V P

S S S V

T T V T
.                   (4.78) 

 

Отсюда, используя уравнение Максвелла    SM
,( / ) ( / )

phq r T ph ph VS V p T , 

получим 

2
,Г

ph

ph ph
p V

ph phq r V P

T p V
С С

T T

    
     

       

.                                   (4.79) 

 

Это выражение может быть представлено в другом виде, если ис-

пользовать связку трех производных 
      

     
      

1
y xz

z x y

x y z
 (след-

ствие соотношения (77) при  ,m x n z  (Сычев, 1991), из которой 

следует  
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                phph

ph ph

ph ph TV p

p pV

T T V
.                                 (4.80) 

 

С учетом (80) связь между теплоемкостями приобретает классический 
вид:   

2

2
,

/
Г

ph ph

ph
p V

ph phq r P T

T V V
С С

T p

    
      

       

.                                   (4.81) 

 

Таким образом, стандартная форма термодинамических соотно-
шений (4.72), (4.73) и (4.81) в термодинамике Шарма−Миттал позво-
ляет заключить, что они остаются инвариантными относительно не-
аддитивной модификации их классических аналогов. Подчеркнем 

важный факт, что температуры  1/T  и   ,1/ph q rT  не зависят от 

выбора нуля энергий, и поэтому они допускают физическую интер-
претацию. Заметим, что в дополнение к структуре Лежандра различ-
ные другие важные теоремы и свойства остаются q - инвариантными 

(см. Tsallis, 2009). 

4.6. Двухпараметрическая информация различия  
Шарма−Миттал. Обобщенная Н-теорема  

Наряду с энтропией SM
,q rS , информация различия Шарма-Миттал  

 

   


  
 

     
   

 ,

1 1
1 11 1( : ) 1 ln

1
SM
q r

r
q q q qq q

rj j j jj j

k
K p u p u k p u

r
       (4.82) 

 

также относятся к наиболее существенным статистическим характе-
ристикам неэкстенсивной динамической q -системы. Являясь функ-

ционалом, она характеризует переход системы от состояния p  в со-

стояние u , когда статистические наблюдения ведутся относительно 
состояния p . 

Заметим, что при 1r  величина ,
SM
q rK  переходит в различающую 

информацию Реньи  


  




1
, 1( : ) ( : ): ln

1
SM R q q
q r q j jj

k
K p u K p u p u

q
,     
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а при q r  величина ,
SM
q rK переходит в различающую информацию Ра-

тье-Каннаппана 

 
1

1 1 1
, ( : ) ( : ): 1 ln

1
SM RK q q q q q
q q q qj j j jj j

k
K p u K p u p u k p u

q
       

 
  .  

 

Выпуклость. Различающая информация , ( : )SM
q rK p u  является ве-

щественным, выпуклым и положительным (или отрицательным) 
функционалом с минимумом (максимумом) в зависимости от сочета-
ния знаков параметров деформации r  и q . Покажем это. Для некото-

рого действительного числа 0n  имеем 
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1
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                            (4.83) 

Поэтому, например, для 0q  справедливо  неравенство 
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при использовании которого получаем 
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, (4.84) 
 

если 1r . Легко проверить, что имеют место следующие неравенства 
 

, ( : ) 0SM
q rK p u ,  если  0, 1q r , или  0, 1q r ;      

 

, ( : ) 0SM
q rK p u ,   если  0, 1q r , или  0, 1q r .                     (4.85) 

 

В частном случае, когда 1r , из неравенств (4.85) вытекают 
следующие  неравенства для различающей информации Реньи 

( : )R
qK p u :  
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 ( : ) 0, ( 0);R
qK p u q      ( : ) 0, ( 0)R

qK p u q .                  (4.86) 
 

Важно отметить, что поскольку при u p  имеет место равенство 

, ( : ) 0SM
q rK p p , то различающая информация Шарма─Миттал является 

функцией Ляпунова11)
.  

Для различающей информации Ратье-Каннаппана ( : )RK
qK p u  из 

(4.85) следует 
 

 ( : ) 0, ( 0);RK
qK p u q     ( : ) 0, ( 0);RK

qK p u q     ( : ) 0, ( 0)RK
qK p u q ,   

(4.87) 
 

т.е. выражение (4.87) удовлетворяет такому же основному свойству, 
что и энтропия Кульбака−Лейблера классической статистики, а потому 
может использоваться для тех же целей. Однако в данном случае 
имеется свобода выбора параметра ,q  что позволяет исследовать не-

экстенсивные системы. 
Обобщенная Н-теорема в статистике Шарма-Миттал. Рассмот-

рим теперь замкнутую систему, для которой распределение jp  явля-

ется произвольным, а распределение j ju p − равновесным (см. 

(4.44)) 

     
   

  

1

1
,1 ( ) ( ) q
q r j q

j j
q

q E
u p

c
.                          (4.88) 

 

При использовании соотношений (4.8), (4.11), (4.30), (4.33) и (4.36) 
легко показать, что спонтанный переход между этими состояниями 
описывается следующей различающей информацией Шарма-Миттал  
 

                                                           
11) Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределённая 

функция, которая обращается в нуль в точке равновесия системы. Состоя-
ние равновесия является аттрактором, когда производная по времени от 
функции Ляпунова имеет знак, противоположный знаку самой функции. 
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SM SM1 1
, , ,ln exp ( )SM

q
q r q r q r q q r q qZ S S kc k E E       (4.89) 

 

c равенством , ( : ) 0SM
q rK p p  при распределении j jp p . 

Если , 1q r , то из (4.89) вытекает известное выражение для ин-

формации различия Кульбака–Лейблера  ( ): ln( / )KL
j j jjK p,u k p p u  

классической статистической механики для случая спонтанного пере-
хода системы от произвольного состояния с распределением p  к со-

стоянию с каноническим распределением Гиббса 
   1 1exp( )j jp Z k  (см. Зарипов, 2002; Колесниченко 2018с) 

 

      BGS BGS( : ) ( ) 0KL
q qK p p S S E E                         (4.90) 

 

характеризующее степень отклонения хаотической системы от полно-
го равновесия.  

При выполнении условия Гиббса q qE E  (см. Климонтович,1990) 

и с учетом свойства (4.85) знакоопределенности информации разли-

чия , ( : )SM
q rK p p  из (4.89) следуют два неравенства:  

 

     SM SM1
, , ,( : ) 0SM

SM
q

q r q r q rK p p Z S S ,   если  0, 1q r , или  0, 1q r ;    

(4.91) 
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     SM SM1
, , ,( : ) 0SM

SM
q

q r q r q rK p p Z S S ,   если  0, 1q r , или  0, 1q r .   

(4.92) 
 

которые обобщают теорему Гиббса на неэкстенсивную статистику 
Шарма−Миттал. Согласно этой теореме, для замкнутой системы эн-
тропия Реньи SM

,q rS  SM
, ( : )SM
q r q qS c К p p  возрастает (убывает) до экс-

тремального ее значения SM
,q rS  при   0 0q q  одновременно с 

уменьшением (увеличением) положительной (отрицательной) ин-
формации ( : )SM

qК p p . Таким образом, различающая информация 

представлена здесь в виде отрицательного вклада в текущую энтро-
пию Шарма−Миттал и потому может быть названа негэнтропией 
(Шредингер, 1947). 

Поскольку информация различия Шарма−Миттал является зна-
коопределенной функцией Ляпунова, то для того чтобы состояние 
равновесия SM

,q rS  было устойчивым, необходимо выполнение следу-

ющих неравенств 
 

 , ,1
, ( : ) 0SM

SM

q r q rq
q r

d S Sd
K p p Z

dt dt



    
 

SM SM

,  если  0, 1q r ;  0, 1q r ; 

(4.93) 

 , ,1
, ( : ) 0SM

SM

q r q rq
q r

d S Sd
K p p Z

dt dt



    
 

SM SM

,  если   0, 1q r ;  0, 1.q r

(4.94) 
 

Из этих соотношений следует неравенство для энтропии Шар-
ма−Миттал:  

, / 0q rdS dt SM    при  0, 1q r , или  0, 1q r ,                       (4.95) 

 

, / 0q rdS dt SM    при  0, 1q r , или  0, 1q r ),                     (4.96) 
 

которые выражают H -теорему для стохастической q -системы, опи-

сываемой энтропией Шарма−Миттал: при временной эволюции к 
равновесному состоянию энтропия замкнутой системы может как 
возрастать до экстремального ее значения SM

,q rS , так и убывать в зави-
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симости от выбора численных значений параметров неэкстенсивно-
сти q  и r . 

В заключение заметим, что в этой главе дается логическая схема 
построения деформированных термодинамик неэкстенсивных си-
стем, основанная на многопараметрической энтропии Шар-
ма−Миттал. В отличие от ряда известных работ (см., например, 
Czachor, Naudts, 2002; Scarfone, 2006; Kaniadakis и др., 2005), в кото-
рых подобные исследования по термодинамике ШМ проведены с 
привлечением двукратно деформированных экспоненты и логарифма 
(введенных первоначально в теории информации Шарма и Миттал в 
1975 г.), особенность предпринятого здесь подхода состоит в том, что 
проведено построение обобщенных неэкстенсивных термодинамик с 
помощью более простых и хорошо изученных однократно деформи-
рованных функций− логарифма и экспонента Тсаллиса.  
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ГЛАВА  5 

Построение формализма статистической  
термодинамики неэкстенсивных систем  
на основе каппа-энтропии Каниадакиса 

В рамках неэкстенсивной статистики Каниадакиса, основанной на 
параметрической каппа-энтропии, показано, как можно получить де-
формированную термодинамику сложных аномальных систем и опреде-
лить ее свойства. Приведены основные математические свойства κ-
логарифма и κ-экспоненты, а также другие связанные с ними функции, 
возникающие при разработке статистической механики Каниадакиса. В 
результате получено обобщение на неэкстенсивный случай нулевого за-
кона термодинамики для двух независимых подсистем при их тепловом 
контакте и введена так называемая физическая температура, отлич-

ная от инверсии множителя Лагранжа  . С привлечением обобщенного 

первого закона термодинамики и преобразования Лежандра и на основе 
введенной энтропии Клаузиуса получены новые термодинамические со-
отношения, которые отличны от выведенных ранее традиционным для 
неэкстенсивной статистики способом соотношений, неудовлетвори-
тельных с точки зрения макроскопической термодинамики. На основе 
свойства выпуклости дивергенции Бергмана изучены спонтанные пере-
ходы между стационарными состояниями сложной  -системы и дока-
заны теорема Гиббса и Н-теорема Больцмана. 

Введение 

Как уже было отмечено в предыдущих главах статистическая ме-
ханика Больцмана−Гиббса и стандартная термодинамика не являются 
вполне универсальными теориями, поскольку они имеют ограничен-
ные области применимости. В физике и в других естественных науках, 
использующих методы статистической механики, известны многочис-
ленные примеры сложных (аномальных) систем, которым присущи 
эффекты сильного дальнодействия, нелокальные корреляции между 
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отдельными элементами системы (помнящей свое прошлое), фрак-
тальный характер фазового пространства, немарковское поведение. 
Сложная пространственно-временная структура подобных аномаль-
ных систем приводит к нарушению принципа аддитивности для таких 
важнейших термодинамических величин, как энтропия или внутрен-
няя энергия.  

Исследования в области механики неаддитивных (неэкстенсив-
ных) систем стали в последнее время предметом значительного ин-
тереса, что объясняется как новизной возникающих здесь общетеоре-
тических проблем, так и важностью практических приложений. Нача-
ло систематического изучения в этом направлении связано с работой 
К. Тсаллиса (1988), в которой была введена формула статистической 

q -энтропии  
 

   

( ):

1
BTs q

q
k

S p p p d
q

,  

 

зависящая от некоторого действительного числа q  (так называемого 

параметра деформации) и обладающая неаддитивностью для сово-
купности независимых аномальных систем. Теория неэкстенсивных 
систем, основанная на энтропии Тсаллиса, в настоящее время интен-
сивно развивается, к сожалению, в основном зарубежными специа-
листами. В научной литературе доступны систематизированные со-
брания обзоров, дающие последовательное изложение многочис-
ленных новых результатов, полученных в ходе изучения неэкстенсив-
ных свойств в аномальных физических явлениях (см. библиографию, 
представленную на сайте http:/tsallis. cat.cbpf.br/ biblio.htm, которая 
постоянно обновляется).  

Определение энтропии Тсаллиса не является единственным 
примером деформированной энтропии. Фундаментом исследований 
в области неэкстенсивных статистик, проводимых в настоящее время, 
являются многочисленные нелогарифмические энтропии, введенные, 
например, в работах (Renyi, 1961, 1970; Tsallis,1988, 2001; Sharma, Mit-
tal, 1977; Taneja, 1989, 1995; Abe, 1997; Landsberg, Vedral, 1998; Papa, 
1998; Borges, Roditi, 1998; Landsberg 1999; Frank, Plastino, 2002; Kani-
adakis, 2009; Зарипов, 2002, 2010; Колесниченко, 2018a-d; 2019a-c; 
Колесниченко, Маров, 2019). При этом каждая неэкстенсивная стати-
стика имеет широкий спектр важных приложений, связанных с физи-
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кой сложных систем, вероятностные свойства которых определяются 
не гиббсовым (не гауссовым), а асимптотическим степенным законом 
распределения вероятностей (проявляющимся при максимизации 
соответствующих параметрических энтропий), который не зависит от 
экспоненциального поведения, обусловленного распределением 
Гиббса. Диапазон применения разнообразных неэкстенсивных пара-
метрических энтропий в настоящее время постоянно расширяется, 
охватывая различные направления в науке, такие как космология и 
космогония, теория плазмы, квантовая механика и статистика, специ-
альная и общая теории относительности, стохастическая динамика и 
фракталы, геофизика, биомедицина и многие другие. Среди всех де-
формированных энтропий неэкстенсивных систем особый интерес 
представляет энтропия Каниадакиса  

  
    




1 1( ):
2
BkS p p p d , 

  

введенная впервые в работах (Kaniadakis, 2001a,b; Kaniadakis, 
Scarfone, 2002; Kaniadakis и др., 2002). Основанная на  -энтропия не-
экстенсивная статистика сохраняет математическую и гносеологиче-
скую структуру обычной статистической механики и пригодна для 
описания очень большого класса экспериментально наблюдаемых 
явлений в физике низких и высоких энергий, а также в естественных, 
экономических и социальных науках. В частности, деформированная 
энтропия Каниадакиса естественно возникает в рамках специальной 
теории относительности Эйнштейна (Kaniadakis, 2002a, 2005). При 
этом параметр деформации   зависит от скорость света c  и умень-
шается до нуля при c, восстанавливая таким образом обычную 
статистическую механику и термодинамику. Cтатистика Каниадакиса 
возникает в различных прикладных областях. В качестве примера 
можно упомянуть работы, связанные с космическими эффектами 
(Kaniadakis, Scarfone 2002; Abreu и др., 2016; Livadiotis, 2018) (в част-
ности, с звездной астрофизикой (Carvalho и др., 2008, 2009; Soares, 
Silva, 2011)), с кварк-глюонной плазмой (Teweldeberhan и др., 2003), с 
газокинетическиими моделями, описывающими взаимодействие 
атомов и фотонов (Rossani, Scarfone, 2004), с квантовой механикой 
(Kaniadakis, 2002b). Другие приложения касаются динамических си-
стем (Coraddu и др.,2006; Tonelli и др., 2006; Celikoglu, Tirnakli, 2006), 
фрактальных систем (Olemskoi и др., 2008), теории поля (Olemskoi и 

https://sciprofiles.com/profile/31527
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др., 2010), теории случайных матриц (Abul-Magd, 2007, 2009; Abul-
Magd, Abdel-Mageed, 2012), теории игр (Topsoe, 2004), теории инфор-
мации (Wada, Suyari, 2007) и т. п. Кроме того,  - статистика особенно 
пригодна для описания экономических систем, например, при по-
строении  различных финансовых моделей (Rajaonarison и др., 2005), 
в частности, для изучения распределения личных доходов (Clementi и 
др., 2007, 2011, 2012).  

Данная глава посвящена конструированию на основе параметри-
ческой  -энтропии статистической термодинамики неэкстенсивных 
систем. Проведенное исследование базируется на свойствах негибб-
сового канонического κ-распределения, полученного из принципа 
Джейнса (Jaynes,1963) максимума κ-энтропии при заданности усред-
ненной внутренней энергии системы, и вероятностной нормировке 
для функции κ-распределения. Показано, что все важные термоди-
намические характеристики системы, такие как энтропия, полная и 
свободная энергия могут быть выражены с использованием только 
равновесной функции κ-распределения. Полученные при этом тер-
модинамические равенства для обобщенного канонического ансам-
бля Гиббса аналогичны классическим равенствам статистической 
термодинамики для замкнутых и открытых систем. Кроме этого, по-
казано, что сохраняются принцип максимума равновесной энтропии, 
лежандрова структура теории, термодинамическая устойчивость, 
теорема Гиббса и H- теорема и т. д. обычной статистической механи-
ки Больцмана−Гиббса при приближении параметра деформации   к 
нулю. Таким образом, в работе с единых позиций изложен круг во-
просов, связанных с конструированием деформированной термоди-
намики на основе  -энтропии Каниадакиса и дивергенции Бергмана 
для сложных аномальных систем.  

5.1. Основные определения, статистические  
характеристики и свойства энтропии Каниадакиса 

В деформированной статистической механике Каниадакиса для 
непрерывных аномальных систем при вероятностной нормировке  

( ) 1p d  r ,     0 ( )p r                                       (5.1) 



165 
 

 

для плотности вероятности распределения систем ( )p r  в фазовом 

пространстве 1 1: { ,..., ; ,..., }N Nr q q p p  статистического ансамбля 

(«представляющего» макроскопическое состояние рассматриваемой 
системы) деформированная  -энтропия задается следующим функ-
ционалом (Kaniadakis, 2001a,b, 2002a,b) 
 

   



 
     

 
 

1 1( ) ( ) ( ) ( )
( ): ( )

2 2
B B

p p p p
S p k p d k d

r r r r
r .     (5.2) 

 

Здесь и далее везде область интегрирования совпадает со всем 6N -
мерным фазовым пространством, причем безразмерный элемент фа-

зового пространства d  записывается в форме  
13: ! NNd h d


  r , где 

2h   − постоянная Планка; k  − постоянная Больцмана. Энтро-

пийный индекс   (параметр деформации) в определении  -
энтропии (5.2) представляет собой вещественное число, принадле-
жащее области 1  . Такая деформация логарифмической функции 

в выражении для энтропии (по сравнению с энтропией Больцма-
на−Гиббса   ( ): ln( )BBGS p k p p d ) позволяет учитывать важную осо-

бенность поведения многих аномальных систем с длинной памятью 
и/или дальнодействующими силовыми взаимодействиями, когда ве-

роятность реализации ( )p r  малых значений параметров состояния 

убывает (при 0p


 ) не экспоненциально быстро, а степенным обра-

зом (закон Парето). Благодаря этому статистика Каниадакиса описы-
вает события, практически недостижимые в простых системах, харак-
теризуемых статистикой Больцмана−Гиббса.  

Легко показать, что в пределе слабой связи 0   -энтропия 
(5.2) переходит в каноническую формулу S  классической статисти-

ки Гиббса. Действительно, в пределе 0  имеем: lne pp    

1 lnp , и энтропия S сводится к  

 
 




  
       

  
 0

0
lim ln

2
B B BG

p p
S p k p d k p pd S . 

Энтропия (5.2) может быть представлена также в следующих эк-
вивалентных формах: 
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        { } { } { } { }( ): ln lnB BS p k p pd k p ,                     (5.3) 

 

при написании которых использован так называемый, «деформиро-
ванный логарифм» (Kaniadakis, 2013) 
 

{ }
1

ln ( ): sinh( ln )
2

x x
x x

 




  

 
    ( 0x  ),                   (5.4) 

 

а также способ получения среднего значения для любой динамиче-
ской переменой ( )j r , а именно 

{ } : ( ) ( )j jp d    r r ,                                        (5.5) 
 

где принята нормировка (5.1).  
Отметим, что в дискретном случае, при условии вероятностной 

нормировки 1 1W
ii p


 , нужно в приведенных формулах произвести 

замену 1
W
id


 , где  
1,2,...,

: j j W
p p


  − дискретная функция рас-

пределения, а W  обозначает количество доступных в системе мик-
росостояний. 

Свойства функции { }ln ( )x . Как известно, в классической стати-

стической механике особую роль играет логарифм функции распре-

деления со знаком минус ln( )p , поскольку эта величина связана с 

энтропией системы. В 1990-х гг. Каниадакис предложил определение 
деформированного логарифма (5.4), в котором параметр деформа-

ции   принадлежит интервалу ( 1,1) , давая в пределе 0  обыч-

ный логарифм ln( )x . Рассмотрим здесь некоторые наиболее важные 

свойства деформированного логарифма, которые будут использова-
ны далее. 

Легко убедиться, что функция { }ln ( )x  обладает следующими 

свойствами (см., например, Kaniadakis, Scarfone, 2002; Kaniadakis. 
2013): 

 

{ } { }ln ( ) ln ( )x x  ,                                                    (5.6) 
 

{ } { }ln ( ) ln ( )x x
  ,   { } { }ln (1/ ) ln ( )x x   ,                        (5.7) 

 

{ }ln (0 )   ,   { }ln (1) 0  ,   { }ln ( )    .                        (5.8) 
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{ } { }
1

ln ( ) ( )
d

x u x
dx x

  ,    { } { } { } { }ln ( ) ln ln ( ) ( )
d x

x x x u x
dx

   
 

    
 

.  
 (5.9) 

Имеют место также следующие свойства вогнутости функции { }ln ( )x : 
 

{ }ln ( ) 0
d

x
dx

  ,   
2

{ }2
ln ( ) 0

d
x

dx
  ,   

2

{ }2
ln ( ) 0

d
x x

dx
    ,              (5.10) 

 

а также ее асимптотическое поведение деформированного логариф-
ма по степенному закону: 
 

{ }
0

1
ln ( )

2x
x x



 


 
¸    { }

1
ln ( )

2x
x x




 
.                     (5.11) 

 

Тейлоровское разложение функции { }ln (1 )x   сходится в случае, ес-

ли 1 1x   ; тогда имеем: 

1
{ }

1

ln (1 ) ( )( 1)
n

n
n

n

x
x b

n







    ,                               (5.12) 

 

где ( ) ( )n nb b   ,  1( ) 1b   ,  (0) 1nb  ; при 1n  коэффициенты 

( )nb  определяются соотношением: 
 

   
1 1

( ) 1 1 ... 1 1 1 ... 1
2 2 1 2 2 1

nb
n n

          
               

        
.  

 

Первые три члена разложения (12) принимают вид: 
 

2 2 3

{ }
0

ln (1 ) 1
2 2 3x

x x
x x



 
     

 
.                            (5.13) 

 

На Рис. 5.1 представлена определенная соотношением (5.5) 
функция { }ln ( )x , для трех различных значений параметра деформа-

ции  . Непрерывная кривая, соответствующая 0  , является обыч-

ной логарифмической функцией ln( )x . 
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Рис. 5.1. Изменение вида логарифма Каниадакиса { }ln ( )x при изменении  

параметра деформации  . 

 
Первые три члена разложения (5.12) принимают вид: 
 

2 2 3

{ }
0

ln (1 ) 1
2 2 3x

x x
x x



 
     

 
.                            (5.13) 

 

Для деформированного логарифма { }ln ( )x  справедливо следу-

ющее интегральное представление: 
 

{ } 11/

1 1
ln ( )

2

x

x
x dt

t
 

  .                                         (5.14) 

 

Наконец, если ввести так называемые κ-сумму и κ-произведение - 
обобщенную сумму и обобщенное произведение статистики Каниа-
дакиса (Scarfone, 2015, 2017) 

2 2 2 2: 1 1x y x y y x


        ,     ( ,x y  и 1  ),  
 

 
1/

2
{ } { } { } { }: ln ln 1 ( ln ln )x y x y x y



   

          ,      (5.15) 

 

то можно получить еще два важных свойства: 
 

{ } { } { } { } { } { } { }ln ( ) ln ( ) ln ( ) ln ( ) ( ) ln ( ) ( )xy x y x u y y u x
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2 2 2 2
{ } { }ln ( ) 1 ln ( ) ln ( ) 1 ln ( )x y y x         , 

 

 { } { } { }ln ( ) ln ( ) lnx y x y  


   .                                 (5.16) 

 

Функция { }( )u x   В соотношениях (5.9) и (5.16), а также везде 

далее фигурирует важная в статистике Каниадакиса функция 
(Scarfone, 20015, 2017) 

2 2
{ } { }( ): 1 ln ( ) cosh( ln( ))

2

x x
u x x x

 

 


      ,              (5.17) 

 

которая обладает следующими свойствами (см., например, Scarfone, 
Wada, 2005, 2014):  

{ } { }( ) ( )u x u x  ,   { } { }( ) (1/ )u x u x  ,   { }
1

( )u   


,   { }
1

ln ( )   


. 

(5.18) 
 

Здесь введены обозначения 
 

2: 1    ,    
1/2

: (1 )/(1 )


    .                          (5.19) 
 

При учете свойств (5.18), а также преобразования 
 

{ }
(1 ) (1 )

( )
2 2 2

x x x x x x
u x

     



      
   

 
 

 

1/2
2

{ } { }
1

ln ( ) 1 ln ,
1

x x


 

    
     

    

                        (5.20) 

легко получить следующие выражения:  
 

 { } { } { } { }( ) ln ( ) ln ( ) lnu x x x x x
          

 

 { } { }ln ( ) ln /x x     ,                                 (5.21) 
 

2
{ } { } { } { } { }( ) ( ) ( ) ln ( )ln ( )u xy u x u y x y      .             (5.22) 

 

С учетом свойства (5.21), закон аддитивности (5.16) деформиро-
ванного κ-логарифма может быть переписан следующим образом: 

 

{ } { } { }ln ( ) 2ln ( )ln ( )xy x y     

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Wada%2C+T.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
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    { } { } { } { }ln ( )ln ln ( )lny x x y       .               (5.23) 

 

Легко видеть, что в пределе 0  это свойство  -логарифма сво-
дится к стандартному закону аддитивности обычного логарифма 

ln( ) ln( ) ln( )xy x y  . 

Наконец, можно убедиться в том, что имеют место следующие 
дифференциальные соотношения:  

 

{ }2
{ }

ln ( )
( )

xd
u x

dx x


   ,    

 

 { } { } { } { }( ) ln ( ) ( )
d x

xu x u x u x
dx

   
 

    
 

.                   (5.24) 

 

Неаддитивность  -энтропии для независимых систем. Пока-
жем теперь, что подобно энтропии Тсаллиса (cм., например, Колес-
ниченко, 2018 a,b; 2019c), энтропия Каниадакиса подчиняется псев-
доаддитивному закону для двух статистически независимых систем. 

Рассмотрим совокупную физическую  -систему, состояние кото-
рой описывается совместным мультипликативным распределением  

 

( ) ( ) ( ):p p p  , где ( ) ( ): ( , )p p r r , ( ) ( ): ( )p p r , ( ) ( ): ( )p p r .  
 

Распределение ( )( , )p r r  может зависеть также и от времени, а 

«точки» r
1

 и r
2

 относятся к двум статистически независимым  -

системам. Тогда полная энтропия системы задается выражением 
 

     
( ) ( ) ( )

{ }{ } : ln ( )BS k p p d d ,                             (5.25) 
 

где выполняются условия нормировки  
 

( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ) 1p d d p d p d        r r r r . 
 

После подстановки мультипликативного распределения 
( ) ( ) ( )p p p   в формулу (5.25) получим (при учете (5.22)) следую-

щее свойство неаддитивности совокупной энтропии в статистике Ка-
ниадакиса для двух независимых систем: 

 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ } { } { } { }{ } ( ) ( ) ( ) ( )S S p p S p p .                        (5.26) 
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В этом соотношении фигурирует чрезвычайно важная в  -статистике 
функция: 

             
2 2

{ } { } { } { }: ( ) ( ) 1 ln ( )p u p p u p d p p d .            (5.27) 
 

Проверим свойство квазиаддитивности (5.26) совокупной энтро-
пии:  

 

 


       
( ) ( ) ( ) ( )

{ } { }{ }
{ }

ln ( ) ln ( )B BS k p p d d k p  

 

    
 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ } { } { } { }

{ } { }
ln ( ) ln ( ) ( ) ln ( ) ( ( ))B Bk p p k p u p p u p  

 

           
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ } { } { } { }ln ( ) ( ) ln ( ) ( )Bk p p p u p p u p d d  
 

    ( ) ( ) ( ) ( )
{ } { } { } { }( ) ( ) ( ) ( )S p p S p p .                            (5.28) 

 

В случае если 0 , то {0} 1( )u p   и  {0} 1p  , так что из (5.26) 

следует аддитивное правило для энтропии Больцмана−Гиббса. 
Отметим, что с учетом соотношения (5.21) функцию  { } p  

можно переписать также в виде  

               { } { } { }
1

( ) ln ( ) ln ( ) ( / ) ( )
B

p p p S p S p
k

.       

(5.29) 
Тогда для совокупной энтропии Каниадакиса двух независимых си-
стем получим еще одно представление: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
{ } { } { }{ } ( ) ( ) ( )k S S p S p S p       B

 
 

 ( ) ( ) ( )
{ } { } { }( ) ( ) ( )S p S p S p     2 1 1 .                    (5.30) 

5.2. Каноническое распределение Гиббса 
в деформированной -стататистике 

Основные свойства экспоненты Каниадакиса { }exp ( )x . Далее 

нам понадобится так называемая экспонента Каниадакиса. Для опре-
деления функции, обратной деформированному логарифму (2), вве-
дем переменную { }ln ( )x y , что приводит к алгебраическому урав-
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нению 2 2 1 0z x z     для неизвестной z y . Его решение 

21 ( )z x x      дает выражение  
1/

21 ( )y x x


     . Функция 

y  обратная деформированному логарифму { }ln ( )x y , представ-

ляет собой, так называемую, экспоненту Каниадакиса: 
 

 
1/

2
{ }

1
exp ( ): 1 ( ) exp arcsinh ( )x x x x С





 

       
 

,      (5.31) 

 

На Рис.5.2 представлена определенная соотношением (5.31) 
функция { }exp ( )x , для пяти различных значений параметра дефор-

мации  . Непрерывная кривая, соответствующая 0  , является 

обычной экспоненциальной  функцией exp( )x . 

 

 
Рис. 5.2. График в логарифмическом масштабе  -экспоненты для различ-
ных значений параметра  . Кривая с 0   соответствует стандартной экс-
поненте. 

 
Из определения (5.31) экспоненты Каниадакиса вытекают следу-

ющие свойства (Scarfone,  2015, 2017): 
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{0} { }
0

exp ( ) lim exp ( ) exp( )x x x


  ,   { }exp (0) 1  ,   

{ } { }exp ( ) exp ( )x x  ,  
 

{ }exp ( ) 0   ,   { }exp ( )    ,  { } { } { } { }ln exp ( ) exp ln ( )x x x     , 
 

  2 2
{ } { }exp ( ) 1u x x     ,   { } { }exp ( )exp ( ) 1x x    .             (5.32) 

 

Последнее свойство (32) проявляется как частный случай более обще-
го соотношения: 

 2 2
{ } { } { } { }exp ( )exp ( ) exp 1 ( ) 1 ( ) expx y x y y x x y



   

 
        

 
, 

(5.32*) 
Кроме того, функция { }exp ( )x  обладает следующими  свойствами: 
 

{ } { / }(exp ( )) exp ( )r
rx rx                                              (5.33) 

 

(с r , которое в пределе 0  воспроизводит известное свойство 
обыкновенной экспоненты), 

 2 2 2 2
{ } { } { } { }exp ( )exp ( ) exp ( ) exp 1 1x y x y x y y x



           , 

 

{ } { } { }exp ( ) exp ( ) exp ( )x y x y  


   .                              (5.34) 

 

Из (18) следует следующее правило дифференцирования экспо-
ненты Каниадакиса: 

 
{ }

{ } { }
2 2

{ } { }

exp ( ) 1
exp ( ) exp ( )

exp ( ) 1

xd
x x

dx u x x


 

 

 


.              (5.35) 

 

Имеет место следующее свойство выпуклости: 
 

2 2 2
{ }exp ( ) / 0, , 1d x dx x       .                        (5.36) 

 

Несомненно, одним из наиболее интересных свойств функции 

{ }exp ( )x  является ее  асимптотическое поведение по степенному 

закону: 

1/
{ }exp ( ) 2

x
x x

 




 ,                                       (5.37) 
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  ,    
1

{ }exp ( ) 2 .
x

x x
 




                        

(5.38) 
 

Разложение Тейлора экспоненты { }exp ( )x  имеет следующий 

вид (Kaniadakis, 2002a): 

2 2
{ }

0

exp ( ) ( ) , 1,
!

n

n
n

x
x x

n






                                  (5.39) 

где  
1

0 1 2
1

( ) ( ) ( ) 1, ( ) 1 (2 )
n

n
j

j n




               . Заметим, что 

первые три члена в разложении Тейлора функции { }exp ( )x  точно 

такие, как  и  для обыкновенной экспоненты: 
2 3

2
{ }

0

exp ( ) 1 (1 )
2 3!x

x x
x x



     .                                 (5.39*) 

 

Экспоненту { }exp ( )x  можно также записать как бесконечное 

произведение обычных экспонент (Kaniadakis, 2013): 
 

2 2 1
{ } 2 2

0

( 1) (2 )!
exp ( ) exp( ), :

(2 1)2 ( !)

n
n n

n n n
n

n
x c x c

n n








  


 .          (5.40) 

 

Наконец, для  -экспоненты справедливы следующие интеграль-
ные соотношения (см., например, Kaniadakis. 2005): 

 

{ } 1/0

1
exp ( ) exp( )

s
x J sx ds

s



 
 

   
  

 ,   Re 0x  ,                         (5.41) 

1
{ } { }

0

1

2 22
( ): exp ( ) ( )

1 1

2 2

r
r

r

M r x x dx r
r r




 

 
  

      
   

  
 

 ,        (5.42) 

где 0 1/r   ; ( )J s − функция Бесселя, ( )x − Гамма- функция. Из 

(5.42) легко получить выражение 

{ } { }2 2

( 1)
( 2) ( )

1 ( 2)

r r
M r M r

r
 


  

 
. 
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Деформированное каноническое распределение . Равновесные 
состояния сложных  -систем характеризуются распределениями, ко-
торые не меняются с течением времени. Каноническое распределе-
ние Гиббса в статистике Каниадакиса может быть получено, как и в 
классическом случае, из экстремума  -энтропии (5.4) при выполне-
нии следующих дополнительных условий: заданности средней энер-
гии системы 

 

{ } { }: ( ) ( )p d const       r r                               (5.43) 
 

и сохранения вероятностной нормировки (5.1) распределения ( )p r . 

Здесь ( ) r  − функция Гамильтона, которая определяется мате-

матической моделью изучаемых физических процессов в системе. 
Заметим, что в общем случае эта функция может зависеть от ряда 

внешних параметров 1 2, ,... ,sa a a макроскопически характеризующих 

состояние статистического равновесия рассматриваемого ансамбля 
аномальных динамических систем, : ( ,{ })ja r   (Зубарев, 1971). 

Согласно вариационному принципу Джейнса (Jaynes, 1963) опре-
делим функционал 

       ( ): ( )ln ( ) ( ) ( ) ( )B Bp k p p d p d k p dr r r r r           (5.44)  
 

и найдем его безусловный экстремум. Здесь   и   суть множители 

Лагранжа. В соответствии с теоремой Лагранжа вероятностное рас-

пределение ( )p r , «экстремизирующее»  -энтропию ( )S p  при ука-

занных ограничениях, определяется из условия:  
 

    


         
  { } { }

( )
ln ( ) ( ) ( ) 0B B

p
k p u p d d k d

p
r r r .   

(5.45) 
 

При написании (5.45) использовано соотношение (5.9). Из (5.35), с 
учетом (5.19), (5.21) и (5.33), следует уравнение 
 

 

 
     

  
{ }

1
ln / ( ) ( ) 0

B

p
k

r r ,   2: 1    ,   

{ }exp ( 1/ )   ,              (5.46) 
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решение которого дает следующее нормированное  -

распределение ( )eqp r  в состоянии статистического равновесия си-

стемы (каноническое распределение Гиббса в статистике Каниадаки-
са) 
 

{ } { }
1 1

( , ) /exp ( ) exp ( )eqp
k k

 

          
               

          

r r r . 

(5.47) 
 

В пределе 0  равновесное  -распределения (5.47) сводится к 
каноническому распределению Гиббса классической статистики. 

Отметим, что с учетом свойств (5.16) и (5.34) распределению 
(5.47) можно придать следующий вид (Scarfone, Wada, 2006, 2014): 

 

{ } { } { }
1 ( ) 1 ( )

( ) exp exp : expeqp


  

        
               

           

r r
r  

 

 
2

2
{ } { } { }2

1 ( ) ( )
exp 1 exp ( )equ p  

  
          
    

  

r r
,    

(5.48*) 
 

где  в силу (5.22) и (5.48) имеем   
 

 
2 2

2
{ } 2

1
( ) ( ) 1 ( )equ p

  
   
   
 

r r r ,   ( ): ( )
k


  r r .  

 

Заметим, что хвост распределения (5.48) описывается степенной 
асимптотикой (это так называемый закон Парето), определяемой в 

силу (5.37) выражением 

1/

2

2

1

eqp







 
, которое существенно 

отличается от экспоненциальной асимптотики, характеризующей 
классическое распределение Больцмана− Гиббса. 

Найдем теперь вторую вариацию функционала (5.44). В результа-
те получим  
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2

2 2 2 2 2
{ } { } 2

1 1
( ) ln ( ) ( )

1
B B

p
p k p u p p d k p d

p p

. 
 

Легко убедиться в том, что экстремум соответствует максимуму и ми-
нимуму рассматриваемого функционала, соответственно, при 

20 1 ( 0)       и  21 0 ( 0)      . Таким образом, распре-

деление (5.48) максимизирует или минимизирует энтропию Каниада-
киса. 

В заключение этого подраздела заметим, что в неэкстенсивной 
статистической кинетике, также как и в классической кинетике имеет 
место термодинамическая эквивалентность статистических ансам-
блей. Все ансамбли статистической механики определяются задани-
ем внешних условий, в которых находятся системы, их составляющие. 
Например, канонический ансамбль Гиббса определяется постоян-
ством числа частиц, объема и контактом с термостатом, большой ка-
нонический ансамбль Гиббса − постоянством объема, контактом с 
термостатом и резервуаром частиц, изобарически-изотермический 
ансамбль − постоянством числа частиц, давления и контактом с тер-
мостатом. Вместе с тем, при выборе ансамбля часто руководствуются 
удобством вычислений, а не условиями, в которых находится систе-
ма, поскольку было показано, что вычисленные с их помощью термо-
динамические функции мало отличаются между собой и совпадают в 
термодинамическом пределе (см., Зубарев, 1971)  

5.3. Термодинамические соотношения 

Приступим теперь к основной цели данной работы – конструиро-
ванию равновесной термодинамики, основанной на неэкстенсивной 
статистике Каниадакиса. Используя распределение (5.48*), получим 
следующее выражение: 

        { } { }ln ( ) ( ) ( ) 0B
eq eqp u p kr r r .                       (5.49) 

 

(заметим, что это выражение может быть получено также путем пре-

образования свойства (5.16), в котором : ( )eqx p r  и : 1/y  , если 

использовать при этом формулы (5.7), (5.19) и (5.48)). 
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Усредняя выражение (5.49) с помощью равновесного распреде-

ления ( )eqp r  и учитывая определения (5.27) и (5.43), в результате по-

лучим экстремальное значение энтропии Каниадакиса (Scarfone, Wa-
da, 2006) 

 

     { } { } { }( )B
eq eq eqS k .                                              (5.50) 

 

При сравнении  -энтропии (5.50) с ее классической версией 

(κ→0, {0} 1eq ), естественно определить аналог { }  статистического 

интеграла  соотношением (см., например, Tsallis и др., 1998): 
 

      B{ } { } { } { }ln ( ): ( )B
eq eqk k .                              (5.51) 

 

Далее везде будем опускать индекс " "eq  у термодинамических пара-

метров, когда это не вызывает двусмысленности. Тогда по аналогии с 
классической статистикой Больцмана−Гиббса выражение (5.50)  при-
нимает вид: 
 

{ } { }{ } : lneqS k    =,                                         (5.52) 
 

откуда следует, что  


      
1/

{ } { } { }/ 1 /B B
eq eqS k S k . 

 

Продифференцируем теперь логарифм { } { }ln    по множителю 

Лагранжа β. Используя определение (5.27) функции { } , а также со-

отношения (5.9), (5.21) и (5.49), в результате получим 
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https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Wada%2C+T.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Wada%2C+T.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
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{ } { } { }
( )

B B B B

eq eq
eq

d dd
p d

k d k d k k d
r  .            (5.53) 

 

Следовательно, для усредненной энергии системы будем иметь  
 


  

 
B

{ }
{ } { }ln

d d
k

d d
.                                         (5.54) 

 

Если продифференцировать экстремальную  -энтропию 

{ }( )eqS p  по { }  и учесть соотношения (5.9), (5.21) и (5.47), то в ре-

зультате получим известное дифференциальное соотношение равно-
весной термодинамики:  
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1

{ }
{ } { }

( ) ( ) ( )
ln .B B

eq eq eq
Bp dp k dp

k d k d
d d

r r r
   

(5.55) 
 

Здесь использованы условия 0eqdp d   и { }( ) ( )eqdp d d  r r . 

Определим теперь деформированную свободную энергию Гель-
мгольца { }  выражением 

    


{ } { } { } { }: ln ( )Bk ,                                            (5.56) 

 

которое при 0  совпадает со свободной энергией в классической 

статистике  


: lnBk . Тогда из формул (5.52), (5.54) и (5.56) вы-

текают следующие дифференциальные термостатические соотноше-
ния деформированной статистики Каниадакиса для средних величин:  
 

   ={ } { } { }ln ( )BS k ,           
 

{ } { } { } { } { } { }
1

ln ( )BkS , 
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{ }

{ } { }ln
d d

k
d d


  

 
,    

{ }
{ }

( )d

d








.  (5.57) 

Усреднение микроскопических динамических величин. Здесь 
важно подчеркнуть, что величина { }  определяется относительно 

внутренней энергии { }  системы (см. (5.51)). Иногда удобнее ис-

пользовать другое определение этой величины, задаваемое выраже-
нием (Scarfone, Wada, 2006) 

1
{ } { } { } { } { } { }ln : ln k           ,                      (5.51*) 

 

которое не  зависят от выбора нуля энергии и  при условии 0  
обращается в хорошо известную формулу для классического стати-
стического интеграла , cвязаного с множителем Лагранжа   соот-

ношением ln 1  . В этом случае, уравнения равновесной термо-

динамики (5.50) принимают почти классическую форму 
 

 { } { } { }S     ,   { } { }dS d  , 
 

{ } { } { }ln
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,   { }
{ }

( )d

d








,   

{ }2
{ }

d
C

d


  


.             (5.58) 

 

С помощью деформированного канонического распределения 
Гиббса (5.47) можно вычислить также среднее значение любой дина-
мической переменной ( )j r . Дифференцируя для этого логарифм 

статистического интеграла { }  по микроскопической энергии 

( ) r  и учитывая (5.49), в результате получим: 
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( )
eq

eq
eq

d d dp
p d

d k ddp

   
         

  
 r  

 

( )eq eqd d
p d p

d d k k

    
          

  
 r .            (5.59) 

 

При написании соотношения (5.59) нами было использовано преоб-
разование 

{ } { }( ) ( )
( )

eq eq

eq eq eq

du p u p d

kdp p dp

   
     

 
r ,                (5.60) 

 

полученное с учетом соотношения (5.49) и формулы  
 

1
{ } { }(ln )/d x dx x u x
  .  

 

Таким образом, зная  -свободную энергию Гельмгольца   

(5.58), можно вычислить равновесную функцию распределения 
 

{ }
{ } { }( ) lneq dk d

p
d d


   


r .                     (5.61) 

 

Отсюда следует, что усредненные значения микроскопических дина-
мических переменных ( )j r  могут быть найдены при использовании 

функций { } , или  : 

( ) ( )eq
j jp d     r r  

 

  
     


 { } { }( ) ln ( )B

j j
k d d

d d
d d

r r .               (5.62) 

Выше было отмечено, что для системы, которая находится в со-
стоянии статистического квазиравновесия функция Гамильтона 

( ,{ })ja r  может зависеть от ряда внешних параметров 1 2, ,... sa a a , 

которые можно рассматривать как обобщенные координаты систе-
мы. Определим теперь обобщенные силы ( )j r  по аналогии с клас-

сической статистикой соотношениями (см., например, Зубарев, 1971) 
 

( ) ( ,{ })/j j jd a da r r .                                        (5.63) 
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Тогда, наблюдаемые значения обобщенных сил ( )j r , равные сред-

нему значению по равновесному статистическому ансамблю, могут 
быть вычислены следующим образом: 

( ,{ })
( ) ( ) ( )

jeq eq
j j

j

d a
p d p d

da
        

r
r r r  

 

         

 

{ } { } { } { }ln ln
B

B
j j j

d dk d d
d k d

da d da da
.                  (5.64) 

5.4. Условие равновесия и закон композиции энергии  
для систем с энтропией Каниадакиса 

Нахождение условия термодинамического равновесия двух неза-
висимых систем требует привлечения законов композиции для энтро-
пий и энергий. В статистической термодинамике Больцмана−Гиббса 
эти законы имеют свойство аддитивности. Для неэкстенсивных  -
систем важным является свойство псевдоаддитивности энтропий, ко-
торое в данной работе не распространяется на энергии. Это приводит к 
равенству так называемых физических температур для двух независи-
мых  -систем, при сохранении усреднения физических величин нор-
мированным распределением (см.(5.5)).  

Начиная с работы (Tsallis и др.,1998), имеет место дискуссия по 
методу усреднения функции Гамильтона   r  и, соответственно, 

по закону композиции осредненных энергий двух независимых  -
систем. В основном предполагается аддитивность функции Гамильто-
на 

 

( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ) r r r r ,                                   (5.65) 
 

которой мы здесь воспользуемся. Тогда усреднение (5.65) нормиро-
ванным  -распределением Каниадакиса приводит к следующему за-
кону аддитивности усредненных энергий: 
 

( ) ( ) ( )
    ,                                                    (5.66) 

где  
( ) ( )( , ) ( , )eqp d d    r r r r , 
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( ) ( )( ) ( )eqp d   r r    ( ) ( )( ) ( ) .eqp d   r r  
 

Варьирование условия (5.66) аддитивности усредненной энергии 
( )
  и условия квазиаддитивности (5.28) совокупной энтропии ( )S { }  

(записанного в виде ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ } { } { } { }S S S     

{ }
)  равновесной замкну-

той системы с постоянными значениями энергии ( ) const   и эн-

тропии ( )S const 
{ }

 приводит к равенствам: 
 

( ) ( ) ( ) 0        ,                                      (5.67) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ } { } { } { } { } { } { } { } 0S S S S S                

{ }
.      (5.68) 

 

В итоге, учитывая формулу (5.50) для экстремального значения эн-
тропии Каниадакиса, записанную для равновесного состояния  -
системы (при использовании (5.57)), в виде  
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S k ,   ( , )r  ,                        (5.69) 

получим условие 
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,   ( ,r  ).      (5.70) 

 

Это условие удовлетворяется тождественно только при равенстве так 
называемых физических температур  
 

{ }: eq
phT T ,  где        

{ }

{ }

1S

T






 


,                             (5.71) 

 

двух независимых  -систем при их тепловом контакте. Отношение 
эквивалентности (5.71) является обобщением нулевого закона тер-
модинамики на неэкстенсивные системы, описываемые статистикой 
Каниадакиса. Оно показывает, что в отличие от классического случая 
физическая температура phT  не является обратной величиной множи-

теля Лагранжа, 1 , но определяется соотношением { }( ) /phT p   . 

Если 0  , то phT T  и законы композиции всех средних и микро-
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скопических величин становятся аддитивными. Подчеркнем важный 

факт, что температуры 1/T    и { } /eq
phT    не зависят от выбора 

нуля энергий, и поэтому они допускают физическую интерпретацию. 
Вместе с тем, переопределение эффективной температуры в  -
статистике противоречит основным принципам классической термо-
динамики, где абсолютная температура T  является интенсивным па-
раметром, а не функционалом ( )phT p .  

В связи с этим сделаем следующее общее замечание. В боль-
шинстве неэкстенсивных систем важную роль играют длинномас-
штабные пространственно-временные корреляции в фазовом или 
геометрическом пространстве. Это означает, в частности, что суще-
ственное значение имеет та часть внутренней энергии системы, кото-
рая связана с силовым взаимодействием отдаленных друг от друга ее 
частей, а именно потенциальная энергия. В классической статистике 
внутренняя энергия определяется, как правило, суммой кинетических 
энергий всех молекул совокупной системы. В такой системе «тепло-
вой баланс» достигается в основном за счет локального теплообмена 
между близко расположенными ее частями, т.е. «тепло» связано с 
передачей кинетической энергии молекулами. Поскольку физическая 
температура phT  отвечает за «глобальный тепловой баланс» между 

различными частями системы, то ее энергетический баланс будет 
сильно отличаться от локального теплового баланса. Локальный теп-
ловой баланс, как известно, можно охарактеризовать абсолютной об-

ратной температурой 1/T , измеряемой термометром. Однако 

любое измерение физической температуры phT  нереально, что свя-

зано с наличием коэффициента, { }
eq
  зависящего, согласно (5.27), от 

параметра деформации   системы: 
2 2

{ }{ } 1 ln ( )eq eq eqp p d     .  
 

Этот факт неизбежно должен приводить к модификации полученных 
выше термодинамических соотношений (5.57) и (5.58), включая 
определение термодинамической энтропии Клаузиуса. В работе (Abe 
и др., 2001; Abe, Okamoto, 2001), в качестве основных предпосылок, 
взятых за исходный пункт построения модифицированной макроско-
пической термодинамики Тсаллиса, выбраны первый закон термоди-
намики и структура преобразования Лежандра. Далее мы также вос-
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пользуемся этим подходом при разработке макроскопической тер-
модинамики в рамках статистики Каниадакиса на основе энтропии 
Клаузиуса. 

5.5. Деформированные термодинамические  
соотношения 

Покажем теперь, как сконструировать неэкстенсивную макроско-
пическую термодинамику на основе энтропии Клаузиуса с использо-
ванием результатов микроскопической неаддитивной статистики. 
Для этой цели введем прежде всего, по аналогии с физической тем-
пературой phT , физическое давление qhP  путем рассмотрения меха-

нического равновесия двух независимых  -систем, представляющих 
собой общую замкнутую систему с постоянными значениями энтро-

пии 
( )
{ }S const   и объема ( ) ( ) ( )V V V const   . В этом случае эн-

тропия совокупной системы должна экстремизироваться с фиксацией 
общего объема. В результате получим 

( ) ( )
{ } { }

( ) ( ) ( ) ( )
{ } { }

1 1 ph

ph

PS S

TV V

 

 

 
 

 
,                                        (5.72) 

 

где phP  − так называемое физическое давление, которое определяет-

ся соотношением 

{ }

{ }

:
eq

ph
ph eq

T S
P

V









.                                              (5.73) 

 

С учетом введенных таким способом физических температуры и 
давления определим макроскопическую энтропию Клаузиуса. Рас-
смотрим для этого структуру преобразования Лежандра. Уравнение 

(5.55) { } { }/dS d   указывает на то, что параметры   и { }  обра-

зуют пару переменных Лежандра. Это приводит к следующему опре-
делению свободной энергии Гельмгольца (изохорно-
изотермического потенциала) (см.(5.57)): 

{ } { } { } { } { } { }( ): lnT TS k T         .                       (5.74) 
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Это определение, однако, неудовлетворительно с точки зрения де-
формированной термодинамики. Свободная энергия должна зави-

сеть от физической температуры phT , а не от переменной : 1/T   .  

По аналогии с подходом, предложенном в работе (Abe, 2000) при 
модификации первого закона термодинамики в статистике Тсаллиса, 
переопределим макроскопическую  -свободную энергию (5.74) сле-
дующим образом:  

{ } { } { }( ): lnph phT k T    ,                                    (5.75) 
 

что отличается от соответствующего выражения в традиционной тер-
модинамике. Используя соотношения (5.51), (5.52) и (5.71), можно 
убедиться, что переопределенная таким образом свободная энергия 

{ }  является функцией phT . Дифференцируя функцию { } , в резуль-

тате получим 
 

{ } { } { } { } { }ln ph phd d k dT T w dS       .                          (5.76) 
 

При написании (76) использовано выражение 

{ }
{ } { } { }

{ } { }

1 1
ln

( )

w
d dS dS

k u k


  

 

  ,                             (5.77) 

полученное с учетом соотношений (5.9), (5.21) и (5.52). Здесь для ве-
совой функции введено следующее обозначение 

 
2

{ } { }: 1/ 1 /eqw S k    . 

Если теперь использовать первый закон термодинамики 
 

{ } { } phdQ d P dV    ,                                           (5.78) 
 

где { }Q   − количество теплоты, подводимое к термодинамической  -

системе (или отводимое от нее), то (76) можно переписать в виде 
 

{ } { } { } { } { }lnph ph phd dQ P dV k dT T w dS                           (5.79) 
 

Отсюда следует, переопределение термодинамической энтропии 
Клаузиуса для неаддитивных систем: 

 

{ } { } { }/ phdS dQ w T   .                                         (5.80) 
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Введем теперь следующие характеристические функции: обоб-

щенную энтальпию { } { } phH P V    и обобщенный термодинамиче-

ский потенциал { } { } phG P V   . Напомним, что все характеристиче-

ские функции обладают следующим свойством: если известна харак-
теристическая функция, выраженная через соответствующие (свои 
для каждой функции) переменные, то с ее помощью можно вычис-
лить любую термодинамическую величину. В этом нетрудно убедить-
ся из уравнений  
 

{ } { } { }ph phd T w dS P dV    ,                                        (5.81) 
 

{ } { } { }ph phdH T w dS VdP    ,                                      (5.82) 
 

{ } { }ln ph phd k dT P dV   ,                                    (5.83)  
 

{ } { }ln ph phdG k dT P dV    ,                                   (5.84) 
 

из которых следуют обобщенные термодинамические соотношения 
 

{ }

{ } { }

ph

ph

S T

P
V V



     
     

    

,   { } { }
{ }

{ } { }
ph
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H
T w

S S

 


 

    
     
       

,   (5.85) 

 

{ }

{ } { }

ph
ph phS T

H G
V

P P


     
    

       

,   { } { }
{ }ln

ph
ph ph PV

k
T T

 


    
    

     

.   (5.86) 

 

Уравнение для теплоемкостей.  Как известно, в классической 
термодинамике теплоемкость вещества в наиболее общем виде 

определяется следующим образом:   : /z z
С T S T   . Здесь zС − 

теплоемкость в таком процессе, в котором сохраняется постоянным 
параметр z , где z − любые обобщенные координаты. Наиболее рас-
пространенными являются изобарная теплоемкость и изохорная теп-
лоемкость, которые в нашем случае определим соотношениями: 

{ }
{ }:

ph

p ph
ph

P

S
С T w

T




 
  

 
 

,     
{ }

{ }:V ph
ph

V

S
С T w

T




 
  

 
 

.                   (5.87) 
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Так как в соответствии с формулой 
)

z z z

y y u

x u x

       
     

       
 (спра-

ведливой для случая двух переменных, когда ( , )y y x z  и ( , )u u x z ) 

имеем 
 

{ } { } { }

{ }
phph ph

ph ph PP P

S S H

T H T

  



       
      

          

и   
{ } { } { }

{ }ph ph VV V

S S

T T

  



       
      

          

,   

(5.88) 
 

а из (5.85) и (5.86) следует, что { }

{ } { }

1

ph
ph

P

S

H w T



 

 
  
 
 

,   

{ }

{ } { }

1

ph
V

S

w T



 

 
  
 
 

, то соотношения (5.87)  можно записать в виде 

 

 { } /
ph

p ph P
С H T   ,     { } /V ph V

С T   .                   (5.89) 

 

Уравнение, устанавливающее связь между теплоемкостями pС  и 

VС , может быть получено следующим образом. В соответствии с со-

отношением (см. Сычев, 1991) 
 

)

n y n nx

z z x z y

m x m y m

            
         

            
,                           (5.90) 

 

являющимся следствием выражения для полного дифференциала 

функции ( , )z z x y , можно получить  (полагая в (5.90) m x ) уравне-

ние 
 

{ } { } { }

phph ph
ph ph ph PP V T

S S S V

T T V T

  
          
         

               

.                 (5.91) 

 

Отсюда, при использовании уравнения Максвелла  
 

{ }( / ) ( / )
phT ph ph VS V P T    , 

следует 
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2
{ }

ph

ph
p V ph

ph phV P

P V
С С w T

T T


    
     

       

.                         (5.92) 

Это выражение может быть представлено и в другом виде, если ис-
пользовать так называемую «связку трех производных» 

1
y xz

z x y

x y z

      
     

      
  

(следствие соотношения (5.90) при ,m x n z   ), из которой следует  

phph

ph ph

ph ph TV P

P PV

T T V

     
               

.                                  (5.93) 

С учетом этого соотношения связь между теплоемкостями приобре-
тает почти классический вид:   

2

2
{ } /

ph ph

p V ph
ph phP T

V V
С С w T

T P


    
      

       

.                             (5.94) 

Таким образом, применяя обобщенную энтропию Клаузиуса к 
сложной неэкстенсивной системе, мы получили основной набор не-
экстенсивных термодинамических соотношений. Полученная стан-
дартная форма соотношений (5.85), (5.86) и (5.94) в термодинамике 
Каниадакиса позволяет заключить, что они остаются инвариантными 
относительно неаддитивной модификации их классических аналогов. 
Заметим, что в дополнение к структуре Лежандра различные другие 
важные теоремы и свойства остаются  -инвариантными (см. Tsallis, 
2009). К сожалению, при таком подходе весовой коэффициент энтро-
пии { }w  , связывающий микроскопические и макроскопические ве-

личины, никогда не может быть исключен из неэкстенсивной макро-
скопической термодинамики. 

5.6. Дивергенция Бергмана. Обобщенная Н-теорема 

Порожденная энтропией { }S   дивергенция Брегмана (см. Breg-

man, 1967; Cichocki, Amari, 2010) 
 



190 
 

 

 { } 0 { } 0 { }: : ( ( )) ( ( ))D p p S p S p    r r   
 

  0
0 { }

( )
( ) ( ) ln 0

p
k p p d

 
    

 


r
r r                   (5.95) 

 

относится к наиболее существенным статистическим характеристикам 
неэкстенсивной динамической  -системы Каниадакиса (Scarfone, 
2018). Являясь функционалом, она определяет меру статистической 

упорядоченности в микросостояниях системы с распределением ( )p r  

относительно состояния c  распределением 0( )p r . Выражение (5.95) 

представляет собой функционал для двух нормированных распреде-
лений 
 

0( ) ( ) 1p d p d    r r . 
 

Различные свойства дивергенции Брегмана можно найти в  рабо-
те (Cichocki, Amari, 2010). Здесь же мы отметим, что величина 

{ } 0( : )D p p  является вещественным, положительным, выпуклым (в 

первом аргументе) функционалом. Легко видеть, что при 0  эта 
величина переходит в различающую информацию Кульба-
ка−Лейблера (см. Кульбак, 1967; Зарипов, 2010)  

{ } 0 0 0
0

( )
( : ) ( : ): ( )ln

( )

p
D p p K p p k p d

p
 

 
   

 


r
r

r
.                  (5.96) 

 

Кроме этого, поскольку при 0p p  имеет место равенство 

{ }( : ) 0D p p  , то дивергенция Брегмана является функцией Ляпуно-

ва12)
.  

 

Принцип максимум энтропии равновесного распределения. 

Пусть распределение 0( )p r  является равновесным, для которого 

справедливо представление (5.47):  0 { }( ) exp ( )/p    r r , а рас-

пределение ( )p r  соответствует произвольному состоянию системы. 

                                                           
12) Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределённая 

функция, которая обращается в нуль в точке равновесия системы. Состоя-
ние равновесия является аттрактором, когда производная по времени от 
функции Ляпунова имеет знак, противоположный знаку самой функции. 



191 
 

 

Кроме этого, будем полагать, что для обоих представлений справед-

ливо соотношение (так называемое, условие Гиббса, { } { }
eq

  ): 

0( ) ( ) ( ) ( )p d p d   r r r r ,    где  


  ( ): ( )
Bk

r r .          (5.97) 

 

Покажем, что в этом случае справедливо следующее равенство 
 

       0 { } 0 0 { } 0( ) ( ) ln ( ) ( ) ( ) ( )p p p d p p u p d      r r r r r r .         (5.98) 
 

Действительно, поскольку в силу (5.21) и  (5.47), мы имеем 
 

{ } 0 { } 0 { } 0 { } 0( ) ln ( ) ln ( / ) ln ( )u p p p p          ,              (5.99) 
 

то отсюда, при учете (5.97), следует соотношение (5.98). 
Из определения дивергенции Брегмана (5.95) при учете тожде-

ства (5.97) и справедливости принятых выше предположений, следует 
соотношение  

     { } { } 0 { } 0 0( ( )) ( ) : ( ) ( )S p S p D p p k p p d      r r r r   
 

   0 { } 0{ } ( ) :eqS p D p p r ,                                      

(5.100) 
 

где информация различия представлена в виде отрицательного вкла-
да в энтропию и называется негэнтропией. Понятие негэнтропии, т.е. 
изменения энтропии с обратным знаком, было предложено Э. Шре-
дингером (1947). В общем случае выполняется негэнтропийный 
принцип Бриллюэна (1960) 

     { } 0 { } 0{ }: ( ) ( ) 0eqD p p S p S p    r r ,                         (5.101) 
 

где знак неравенства соответствует необратимым процессам в за-
мкнутой системе. Из неравенства (100) следует, что энтропия равно-
весного состояния больше, чем энтропия произвольного состояния, 

 { } { }( ) eqS p S r . 
 

Теорема Гиббса и Н-теорема. Как известно, открытая система 
представляет собой часть большой замкнутой системы и находится с 
внешним окружением в неравновесном контакте. В окружении отсут-
ствуют неравновесные явления и можно считать, что она находится в 

равновесном состоянии с распределением 0( )p r . Сравнивая значе-
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ния энтропий при условии Гиббса (5.97), получим из (5.100) теорему 
Гиббса в виде неравенства 

 

     { } 0 { } { } 0: ( ), ( ) 0D p p S p t S p  
    
 

r r .                      (5.102) 
 

Таким образом, увеличение энтропии системы до ее максимального 
значения в равновесии происходит совместно с потерей информации 
различия, то есть имеет место совместное увеличение статистической 
разупорядочпнности и уменьшение статистической упорядоченности 
микросостояний неэкстенсивной системы. 

Поскольку согласно свойству выпуклости (Cichocki, Amari, 2010) 
дивергенции Брегмана  { } 0:D p p  является знакоопределенной 

функцией Ляпунова, то для того, чтобы состояние полного равновесия 

0( )p r  было устойчивым, необходимо выполнение следующего нера-

венства 
 

 { } 0 { } 0{ }: ( ( ), ) ( ( )) 0eqd d
D p p S p t S p

dt dt
  

    
 

r r .            (5.103 

Таким образом, при стремлении  -системы к равновесному со-
стоянию во временной эволюции информация различия уменьшает-
ся. Из (5.102) следует H -теорема для открытых неравновесных неэкс-
тенсивных  -систем (неравенство для энтропии Каниадакиса)  

 { } ( ), / 0dS p t dt r ,                                          (5.104) 

которое справедливо при приближении к состоянию полного стати-
стического равновесия. Эта теорема утверждает, что  -энтропия си-
стемы непрерывно растет в направлении равновесия, где энтропия 
становится максимальной и достигает конечного значения. Таким об-
разом, происходит хаотизация макроскопической системы Каниада-
киса при спонтанных переходах. Важно при этом отметить, что тот 
факт, что κ-энтропия квазиаддитивна, и энтропия совокупной системы 
больше, чем сумма энтропий отдельных подсистем, указывает на то, 
что совокупная система термодинамически более стабильна 
(Landsberg, Vedral, 1998).  

В последнее десятилетие κ-статистика Каниадакиса привлекает 
все больший интерес, поскольку она обладает многими интересными 
свойствами (принцип максимальной энтропии, термодинамическая 
устойчивость, устойчивость Леша, непрерывность и т. п.). Это позво-
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ляет быть этой статистике одной из самых удачных обобщений стати-
стической механики Больцмана-Гиббса особенно в контексте специ-
альной теории относительности, и полученных распределений, кото-
рые наблюдаются в различных физических, природных и искусствен-
ных системах. Развитый в этой главе подход позволяет моделировать, 
в частности, сложные космологические и космогонические среды (от 
галактик и астрофизических дисков до космической пыли), отличи-
тельной чертой которых является наличие динамических структур с 
нецелой топологической размерностью (фракталов), дальнодейству-
ющего силового взаимодействия, а также эридитальности и немарко-
вости эволюционных процессов (Kolesnichenko, 2020). 

Библиография 

Бриллюэн Л. Наука и теория информации // М.: ИЛ 1960.392 с. 
Зарипов Р.Г. Самоорганизация и необратимость в неэкстенсивных си-

стемах // Казань: Фэн. 2002. 251 с. 
Зарипов Р.Г. Принципы неэкстенсивной статистической механики и 

геометрия мер беспорядка и порядка. Казань: Изд-во Казан. Гос. техн. ун-
та. 2010. 404 с. 

Зубарев Д.П. Неравновесная статистическая механика // М.: Наука, 
1971. 416 c. 

Колесниченко А.В. К построению неаддитивной термодинамики 
сложных систем на основе статистики Курадо−Тсаллиса // Препринты ИПМ 
им. М.В. Келдыша. 2018a. № 25. 40 с.  

Колесниченко А.В. К конструированию термодинамики неаддитив-
ных сред на основе статистики Тсаллиса−Мендеса−Пластино // Препринты 
ИПМ им. М.В. Келдыша. 2018b. № 23. 28 с.  

Колесниченко А.В. К разработке статистической термодинамики и 
техники фрактального агализ для неэкстенсивнх систем на основе энтро-
пии и различающей информации Реньи // Препринты ИПМ им. М.В. Кел-
дыша. 2018с. № 60. 44 с.  

Колесниченко А. В. К построению термодинамики квантовых неэкс-
тенсивных систем в рамках статистики Тсаллиса // Препринты ИПМ им. 
М. В. Келдыша, 2019a, № 16. 44 с. 

Колесниченко А. В. Двухпараметрический энтропийный функционал 
Шарма-Миттала как основа семейства обобщенных термодинамик неэкс-
тенсивных систем // Препринты ИПМ им. М. В. Келдыша, 2018d, № 104. 
35 с. 



194 
 

 

Колесниченко А.В. К обоснованию в рамках неэкстенсивной статисти-
ки Тсаллиса соотношений взаимности Онзагера для кинетических коэффи-
циентов. Mathematica Montisnigri. 2019b. Vol XLIV, pp. 41-59. 

Колесниченко А. В. Статистическая механика и термодинамика Тсал-
лиса неаддитивных систем. Введение в теорию и приложения // М.:  
ЛЕНАНД. 2019c -360 с. 

Kolesnichenko A. V., Marov M. Ya. Thermodynamics of Rényi as an indis-
pensable support basis for evolution modeling protoplanetary gas and dust disk 
with fractal structure // Solar System Research. 2019. V. 53. № 6.  pp. 436–455. 

Кульбак С. Теория информации и статистика // М.: Наука. 1967. 408 c. 
Сычев В.В. Дифференциальные уравнения термодинамики // М.: 

Высш. школа. 1991. 224 с. 
Шредингер Э. Что такое жизнь с точки зрения физики? // М.: ИЛ. 1947. 

147 с. 
Abe S. A note on the q-deformation-theoretic aspect of the generalized 

entropies in nonextensive physics // Physics Letters A. 1997. V.224. P. 326-330. 
Abe S .Heat and generalized Clausius entropy of nonextensive systems // 

Eprint arXiv:cond-mat/0012115. 2000. V.3. P. 1-14. 
Abe S., Martinez S., Pennini F., Plastino A. Nonextensive thermodynamic 

relations // Physics Letters A. 2001. V.281. № 2-3. P.126-130. 
Abe S., Okamoto Y. Eds., “Nonextensive Statistical Mechanicsand Its Ap-

plications”. Series Lecture Notes in Physics. Springer: Verlag, Berlin, New York. 
2001.  

Abreu E. M. C., Ananias Neto J., Barboza E. M., Nunes R. C. Holographic 
considerations on non-gaussian statistics and gravothermal catastrophe // 
Physica A, 2016. V. 441. P. 141-150. 

Abul-Magd A.Y. Nonextensive random-matrix theory based on Kaniadakis 
entropy // Phys. Lett. A. 2007. V. 361. P. 450-454. 

Abul-Magd A.Y. Nonextensive and superstatistical generalizations of ran-
dom-matrix theory // Eur. Phys. J. B. 2009. V. 70. P. 39-48. 

Abul-Magd A.Y., Abdel-Mageed M. Kappa-deformed random-matrix theo-
ry based on Kaniadakis statistics // Mod. Phys. Lett. B. 2012, V. 26. P. 1250059. 

Borges E.P., Roditi I. A family of nonextensive entropies // Physics Letters 
A 1998. V.246. P.399-402. 

Bregman L. M. The relaxation method of finding the common point of 
convex sets and its application to the solution of problems in convex program-
ming // USSR computational mathematics and mathematical physics, 1967. 
V. 7. № 3. P. 200-217. 



195 
 

 

Carvalho J. C., Silva R., do Nascimento J. D. Jr., De Medeiros J. R. Power 
law statistics and stellar rotational velocities in the Pleiades // Europhys. Lett. 
2008. V. 84. № 5. P. 59001 (pp.5). 

Carvalho J. C., do Nascimento J. D. Jr., Silva R., De Medeiros J. R. Non-
Gaussian Statistics and Stellar Rotational Velocities of Main-Sequence Field 
Stars// Astrophys. Journ. Lett. 2009. V.696. P. L48-L51  

Celikoglu A., Tirnakli U. Sensitivity function and entropy increase rates for 
z-logistic map family at the edge of chaos // Physica A. 2006. V.372. P. 238-242. 

Cichocki A., Amari S. Families of Alpha- Beta- and Gamma- Divergences: 
Flexible and Robust Measures of Similarities // Entropy. 2010. V. 12.  
P. 1532-1568. 

Clementi F., Gallegati M., Kaniadakis G. κ-generalized statistics in person-
al income distribution // Eur. Phys. J. B.  2007. V. 57. P. 187-193. 

Clementi F., Gallegati M., Kaniadakis G. A model of personal income dis-
tribution with application to Italian data //. Empirical Econ. 2011. V. 39.  
P. 559-591. 

Clementi F., Gallegati M., Kaniadakis G. A new model of income distribu-
tion: The _-generalized distribution // J. Econ. 2012. V. 105. P. 63-91. 

Coraddu M., Lissia M., Tonelli R. Statistical descriptions of nonlinear sys-
tems at the onset of chaos // Physica A. 2006. V. 365. P. 252-257. 

Frank T.D., Plastino A.R. Generalized thermostatics based on the Sharma-
Mittal entropy and escort mean value // Eur. Phys. J. B. 2002. V. 30. P. 543-549. 

Jaynes E.T. Information theory and statistical mechanics // В сб. «Statisti-
cal Physics». Brandeis Ltctures. 1963. V. 3. P.160 

Kaniadakis, G. Non-linear kinetics underlying generalized statistics // 
Physica A 2001a, V.296. P. 405-425. 

Kaniadakis, G. H-theorem and generalized entropies within the frame-
work of nonlinear kinetics // Phys. Lett. A. 2001b, V. 288. P. 283-291. 

Kaniadakis G. Statistical origin of quantum mechanics // Physica A. 2002b. 
V. 307 P. 172-184. 

 Kaniadakis, G. Statistical mechanics in the context of special relativity // 
Phys. Rev. E 2002a, V. 66. P. 056125. 
         Kaniadakis, G. Statistical mechanics in the context of special relativity II // 
Phys. Rev. E.  2005. V. 72. P. 036108. 
         Kaniadakis G. Maximum entropy principle and power-law tailed distribu-
tions // Eur. Phys. J. B. 2009. V. 70. № 1. P. 3-13. 

Kaniadakis G. Theoretical Foundations and Mathematical Formalism of 
the Power-Law Tailed Statistical Distributions // Entropy. 2013. V.15.  
P. 3983-4010  
        Kaniadakis G., Quarati P., Scarfone A. M. Kinetical foundations of noncon-

https://link.springer.com/journal/10051


196 
 

 

ventional statistics // Physica A. 2002.  V. 305 P. 76- 83. 
Kaniadakis G., Scarfone A.M. A new one-parameter deformation of the 

exponential function // Physica A.  2002. V. 305. P. 69-75. 
         Kolesniсhenko A.V. Jeans Instability of a Protoplanetary Gas Cloud with 
Radiation in Nonextensive Tsallis Kinetics // Solar System Research. 2020. V. 54. 
№ 2. P. 137-149. 

Landsberg P.T. Entropies Galove! // Brazilian J. Phys. 1999. V. 29. № 1. 
P. 46-49. 

Landsberg P.T., Vedral V. Distributions and channel capacities in general-
ized statistical mechanics // Phys. Lett. A. 1998. V. 247. P. 211-216. 

Livadiotis  G. Kappa Distributions: Statistical Physics and Thermodynamics 
of Space and Astrophysical Plasmas /Selected Papers from the 7th International 
Conference on New Frontiers in Physics -ICNFP 2018) // Universe. 2018. V 4.  
№ 144.  P. 1-19. 

Marov M.Ya., Kolesnichenko A.V. Turbulence and Self-Organization: 
Modeling Astrophysical Objects // Published by Springer-Verlag New York Inc., 
United States, 2015. 657s. 

Olemskoi A.I., Kharchenko V.O., Borisyuk V.N. Multifractal spectrum of 
phase space related to generalized thermostatistics // Physica A. 2008. V. 387. 
P. 1895-1906.  

Olemskoi A.I., Borisyuk V.N., Shuda I.A. Statistical field theories deformed 
within different calculi //. Eur. Phys. J. B.  2010. V. 77. P. 219-231. 

Papa A.R R. On one-parameter-dependent generalizations of Boltzmann–
Gibbs statistical mechanics // J. Phys. A: Math. Gen. 1998. V.31. P.5271-5276. 

Rajaonarison D., Bolduc D., Jayet H. The K-deformed multinomial logit 
model // Economics Letters, Elsevier. 2005. V. 86. № 1. P.13-20. 

Renyi A. Probability Theory. Amsterdam: North-Holland Publ. Co. 1970. 
573 p. 

Renyi A. On Measures of Entropy and Information, in Proc. 4th Berkeley 
Symp. on Math. Stat. Prob. 1960. V. 1. University of California Press. Berkeley, 
Los Angeles. 1961. P. 547-561. 

Rossani A., Scarfone, A. M. Generalized kinetic equations for a system of 
interacting atoms and photons: theory and simulations // Journal of Physics A: 
Mathematical and Theoretical. 2004. V. 37. № 18. P. 4955-4975. 

Scarfone A. M. On the  -Deformed Cyclic Functions and the Generalized 
Fourier Series in the Framework of the  -Algebra // Entropy. 2015. V. 17. P. 
2812-2833. 

Scarfone A. M.  -Deformed Fourier Transform // Physica A: Statistical 
Mechanics and its Applications. 2017. V. 480. P. 63-78 

https://sciprofiles.com/profile/31527
https://www.mdpi.com/journal/universe/special_issues/ICNFP2018
https://www.mdpi.com/journal/universe/special_issues/ICNFP2018
https://www.abebooks.com/servlet/SearchResults?an=marov%20mikhail%20kolesnichenko%20aleksander&cm_sp=det-_-bdp-_-author
https://ideas.repec.org/a/eee/ecolet/v86y2005i1p13-20.html
https://ideas.repec.org/a/eee/ecolet/v86y2005i1p13-20.html
https://ideas.repec.org/s/eee/ecolet.html
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Rossani%2C+A.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://www.sciencedirect.com/science/journal/03784371
https://www.sciencedirect.com/science/journal/03784371
https://www.sciencedirect.com/science/journal/03784371/480/supp/C


197 
 

 

Scarfone A. M. A Maximal Entropy Distribution Derivation of the Sharma-
Taneja-Mittal Entropic Form // Open Systems & Information Dynamics. 2018. V. 
25, №. 1. P. 1850002-1−1850002-11. 
        Scarfone A. M.,Wada T. Thermodynamic equilibrium and its stability for 
microcanonical systems described by the Sharma-Taneja-Mittal entropy // 
Physical Review E, 2005. V. 72. № 2, P. 026123 

Scarfone A. M., Wada T. Canonical partition function for anomalous sys-
tems described by the κ-entropy // Prog. Theor. Phys. Suppl. 2006. V.162.  
P. 45 -52. 

Scarfone A. M., Wada T. Legendre structure of κ-thermostatistics revisited 
in the framework of information geometry // J. Phys. A. 2014. V. 47, P. 275002 
(17 pp). 
       Sharma B.D., Mittal D.P. New Nonadditive Measures of Relative Infor-
mation // J. Comb. Inform. and Syst. Sci. 1977. V. 2. P.122-133. 

Soares B. B. Silva J. R. P. On the rotation of ONC stars in the Tsallis formal-
ism context // Europhys. Lett. 2011. V. 96. P.19001 (pp.6)  

Taneja I.J. On Generalized Information Measures and Their Applications. 
Chapter in: Advances in Electronics and Electron Physics, ed. P.W. Hawkes. 
London: Academic Press, 1989. V.76. P. 327–413. 

Taneja I.J. New Developments in Generalized Information Measures. Chap-
ter in: Advances in Imaging and Electron Physics, ed. P.W. Hawkes. London: Aca-
demic Press, 1995. V. 91. P. 37-135 

Teweldeberhan A.M., Miller H.G., Tegen R.  κ-Deformed statistics and the 
formation of a quark-gluon plasma // Int. J. Mod. Phys. E, 2003. V.12.  
P. 669-673. 

Tsallis C. Possible Generalization of Boltzmann-Gibbs-Statistics // J. Stat. 
Phys. 1988. V.52. № 1-2. P.479-487. (a regular updated bibliography is accessi-
ble at http:/tsallis. cat.cbpf.br/biblio.htm). 

Tsallis C. Nonextensive Statistical Mechanics and Thermodynamics: Histor-
ical Backgroud and Present Status // Nonextensive Statistical Mechanics and Its 
Applications, ed. S. Abe and Y.Okamoto, Series Lecture Notes in Physics. Berlin, 
New York, Heidelberg: 2001. Springer-Verlag. P. 3-99. 

Tsallis C. Introduction to Nonextensive Statistical Mechanics. Approaching 
a Complex World. New York: Springer, 2009. 382 p. 

Tsallis C., Mendes R.S., Plastino A.R. The role of containts within general-
ized nonextensive statistics // Physica A. 1998. V. 261. P. 534-554. 

Tonelli R., Mezzorani G., Meloni F., Lissia M., Coraddu M. Entropy pro-
duction and Pesin identity at the onset of chaos // Prog. Theor. Phys. 2006. 
V. 115 P. 23-29. 

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Wada%2C+T.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc


198 
 

 

Topsoe F. Entropy and equilibrium via games of complexity // Physica A. 
2004. V. 340. P. 11-31. 

Wada T., Suyari H. A two-parameter generalization of Shannon-Khinchin 
axioms and the uniqueness teorem // Phys. Lett. A. 2007. V. 368. P. 199-205. 

 



 

 

ГЛАВА  6 

Двухпараметрическая энтропия  
Шарма−Танеджа−Миттал как основа  

семейства равновесных термодинамик  
неэкстенсивных систем 

В рамках статистической механики, основанной на двухпараметриче-
ской энтропии Шарма−Танеджа−Миттал, показано, как можно полу-
чить равновесную термодинамику неэкстенсивной системы и опреде-
лить ее особенности. Приведены основные математические свойства 
двукратно деформированных логарифма и экспоненты, а также других 
связанных с ними функций, которые необходимы при конструировании 
неэкстенсивной термостатики. Получено обобщение на неэкстенсив-
ный случай нулевого закона термодинамики и введена так называемая 
физическая температура, отличная от инверсии множителя Лагранжа 

. На основе макроскопической энтропии Клаузиуса, с привлечением 

обобщенного первого закона термодинамики и преобразования Ле-
жандра получены новые термодинамические уравнения для неэкстен-
сивных систем, удовлетворительные с точки зрения макроскопической 
термодинамики. Кроме того, c учетом свойства выпуклости диверген-

ции Брэгмана показано, что для ( , )  -систем сохраняется принцип 

максимума равновесной энтропии Шарма−Танеджа−Миттал, ле-
жандрова структура теории и H -теорема, описывающая хаотизацию 
системы при спонтанных переходах.  

Введение 

Исследования в области статистической механики и термодина-
мики неэкстенсивных (неаддитивных) систем стали в последнее вре-
мя предметом значительного интереса, что объясняется как новизной 
возникающих здесь общетеоретических проблем, так и важностью 
практических приложений. Начало систематического изучения в этом 
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направлении связано с работой К. Тсаллиса (1988), в которой был 

введен энтропийный функционал ( ): 1 /( 1)T q
qS p p d q    

  , зави-

сящий от параметра деформации q  и обладающий неаддитивностью 

для совокупности независимых систем. Характерной чертой таких q-

систем является асимптотический степенной закон распределения 
вероятностей, который не зависит от экспоненциального поведения, 
обусловленного распределением Больцмана−Гиббса. В научной ли-
тературе доступны многочисленные обзоры новых результатов, полу-
ченных в ходе изучения аномальных физических явлений в рамках 
стататистики Тсаллиса (см., например, библиографию, представлен-
ную на сайте http:/tsallis. -cat.cbpf.br/ -biblio.htm, которая постоянно 
обновляется).  

Вместе с тем определение однопараметрической энтропии Тсал-
лиса (Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 1988) не является 
единственным примером деформированной энтропии (см. Beck, 
2009)13). Фундаментом исследований в области неэкстенсивной стати-
стической механики, проводимых в настоящее время, являются мно-
гочисленные нелогарифмические энтропии, в частности, однопара-

метрическая энтропия Реньи  ( ): ln /(1 )R q
qS p p q   (Renyi, 1961, 

1970), двухпараметрическая энтропия Шарма−Миттал 

 
( 1)/( 1)

: 1 /( 1)
r qSM q

qrS p d r
  

   
  

  (Sharma, Mittal, 1975,1977), одно-

параметрическая каппа-энтропия Каниадакиса 

 1 1( ): /2S p p p d 


     
   (Kaniadakis, 2001, 2002, 2005), одно-

параметрическая энтропия Ландсберга–Ведрала 

 
1

: 1 /(1 )LV q
qS p d q

 
   
  

  (Landberg, Vedral, 1998), однопарамет-

рическая энтропия Гаусса  : 1 exp( 1) ln( ) /( 1)G
rS r p p d r     

   

(Frank, Plastino, 2002), однопараметрическая энтропия Абэ 

                                                           
13) В монографии (Зарипов, 2010) на основе групповых свойств пара-

метрических мер дана их общая классификация и получены новые глубо-
кие результаты в применении к равновесной термодинамике неэкстен-
сивных систем. 
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1 1: /( )A A

A

q q
q A AS p p d q q


 

    
  
 (Abe, 1997; Beck, 2009; Canturk и 

др., 2018), двухпараметрическая энтропия (Шарма−Танеджа−Миттал 
1

, ( ): ( ) /2S p p p p d  
 

     
   (Kaniadakis и др., 2005; Scarfone, 

2006) и многие другие. Диапазон применения разнообразных пара-
метрических энтропий в настоящее время постоянно расширяется, 
охватывая различные направления в науке, такие как космология и 
космогония, теория плазмы, квантовая механика и статистика, специ-
альная и общая теории относительности, стохастическая динамика и 
фракталы, геофизика, биомедицина и многие другие.  

При этом важно подчеркнуть, что среди всех деформированных 
энтропий особый интерес представляют двухпараметрические энтро-
пии, в частности энтропии Шарма−Миттал и Шарма−Танеджа−Миттал 
(ШТМ), поскольку они, позволяя получить путем манипулирования 
двумя параметрами деформации различные однопараметрические 
энтропии, являются тем самым прародителями целого семейства не-
экстенсивных статистических механик неэкстенсивных систем. В част-
ности, из энтропийного функционала Шарма−Миттал следует адди-
тивная энтропия Больцмана−Гиббса−Шеннона, энтропия Тсаллиса, 
энтропия Реньи, энтропия Ландсберга–Ведрала, энтропия Гаусса. Эн-
тропийный функционал Шарма−Танеджа−Миттал включает в себя эн-
тропию Тсаллиса, энтропию Абэ и энтропию Каниадакиса (см. Колес-
ниченко, 2018). Таким образом, многие неэкстенсивные однопара-
метрические энтропии могут изучаться по единообразной схеме.  

В связи со сказанным основанная на энтропии (ШТМ) неэкстен-
сивная статистическая механика, сохраняющая математическую и 
гносеологическую структуру классической статистической механики и 
- пригодная для описания очень большого класса экспериментально 
наблюдаемых явлений в естественных, экономических и социальных 
науках, заслуживает особого внимания. 

В этой главе изложен круг вопросов, связанный с конструирова-
нием деформированной равновесной термодинамики на основе 
двухпараметрической энтропии (ШТМ) и дивергенции Брэгмана для 
аномальных неэкстенсивных систем. Проведенное исследование ба-
зируется на свойствах негиббсового канонического ( ,  )-

распределения, полученного из принципа Джейнса (Jaynes,1963) мак-
симума ( ,  )-энтропии при заданности усредненной внутренней 
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энергии системы и нормировке вероятностного распределения. По-
казано, что все важные термодинамические характеристики системы, 
такие как энтропия, полная и свободная энергия могут быть выраже-
ны с использованием только равновесного распределения. Получено 
обобщение нулевого закона термодинамики для двух независимых 
неэкстенсивных систем при их тепловом контакте, вводящее в рас-
смотрение так называемую физическую температуру, отличающуюся 

от инверсии множителя Лагранжа . Именно этот факт с неизбежно-

стью требует модификации полученных из микроскопических стати-
стико-механических соображений уравнений термостатики на основе 
макроскопической энтропии Клаузиуса. На ее основе и с учетом пер-
вого закона термодинамики и преобразования Лежандра построена 
макроскопическая равновесная термодинамика неэкстенсивных си-
стем. Кроме этого, с использованием свойства выпуклости диверген-
ции Брэгмана изучены спонтанные переходы между стационарными 

состояниями сложной ( , )  -системы и доказаны теорема Гиббса и Н-

теорема Больцмана. 

6.1. Основные определения и статистические свойства 
энтропии Шарма−Танеджа−Миттал 

В деформированной двухпараметрической статистической меха-
нике Шарма−Танеджа−Миттал для непрерывных величин аномаль-

ных ( , )  -систем при вероятностной нормировке  

( ) 1p d  r ,      (0 ( )p r )                                        (6.1) 

для плотности распределения ( )p r  состояния системы в вероятност-

ном фазовом пространстве  1 1: ,... ; ,...N Nr q q p p  физического стати-

стического ансамбля Гиббса (описывающего микроскопическое со-

стояние рассматриваемой системы) безразмерная ( , )  -энтропия 

задается следующим функционалом (Kaniadakis и др., 2005; Scarfone, 
2006) 
 

1
,

( ) ( )
( ): ( )

2

p p
S p p d

 


 


  




r r
r .                                 (6.2) 
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Здесь и далее везде область интегрирования совпадает со всем 6N -
мерным фазовым пространством, причем безразмерный элемент фа-
зового пространства d  записывается в современной форме 

 
13: ! NNd h d


 r , где 2h   − постоянная Планка; энтропийные ин-

дексы   и   (параметры деформации) суть вещественные числа, удо-

влетворяющие неравенствам 1   и 0  ; в общем случае распреде-

ление ( , , )p t r может зависеть от времени t   и от некоторого пара-

метра . Энтропия (2) обобщает распределения Тсаллиса и Каниада-
киса посредством манипулирования двумя параметрами деформа-
ции   и  , тем самым определяя эти энтропии как некоторые пре-

дельные однопараметрические случаи (см., например, Колесниченко, 
2019, 2020). 

Энтропия (2) может быть записана также в следующих эквива-
лентных формах: 

   , , ,( ): ( )ln ( ) ln ( )S p p p d p          r r r ,                               (6.3) 

 

при написании которых использован так называемый «деформиро-
ванный» логарифм Шарма−Миттал (Sharma, Mittal, 1975, 1977) 
 

{ , }ln ( ): sinh( ln )
2

x x x
x x

  

 


  

 
    ( 0x  ),                   (6.4) 

 

а также способ получения среднего значения для каждой физической 
величины ( )j r , характеризующей микросостояние системы, а имен-

но 
 

( ) ( ) : ( ) ( )j jp d    E r r r ,                                                (6.5) 
 

где принята нормировка (6.1). Такая деформация логарифмической 
функции в выражении для энтропии (по сравнению с классической 
энтропией Больцмана−Гиббса ( ): ln( )S p k p p d   ) позволяет 

учитывать важную особенность поведения многих аномальных си-
стем с длинной памятью и/или дальнодействующими силовыми вза-

имодействиями, когда вероятность реализации ( )p r  малых значений 

параметров состояния убывает (при 0( )p 
r ) не экспоненциально 

быстро, а степенным образом (закон Парето). Благодаря этому стати-
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стика (ШТМ) описывает события, практически недостижимые в про-
стых системах, характеризуемых статистикой Больцмана−Гиббса (см. 
Scarfone, 2010).  
 

Если ( 1)/2q      , то из определения (6.2) следует энтропия 

Тсаллиса 
2

, 2
( ) ( )

( ) :
1

q

q
p p

S p S d
q



  


  




r r
 (Tsallis, 1988, 2009), а 

при  0   −энтропия Каниадакиса 
1 1( ) ( )

:
2

p p
S d

 




 




r r
 (Kani-

adakis, 2001, 2002, 2005), на основе которых строятся соответствую-
щие статистические термодинамики  

Легко показать, что в пределе слабой связи ( 0  и 0 ) эн-

тропия ,S   переходит в классическую формулу S  статистики Гибб-

са. Действительно, при 0  имеем: 
ln

e
p

p
   

 1 lnp  , и эн-

тропия ,S   сводится к  

{ 0, 0}
0

( ) ( )
lim ( ) : ( ) ( )

2

p p
S p d S p p d

 

 


  
       

  
 

r r
r r r . 

 

Функция { , }ln ( )x 
. Приведем теперь некоторые наиболее важные 

свойства деформированного логарифма { , }ln ( )x  , которые широко 

используются в различных приложениях (см., например, Scarfone, 
2002; Kaniadakis и др. 2005): 

0,0ln ( ) ln( )x x ,   ,ln (1) 0,   ,   0,ln ( ) ln( )x x x
  .                        (6.6) 

 

, ,ln ( ) ln ( )x x    ,    , ,ln ( ) ln 1/x x     ,    ( , )   ,         (6.7) 

 

, / , /ln ( ) ln ( )aa aa x x    ,                                                   (6.8) 
 

, , , , ,ln ( ) ( )ln ( ) ( )ln ( )xy u x y u y x             
 

, , , ,ln ( ) ln ( ) 2 ln ( )ln ( )x y y x x y 
           .                        (6.9) 

 

Имеют место неравенства, характеризующие вогнутость функции 

,ln ( )x  : 
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,ln ( )
0, ;

d x

dx

 
          

2
,

2

ln ( ) 1 1
0, ,

2 2

d x

dx

 
           

(6.10) 
 

а также асимптотические соотношения, описывающие поведение де-
формированного логарифма по степенному закону: 
 

,
0

1
ln ( )

2x
x x



  
 

 
¸    ,

1
ln ( )

2x
x x

 
 

 
.                     (6.11) 

Для { , }ln ( )x   справедливы интегральные выражения: 

1
1

, 2 2
0

1
ln ( ) , 1

(1 )
x dx

      
   

 .                              (6.12) 

 

Если использовать преобразование 
 

 , , ,
1

( ): (1 )ln ( ) ln
2

x
u x x x x 
     

 
       

 
,           (6.13) 

где  

( )/2

( )/2

(1 )
: ,

(1 )

 

 

   
 

   
    

1/2
1

: ,
1


 

   
 

                        (6.14) 

− симметричные относительно перехода  параметры, для ко-

торых справедливы формулы (1 )        и  { , }
1 1

ln  
 

 
  

, то 

можно соотношение (6.9) переписать в следующем виде: 
 

, , ,ln ( ) 2(1 )ln ( )ln ( )xy y x          
 

, , , ,ln ( )ln ln ( )ln .
y x

x y       
   

    
    

                                 (6.9*) 

 

Наконец, имеет место уравнение 
 

, ,ln ( ) ln
d x

x x
dx

   
 

        
.                                         (6.15) 

 

Функция , ( )u x  . В соотношении (6.9) фигурирует важная в стати-

стике (ШТМ) сопряженная с логарифмом (6.4) функция (см. Scarfone, 
2006; Scarfone, Wada, 2014) 

 

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Wada%2C+T.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
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, ( ): cosh( ln( )), ( , )
2

x x
u x x x x

 
 

 


      ,            (6.16) 

 

которая, как легко проверить, обладает следующими свойствами:  
 

, ,( ) ( )u x u x    ,   , ,( ) (1/ )u x u x    ,   ,
1 1

u 
 

 
  

.         (6.17) 

 

С учетом (6.13) и (6.14) легко получить следующие соотношения:  
 

, , , ,( ) ln ( ) (1 )ln ( ) ln
x

u x x x x
       

 
       

 
,         (6.18) 

 

2
, , , , ,( ) ( ) ( ) ln ( )ln ( )u xy u x u y x y           ,                   (6.19) 

 

2
, , , ,( ) (1 ) ( ) ln ( )

d x
xu x u x x u

dx
       

 
          

.         (6.20) 

 

Неаддитивность ( ,  )-энтропии для независимых систем. Пока-

жем теперь, что подобно энтропии Тсаллиса (cм., например, Колес-
ниченко, 2019), энтропия Шарма−Танеджа−Миттал подчиняется 
псевдоаддитивному закону для двух статистически независимых си-
стем. 

Рассмотрим для этого совокупную физическую ( , )  -систему, со-

стоящую из двух подсистем, состояние которой описывается совмест-

ным мультипликативным распределением (1,2) (1) (2)( ): ( ) ( )p p p r r r , 

для которого выполняются условия нормировки  
 

(1,2) (1) (2)
1 2 1 2( ) ( ) ( ) 1p d d p d p d         r r r  

 

(здесь индексы (1)  и (2)  относятся к двум статистически независи-

мым ( , )  -системам). 

После подстановки распределения (1,2)( )p r  в формулу (3) полу-

чим (при учете (9)) следующее свойство псевдоаддитивности сово-

купной энтропии в статистике (ШТМ) для двух независимых ( , )  -

подсистем: 
 

(1) (2) (1) (2)
, , 1 2(1,2): ( ) ( )ln ( ) ( )S p p p p d d   

     
   r r r r  
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(1) (2) (1) (2)
, ,( ) ( ) ln ( ) ( )p p p u p   
    
     r r r r  

 

(2) (1)
, , 1 2 , , , ,ln ( ) ( ) (1) (2) (2) (1)p u p d d S S           
       
   

r r .   

(6.21) 
 

В равенстве (6.21) фигурирует чрезвычайно важная в ( , )  -

статистике функция: 

   , , , ,( ): ( ) ( ) (1 ) ln ( ) ln /p p u p d p p              r r .   (6.22) 
 

В случае если ( , ) 0   , то {0} 1( )u p   и  {0,0} ( ) 1p p d   r , так 

что из условия псевдоаддитивности (6.21) следует аддитивное прави-
ло для энтропии S  Больцмана−Гиббса. 

Отметим, что с учетом соотношения (6.19) и в случае мультипли-

кативности распределения 
(1,2)p  функцию , (1,2)   можно предста-

вить в виде:  
2

, , , , ,(1,2) (1) (2) (1) (2)S S           .                       (6.23) 
 

6.2.  Экстремум (κ,ς )−энтропии и равновесные состояния 

Рассмотрим сначала некоторые свойства так называемой «де-
формированной» экспоненты Каниадакиса. 

( )κ,ς -экспонента. Поскольку ( , )  -логарифм является строго 

возрастающей функцией при ,  , то он имеет обратную функ-

цию, которая называется обратной экспонентой Каниадакиса 

,exp ( )x  . Некоторые свойства этой экспоненты, вытекающие из со-

ответствующих аналитических свойств деформированного логарифма 
(см. Kaniadakis и др., 2004), имеют вид: 

, , , ,ln exp ( ) exp ln ( )x x x               ,                                    (6.24) 

,
1

exp 0 ,
2

когда


 

 
     

 
; ,

1
exp ,

2
когда 

 
      

 
, 

(6.25) 
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,exp (0) 1   ;   ,exp ( ) 0    ,      ;   ,exp ( )     ,      , 

(6.26) 
 

, ,exp ( )exp ( ) 1x x      ;    , / , /exp ( ) exp ( )
a

a ax ax      
.          (6.27) 

 

Кроме того, функция ,exp ( )x   обладает свойством выпуклости: 

,exp ( ) 0
d

x
dx

   ,    
2

2
,2

exp ( ) 0, , 1
d

x x
dx

      .                (6.28) 

 

Несомненно, одним из наиболее интересных свойств деформи-
рованной экспоненты ,exp ( )x   является ее представление степен-

ной асимптотикой на бесконечности: 

1/( )
,exp ( ) 2

x
x x

 

 


 .                                   (6.29) 

Наконец, для ( , )  -экспоненты справедливы следующие инте-

гральные соотношения (см., например, Kaniadakis. 2005): 
 

0
, 2 2

1
exp ( )

(1 )
x dx 


 

 ,    
0

2 2
{ , }

1

exp ( ) (1 )

dx

x
 


   

 .    (6.30) 

 

Микроканоноческое равновесное распределение. Равновесные 
состояния сложных систем характеризуются распределениями, кото-

рые не меняются с течением времени. Рассмотрим ( , )  -систему, 

находящуюся в термостате. Модифицированное распределение Гиб-
бса в статистике (ШТМ) может быть получено, как и в классическом 

случае, из экстремума ( , )  -энтропии (3) при выполнении следую-

щих дополнительных условий: заданности средней энергии системы 

, : ( ) ( )p d const      r r                                     (6.31) 
 

и сохранения вероятностной нормировки (6.1) распределения ( )p r . 

Здесь ( ) r  − внутренняя энергия r -го состояния системы, которая 

определяется математической моделью изучаемых физических про-
цессов.  

Используя стандартную в статистической механике и теории ин-
формации методологию Джейнса (Jaynes, 1963) получения равновес-
ного распределения из вариационного принципа, введем функцио-
нал 
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 ,( ): ( )ln ( ) ( ) ( ) ( )p p p d p d p d        r r r r r           (6.32)  
 

 и найдем его безусловный экстремум. Здесь  и   суть множители 

Лагранжа;   − «химический потенциал». В соответствии с теоремой 

Лагранжа вероятностное распределение ( )extp r , «экстремизирующее» 

( , )  -энтропию , ( )S p   при указанных ограничениях, определяется из 

условия:   
 

     , ,
( )

(1 )ln ( ) ( ) ( ) 0
p

p u p
p

   


        


r r r .                 (6.33) 

 

Отсюда, с учетом (6.14) и (6.19), следует (Wada, Scarfone, 2010): 
 

 ,
( )

ln ( )
p

 
 

     
 

r
r ,                                        (34) 

 

где   

1
22

2

(1 ) 1
,

1
(1 )









        
     

       

,  или 

 ,( , ) exp ( )extp  

 
      

 
r r ,      ,exp ( 1/ )здесь       (6.35) 

 

− нормированное ( ,  )-распределение в состоянии статистического 

равновесия системы (микроканоническое распределение Больцма-

на−Гиббса в статистике (ШТМ)). В пределе , 0   ( ,  )-

распределения (6.35) сводzтся к микроканоническому распределе-
нию Гиббса классической статистики (Зубарев, 1971). 

Заметим, что хвост распределения (6.35) описывается степенной 
асимптотикой (это так называемый закон Парето), определяемой в 
силу (6.29) выражением  

1/( )

( ) 2ext

z

z
p

 





r ,      ( ( ): ( )где z z   r r ,                  (6.36) 

 

которое существенно отличается от экспоненциальной асимптотики, 
характеризующей стандартное распределение Больцмана−Гиббса. 

Найдем теперь вторую вариацию функционала (6.44). В результа-
те получим  

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Wada%2C+T.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
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    2 2 2
{ , } { , }

1
( ) ( )ln ( ) 2 ( ) 0

( )
p p u p

p
             r r

r
. 

 

Отсюда следует, что экстремум соответствует максимуму функциона-

ла ,т.е. распределение (35) максимизирует ( ,  )- энтропию. 

6.3. Уравнения статистической термодинамики  
для неэкстенсивных (κ,ς ) -систем 

Приступим теперь к одной из основных целей данной работы – 
конструированию равновесной термодинамики, основанной на не-
экстенсивной статистике (ШТМ). Используя распределение (6.35), по-
лучим следующее выражение: 

 , ,(1 )ln ( ) ( ) ( ) 0est estp u p   
         
   

r r r .               (6.37) 
 

Усредняя (6.37) с помощью равновесного распределения ( )estp r  

и учитывая определения (6.22) и (6.31), в результате получим экстре-
мальное значение ( ,  )-энтропии 

 

 , , ,
1

1
ext ext extS     

   
  

.                                     (6.38) 

 

Далее индекс " "est  у термодинамических параметров будем опус-
кать.  

Дифференцируя выражение (6.3) по внутренней энергии ,   и  

учитываяя (15) и (35), в результате получаем 
 

  ,
,

,,

( )
( )ln ( )

( )

dS d dp
p p d

dp dd

 
 

  

   
r

r r
r

 

 

 ,
, ,

( ) ( ) ( )
ln ( )

p dp dp
d d

d d
 

   

 
        

 
 

r r r
r .                   (6.39) 

С учетом (6.1) и (6.31) это равенство сводится к обобщению опреде-
ления обратной температуры:  

1
, ,/ :dS d T

      .                                                  (6.40) 
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Первый вариант определения статистической суммы. Если 

определить ( , )  -аналог классической статистической суммы Z  со-

отношением (Wada, Scarfone, 2010) 
 

 , , , ,
1

: exp ( )
1

ext extZ       

 
      

,                              (6.41) 

 

то его комбинирование с выражением (6.38) для ( , )  -энтропии при-

водит к основному термодинамическому тождеству 
 

 , , , , , ,ln ( )S Z               ,                            (6.42) 
 

где свободная энергия определена равенством 
 

, , ,: ln ( )Z        .                                                    (6.43) 
 

Продифференцируем теперь логарифм , ,ln ( )Z     по параметру 

β. Используя определение (6.27) функции { } , а также соотношения 

(6.9), (6.21) и (6.49), в результате будем иметь 
 

, ,
, , ,

1 ( )
ln ( )

1

d dd d
Z

d d d d

   
     

 
      

      
 

 

, ,
,

1 ( )

1

d dd

d d d

   
 

 
     

     
 

,                       (6.44) 

 

где производная , /d d   , полученная с учетом формулы (20), рав-

на: 
 

,
, ,

( ) ( )
( )

d d dp p z dp z
pu p d u d

d dp d d

 
   

 
           

  .        (6.45) 

 

Далее мы воспользуемся выражением  

,
( )

( ) ( ) ( )
p z

u dp z zdp z p z dz 
 

    
 

,    где  ( ): ( )z z   r r ,     

(6.46) 
 

которое следует из следующих соотношений:  

  соотношения (20), записанного в виде:  

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Wada%2C+T.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
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    2
, , ,

( )
( ) (1 ) ( ) ln ( ) ( )

p z
u dp z u p z p z dp z     

 
    

 
; 

  дифференциала от соотношения (37), преобразованного к виду: 
 

   2
{ , } ,(1 ) ( ) ln ( )u p z p z dp   

     
 

 
 

   , { , }(1 ) ln ( ) ( ) ( ) ( )p z u p z dp z p z dz           ; 
 

  соотношения (37), записанного следующим образом: 
 

   , { , }(1 ) ln ( ) ( )z p z u p z         .  

С учетом формул (6.45) и  (6.46) будем иметь  
 

, ( )
( )

d dp z dz
z d p z d

d d d

 
   

  
 

( ) (1 ) ( )
d dz

z p z d p z d
d d
         
   

 

 , ,
( )

(1 )
d d

d d
   

 
            

,
,

( )d d

d d

 
 


  

 
.   (6.47) 

 

Объединяя теперь (6.44) и (6.47), получим важное термодинами-
ческое соотношение 

      , , ,ln (Z )/d d .                                                   (6.48) 

Комбинирование выражений (6.43) и  (6.48) приводит к связи 
 

      , , /d d                                                           (6.49) 
 

между свободной и внутренней энергией. Кроме этого, из (6.40) и 
(6.42), путем дифференцирования ,   по температуре можно полу-

чить { , }  -энтропию 

     , , / (1/ )S d d ,                                                          (6.50) 
 

сопряженную температуре 1/T   , которая определяется равен-

ством (6.40).  
Таким образом, выведенные выше на основе двухпараметриче-

ской энтропии (ШТМ) уравнения статистической ( ,  )-

термодинамики принимают следующую форму: 
 



213 
 

 

, , ,
1

ln ( )Z      


,  
,

,

( )d

d

 
 





 ,   , ,dS d    , 

 

 , , ,S       ,   
,

,

( )

(1/ )

d

d

 
   


,   

,2
,

d
C

d

 
   


.                 (6.51) 

 

Усреднение микроскопических случайных величин. С помощью 
деформированного канонического распределения Гиббса (6.35) мож-
но также вычислить среднее значение любой физической величины 

( )j r , характеризующей микросостояние системы. Дифференцируя 

для этого логарифм статистического интеграла { , }Z    по микроскопи-

ческой энергии ( ) r  и считая при этом, что const  в течение дли-

тельного периода времени, в результате получим: 

, ,
, ,

1
ln (Z )

1

d dd d

d d d d

   
   

 
    

      
 

.                 (6.52) 

Повторим теперь процедуру вывода соотношения (6.47) и для 

расчета производной от функции ,   по ( ) r ; тогда будем иметь: 

, ,
(1 ) ( )

( ) ( ) ( )

d d d
p

d d d

    
      

  
r

r r r
.                              (6.53) 

 

Комбинирование выражений  (6.52) и (6.53) приводит к  выражению 
 


     1

, ,( ) ln (Z )/ ( )p d dr r ,                                     (6.54) 

позволяющему найти усредненные величины i    

, , ,ln (Z )1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
i i i i

d d
p d d d

d d

     
      

  
  r r r r

r r
.   (6.55) 

 

Второй вариант определения статистической суммы. Некоторые 
авторы (см., например, Tsallis и др., 1998) предпочитают вводить дру-
гое определение статистической суммы, которое позволяет сконстру-
ировать с помощью микроканонического распределения (6.35) все 
термодинамические соотношения в почти классическом виде. Пере-
определенная статистическая сумма, заданная выражением  

 

 , , , { ,
1

ln ( ):
1

W       
   
  

,                              (6.56) 
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связана с { , }Z   соотношением 
 

, , , , ,ln ( ) ln ( )W Z           .                                   (6.57) 
 

С физической точки зрения разница статистических значений сумм 

,Z   и ,W   состоит в том, что первая определяет свободную энергию 

,  , а вторая – энтропию ,S   (как это принято в класической стати-

стической термодинамике (см. Зубарев, 1971)), величины которых яв-

ляются функциями  температуры T и внутренней энергии { ,   соот-

ветственно.  
Действительно, комбинирование определения (6.56) с выраже-

нием (6.38) для ( , )  -энтропии приводит к выражению  
 

, , ,ln ( )S W      .                                                       (6.58) 
 

Определим теперь деформированную свободную энергию ,F   вы-

ражением 


          1
, , , ,: ln ( )F W .                                             (6.59) 

 

которое при 0  совпадает со свободной энергией в классической 

статистике 
1

: lnF W 


. Тогда из (6.58) и (6.59) следует основное 

термодинамическое тождество 

 , , ,S F       ,                                             (6.60) 
 

с использованием которого могут быть получены и другие термоди-
намические соотношения.  

6.4. Термическое равновесие двух неэкстенсивных  
систем в статистике Шарма−Танеджа−Миттал 

Нахождение условий термического равновесия двух независимых 
систем требует привлечения законов композиции для энтропий и 
энергий. В статистической термодинамике Больцмана−Гиббса эти за-
коны имеют свойство аддитивности. Для неэкстенсивных ( ,  )-систем 

важным является свойство псевдоаддитивности (6. 21) энтропии 
(ШТМ), которое в данной работе не распространяется на энергии. Это 
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приводит, как будет показано ниже, к равенству так называемых физи-
ческих температур для двух независимых ( ,  )-систем, при сохране-

нии усреднения физических величин нормированным распределени-
ем.  

Физическая температура. Начиная с работы (Tsallis и др.,1998), 
имеет место дискуссия по методу усреднения микроскопической 
энергии любой неэкстенсивной системы, состоящей из двух статисти-
чески независимых равновесных подсистем и, соответственно, по за-
кону композиции усредненных энергий. В основном предполагается 
аддитивный закон для микроскопических энергий 

 

(1,2) (1) (2):ij i j    ,                                                    (6.61) 
 

которым мы здесь воспользуемся. Тогда усреднение выражения 

(6.61) статистически равновесным ( , )  -распределением (6.35) при-

водит к следующему закону аддитивности усредненных энергий: 
 

(1) (2)
, , ,(1,2)       ,                                              (6.62) 

где  
(1,2) (1,2) (1,2)

, 1 2(1,2): ( ) ( ) ( )p d d 
       
  E r r r  

 

(2) (1) (1) (1) (2) (2)
2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p d p d p d p d          r r r r r r , 

 

(1) (1) (1)(1)
, : ( ) ( ) ( )p d 

     
  E r r r ,  (2)(2) (2) (2)

, : ( ) ( ) ( ) .p d 
     
  E r r r  

 

Варьирование условия аддитивности усредненной энергии 

, (1,2)   равновесной совокупной системы и условия квазиаддитив-

ности (6.21) ее энтропии , , , , ,(1,2) (1) (2) (2) (1)S S S            

приводит, с учетом постоянства энергии , (1,2) const    и энтропии 

, (1,2)S const   , к равенствам: 

(1) (2)
, , ,          ,                                                 (6.63) 

 

(1) (1) (2) (2)
, , , , , , , ,(2) (2) (1) (1) 0S S S S                       ,       (6.64) 

 

 откуда следует: 
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(1) (2)

(2) (1), , , ,
, , , ,(1) (1) (2) (2)

, , , ,

(1) (2)
(2) (1)

S S
S S

       
       

       

   
  

   
.          (6.65) 

 

Используя (6.21), (6.23) и (6.38), легко получить соотношение 
 

2
, , , ,

, , , ,

S S

S

       

       

   
 

  
,                                     (6.66) 

 

с учетом которого равенство (6.65) принимает вид: 
 

  ,
, , ,

(1,2)
, , , (1)

1 S
S

S

 
     

     

 
     

   

 

,
,

, , , (2)

1
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S

S

 
 

     

  
   
     

.                                  (6.67) 

Из (67) следует условие 
 

, ,

, , , , , ,(1) (2)

1 1S S

S S

   

           

 


   
,                        (6.68) 

 

(здесь 
( ) ( ) ( )

, ,/r r rS      ,  ( ,r  )), которое удовлетворяется тожде-

ственно только при равенстве так называемых физических темпера-
тур двух независимых ( ,  )-подсистем при их тепловом контакте. Фи-

зическая температура phT  определяется  выражением 

,

, , , , ,

1 1 1 1
:

ph

S

T TS S

 

         


 

  
,                       (6.69) 

 

где  
11

, ,/T S


       .  

Таким образом, отношение эквивалентности (6.68) является 
обобщением нулевого закона термодинамики на неэкстенсивные си-
стемы, описываемые статистикой (ШТМ). Оно показывает, что в отли-
чие от классического случая физическая температура phT  не является 

обратной величиной множителя Лагранжа, 1 , но определяется вы-

ражением (6.69). В случае если , 0   , то phT T  и законы компози-
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ции всех выше приведенных микроскопических и средних и величин 
становятся аддитивными.  

Физическое давление. Важно иметь в виду, что, по аналогии с 
физической температурой phT , можно ввести и физическое давление 

qhP . Для этой цели необходимо рассмотреть две независимые нахо-

дящиеся в состоянии механического равновесия ( ,  )-подсистемы, 

которые образуют совокупную замкнутую систему с постоянными 

значениями энтропии { , }(1,2)S const   , энергии { , }(1,2)   и объема 

( ) ( )(1,2)V V V const   . В этом случае ( ,  )-энтропия совокупной 

системы должна экстремизироваться с фиксацией общей энергии и 
объема. В результате, после применения процедуры, аналогичной 

выводу phT , и при учете равенств ( ) ( )V V V     ,  получим следу-

ющее отношение эквивалентности:  

, ,

, , , ,(1) (2)

1 1 ph

ph

S S P

V V TS S

   

       

 
 

  
,                         (6.70) 

 

которое удовлетворяется тождественно только при совпадении так 

называемых физических давлений 
(1) (2)

ph phP P в двух подсистемах 

при их механическом контакте. Здесь физическое давление phP  опре-

деляется соотношением 

,

,,

:
ph

ph

T S
P

VS

 

  





.                                                  (6.71) 

 

Таким образом, предполагая аддитивный закон энергетического 
и механического взаимодействия между двумя микроскопическими 
системами, управляемыми одной и той же неаддитивной ( ,  )-

энтропией, можно определить интенсивные макроскопические пе-
ременные (температуру и давление), отвечающие нулевому принци-
пу термодинамики в контексте неинтенсивной статистической меха-
ники (ШТМ). 

В связи с введением в рассмотрение физической температуры 

phT  сделаем следующее общее замечание. В большинстве сложных 

неэкстенсивных систем важную роль играют длинномасштабные про-
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странственно-временные корреляции в фазовом или геометрическом 
пространстве. Это означает, в частности, что существенное значение 
имеет та часть внутренней энергии системы, которая связана с сило-
вым взаимодействием отдаленных друг от друга ее частей, а именно 
потенциальная энергия. В классической статистической механике 
внутренняя энергия определяется, как правило, суммой кинетических 
энергий всех молекул совокупной системы. В такой системе «тепло-
вой баланс» достигается в основном за счет локального теплообмена 
между близко расположенными (в частности, в пограничных обла-
стях) ее составляющими, т.е. «тепло» связано с передачей кинетиче-
ской энергии отдельными частицами системы. Поскольку физическая 
температура phT  отвечает за «глобальный тепловой баланс» между 

различными частями системы, то ее энергетический баланс будет 
сильно отличаться от локального теплового баланса. Локальный теп-

ловой баланс описывается абсолютной температурой 1/T   , изме-

ряемой термометром. Однако подобное измерение физической тем-
пературы phT  нереально, что связано с наличием функционала 

, ,( )S    , зависящего, согласно (6.27), от параметров деформации 

  и  .  

Важно подчеркнуть, что отношение эквивалентности (68), явля-
ющееся обобщением нулевого закона термодинамики на неэкстен-
сивные ( ,  )-системы, противоречит основным принципам классиче-

ской термодинамики, где абсолютная температура T  (интенсивный 
параметр), а не функционал phT  является термодинамическим пара-

метром, характеризующим термодинамическое состояние системы 
при равновесии. Тот факт, что термодинамическое и механическое 
равновесие двух соприкасающихся систем достигается при физиче-
ских температуре и давлении, неизбежно приводит при конструиро-
вании макроскопической термостатики к необходимости модифика-
ции полученных выше термодинамических соотношений (6.58)-(6.60), 
включая введение термодинамической энтропии Клаузиуса.  

6.5. Макроскопическая термостатика 

Следует отметить, что все выведенные выше термостатические 
соотношения, описывающие неэкстенсивную ( ,  )-систему, основы-
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вались  на микроскопических статистико-механических соображени-
ях. Такой микроскопический подход крайне важен. Однако, совре-
менное состояние теории не будет полностью удовлетворительным 
до тех пор, пока не будет сформулирована макроскопическая термо-
динамика неэкстенсивных ( ,  ) -систем. Принимая во внимание тот 

факт, что соответствующее обобщение теории в решающей степени 
зависит от вида переопределенного энтропийного функционала, 
крайне важно выяснить его воздействие на структуру макроскопиче-
ских термодинамических соотношений. 

В качестве основных предпосылок, взятых за исходный пункт по-
строения модифицированной макроскопической термодинамики 
Шарма− Танеджа−Миттал мы, следуя работе (Abe, 2000; Abe, Okamo-
to, 2001; Abe и др., 2001), используем первый закон термодинамики и 
структуру преобразования Лежандра.  

С учетом введенных выше физических температуры и давления 
определим макроскопическую энтропию Клаузиуса. Рассмотрим для 
этого структуру преобразования Лежандра. Уравнение (6.40) 

{ , } { , }/dS d      указывает на то, что параметры   и { , }   образуют 

пару переменных Лежандра. Это приводит к следующему определе-
нию свободной энергии (см.(6.59)): 

, , , , , ,ln ( )F TS T W                .                           (6.72) 
 

Это определение, однако, неудовлетворительно с точки зрения мак-
роскопической деформированной термодинамики. Свободная энер-
гия должна зависеть от физической температуры phT , а не от абсо-

лютной температуры T .  
Физическая свободная энергия Гельмгольца. По аналогии с под-

ходом, предложенным в работах (Abe, 2000; Abe и др., 2001) при раз-
работке макроскопической термостатики на основе энтропии Тсалли-
са, введем физическую ( ,  )-свободную энергию Гельмгольца cоот-

ношением  
 

, , ,: ln( )phF T W       ,                                        (6.73) 
 

которое является фактически преобразованием Лежандра, связан-
ным с другой энтропийной величиной, а именно с ,ln( )W  . Такое 

определение физической свободной энергии приводит к тому, что 
некоторые из термодинамических соотношений в том числе опреде-
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ляющих макроскопическую энтропию Клаузиуса, должны быть соот-
ветствующим образом модифицированы. 

Используя соотношения (6.56), (6.58) и (6.69), можно убедиться, 
что переопределенная таким образом макроскопическая свободная 
энергия ,F   является функцией phT . Дифференцируя ,F  , получим 
 

, , , , { , }ln( ) ph phdF d W dT T w dS            .                          

(6.74) 
 

При написании (6.74) нами было использовано соотношение 
 

{ , }
, , { , }

, , ,

ln( )
exp ( ) ( )

dS
d W w dS

S S

 
     

     

 
      

,                  (6.75) 

 

выведенное с учетом следующего выражения для дифференциала:  
 

1 1
{ , }

1
ln ( ) ( ) ( )

2
d x x x dx 

 
        
 

 

 

, , ,( ) ln ( ) ln( ) ( )ln ( ) ln( )u x x d x x x d x
     

         
.    (6.76) 

 

Заметим, что весовая функция ,w   в частном случае статистики 

Каниадакиса (при 0  ) принимает следующий вид (см. Колесниченко, 

2020): 

   21/ exp ( ) 1/ 1 ( )w S S S


        ,                    (6.77) 

 

а для статистики Тсаллиса, когда ( 1)/2q      , параметр ,w   

принимает следующее выражение (ср. Abe, 1997, 2000) 
 

1

2 2 2 2: 1/ exp ( ) 1/ 1 ( 1)
q

q q q qw S q S


            
.           (77*) 

 

Энтропия Клаузиуса. Если теперь использовать первый закон тер-
модинамики  

, , phd Q d P dV      ,                                                 (6.78) 
 

где ,Q   − количество теплоты, подводимое к ( ,  )-системе (или от-

водимое от нее), то диференциальное равенство (6.74) можно пере-
писать в виде 
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, , } , , ,ln( )ph ph phdF dQ P dV W dT T w dS             .                   (6.79) 
 

Отсюда следует возможность ввода макроскопической энтропии 

Клаузиуса ,S    для неаддитивных систем: 

   , ,: / phdS d Q T ,     , ,ln( )S W    ,                               (6.80) 

где 

{ , }
, , , { , }

, , ,

ln( )
exp ( ) ( )

dS
dS d W w dS

S S

 
        

     

  
      

. 

 

Используя теперь соотношения (6.79) и (6.80) при конструирова-
нии макроскопической термостатики ( ,  )-системы, покажем, как ко-

личество тепла и энтропия Клаузиуса влияют на  термодинамические 
процессы. Введем с этой целью макроскопические характеристиче-

ские функции: обобщенную энтальпию , , phH P V      и обобщен-

ную свободную энергию Гиббса , , phG F P V     . Напомним, что лю-

бые характеристические функции обладают следующим свойством: 
если известна характеристическая функция, выраженная через соот-
ветствующие (свои для каждой функции) параметры состояния, то с 
ее помощью можно вычислить все термодинамические величины. В 
этом нетрудно убедиться, например, из уравнений  

 

, , , ,ph ph ph phd w T dS P dV T dS P dV           ,               (6.81) 
 

, , , ,ph ph ph phdH T w dS VdP T dS VdP           ,                      (6.82) 
 

, , ,lnph ph ph phdF P dV W dT P dV S dT           ,                    (6.83)  
 

, , ,ln ph ph ph phdG W dT P dV S dT P dV           ,                (6.84) 
 

следствием котоых являются следующие частные производные: 
 

,

, ,

ph

ph

S T

F
P

V V
 

       
     

    

,   , ,

, ,
ph

ph

V P

H
T

S S

   

   

    
     
       

,    (6.85) 
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,

, ,

ph
ph phS T

H G
V

P P
 

       
    

       

,   , ,
,

ph
ph ph PV

F G
S

T T

   
 

    
     

     

.     (6.86) 

Комбинируя (6.73) и (6.86), получим одно из важных уравнений 
Гиббса−Гельмгольца 

 , , , /ph ph
V

F T F T         .                                (6.87) 

Это уравнение позаволяет рассчитать свободную энергию Гельмголь-
ца, если известна внутренняя энергия как функция физической тем-
пературы phT .  

Используя определения характеристических функций ,H   и ,G  , 

а также формулы (6.85)-(6.87), можно получить также два других 
уравнений Гиббса− Гельмгольца: 

 

 
,

, , , /ph ph S
H P H P

 
         .                                     (6.88) 

Это уравнение позволяет расчитать энтальпию, если известна внут-
ренняя энергия как функция физического давления phP . 
 

 , , , /
ph

ph ph T
G F P G P         .                                    (6.89) 

При помощи этого уравнения можно расчитать свободную энергию 
Гиббса из свободной энергии Гельмгольца, если последняя известна 
как функция физического давления phP .  

Наконец, при использовании уравнения (6.87) можно получить 
выражение для изохорной теплоемкости 

 

   2 2
, ,/ /V ph ph phV V

С T T F T                              (6.90) 

 

Таким образом, применяя обобщенную энтропию Клаузиуса к 
сложной неэкстенсивной системе, мы смогли найти основной набор 
неэкстенсивных термодинамических соотношений. Полученная стан-
дартная форма соотношений (6.81)-(6.90) в макроскопической термо-
статике Шарма− Танеджа−Миттал позволяет заключить, что они 
остаются инвариантными относительно неаддитивной модификации 
их классических аналогов. Можно также убедиться в том, что в до-
полнение к структуре Лежандра и другие важные теоремы и термо-
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динамические свойства остаются при этом ( ,  )-инвариантными (см., 

например,  Tsallis, 2009).  
Кроме того, можно показать, что введенная формулой (6.80) 

макроскопическая энтропия Клаузиуса ,S   является аддитивной ве-

личиной, что находится в соответствии с аксиоматикой Каратеодори 
(см. Мюнстер, 2010), согласно которой экстенсивность количества 
тепла играет существенную роль при определении энтропии как пе-
ременной состояния (см. Abe, 2002). 

6.6. Дивергенция Брэгмана. Обобщенная  Н-Теорема 

Порожденная энтропией ,S   дивергенция Брэгмана (см. Breg-

man, 1967; Cichocki, Amari, 2010) 
 

     , , ,: ( ) ( )D p q S q S p       r r   
  




, [ ( )]
( ) ( ) 0

( )

S q
p q d

q

r
r r

r
 

(6.91) 
 

относится к наиболее существенным статистическим характеристикам 
неэкстенсивной динамической ( ,  )-системы (Scarfone, 2018). Явля-

ясь функционалом, она определяет меру статистической упорядочен-

ности в микросостояниях системы с распределением ( )p r  относи-

тельно состояния c  распределением ( )q r . Выражение (6.91) пред-

ставляет собой функционал для двух нормированных распределений 

( ) ( ) 1p d q d    r r . 

Различные свойства общего вида дивергенции Брэгмана можно 
найти в работе (Cichocki, Amari, 2010). Здесь же мы отметим, что ве-
личина , ( : )D p q   является вещественным, положительным, выпук-

лым (в первом аргументе) функционалом. Легко видеть, что при 0  , 

0  эта величина переходит в так называемую информацию раз-
личия Кульбака−Лейблера (см. Кульбак, 1967; Зарипов, 2010)  

0, 0
( )

( : ) ( : ): ( )ln
( )

p
D p q K p q p d

q
 

 
   

 


r
r

r
.                  (6.92) 

 

Кроме этого, поскольку при p q  имеет место равенство , ( : ) 0D p p  
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, то дивергенция Брэгмана является функцией Ляпунова14)
.  

 

Максимум ( )κ,ς -энтропии для равновесного распределения. 

Сначала придадим выражению (6.91) другую форму. С учетом свой-
ства (6.13) для деформированного логарифма ,ln   получим: 

 

     , , ,: ( ) ( )D p q S q S p       r r     
 

    
 

 ,
( )

( ) ( ) ln 0
q

p q d
r

r r    

(6.93) 
 

Пусть теперь распределение ( )p r  является равновесным 

0( ) ( )p pr r , для которого справедливо представление (6.34), кото-

рое мы запишем в виде:  

   , 0ln ( )/ ( ) ( )p z      r r r ,                                (6.94) 
 

а распределение ( )q r  соответствует произвольному состоянию си-

стемы. Кроме этого, предположим, что для обоих распределений 
справедливо равенство (условие Гиббса)  
 

0( ) ( ) ( ) ( )q z d p z d   r r r r ,                                               (6.95) 
 

Покажем, что в этом случае справедливо также и равенство  
 

       0 , 0 0 ,( 1) ( ) ( ) ln ( ) ( ) ( ) ( )p q p d q p u p d          r r r r r r .     

(6.96) 
 

Действительно, комбинируя (6.13) и (6.34), находим соотношение 
 

   , 0 , 0(1 )ln ( ) ( ) ( )p u p z      r r r ,                                      (6.97) 
 

используя которое, совместно с  (6.95), получим  (6.96). 
С другой стороны, из определения дивергенции Брэгмана (93) и 

учета (6.1) и (6.31) (с заменойp q ), имеем выражение: 
 

     , , , 0( ) : ( )ln ( ) :S q q q d D q p        r r r  
 

                                                           
14) Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределённая 

функция, которая обращается в нуль в точке равновесия системы. Состоя-

ние равновесия является аттрактором, когда производная по времени 
от функции Ляпунова имеет знак, противоположный знаку самой 
функции. 
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     0 , 0 0 , 0( )ln ( ) ( ) ( ) ln ( )/p p d q p p       r r r r r ,                 (6.98) 
 

которое, при учете формулы (13), принимает вид: 
 

       , , , 0 0 , 0( ) : ( )ln ( ) : ( )ln ( )S q q q d D q p p p d            r r r r r  
 

       0 , 0 0 , 0( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ln ( )q p u p d q p p         r r r r r r .    

(6.99) 
 

Наконец, комбинируя (6.96) и (6.99), получим искомый результат (см. 
Scarfone, 2018) 
 

       , , 0 , 0 , 0( ) ( ) : ( )S q S p D q p S p         r r r .                 (6.100) 
 

где дивергенция Брэгмана выступает в виде отрицательного вклада в 
энтропию Шарма−Танеджа−Миттал и проявляется как негэнтропия. 
Понятие негэнтропии, т.е. изменения энтропии с обратным знаком, 
было предложено Э. Шредингером (1947). Из неравенства (6.100) 
следует, что энтропия  , 0( )S p  r  равновесного состояния больше, 

чем энтропия  , ( )S q  r  произвольного состояния. 
 

Теорема Гиббса и Н-теорема. Как известно, открытая система 
представляет собой часть большой замкнутой системы и находится с 
внешним окружением в неравновесном контакте. В окружении отсут-
ствуют неравновесные явления, и можно считать, что она находится в 

равновесном состоянии с распределением 0( )p r . Сравнивая значе-

ния энтропий при условии Гиббса (6.95), получим из (6.100) теорему 
Гиббса в виде неравенства 

 

      , 0 , , 0: ( ), ( ) 0D q p S q t S p        r r .                      (6.101) 
 

Таким образом, увеличение энтропии системы до ее максимального 
значения в равновесии происходит совместно с потерей информации 
различия, то есть имеет место совместное увеличение статистической 
разупорядоченности и уменьшение статистической упорядоченности 
микросостояний неэкстенсивной системы.  

Поскольку согласно свойству выпуклости (Cichocki, Amari, 2010) 
дивергенции Брэгмана  , 0:D q p   является знакоопределенной функ-

цией Ляпунова, то для того, чтобы состояние полного равновесия 
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0( )p r  было устойчивым, необходимо выполнение следующего нера-

венства 
 

      
    
 , 0 , , 0: / ( ( ), ) ( ( )) / 0dD p p dt d S q t S p dtr r .         (6.102) 

Таким образом, при стремлении системы к равновесному состо-
янию во временной эволюции дивергенция Брэгмана (информация 
различия) уменьшается. Из (6.102) следует H -теорема для открытых 
неравновесных неэкстенсивных ( ,  )-систем  

 { } ( ), / 0dS q t dt r ,                                     (6.103) 

которая справедлива при приближении к состоянию полного стати-
стического равновесия. Эта теорема утверждает, что ( ,  )-энтропия 

системы непрерывно растет в направлении равновесия, где энтропия 
становится максимальной и достигает конечного значения. Таким об-
разом, происходит хаотизация макроскопической системы Шар-
ма−Танеджа−Миттал при спонтанных переходах. При этом важно от-
метить, что факт того, что ( ,  )-энтропия квазиаддитивна, а энтропия 

совокупной системы больше, чем сумма энтропий отдельных подси-
стем, указывает на то, что совокупная система термодинамически бо-
лее стабильна (Landsberg, Vedral, 1998).  
 

В заключение этой главы следует отметить, в последнее десяти-
летие двухпараметрическая ( ,  )-статистика Шама−Танеджа−Миттал 

привлекает все больший интерес, поскольку она обладает многими 
интересными свойствами (принцип максимальной энтропии, термо-
динамическая устойчивость, устойчивость Леша, непрерывность и 
т. п.). Это позволяет быть этой статистике одним из удачных обобще-
ний статистической механики Больцмана−Гиббса особенно в контек-
сте специальной теории относительности, и полученных распределе-
ний, которые наблюдаются в различных физических, природных и ис-
кусственных системах.  

Изложенный здесь подход позволяет моделировать, в частности, 
сложные космологические и космогонические среды (от галактик и 
астрофизических дисков до космической пыли), отличительной чер-
той которых является наличие динамических структур с нецелой то-
пологической размерностью (фракталов), дальнодействующего сило-
вого взаимодействия, а также эридитальности и немарковости эво-
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люционных процессов (см. Kolesnichenko, 2020). Этот факт потребовал 
переопределения ряда термодинамических соотношений, получен-
ных на микроскопическом уровне, при конструировании макроскопи-
ческой неэкстенсивной термостатики. Изложенный здесь подход поз-
воляет моделировать, в частности, сложные космологические и кос-
могонические среды (от галактик и астрофизических дисков до кос-
мической пыли), отличительной чертой которых является наличие 
динамических структур с нецелой топологической размерностью 
(фракталов), дальнодействующего силового взаимодействия, а также 
эридитальности и немарковости эволюционных процессов (см. Kole-
snichenko, 2020). 
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ГЛАВА 7 

Построение термодинамики квантовых  
неэкстенсивных систем в рамках  

статистики Тсаллиса  

В рамках квантовой статистики Тсаллиса, основанной на пара-
метрической неаддитивной энтропии, связанной с матрицей плотно-
сти, получены термодинамические равенства для большого канониче-
ского квантового ансамбля. Получено обобщение нулевого закона тер-
модинамики для независимых квантово-механических систем при их 
тепловом контакте, вводящее в рассмотрение так называемую физи-

ческую температуру, отличную от инверсии множителя Лагранжа  .  

С учетом обобщенного первого закона термодинамики и преобразова-
ния Лежандра проведен анализ модифицированных термодинамических 
соотношений в статистике Тсаллиса. На основе свойства выпуклости 
различающей информации Ратье−Каннапана, обобщенной на квантовый 
случай, обсуждается второй закон термодинамики. Изучены спонтан-
ные переходы между стационарными состояниями сложной квантово-
механической системы и доказана Н-теорема Больцмана. 

Развитый здесь подход предполагает использование неэкстенсив-
ной квантовой термодинамики в различных контекстах, касающихся, в 
частности, моделирования квантовых тепловых эффектов в нано-
устройствах, в материаловедении, биомедицине и других квантовых 
технологиях. 

Введение 

Статистическая механика Больцмана−Гиббса и стандартная тер-
модинамика не являются вполне универсальными теориями, по-
скольку они имеют ограниченные области применимости. Это связа-
но, в частности, с тем, что в основе статистики Больцмана−Гиббса ле-
жит постулат о полном перемешивании потока «фазовых точек» в фа-
зовом пространстве (гипотеза молекулярного хаоса). А это означает, в 
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свою очередь, что фазовое пространство не содержит запрещенных 
состояний и обладает обычными свойствами непрерывности, гладко-
сти, евклидовости. При этом гипотеза перемешивания, дополненная 
предположением о бесконечном числе степеней свободы, приводит 
к экспоненциальному распределению вероятности состояний систе-
мы (из которого следует, в частности, свойство аддитивности экстен-
сивных термодинамических переменных) или, в случае кинетической 
теории газов, к максвелловскому распределению скоростей. Кроме 
этого, в основе этих наук лежит фундаментальное предположение о 
малости радиуса взаимодействия между отдельными элементами 
системы по сравнению с размерами самой системы. Поскольку в 
большинстве обычных систем силы между отдельными ее частями 
короткодействующие, то каждая «молекула» чувствует лишь не-
сколько ближайших соседей. Таким образом, аддитивность энтропии 
и других термодинамических параметров для равновесных или близ-
ких к равновесию систем часто является следствием локального вза-
имодействия между отдельными элементами системы. 

Вместе с тем существует широкий класс малых и сложных систем, 
элементы которых взаимодействуют глобально, чему предшествует 
снижение симметрии системы, связанное с формированием коллек-
тивных мод интенсивных переменных. В физике и в других естествен-
ных науках, использующих методы статистической механики, извест-
ны многочисленные примеры подобных систем, поведение и свой-
ства которых являются аномальными с точки зрения классической 
статистики. Существует множество систем, в которых имеются нело-
кальные корреляции, сильные взаимозависимости между отдельны-
ми (всеми) элементами системы. Сложная пространственно-
временная структура подобных систем приводит к нарушению прин-
ципа аддитивности для таких важнейших термодинамических вели-
чин, как энтропия или внутренняя энергия. В частности, к их числу от-
носятся системы, которые помнят свое прошлое, поскольку движения 
отдельных частиц таких системах являются взаимообусловленными 
(т.е. сильно коррелированными).  

Довольно широкий класс подобных систем (хотя далеко не всех) 
адекватно описывается неэкстенсивной (неаддитивной) статистиче-
ской механикой, основанной на какой-либо параметрической энтро-
пии (см. Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 1988) и Реньи 
(Renyi, 1961, 1970), которые, однако, сохраняют гносеологическую 
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структуру (логическую схему построения) классической статистики 
(см., например, Curado, Tsallis, 1991; Beck, Schlogl, 1993; Borges, Roditi, 
1998; Tsallis и др., 1998;  Tsallis, 2009; Plastino and Plastino, 1997; Tir-
nakli, Torres, 2000; Lenzi, Mendes, 2001; Abe, 2001; Зарипов, 2002, 
2010; Gell-Mann, Tsallis, 2004; Wada, Scarfone, 2005; Scarfone, Wada, 
2007; Hanel и др., 2009). Важным преимуществом неэкстенсивных 
статистик по сравнению с классической статистикой Больцма-
на−Гиббса является асимптотический степенной закон распределения 
вероятностей (проявляющийся при максимизации соответствующих 
параметрических энтропий), который не зависит от экспоненциально-
го поведения, обусловленного распределением Гиббса.  

Вместе с тем следует заметить, что неэкстенсивные статистики 
(например, статистики Тсаллиса и Реньи) представляет собой все же 
обобщение, а не альтернативу классической статистике Больцма-
на−Гиббса, поскольку они распространяют область применимости 
стандартной статистической теории на неэкстенсивные системы толь-
ко путем расширения математической формы их энтропийного функ-
ционала (см., например, Колесниченко, 2018 а-d). 

В настоящее время теории неэкстенсивных сложных систем су-
щественно развиваются в ускоренном ритме, при котором появляют-
ся новые идеи, позволяющие глубже понять их природу, возможно-
сти и ограничения (см. Библиографию, представленную на сайте 
http:/tsallis. -cat.cbpf.br/biblio.htm, которая постоянно обновляется). 
Каждая теория имеет широкий спектр важных приложений, связан-
ных с физикой статистических систем, вероятностные свойства кото-
рых описываются не гиббсовыми (не гауссовыми), а степенными рас-
пределениями. В частности, неэкстенсивная статистика Тсаллиса 
(Хаврда−Чарват−Дароши) успешно применяется ко многим сложным 
системам, начиная от нелинейных диффузионных уравнений (Plastino 
и др., 2000), обобщенных кинетических уравнений (Boghosian, 1999; 
Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013), систем Фоккера-Планка (Frank, 
Daffertshofer, 2001b), H-теоремы Больцмана (Mariz, 1992; Ramshaw, 
1993a,b; Shiino, 1998; Frank, Daffertshofer, 2001a; Зарипов, 2002,2010), 
удельной теплоемкости гармонического осциллятора (Ito, Tsallis, 
1989), квантовой статистики (Büyükkılıç и др., 1995), до изучения кос-
мических систем с дальним силовым взаимодействием (Chavanis, 
Delfini, 2009; Колесниченко, 2016), межзвездной турбулентности и 
теории фракталов (Esquivel, Lazarian, 2010; Колесниченко, 2018c), эво-

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Scarfone,+A&fullauthor=Scarfone,%20A.%20M.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
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люции астрофизических дисков (Kolesnichenko, Marov, 2013, 2014; Ко-
лесниченко, 2015, 2017, 2019), скорости солнечного звука (Du, 2006), 
релаксации спинового стекла (Pickup и др., 2009), городской транс-
портной системы (Kolesnichenko, 2014), биофизики, экономики, 
нейрофизики и многое другое. 

Среди множества малых систем особую важность имеют малые 
квантовые системы, основанные на неаддитивной параметрической 

энтропии Тсаллиса ˆ( ),qS   связанной с матрицей плотности ̂, описы-

вающей различные квантовые состояния. При изучении подобных си-
стем возникают многочисленные новые математические проблемы, 
требующие своего решения. В их числе, одной из значительных, яв-
ляется проблема построения термодинамики квантово-механических 
ансамблей в рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса.  

В данной главе для описания квантовой физической системы мы 
воспользуемся формализмом матрицы (оператора) плотности, с по-
мощью которого наиболее удобно описывать системы, квантовые со-
стояния которых известны не полностью (см. Ландау, Лифшиц, 2006; 
фон Нейман, 1964; Нильсон, Чанг, 2006; Кулик и др., 2008). Кроме это-
го, следуя фон Нейману (1964, (стр. 266)), будем использовать обыч-
ный формализм феноменологической термодинамики, при этом роль 
квантовой механики сведется лишь к тому, что наше рассмотрение 
будет относиться к квантово-механическим объектам − правильность 
же обоих основных начал термодинамики предполагается. С учетом 
этого будет показано, как можно получить равновесную статистиче-
скую термодинамику неэкстенсивных систем и определить ее свой-
ства на основе двух функционалов − квантовой параметрической эн-
тропии Тсаллиса ˆ( )qS   и обобщенной квантовой относительной эн-

тропии (квантовой различающей информации Ратье−Каннаппана). 
Это исследование будет базироваться на степенном равновесном 
распределении матрицы плотности, полученном из условия абсолют-
ного экстремума энтропии ˆ( )qS   при заданности средней энергии и 

среднего числа частиц для ансамбля квантовых систем, а также на 
осреднении его случайных динамических параметров (наблюдаемых) 
по эскортному распределению. Будет получено обобщение на кван-
товый случай нулевого закона термодинамики для двух независимых 
подсистем при их тепловом контакте и введена так называемая физи-

ческая температура, отличная от инверсии множителя Лагранжа . 
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При ее использовании, с привлечением обобщенного первого закона 
термодинамики и преобразования Лежандра, будут найдены моди-
фицированные термодинамические соотношения, отличные от выве-
денных «обычным» для статистики способом. И, наконец, на основе 
функционала для квантовой относительной энтропии, обобщенного 
на неэкстенсивные системы, будет обсуждаться второй закон термо-
динамики, будут исследованы спонтанные переходы между произ-
вольными состояниями сложной квантовой системы и доказана Н-
теорема Больцмана в рамках неэкстенсивной квантовой статистики. 

7.1. Основные определения и статистические свойства  
квантовой энтропии Тсаллиса для неэкстенсивных  
систем 

Приступим теперь к основной цели данной работы – конструиро-
ванию равновесной термодинамики квантово-механических ансам-
блей, основанной на обобщенной неэкстенсивной статистке Тсаллиса. 
В основу изучения различных статистических квантовых ансамблей 
неэкстенсивных систем можно положить экстремальные свойства 
квантовой информационной энтропии (введенной впервые в работе 
(Wehrl, 1978)) и использовать их для нахождения различных матриц 
плотности (заменяющих функцию распределения вероятностей в 
классической статистике). Отметим, кстати, что при обобщении ан-
самблей Гиббса на случай квантовой статистики фон Нейман исходил 
именно из экстремальных свойств введенной им энтропии квантово-

го состояния  ˆ ˆ ˆ( ) lnS     Sp  (см. фон Нейман, 1964), где ̂  − матри-

ца (оператор15)) плотности микросистемы, при помощи формализма 
которой, согласно теореме Глисона (Gleason, 1957), описывается лю-
бая квантово-механическая система (см. также, Ландау, Лифшиц, 
2006).  

В квантовой неэкстенсивной статистике при вероятностной нор-
мировке  

ˆ( , ) 1 Sp x x ,                                                  (7.1) 
 

                                                           

15) Далее операторы будем обозначать буквой со «шляпкой» над ней.  
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матрицы плотности 
*ˆ( , ) ( ) ( )r r rrw    x x x x (в матричном x -

представ-лении (см. Приложение А)), описывающей смешанные 
квантовые состояния, квантовая информационная энтропия Тсаллиса 

ˆ( )qS   задается следующим обобщенным функционалом от оператора 

плотности (см. Daroczy, 1970; Wehrl, 1978; Tsallis, 1988):  
 

 1
ˆ ˆ ˆ( )

1
q

qS
q

  

Sp .                                          (7.2) 

 

Здесь энтропийный индекс q  (параметр деформации) представляет 

собой вещественное число (принадлежащее областисти qR ), кото-

рое характеризует неэкстенсивную особенность (неаддитивность) 
квантовой системы. Заметим, что шпуровая (-trace) структура опреде-
ления энтропии (2) важна тем, что делает энтропию функционально 
независимой от унитарных преобразований в пространстве состоя-
ний, т.е. эта формула справедлива при любом представлении опера-

тора ̂, а не только при его матричном x -представлении (см., напри-

мер, Зубарев и др., 2002). 
Можно показать, что параметрическая квантовая энтропия (7.2) 

может быть представлена также в следующих эквивалентных формах: 
 

   
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ln Ln Lnq
q q q qS            Sp Sp .                   (7.2*) 
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                      (7.3) 

 

− так называемые деформированные логарифмы (Tsallis, 1999, 2009), 

обладающие, как легко убедиться, следующим свойством: при 1q , 

ˆ ˆln lnq A A , ˆ ˆLn lnq A A . При его использовании энтропия Тсаллиса 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ln )q
q qS     Sp  переходит в классическую квантовую энтропию 

фон Неймана  1 ˆ ˆ ˆ( ) lnS     Sp , являющуюся, в свою очередь, кван-

товым обобщением энтропии Гиббса в классической статистической 
механике.  

В обычной квантовой статистике любой случайной динамической 

переменной A  ставится в соответствие эрмитов оператор Â  (см. фон 
Нейман, 1964) так, что среднее значение этой переменной в состоя-
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нии микросистемы, описываемом матрицей плотности ̂, вычисляется 

по формуле: 1
ˆˆ( )A A   Sp . В неэкстенсивной квантовой статистике 

Тсаллиса для вычисления среднего значения ˆ
qA   динамической пе-

ременной Â  и ее флуктуации ˆ
qA  можно использовать различные 

формулировки (см., например, Tsallis, 2009). Далее мы воспользуемся 
следующим их определением:  

ˆˆ( )ˆ ˆˆ( )
ˆ

q

q q q

A
A P A


   



Sp
Sp

Sp
,   ˆ ˆ ˆ

q qA A A     ,   ˆˆ( ) 0q
qA  Sp ,           (7.4) 

где 

ˆ ˆ ˆ( ) / ( )q q
qP  x Sp ,                                                     (7.5) 

 

− так называемое нормированное эскортное распределение (Abe, 

2000c), для которого ˆ( ) 1qP Sp .  

Неаддитивность q-энтропии Тсаллиса для независимых систем. 

Энтропия (7.2) имеет много полезных свойств. Покажем сначала, что 
для независимых квантовых физических систем она неаддитивна. 
Действительно, пусть состояние системы, состоящей из двух подси-
стем, описывается совместным мультипликативным статистическим 

оператором (1,2) (1) (2)ˆ ˆ ˆ   , где (1)̂  и (2)̂  − операторы плотности 

отдельных подсистем (здесь и далее символом   обозначено мат-
ричное произведение). Тогда энтропии отдельных подсистем и общая 
энтропия системы задаются следующими выражениями: 

   (1) (1) (1)1
ˆ ˆ1

1

q

q qS S
q

 
    

   
Sp ,    

 

   (2) (2) (2)1
ˆ ˆ1

1

q

q qS S
q

 
    

   
Sp , 

 

   (1,2) (1) (2) (1,2) (1) (2)1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1

1 1

q q

q qS S
q q

             
         

Sp Sp

,  (*) 
при условии нормировки  
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     (1,2) (1) (2)ˆ ˆ ˆ 1     Sp Sp Sp . 
 

Используя (*), получим, с учетом соотношения  
ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )A B A B Sp Sp Sp , следующее выражение 

   (1) (2) (1) (2)1
ˆ ˆ( 1) 1 1

1

q q

q qq S S
q

   
       

       
Sp Sp  

 

       (1) (2) (1) (2)

(1) (1) (1,2)

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1

1 1 1

.

q q q q

q q q

q q q

S S S

      
   

  

  

Sp Sp Sp Sp

 

 

Отсюда следует свойство неаддитивности энтропии двух независи-
мых систем в квантовой статистике Тсаллиса  
 

         (1) (2) (1) (2) (1) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1 )q q q q qS S S q S S          .           (7.6) 
 

Таким образом, неаддитивная квантовая энтропия  (1) (2)ˆ ˆqS    

является субэкстенсивным (суперэкстенсивным) функционалом при 

1q  ( 1q ) и экстенсивным функционалом только в пределе слабой 

связи двух подсистем, когда 1q .  

Заметим, однако, что эскортное осреднение приводит к свойству 
аддитивности для осредненной энергии совокупной квантовой си-
стемы  

 

(1,2) (1) (2)
q q qU U U  , где      ˆ ˆ ˆ

q q qU H P H    Sp . 

Условная квантовая энтропия для неэкстенсивных систем. Пусть 
имеется квантовая система, которая описывается оператором плот-

ности (1,2)̂ . И пусть теперь эта система состоит из двух зависимых 

подсистем «1» и «2». Согласно основным аксиомам, обосновывав-
шим единственность энтропии Тсаллиса для квантово-механического 
случая (см. Abe, 2000a), для двух зависимых квантовых систем «1» и «
2» имеем следующее соотношение для энтропий 

 

(1,2) (1) (2 1) (1 ) (1) (2 1)q q q q qS S S q S S      
 

(2) (1 2) (1 ) (2) (1 2),q q q qS S q S S                                (7.6*) 
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где условная энтропия  (2) (1)ˆ ˆ(2 1)q qS S    с распределением опе-

ратора плотности (1,2)̂  определяется следующим образом (Abe, 

2002а; Abe, Rajagopal, 2000a,b) 

(1,2) (1)
(2 1)

1 (1 ) (1)

q q
q

q

S S
S

q S




 
,                                          (7.6**) 

 

( , ) ( ) ( )
, ˆ ˆ ˆ 1I II I II
I II I II     Sp Sp Sp .                            (7.6***) 

 

В формулах (7.6**)  и (7.6***) введены  нижеследующие обозначения 
 

 

 (1,2)ˆ(1,2)q qS S  ,    (1)ˆ(1)q qS S  ,     (1,2) (1) (2)ˆ ˆ ˆ   , 

 

где (1) (1,2)
2ˆ ˆ  Sp  и (1,2) (1,2) (1,2)

1 2ˆ ˆ ˆ    Sp Sp  – матрицы плотности 

подсистемы «1» (здесь символ (1,2)
2 ̂Sp  означает частичный след 

матрицы плотности (1,2)̂ по квантовым числам, характеризующим 

подсистему «2») и совокупной матрицы плотности соответственно, и 

используется известное свойство матрицы плотности составной си-

стемы (фон Нейман, 1964) 

           (1,2) (1,2) (1,2)
1 2 2 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )    Sp Sp Sp Sp Sp . 

При 1q  соотношение (7.6*) совпадает с соответствующим ра-

венством в классической статистической механике Больцмана−Гиббса 

(см. Закиров, 2002,2010). 

Экстремальность большого канонического распределения для 
неэкстенсивных квантовых систем. Прежде всего, отметим, что раз-
личные статистические ансамбли квантовых систем (как и классиче-
ских) эквивалентны в термодинамическом отношении, что связано, в 
частности, с малостью флуктуаций энергии, числа частиц и объема 
(см. Зубарев, 1971). Далее мы воспользуемся наиболее удобным для 
наших целей большим каноническим ансамблем квантовых систем, 
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описывающим контакт с термостатом и резервуаром частиц и опре-
деляемым заданием средней энергии и среднего числа частиц.  

Рассмотрим ансамбль систем с постоянным объемом, находя-
щихся в тепловом и материальном контакте с окружением. Тогда 

матрица равновесной плотности ˆ( ) x  (статистический оператор рав-

новесного распределения) может быть определена из абсолютного 
экстремума квантовой информационной энтропии Тсаллиса (7.2) при 
выполнении следующих дополнительных условий:  

 ˆ ˆ ˆ
q q qH U P H const    Sp ,    ˆ ˆ ˆ

q q qN N P N const    Sp ,            (7.7) 
 

т.е. при заданности осредненных операторов плотности энергии 
ˆ ( )H x  и полного числа частиц ˆ ( )N x  и при сохранении нормировки 

(7.1). 
Согласно вариационному принципу Джейнса (Jaynes, 1963), рав-

новесная матрица плотности ˆ ,  «экстремизирующая» энтропию Тсал-

лиса qS  при указанных ограничениях, определяется из условия равен-

ства нулю первой вариации по ̂ следующего лагранжиана 
 

 
   ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) Ln

q q

q
q q

H N

c c

 
        

Sp Sp
Sp Sp .              (7.8) 

Здесь  

 ˆ qqc  Sp                                                        (7.9) 
 

− так называемый коэффициент Тсаллиса; ,( )   и   − определяе-

мые из уравнений (7.1) и (7.7) лагранжевы множители, которые свя-
заны с ограничением на осредненные операторы плотности энергии 
и полного числа частиц квантовой системы в неаддитивной статисти-
ке Тсаллиса; при этом величина параметра  имеет смысл химиче-

ского потенциала квантовых частиц. 
Определяя абсолютный экстремум функционала (7.8) из условия 
ˆ ˆ( )/ 0   , находим для неэкстенсивных квантовых систем следу-

ющее выражение для обобщенного большого канонического распре-

деления оператора плотности ˆ( , )q x : 

    
1/(1 )1ˆ ˆ ˆ( , ) 1 (1 ) ( ) ( )

( )

q

q q q q
q

q H U N N
Z


          
 

x x x  
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    1 ˆ ˆexp ( ) ( )q q q q qZ H U N N      
 

x x ,                      (7.10) 

где  

  ˆ ˆ( ) exp ( ) ( )q q q q q qZ H U N N      
 

Sp                         (7.11) 
 

− обобщенная статистическая сумма состояний для большого кванто-
вого ансамбля, определяемая из условия нормировки (7.1); параметр 

/q qc   является (как будет показано ниже) обратной физической 

температурой равновесной квантовой системы, 1/pf qT   ; 

    ˆ ˆ ˆexp ( ) ( ) /( )
q

q q
q q q q q qc H U N N Z       

 
Sp Sp        (7.12) 

 

− значение коэффициента Тсаллиса в равновесном случае; знак тиль-
ды « » здесь и далее над осредненными динамическими перемен-

ными Â  означает, что осреднение проведено с помощью равновес-
ного распределения (7.10).  

Экспонента Тсаллиса и деформированный логарифм. В форму-
ле (7.10) используется так называемая деформированная экспонента 
Тсаллиса 

1/(1 )

,

если

в других случаях

ˆ ˆ1 (1 ) , Spec 1 (1 ) 0;

0,

ˆexp
q

q
q A q A

A


           


             

(7.13) 
 

причем неравенство Spec ˆ1 (1 ) 0q A   
 

 означает, что существует 

естественное «отключение», когда спектр оператора в скобках имеет 
отрицательные значения, связанные с действительностью следа. 

Легко проверить, что в пределе 1q  функция (7.12) принимает 

стандартный вид: 

1
1 0 1 0

ˆ ˆ ˆ ˆexp lim exp lim exp expq q
q q

A A A A
   

      ( x ).             (17.4) 

 

Используя определения (7.3) и (7.12), можно убедиться, что име-
ют место следующие соотношения для деформированной экспонен-
ты (см., например, Tsallis, 2009): 

ˆ ˆ ˆexp (ln ) ln (exp )q q q qA A A      ( ;x q  ),                    (7.15) 
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ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ(exp )(exp ) exp (1 )q q qA B A B q AB    
 

,               

(7.16) 
 

ˆ ˆ ˆexp / (exp )qq qd A dA= A .                                    (7.17) 
 

Соответственно для деформированного логарифма ˆlnq A  имеем: 
 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆln ( ) ln ln (1 )(ln )(ln )q q q q qAB A B q A B    ,              (7.18) 

 

1 1ˆ ˆ ˆln lnq
q qA A A   ,   1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆln ( ) (ln ln )q

q q qBA A B A   ,              (7.19) 

 

ˆ ˆ ˆln / 1/ q
qd A dA A .                                          (7.20) 

 

Эти формулы будут использованы далее. 

Некоторые свойства равновесного распределения. Из распреде-

ления (7.10) следует соотношение 
 

 
1

ˆ ˆ ˆ1 (1 )
q

q q q qZ q H N


       
 

.                             (7.21) 
 

Если умножить (7.21) на ˆ q  и затем взять шпур, то получим равенство 
 

  1 ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 1 (1 ) ( )q q q
q q q qZ q H N           

 
Sp Sp Sp ,  (7.22) 

 

из которого, при учете (7.1) и (7.7), следует важное представление 
для «равновесного» коэффициента Тсаллиса 
 

1ˆ( ) ( ) 1 (1 )q q
q q qc Z q S     Sp .                                 (7.23) 

 

Используя (7.23) и вытекающее из формулы (7.10) выражение  
 

  ˆ ˆ ˆ( ) ( ) exp
q

q q
q q q q q qc Z H N       

 
Sp Sp ,                (7.24) 

 

получим еще одно представление обобщенной статистической сум-
мы  
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  ˆ ˆ( , ) exp
q

q q q q qZ H N      
 

Sp .                        (7.25) 
 

Далее квантово-механическая флуктуация ˆ
qA  рановесного зна-

чения переменной (наблюдаемой) Â  будет задаваться соотношени-
ем 

 

ˆˆ ˆ ˆ( )q qA A P A  Sp ,                                                 (7.26) 
 

где равновесное экскортное распределение ˆqP  определяется, как лег-

ко можно убедиться, формулой 
 

  ˆ ˆ ˆ( , , ) exp / ( , )
q

q q q q q q q qP H N Z        
 

x ,              (7.27) 

где 

  

  

ˆ ˆ( , ) exp

ˆ ˆexp .

q q q q q q

q

q q q q

Z H N

H N

       
 

    
 

Sp

Sp

 

 

Наконец, при использовании распределения (7.27) и формулы 
(7.25) можно получить следующую форму записи для среднего значе-

ния  ˆ ˆ
q qA P A Sp  любой наблюдаемой Â  в равновесной квантовой 

системе  

  ˆˆ ˆexp ( )
q

q q q q q

q
q

H N A

A
Z

          

Sp

 

 

 

ˆ ˆ ˆexp ( )

ˆ ˆexp ( )

q

q q q q q

q

q q q q q

A H N

H N

         
     
 

Sp

Sp
.                      (7.28) 

 

Экстремальность большого канонического распределения для 
неэкстенсивных квантовых систем. Заметим, что экстремальные свой-
ства всех квантовых неэкстенсивных ансамблей можно получить из 
следующих неравенств: 
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1
0, 0;ˆ

ˆˆ ˆ ˆLn Ln
ˆ 0 , 0,

q

q q

если

если

q

q

    
              

Sp Sp                      (7.29) 

 

где ̂ и ̂  −  произвольные статистические операторы. 

Действительно, поскольку для числа 0r   имеем (см. теорему 

№42 в монографии (Харди и др., 1948)) 

1

если

если

1
Ln 1 1/ , 0,

1

1 1/ , 0,

1 1/ , 0,

q

q
r

r r q
q

r q

r если q

 
   



  

  

                                 (7.30) 

то, подставляя в (7.30) 1ˆˆr    (где ̂ и ̂  − положительно опреде-

ленные операторы) и усредняя полученное выражение по распреде-

лению ̂ , получим, например, для 0q  неравенство 

 

ˆˆ
ˆ ˆLn 1 1 1 0

ˆ ˆq

      
           

     
Sp Sp ,                           (7.31) 

 

так как оба оператора ̂  и ̂  нормированы на единицу и операторы 

под знаком шпура перестановочны. Воспользовавшись формулой 
(7.19), будем иметь 

1 1
1ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆLn ln (ln ln ) Ln Ln
ˆ ˆ ˆ ˆ

q q
q

q q q q q q

 

          
              

          
.  

(7.32) 
 

Подставляя теперь это соотношение в неравенство (7.31), получим 
«верхнее» неравенство (7.29).  

Используя аналогичный метод, легко убедиться в том, что при 

0q  имеет место «нижнее» неравенство (7.29).  

Максимум (минимум) равновесной энтропии Тсаллиса. Докажем 
теперь, что в случае квантовой неэкстенсивной статистики экстремум 

функционала (7.8), т.е. большое каноническое распределение ̂ , со-

ответствует максимуму (минимуму) квантовой энтропии Тсаллиса 
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 ˆ ˆ ˆ( ) Lnq qS     Sp  соответственно при 0q  ( 0)q  среди всех ве-

роятностных распределений с одинаковыми средней энергией и 
среднем числом частиц.  

Пусть ̂  − большое каноническое распределение, а ̂  − нормиро-

ванный статистический оператор, соответствующий той же средней 
энергии и среднему числу частиц, как и (7.10), а в остальном − произ-
вольный. При подстановке (7.10) в неравенство (7.29), можно полу-
чить 

 

   
1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) Ln / Ln ( )

q

q q q qS S
 

            
  

Sp Sp .                (7.33) 

 

Действительно, поскольку 1ˆ ˆ ˆLn lnq
q qA A A , то, с учетом (7.15) и 

(7.19), будем иметь  

 

 

     

1 1

1 1 1

1ˆ ˆ ˆLn Ln exp ( )

Ln exp {..} exp {..} Ln

ˆexp {..} {..} exp {..} ln exp {..} {..} ( ) ,

q q q q q q
q

q q
q q q q q q

q q q

q q q q q

H N
Z

Z Z

Z S

 

  

          
  

  

     
 

 

откуда следует 
 

     
 

1 11

1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ/ Ln exp {..} {..} ( )

ˆ ˆˆ {..} ( ) ( ).

q qq q
q q q

q q
q q q

S

S Z S

 



            
 

       
 

Sp Sp

Sp

   

(7.34) 
 

Таким образом, большое каноническое распределение (7.10) со-

ответствует максимуму квантовой информационной энтропии Тсал-

лиса при 0q  среди всех вероятностных распределений с одинако-

выми средней энергией и среднем числом частиц. Используя анало-

гичный метод, легко убедиться в том, что при подстановке (7.10) в 
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неравенство (7.29) получается, что распределение (7.10) соответству-

ет минимуму энтропии Тсаллиса при 0q . 

Большое каноническое распределение квантовых систем и тер-
модинамические соотношения в q-статистике. До сих пор мы рас-

сматривали квантовые неэкстенсивные системы, состоящие лишь из 
одного сорта частиц. Легко обобщить большое каноническое распре-
деление (7.10) на системы, состоящие из нескольких сортов частиц 

jN , а также если заданы средние значения каких-либо других дина-

мических величин ˆkA ,  
 

 ˆ ˆˆ( )k q q k qkA P A A const    x Sp ,    ( 1,2,...,k R ).           (7.35) 
 

Можно представить себе, что система находится в тепловом и 
материальном контакте с  большими резервуарами частиц разных 
сортов M  и энергий с помощью полупроницаемых перегородок, про-
пускающих лишь один сорт молекул. Используя (7.7) и (7.7*), легко 
показать, что статистический оператор такого квантового ансамбля 
будет иметь вид 

 

1

1 1

ˆ ˆˆ ˆ( , ) exp ( ) ( ) ( )
R M

q q q q q k q k j q j
k j

Z H a A N

 

   
           

    
 x x x x , 

(7.36) 
где 

1 1

ˆˆ ˆ( , , ) exp ( ) ( ) ( )
R M

q q k j q q q k q k j q j
k j

Z a H a A N
 

    
             

     

 Sp x x x

.   
 

Здесь j  — химические потенциалы частиц сорта j ; ka − новые термо-

динамические параметры, определяемые из условий (7.7*). 
Подставляя распределение (7.10) в (7.2), получим, при использо-

вании (7.23), следующее выражение для равновесной энтропии Тсал-
лиса для большого канонического ансамбля квантовых систем: 

 

 
  1ˆ1 1 ( ) 1ˆ ˆLn ln

1 1 1

q q
q q

q q q q

c Z
S Z

q q q

   
         

  

Sp
Sp .     (7.37) 
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Определим теперь деформированный большой термодинамиче-
ский потенциал в квантовой статистике Тсаллиса следующим соотно-
шением:  

 

1
q q q qU S N    



1( ) 11

1

q
q

q q

Z
U N

q

 
 
 

.               (7.38) 

 

При дифференцировании энтропии qS  по qU  в результате будем 

иметь  
 

/ ln /q q q q qS U Z U      .                                       (7.39) 
 

Действительно, используя формулы (7.17) и (7.20), а также соотноше-
ния (7.11) и (7.25), получим 
 

     
ln exp {..} {..}

Sp
{..}

q q q q q qq q
q q

q q q q q

S Z Z Z
Z Z

U Z U U U
 

     
   

     
 

 

     1{..}
Sp exp {..} .

qq q
q q q

q q

Z Z
U c

  
  


 

Аналогичным путем получим 
 

/q qS N     ,    ( 1,...,M  ).                            (7.40) 
 

В итоге, справедливы следующие обобщенные соотношения 
равновесной термодинамики квантовых неэкстенсивных систем  

 

lnq q qS Z ,    
1

q q q qU S N   


,                            (7.41) 

 

(ln )
q

q q
q q

S
Z

U U

 
 

 
,   

q

q

S

N


 


,                         (7.42) 

 

( )q qU


 


,   ( )
( )

q qN


  
 

.                          (7.43) 

 

Здесь, однако, следует подчеркнуть, что величина qZ  характери-

зуется микроскопическими энергией ˆ ( )H x  и числом частиц ˆ
qN , вы-

численными относительно средней энергии qU  и среднего числа ча-



247 
 

 

стиц qN  соответственно. Если ввести новую статистическую сумму *
qZ

, которая определяется микроскопическими величинами ˆ ( )H x  и ˆ
qN  

относительно нулевой точки, согласно формуле 
 

 * 1 1( ) ( ) (1 )q q
q q q qZ Z q U N                                (7.44) 

 

и переопределить квантовый большой потенцал выражением 
 

* 1 *lnq q qZ
  ,                                               (7.45) 

 

то соотношения (7.41)-(7.43) равновесной квантовой термодинамики 
принимают почти классическую форму 
 

 *
q q q qS U N   ,                                          (7.46) 

   * *lnq q q qZ U
 

    
 

,                                      (7.47) 

   * *ln
( ) ( )

q q q qZ N
 

   
   

,                          (7.48) 

q

q

S

U





,   

ˆ
q

q

S

N


 


.                                       (7.49) 

Подчеркнем, что введенные выше соотношения обусловлены 
стандартной процедурой нахождения равновесного распределения 
матрицы плотности на основе принципа Джейнса экстремума кванто-
вой параметрической энтропии Тсаллиса и потому применимы для 
весьма широкого круга квантовых аномальных явлений, описывае-
мых неаддитивной статистической механикой. 

7.2. Модифицированная статистическая  
термодинамика неэкстенсивных систем  
в квантовой статистике Тсаллиса 

Принимая во внимание тот факт, что структура основных соотно-
шений статистической термодинамики Гиббса существенно зависит 
от аддитивности классической энтропии, крайне важно выяснить, ка-
ким образом, в случае использования физической температуры phT  
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могут быть модифицированы аналогичные соотношения (7.40)-(7.43) 
в неаддитивной статистике Тсаллиса.  

Термодинамическое равновесие двух независимых систем. Рас-
смотрим для этого термодинамическое равновесие двух независи-
мых неэкстенсивных квантовых систем с энтропиями Тсаллиса 

 (1) (1)ˆq qS S   и  (2) (2)ˆq qS S  , представляющих собой общую за-

мкнутую систему с постоянными значениями совокупной энтропии 
(1,2) (1,2)ˆ( )q qS S const    и совокупной осредненной энергии системы 

(1,2) (1) (2)
q q qU U U const   . 

Согласно свойству (7.6) неаддитивности q-энтропии Тсаллиса, со-

вокупную энтропию квантовой системы можно записать в следующем 
виде  

 

(1,2) (1) (2) (2) (1) (1) (2)1 1q q q q q q qS S S S S S S         
   

,                      (7.50) 
 

где (1 )q  . Варьирование (1,2)
qS  и (1,2)

qU  для полной замкнутой 

системы с постоянными значениями энтропии 
(1,2)
qS  и энергии 

(1,2)
qU  

приводит к равенству (1,2) (1) (2) (2) (1)0 1 1q q q q qS S S S S           
   

 для 

энтропии и равенству 
(1,2) 0qU   (1) (2)

q qU U   для средней энергии. 

Объединяя их, в итоге получим уравнение 
 

(1) (1) (2) (2)

(1) (2)

/ /

1 1

q q q q

q q

S U S U

S S

   


   
,                                         (7.51) 

 

или, с учетом (7.37) и (7.49), 
 

(1) (2)1 (1 ) 1 (1 )
q

qq q cq S q S

  
  

   
.                               (7.52) 

 

Отношение эквивалентности (7.52) определяет условие теплово-

го равновесия двух квантовых q-систем и является обобщением нуле-

вого закона термодинамики на неаддитивные квантово-

механические системы. Оно показывает, что в отличие от классиче-
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ского квантового случая ( 1)q  физическая температура phT  не яв-

ляется обратной величиной множителя Лагранжа, 1 , но 

1 1
1

q
ph q q

q B

c q
T S T c T

k

 
     
   

.                           (7.53) 

 

Очевидно, что квантовая физическая температура phT , отличная 

от инверсии множителя Лагранжа , отвечает за «глобальный» энер-

гетический (тепловой) баланс между различными частями неадди-

тивной квантовой системы, который сильно отличается от локального 

теплового баланса. Локальный баланс можно охарактеризовать об-

щей температурой 1/T   , измеряемой термометром, но любое из-

мерение физической температуры phT  связано с необходимостью вы-

числения  коэффициента Тсаллиса qc , зависящего от параметра неад-

дитивности q . 

Таким образом, отличие физической температуры от инверсии 

множителя Лагранжа   с неизбежностью приводит к необходимости 

видоизменения полученных выше термодинамических соотношений 

(7.40)-(7.43) для неаддитивных квантовых систем. В работе (Abe, 

Okamoto, 2001) в качестве основных предпосылок, взятых за исход-

ный пункт построения макроскопической термодинамики с физиче-

ской температурой, предлагаются первый закон термодинамики и 

структура преобразования Лежандра.  

Деформированные термодинамические равенства для канониче-

ского квантового ансамбля. Аналогично введенной выше физической 

температуре phT  квантовой системы можно определить квантовое 

физическое давление qP  путем исследования механического равно-

весия двух независимых q-систем. В этом случае энтропия совокупной 

квантовой системы должна максимизироваться с фиксацией общего 

объема 
(1,2) (1) (2)V V V const   . В результате будем иметь 
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(1) (1) (2) (2)

(1) (2)

/ /

1 1

q q ph

phq q

S V S V P

TS S

   
 

   
,                                    (7.54) 

где phP  − квантовое физическое давление, которое определяется со-

отношением 

1 (1 )

ph q ph q
ph

q q

T S T S
P

q S V c V

 
 

   
.                                (7.55) 

Очевидно, что определенные таким образом квантовые физическая 

температура и физическое давление обязательно должны привести к 

модификации определения термодинамической энтропии Клаузиуса. 

Преобразования Лежандра. Уравнение (7.25)  /q qS U     ука-

зывает на то, что параметры   и ( , )q q q phU U S P ,N  образуют пару пе-

ременных Лежандра. Это приводит к следующему определению 

большого термодинамического потенциала (см.(7.38)): 
 

( , , )q q q qT V U TS N      1/(1 )ln q
q q q qU T c N  

 
 

 

(в этом разделе знак «тильды» будем опускать). Это выражение, од-

нако, является неудовлетворительным, поскольку оно не написано с 

точки зрения физической температуры: термодинамический потен-

циал должен быть функцией phT , а не зависеть от абсолютной темпе-

ратуры T . 

По аналогии с работой (Abe, 2000b), которой мы далее восполь-

зуемся, переопределим большой термодинамический потенциал 

(7.38) следующим образом:  

1/(1 )( , , ) ln q
q ph q ph q qT V U T c N


     
 

.                       (7.56) 

 



251 
 

 

При учете соотношений (7.23), (7.43) и (7.53)  можно убедиться, что 

величина q  на самом деле является функцией phT . Варьируя функ-

цию q , в результате получим 

ln

(1 )

q ph
q q ph q q q

q

c T
U T S N N

q c
         


.                  (7.57) 

Если теперь использовать первый закон термодинамики в формули-

ровке Каратеодори (Münster, 1969)  
 

q q q q ph qQ U W U P V N          ,                             (7.58) 

 

где qQ  и qW − малые изменения количества теплоты (так называе-

мой некомпенсированной теплоты), подводимой к q-системе  или от-

водимой от нее,  и работы, которые определяются выражениями 

(Jarzynski, 1997, 2011; Abe, Rajagopal, 2003; Abe, 2006; Jarzynski, Wójcik, 

2004) 
 

ˆˆ ( )

ˆ

q
q

q q

H U
Q

  
  



Sp

Sp
,    

ˆˆ( )ˆ
ˆ

q

q q q

H
W H

 
     



Sp

Sp
,      (7.59) 

 

 то (7.57) можно переписать в виде 
 

ln

(1 )

q ph
q q ph ph q q

q

c T
Q P d T S N

q c
         


.                (7.60) 

 

Отсюда следует, что определение термодинамической энтропии 

Клаузиуса модифицируется для неаддитивных квантовых систем сле-

дующим образом: 

/q q q phS c Q T   .                                              (7.61) 
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Введем теперь в рассмотрение следующие характеристические 

функции квантовой системы: обобщенную энтальпию 

( )q q phH S ,P ,N   q phU P V  , энергию Гельмгольца 

1/(1 )( , , ) ln q
q q ph qF T V N U T c 


  
 

 и свободную энергию Гиббса 

( , , )q ph q phG T P N F P V   . Заметим, что все характеристические функ-

ции обладают следующим свойством: если известна характеристиче-

ская функция, выраженная через соответствующие (свои для каждой 

характеристической функции) переменные, то из нее можно вычис-

лить любую термодинамическую величину.  

В этом нетрудно убедиться. Из уравнений  
 

     ( / )q ph q q ph qU T c S P V N ,                                       (7.62) 

 

     ( / )q ph q q ph qH T c S V P N ,                                       (7.63) 

 

1(1 ) lnq q ph ph qF q c T P V N        ,                                (7.64) 

 

1(1 ) lnq q ph ph qG q c T V P N        ,                               (7.65) 

 

1(1 ) lnq q ph ph qq c T P V N                                        (7.66) 

 

следуют обобщенные термодинамические соотношения 
 

   
, ,

/ /
q ph

q q phS N T N
U V F V P

 

       ,                          (7.67)  

 

   
, ,

/ / /
ph

q q q q ph qV N P N
U S H S T c

 

      ,                       (7.68) 
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, ,

/ /
q ph

q ph q phS N T N
H P G P V

 

      ,                         (7.69) 

 

   
,,

/ / ln /(1 )
ph

q ph q ph qP NV N
F T G T c q



        .             (7.70) 

 

Уравнение для квантовых теплоемкостей. Как известно, в термо-

динамике теплоемкость вещества в наиболее общем виде определя-

ется следующим образом:  /z z
С T S T   . Здесь zС − теплоемкость 

в таком процессе, в котором сохраняется постоянным параметр z , где 

z− любые обобщенные координаты. Наиболее распространенными 

являются изобарная теплоемкость и изохорная теплоемкость: 
 

   ( / ) /
ph

qp ph q q ph P
С T c S T ,        ( / ) /qV ph q q ph V

С T c S T .             

(7.71) 

 

Так как в соответствии с формулой      / / /
z z z

y x y u u x       , 

(справедливой для случая двух переменных, когда ( , )y y x z  и 

( , ))u u x z  имеем 

 

ph ph ph

q q q

ph q phP P P

S S H

T H T

       
     

            

и  q q q

ph q phV V V

S S U

T U T

       
     

            

,    (7.72) 

 

а из соотношений (7.68) и (7.70) следует, что  / /
ph

q q q phP
S H c T   ,  

 / /q q q phV
S U c T   , то (7.71)  можно записать в виде 

 

 /
ph

qp q ph P
С H T   ,     /qV q ph V

С U T   .                           (7.73) 
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Уравнение, устанавливающее связь между теплоемкостями pС  и 

VС , может быть получено следующим образом. В соответствии с со-

отношением (см. Сычев, 1991) 

)

n y n nx

z z x z y

m x m y m

            
         

            
,                         (7.74) 

 

являющимся следствием выражения для полного дифференциала 

функции ( , )z z x y , можно записать (полагая m x ) равенство 

 

phph ph

q q q

ph ph phTP V P

S S S V

T T V T

         
                     

.                      (7.75) 

 

Отсюда, используя уравнение Максвелла ( / ) ( / )
phq T ph ph VS V P T    , 

получим 

         2
{ }( / ) / /

ph
p V ph q ph ph phV P

С С T c P T V T .                         (7.76) 

Это выражение можно представить в другом виде, если использовать 

связку трех производных      / / / 1
y z x

z x x y y z         (следствие 

соотношения (7.74) при ,m x n z   (Сычев, 1991)), из которой следует  

 

     / / /
ph ph

ph ph ph phV P T
P T V T P V        .                   (7.77) 

 

С учетом (77) связь между теплоемкостями приобретает классический 

вид:   

         
22( / ) / / /
ph ph

p V ph q ph phP T
С С T c V T V P .                      (7.78) 

Таким образом, стандартная форма термодинамических соотно-

шений (7.68) и (7.73) для уравнения состояния и теплоемкости позво-

ляет заключить, что они остаются инвариантными относительно не-
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аддитивной модификации их классических аналогов. Подчеркнем 

важный факт, что температуры 1/T    и 1/ph qT    не зависят от 

выбора нуля энергий, и поэтому они допускают физическую интер-

претацию. Заметим, что в дополнение к структуре Лежандра различ-

ные другие важные теоремы и свойства остаются q-инвариантными 

(см. Tsallis, 2009). 

7.3. Квантовая относительная энтропия в статистике  
Тсаллиса. Обобщенная Н-теорема Больцмана 

Наряду с квантовой параметрической энтропией ˆ( )qS   обобщен-

ная квантовая относительная энтропия (квантовая информация раз-
личия Ратье−Каннаппана  (см. Abe, Rajagopal, 2003;Abe, 2004)) 

   1 11
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ: 1 ( ) ln

1
q q

q qK
q

            
   

Sp Sp  

 

  ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ(ln ln ) ln ( )q q
q q q qS          

 
Sp Sp            (7.79) 

относится к наиболее существенным статистическим характеристикам 
квантово-механической q-системы. Являясь функционалом, она ха-

рактеризует переход системы от состояния с матрицей плотности ̂  в 

состояние с матрицей ̂ , когда статистические наблюдения ведутся 

относительно состояния ̂. 

Легко показать, что в пределе слабой связи 1q  величина 

 ˆ ˆ:qK   переходит в традиционную квантовую относительную эн-

тропию матрицы ̂  по отношению к матрице ̂  (или в квантовую раз-

личающую информацию Кульбака−Лейблера) 

     1 1
1

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆlim : : ln ln ( ).

ˆq
q

K K S


  
                

Sp Sp            (7.80) 

Действительно, в пределе 1q  имеем 
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Sp Sp
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Sp Sp

 (7.81) 

Выпуклость обобщенной квантовой относительной энтропии. 
Покажем, что энтропия  ˆ ˆ:qK   является вещественным, выпуклым и 

положительным (отрицательным) функционалом с минимумом (мак-

симумом) при 0q   0q  . Это можно сделать, используя квантовую 

относительную энтропию (79), преобразованную к виду 

   
1

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ: Ln Ln

ˆ

q

q q qK
  

         
   

Sp Sp                       

и неравенства (29), записанные в виде 

 
1 0, 0;ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆLn Ln
ˆ 0, 0.

q

q q

еслиq

еслиq

    
      

    

Sp Sp      

В результате получим  

 ˆ ˆ: 0qK    ,    0q  ;     ˆ ˆ: 0qK    ,    0q  .                    (7.82) 

Таким образом, обобщенная квантовая относительная энтропия 

неотрицательна, т.е. функционал  ˆˆ :qK    при 0q  удовлетворяет 

такому же обобщенному неравенству Клейна  1 ˆ ˆ: 0K     (являюще-

муся квантовым аналогом неравенства Гиббса для информации раз-
личия Кульбака−Лейблера (см., например, Колесниченко, 2018a)), как 
и квантовая относительная энтропия фон Неймана (  1 ˆ ˆ: 0K    ), а 

потому может использоваться для тех же целей. Однако в рассматри-
ваемом случае имеется свобода выбора параметра деформации ,q  

что позволяет адекватно исследовать неэкстенсивную квантовую си-
стему. 

При ˆ ˆ  имеем равенство  ˆ ˆ: 0qK    . Таким образом, кван-

товая информация различия Ратье−Каннаппана является знакоопре-
деленной функцией Ляпунова. 

Неаддитивность квантовой относительной энтропии для неза-
висимых систем. Пусть состояние физической квантовой системы 



257 
 

 

описывается нормированными совместными распределениями опе-
раторов плотности  (1,2) 1 2ˆ ˆ ˆ    и (1,2) 1 2ˆ ˆ ˆ     при статистиче-

ской независимости двух физических систем. Квантовые относитель-
ные энтропии для неэкстенсивных совокупной и отдельных систем 
определяются выражениями  

 

   1
(1,2) (1,2) (1,2) (1,2)

1
ˆ ˆˆ ˆ: 1

1
q q

qK
q

      
 

Sp ,                   (7.83) 

 

  1
1 1 1 1

1
ˆ ˆˆ ˆ: 1 ( )

1
q q

qK
q

      
 

Sp ,  

 

   1
2 2 2 2

1
ˆ ˆˆ ˆ: 1 ( )

1
q q

qK
q

      
 

Sp ,                            (7.84) 

где условия нормировки имеют вид 
 

(1,2) 1 2ˆ ˆ ˆ    Sp Sp Sp ,    (1,2) 1 2ˆ ˆ ˆ    Sp Sp Sp .                 (7.85) 

Отсюда следует, что квантовая информация различия Ра-
тье−Каннаппана обладает следующим свойством псевдоаддитивно-
сти для независимых систем 

 (1,2) (1,2)ˆ ˆ:qK     

 

       1 1 2 2 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ: : ( 1) : :q q q qK K q K K            .            (7.86) 
 

При 1q  из (86) следует свойство аддитивности для квантовой 

информация различия Кульбака−Лейблера    1
1 ˆ ˆ ˆˆ ˆ: lnK      

 
Sp  

в классической модели с мерой фон Неймана. 
 

Формула перехода системы от произвольного в равновесное 

состояние. Пусть равновесная неаддитивная квантовая система нахо-

дится в термостате с температурой 1/. Для определения равновес-

ного оператора плотности ̂  находим безусловный экстремум ла-

гранжиана  

 
 ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) Ln

q

q
q

H
L

c


       

Sp
Sp Sp ,   где ˆ qqc  Sp . 
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В результате получим следующее  каноническое распределение для 

нормированной матрицы плотности в квантовой статистике Тсаллиса:  

  
1/(1 )1ˆ ˆ( , ) 1 (1 ) ( )

( )

q

q q q
q q

q H U
Z


       
 

x x ,                 (7.87) 

где  

ˆ ˆ( ) /q q
qU H   

 
Sp x Sp ,    /q qc  ,     ˆ q

qc  Sp ,                     (7.88) 
 

  ˆ( ) exp ( )q q q q qZ H U    
 

Sp x                              (7.89) 

− статистическая сумма.  

Используя каноническое распределение (87) для термостата с 

температурой 1/ можно найти соответствующие значения энтропии  

lnq q qS Z , энергии ˆ ˆˆ( )/q q
qU H  Sp Sp  и свободной энергии  

1
q q q qF U S   для квантовой cистемы, находящейся в равновесном 

состоянии. Дифференцируя выражение lnq q qS Z , можно получить 

полную систему термодинамических равенств для замкнутой систе-

мы, обобщающую классические квантовые соотношения на равно-

весные квантовые q-системы  (ср. с формулами (7.41)-(7.43)): 

 

q qdS dU ,   ( )q qd F U d   .                                   (7.90) 

Рассмотрим теперь спонтанный переход между произвольным 

состоянием системы с матрицей плотности ̂  и его равновесныим со-

стоянием с матрицей плотности ̂ . Подставляя (87) в выражение 

 ˆ ˆ:q qc K   , в результате получим неравенство 
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q
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c U U

q q q

S S c U U S S H U

       
 

      
 

 


      
       

  

           
   

Sp

Sp x

Sp x

  (7.91) 

 

совпадающее при 1q  с известным термодинамическим неравен-

ством для информации различия Кульбака–Лейблера для аддитивных 

квантовых систем. 

Неравенство Клаузиуса. Варьируя оператор  ˆˆ :q qc K    относи-

тельно матрицы плотности ̂, т.е. считая, что ˆˆ ˆ  и ˆ( ) 0 Sp , 

получим   
 

   ˆ ˆˆ ˆ ˆ: ( ) ( )q
q q q q qc K S H U          

 
Sp x .                         (7.92) 

 

Здесь использовано преобразование 
 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ( ) ( )

1 1 1

q q q

q q qS S S
q q q

  
      

  

Sp Sp Sp
. 

 

Учитывая теперь выражение (7.59) для вариации количества теп-

лоты,  поступающего в систему ˆˆ ( ) /q
q q qQ H U c    

 
Sp , перепи-

шем выражение (88)  следующим образом  
 

 ˆˆ ˆ: ( )q q q qc K Q S       .                                    (7.93) 
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Используя теперь положительное унитальное отображение 
ˆˆ ˆ ˆ( )     (полностью сохраняющее след), представим вари-

ацию  ˆ ˆ:qK    в виде: 

     ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ: ( ): :q q qK K K           .                          (7.94) 

 

В работе  (Abe, Rajagopsal, 2003), было показано, что только если па-

раметр деформации q  лежит в интервале (0,2)q , то справедливо 

следующее неравенство 

   ˆ ˆˆ ˆ( ): : 0q qK K        .                                     (7.95)  

Следовательно, при учете (7.87)-(7.89) можно получить следующее 

фундаментальное неравенство Клаузиуса  

ˆ( )q qQ S    ,    (0,2)q ,                                            (7.96) 

связывающее энтропию замкнутой квантовой системы с теплотой и 

температурой. 

Таким образом, второй закон термодинамики (7.90) в квантовой 

термодинамике Тсаллиса также справедлив, что согласуется с прин-

ципом термодинамики в классической квантовой термодинамике 

(см. фон Нейман, 1964). Однако в отличие от последней, он справед-

лив только для значений энтропийного индекса, ограниченого интер-

валом (0,2)q , а для квантовых систем с 2q  он нарушается. Отме-

тим еще одно обстоятельство. В классической термодинамике второй 

закон определяет направление реально осуществляющихся процес-

сов. Следовательно, адиабатические необратимые процессы ( 0qQ 

) в квантовой термодинамике Тсаллиса, согласно неравенству (7.90), 

могут происходить в направлении роста энтропии только для значе-

ний параметра деформации (0,2)q . 

Н-теорема в квантовой статистике Тсаллиса. Сравним теперь зна-

чения энтропий Клаузиуса для двух состояний квантово-механической 
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системы с распределениями ̂  и ̂  при условии Гиббса, т.е. при одинако-

вости средних энергий  

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )q qHP HPSp Sp .                                            (7.97) 

С учетом условия  
1

0
q

q qc Z


   и свойства выпуклости (7.82) инфор-

мации различия Ратье–Каннаппана, из (7.85) получим  
 

 ˆ ˆˆ ˆ: ( ) ( ) 0q
q q qK S S             (0,2)q                          (7.98) 

 

Из неравенств (7.92) следует обобщенная теорема Гиббса: кван-
товая q-энтропия равновесного состояния максимальна 

ˆ ˆ( ) ( )qq qS S    при 0 2q  . 

Из (7.92) также вытекает, что при увеличении энтропии 

ˆˆ( ) ( )q
q qS S   , положительная мера информации различия умень-

шается, т.е. имеет место уменьшение статистической упорядоченно-
сти в микросостояниях квантовой неэкстенсивной системы. 

Согласно свойству выпуклости (7.82), квантовая информация раз-
личия Ратье–Каннаппана является знакоопределенной функцией Ля-
пунова. Чтобы состояние полного равновесия было устойчивым необ-
ходимы следующие неравенства16 

 

     ˆ ˆˆ ˆ: 0q q q q
d d

c K S S
dt dt

          
   

   при 0 2q  .           (7.99)  

 

Таким образом, при стремлении системы к равновесному состоянию 

во временной эволюции информация различия уменьшается. Из (93) 

следует закон возрастания энтропии Тсаллиса со временем в кванто-

вой неаддитивной статистической механике  
 

                                                           
16) Напомним, что функцией Ляпунова для данной системы называется 

знакоопределённая функция, которая обращается в нуль в точке равнове-
сия системы. Состояние равновесия является аттрактором, когда поизвод-
ная по времени от функции Ляпунова имеет знак, противоположный знаку 
самой функции. 
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 / 0qdS p dt     при 0 2q  ,                                  (7.100) 

 

который справедлив при приближении к состоянию полного стати-

стического равновесия (H -теорема Больцмана). Таким образом, про-

исходит хаотизация макроскопической системы при спонтанных пе-

реходах. 

В заключение этой главы отметим, что область неэкстенсивной 
квантовой статистики и теормодинамики в настоящее время пережи-
вает фазу интенсивного развития. Обсуждаются различные подходы и 
идеи, в том числе методы исследования равновесных и неравновес-
ных состояний, базирующиеся на квантовых термодинамических мо-
делях с параметрическими функционалами для энтропий. В случае 
квантовых систем, описываемых методом статистических операторов 
(или матрицами плотности) комплексов частиц, были получены 
обобщения ряда этих функционалов для статистик Ферми–Дирака и 
Бозе–Эйнштейна. 

Развитый здесь подход предполагает использование неэкстен-
сивной квантовой термодинамики в различных квантовых технологи-
ях, связанных, в частности, с моделированием тепловых квантовых 
эффектов в различных наноустройствах. 
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ГЛАВА 8 

Термодинамика Бозе-газа и черного  
излучения в неэкстенсивной  

статистике Тсаллиса 

Целью данной главы является построение термодинамики откры-
тых квантовых неэкстенсивных систем элементарных частиц Бозе-
газа в рамках статистики Тсаллиса, основанной на модифицированной 
квантовой энтропии, зависящей от действительного параметра q . По-

лучены обобщенные выражения для термодинамического потенциала, 
внутренней энергии, свободной энергии, удельной теплоты и давления, 
а также основные термодинамические уравнения. Обсуждаются моди-
фицированные равновесные распределения Бозе−Эйнштейна для массив-
ных частиц и обобщенные законы Планка, Рэлея–Джинса и Вина для фо-
тонов, которые могут быть применимы к различным физическим зада-
чам, в частности, к описанию космического черного излучения. Исходным 
основанием подобного рассмотрения фотонного газа является предпо-
ложение, согласно которому распределение фотонов космического фо-
нового излучения (находящегося в тепловом равновесии) может отли-
чаться от классического распределения Планка из-за влияния дальнодей-
ствующего гравитационного воздействия на больших расстояниях. Это 
влияние, возможно, является отражением того отдаленного во време-
ни факта, согласно которому материя и свет были сильно связаны 
между собой.  

Обобщенная термодинамика фотонного газа может быть исполь-
зована, в частности, в качестве теоретического обоснования экспери-
ментальных исследований чернотельной радиации внутри разнообраз-
ных астрофизических объектов. 

Введение 

Как теперь стало понятно, статистическая механика Больцма-
на−Гиббса и стандартная термодинамика не являются вполне универ-
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сальными теориями, поскольку они имеют ограниченные области 
применимости. В качестве примера можно привести невозможность 
в рамках статистики БГ объяснить спектр космических лучей − одной 
из наиболее важных систем релятивистских частиц. 

В физике и в других естественных науках, использующих методы 
статистической механики, известны многочисленные примеры слож-
ных (аномальных) систем, которым присущи эффекты сильного даль-
нодействия, нелокальные корреляции между отдельными элемента-
ми системы (помнящей свое прошлое), фрактальный характер фазо-
вого пространства, немарковское поведение. Сложная простран-
ственно-временная структура подобных систем приводит к наруше-
нию принципа аддитивности для таких важнейших термодинамиче-
ских характеристик, как энтропия или внутренняя энергия.  

В связи с этим исследования в области механики неаддитивных 
(неэкстенсивных) систем стали в последнее время предметом значи-
тельного интереса, что объясняется как новизной возникающих здесь 
общетеоретических проблем, так и важностью практических прило-
жений. Начало систематического изучения в этом направлении связа-
но с работой К. Тсаллиса (Tsallis,1988), в которой был введен функци-

онал энтропии 1( ): ( 1) 1 q
q p k q p d     

  , зависящей от некото-

рого действительного числа q  (так называемого параметра дефор-

мации) и обладающей неаддитивностью для совокупности независи-

мых аномальных систем. Важно, что в пределе слабой связи 1q  

энтропия Тсаллиса переходит в энтропию БГ. Наиболее существен-
ным преимуществом, основанной на энтропии Тсаллиса17) статистики, 
по сравнению со статистической механикой БГ, является то, что она 
приводит к асимптотическому степенному закону распределения ве-
роятностей, который отличен от экспоненциального поведения, по-
рожденного классическим распределением Гиббса. 

Неэкстенсивная статистика, в настоящее время интенсивно раз-
вивается. Возникают многочисленные новые математические про-
блемы, требующие своего решения. В научной литературе доступны 
многочисленные коллекции миниобзоров (см., например, Tsallis, 
                                                           

17) Заметим, что, хотя эта энтропия получила название энтропии Тсал-
лиса, в историческом плане появление q -энтропии можно проследить по 

более ранним работам (Harvda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970).  
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1999; Abe, Okamoto, 2001; Grigolini и др., 2002; Kaniadakis и др., 2002, 
2006; Kaniadakis, Lissia, 2004; Gell-Mann, Tsallis, 2004; Herrmann и 
др.,2004; Колесниченко, 2019). Эта статистика успешно применяется 
ко многим природным системам, в частности, к ранней вселенной 
(Pessah и др., 2001), к космической плазме (Lima и др., 2000), к космо-
логическим проблемам (к трехмерной гравитационной проблеме N-
тел), к астрофизическим проблемам (например, при толковании чер-
ных дыр, суперструн, темной материи (Leubner, 2005)) и так далее. 
Моделированию Бозе-газа и чернотельному излучению в рамках не-
экстенсивной статистики также посвящено большое число публика-
ций (см., например, Tsallis и др., 1995; Plastino и др., 1995; Tirnakli и 
др., 1997; Lenzi, Mendes, 1998; Wang, Le Méhauté, 1998; Wang и др., 
1998; Büyükkilic., Demirhan, 2000; Anchrordoqui, Torres, 2001; Martinez 
и др., 2001, 2002; Chamati и др., 2006; Zaripov, 2009; Rovenchak, 2018; 
Ma и др., 2019; Kolesniсhenko, 2020). 

Тем не менее, в настоящей работе вновь предлагается обсудить в 
рамках формализма Тсаллиса механизм чернотельного излучения 
применительно к задачам космологии. Исходным основанием по-
добного рассмотрения является утверждение, согласно которому су-
ществующее космическое фоновое излучение (находящееся по пред-
положению в тепловом равновесии) может несколько отличаться от 
классического закона излучения черного тела Планка из-за влияния 
дальнодействующего гравитационного воздействия на больших рас-
стояниях (Mather и др. 1994). Это влияние может быть отражением 
того отдаленного во времени факта, когда материя и свет были силь-
но связаны между собой, или же оно является результатом еще более 
замысловатых природных явлений (Sistema, Vucetich, 2005).   

Уместность предпринятого здесь обсуждения данной проблемы, 
по мнению автора статьи, связана со следующим обстоятельством. В 
статистической механике Тсаллиса возможно осреднение микроско-

пических физических величин с помощью трех распределений: ( )p r , 

( )qp r , ( )/ ( )q qp p d r r . Первое осреднение соответствует первона-

чальной статистике Тсаллиса (Tsallis,1988), второе (ненормированное) 
осреднение – статистике Курадо−Тсаллиса (Curado, Tsallis, 1991; Зари-
пов, 2002, Колесниченко, 2018), третье осреднение – статистике Тсал-
лиса−Мендеса−Плас-тино (Tsallis и др., 1998). Эти способы осредне-
ния, каждый из которых имеет, вообще говоря, свои преимущества и 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378437101002357?via%3Dihub#!
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недостатки, предопределяют совершенно разные q -термодинамики. 

По этой причине вопрос об использовании того или иного приема 
осреднения в физических приложениях носит принципиальный ха-
рактер, поскольку различия в определении средних значений могут 
оказаться существенными при обработке экспериментальных дан-
ных.  

Вместе с тем получаемые при этом существенные несоответствия 
могут быть, по мысли ряда авторов, благополучно устранены путём 
использования статистики Тсаллиса−Мендеса−Пластино, когда 
осреднение производится по так называемому нормированному эс-

кортному распределению вероятности ( ): /q q
q p p d  r  (см, напри-

мер, Tsallis и др., 1998; Tsallis, 1999; Martinez и др., 2000). Однако су-
ществует и иная точка зрения (которой автор придерживается в дан-
ной работе), согласно которой единственно правильным осреднени-

ем является осреднение с ненормированным распределением qp , 

используемое в аксиоматическом обосновании рассматриваемой не-
экстенсивной статистики (см. Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970). 
Она обуславливается, в частности, тем, что только это распределение 
не приводит к переопределению понятия температуры q -системы, 

которая в этой статистике является интенсивным параметром (абсо-
лютной температурой T ), а не функционалом (так называемой физи-
ческой температурой phT , зависящей от энтропии q ), как это проис-

ходит при иных определениях взвешенного среднего. Отметим, что 
эти и некоторые другие убедительные соображения в пользу осред-
нения Курадо−Тсаллиса приведены в монографии (Зарипов, 2002).  

Возвращаясь к уместности появления данной работы, заметим, 
что во многих цитируемых выше публикациях по заявленной темати-
ке некоторые авторы (см., например, Tirnakli и др., 1997; Wang и др., 
1998; Rovenchak, 2018) в качестве отправной точки использовали 
обобщенное распределение Планка в виде:  

 

1
1

( , ) 1/ 1 ( 1) 1
qj

j k T
n T q q

           

.  

Можно легко убедиться в том, что к подобному распределению соб-
ственных частот излучения приводит условие максимума модифици-
рованной энтропии Бозе-газа в статистике Тсаллиса только в том слу-
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чае, когда осреднение физических величин производится с помощью 

распределения ( )qp r (Büyükkilic, Demirhan, 2000; Зарипов, 2010). Не-

смотря на это, те же авторы в своих работах использовали осредне-

ние с распределением ( )p r , соответствующее оригинальной стати-

стике Тсаллиса. В ряде других публикаций (см., например, Martinez и 
др., 2002; Ma и др. 2019) за исходное распределение неэкстенсивного 
фотонного газа принималось обобщенное распределение Планка 

( , )j phn T q  с физической температурой, что представляется совершен-

но не практичным, поскольку измерение физической температуры 

phT  нереально, что связано с ее зависимостью от энтропии q . 

В данной главе представлен с единых позиций круг вопросов, 
связанных с конструированием деформированной термодинамики и 
чернотельного излучения на основе модифицированных для неэкс-
тенсивных систем энтропии Бозе-газа и соответствующей диверген-
ции Брэгмана. При этом при получении всех термодинамических ве-
личин систематически использовано осреднение Курадо−Тсаллиса. 
Проведенное исследование базируется на свойствах негиббсового 
канонического ансамбля бозонных систем, полученного из принципа 
Джейнса (Jaynes, 1963) максимума q -энтропии при заданности 

усредненной внутренней энергии и полного числа частиц Бозе-газа. 
Получены обобщенные выражения для термодинамического потен-
циала, полной и свободной энергии, энтропии, удельной теплоты, 
давления и теплоемкости, а также дифференциальные термодинами-
ческие уравнения для бозонного газа. Показано, что сохраняются 
принцип максимума равновесной энтропии, лежандрова структура 
теории и H-теорема обычной статистической механики БГ. Получено 
статистическое распределение для массивных бозонов, а также 
обобщение классического закона Планка для теплового спектра кос-
мического фонового излучения в рамках статистики Тсаллиса. Пока-
зано, что все эти величины восстанавливают свои стандартные выра-
жения в пределе. 

8.1. Элементы неаддитивной статистики Тсаллиса 

В статистической механике Тсаллиса для непрерывных величин 
при вероятностной нормировке  
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( ) 1p d   r ,     0 p                                      (8.1) 
 

для фазовой функции распределения ( )p r  (в общем случае эта функ-

ция может зависеть от времени t  и от внешних параметров { }ka ) эн-

тропия Тсаллиса для вещества задаётся следующим функционалом 
(Tsallis, 1988): 
 

 ( ): 1
1

q
q

k
p p d

q
  


 .                                      (8.2) 

 

Здесь и далее везде область интегрирования совпадает со всем 6N-
мерным фазовым пространством  1 1: ,..., ; ,...,N Nr q q p p , безразмер-

ный элемент которого записывается в следующей современной фор-

ме : (2 ) sd d   r  (где : j jjd d d q pr ; 161.380662 10 /k эрг К  

− постоянная Больцмана; /2h ; 276.626117 10h эрг с  по-

стоянная Планка). Энтропийный индекс q  представляет собой веще-

ственное число, принадлежащее области qR . Такая деформиро-

ванная энтропия позволяет учитывать важную особенность поведе-
ния аномальных материальных систем с длинной памятью и/или 
дальнодействующими силовыми взаимодействиями, при которых 

вероятность реализации ( )p r  больших значений состояний убывает 

(при 1q ) не экспоненциально, а степенным образом.  

Можно показать, что в пределе слабой связи энтропия Тсаллиса 

(8.2) переходит в классическую формулу для энтропии BG  в стати-

стике Больцмана−Гиббса. Действительно, в пределе 1q  имеем:  
 

 1 exp ( 1)lnqp q p     1 ( 1)lnq p  ,  
 

и энтропия q  сводится к 
1

( ) lim ( ) lnq BG
q

p p k p pd


     .  

Если состояние физической двухкомпонентной системы описы-

вается совместным мультипликативным распределением 12 1 2p p p , 

(где  12 12 1 2( , )p p r r , 1 1 1( )p p r , 2 2 2( )p p r ), которое может зависеть 

от времени t , а 1r  и 2r  относятся к двум независимым q -системам, 

то общая энтропия даётся выражением 
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 12 1 212( ) 1
1

q
q

k
p p d d

q
     


  

 

1 2 1 2
1

( ) ( ) ( ) ( )q q q q
q

p p p p
k


   .                          (8.3) 

 

Соотношение (8.3) выражает свойство неаддитивности для энтропии 
совокупной системы в статистике Тсаллиса.  

Энтропия Тсаллиса (8.2) может быть представлена в следующей 
эквивалентной форме:  

( ) ln ( ) lnq
q q q qp k p p d k p       ,                     (8.4) 

 

при написании которой использовано осреднение с ненормирован-

ным распределением qp (свойственным статистике Курадо-Тсаллиса 

(Curado, Tsallis, 1991))  

: ( )q
q p d     r ,                                             (8.5) 

 

для произвольной физической величины ( )r , а также так называе-

мый «деформированный логарифм» 
 

1 1
ln :

1

q

q
x

x
q

 



    ( ;x q R R ).                             (8.6) 

 

Экстремальное значение энтропии Тсаллиса. Аналог равновес-
ного распределения Гиббса в статистике Курадо−Тсаллиса может 
быть получен, как и в классическом случае, из экстремума энтропии 
(8.2) при выполнении условия сохранения нормировки (8.1) и задан-
ном значении средней энергии системы 

: ( ) q
q q p d const      r ,                             (8.7) 

 

где функция Гамильтона ( )r  задаётся математической моделью 

изучаемых физических процессов. В соответствии с теоремой Ла-

гранжа вероятное распределение ( )p r , «экстремизирующее» энтро-

пию Тсаллиса ( )q p , при указанных ограничениях имеет вид (см., 

например, Колесниченко, 2019): 
1 1 1/1( ) ( ) 1 (1 ) ( ) q
qp Z k q       

 
r r ,                     (8.8) 

где  
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1 1/11 (1 ) ( ) q
qZ k q d       

  r                           (8.9) 
 

− обобщённый статистический интеграл, определяемый из условия 

нормировки (8.1); множитель Лагранжа   (обратная эффективная 

температура, 1/ )T  определяется из уравнения, получаемого под-

становкой (8.8) в (8.7).  
Распределение (8.8) удобно записать в виде, аналогичном клас-

сической форме Гиббса 

 1 1( , ) exp ( )q qp Z k    r r ,                                  (8.10) 

выражая стоящую в (8.8) степенную функцию 1/1[..] q  через так назы-

ваемую экспоненту Тсаллиса, которая определяется следующим об-
разом (Тсаллис, 2009): 

1
1/11

1/1

,

,

0, 1 1/1 ;

exp ( ) [1 (1 ) ] [1 (1 ) ] 1 1/1 ;

[1 (1 ) ] 1 1/1 .

qq

q

q

если q и x q

x q x q x если q и x q

q x если q и x q







    


         


     

  

(8.11)  
 

Здесь выражение, стоящее в квадратных скобках, либо положитель-

но, либо равно нулю, [ ] max( ,0)y y  . Легко проверить, что в преде-

ле 1q  эта функция принимает стандартный вид: 
1

exp ( ) exp( )q
q

x x


 . 

Используя определения деформированных функций lnq x  и 

exp ( )q x , легко можно убедиться в том, что имеют место следующие 

соотношения: 
 

1
2ln ( ) ln ( )q

q qx x x
 ,   2ln (1/ ) ln ( ) 0q qx x  ,   ( ; )x q  ,            (8.12) 

 

1

2
1

ln
1

q

q
x

x
q









,   

1

1 1
ln lnq qq

x
x x 

 
  

 
,   ( ; )x q  ,                  (8.13) 

 

exp [ln ( )] ln [exp ( )]q q q qx x x  ,   2exp ( ) 1/exp ( )q qx x   ,   ( ;x q  ),   

(8.14) 
 

1/( 1)
2exp ( ) [1 (1 ) ] q
q x q x 
    ,   ( ; )x q  ,                         (8.15) 
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2 3 4

0

1 1 1
ln (1 ) (1 ) (1 )(2 ) ...

2 6 24
q
x

x x x q x q q x q q q


         ,   ( )q , (8.16) 

 

2 3 4

0

1 1 1
exp ( ) 1 (2 1) (2 1)(3 2) ...

2 6 24
q

x

x x x q x q q x q q q


         ( )q , (8.17) 

 

1
lnq q

d
x

dx x
 ,   exp ( ) [exp ( )]qq q

d
x x

dx
 ,     ( 0;x q  ).               (8.18) 

 

Далее эти соотношения будут широко использованы. 

8.2. Энтропия Бозе-газа в статистике Больцмана−Гиббса 

Бозе-газ состоит из бозонов − частиц, имеющих целый спин и 
подчиняющихся статистике Бозе−Эйнштейна. Бозе создал статистиче-
скую механику для газа фотонов, а Эйнштейн развил её для описания 
массивных частиц.  

Напомним классический вероятностно-статистический способ 
вычисления энтропии Бозе-газа. С этой целью рассматриваются раз-

личные равновероятные группы квантовых состояний 1,2,...j  , кото-

рыми может быть реализовано изучаемое макроскопическое состоя-
ние ансамбля из  газовых частиц. 6 -мерное фазовое простран-
ство делится на  ячеек безразмерного объема 

: (2 ) ( )s
j j jg    q p , который характеризует максимально возмож-

ное число микросостояний в j -ой ячейке, содержащей jn  Бозе-частиц  

(здесь s  − число степеней свободы элементарной частицы). Далее 
определяется число всех возможных способов заполнения jjn  

частиц по  ячейкам. Данное число является по определению ста-
тистическим весом  , характеризующим вероятность макроскопи-
ческого состояния системы. Если теперь каждую группу из jn  частиц 

рассматривать как независимую подсистему и обозначить посред-
ством 

jn ее статистический вес, то можно написать: 
jj n   . 

В классической статистике энтропия выражается логарифмической 
мерой статистического веса : ln ln

jjk k n   . В случае ста-

тистики Бозе−Эйнштейна в каждом квантовом состоянии может 
находиться любое число частиц, так что статистический вес 

jn  есть 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%BE%D0%B7%D0%B5,_%D0%A8%D0%B0%D1%82%D1%8C%D0%B5%D0%BD%D0%B4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D0%B0%D1%82
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%BE%D1%82%D0%BE%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D0%B9_%D0%B3%D0%B0%D0%B7
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%B9%D0%BD%D1%88%D1%82%D0%B5%D0%B9%D0%BD,_%D0%90%D0%BB%D1%8C%D0%B1%D0%B5%D1%80%D1%82
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число всех способов, которыми можно распределить jn  частиц по jg  

состояниям. Статистический вес в статистике Бозе имеет вид  
 

( 1)!

!( 1)!j

j j

j j

g n
n

n g

 
 


,  

вытекающий из условия, что в ячейке может находиться любое коли-
чество частиц. Логарифмируя это выражение и воспользовавшись для 
логарифмов всех трех факториалов приближенной формулой Стир-

линга ln ! ln( / )x x x e , найдем: 
 

 ln ln ( )ln( )j j j j j j j jjk n n g g g n g n      .           (8.19) 
 

Если записать эту формулу, используя среднее число /j j jn n g  ча-

стиц в каждом из квантовых состояний j -й группы, то получим из-

вестное выражение для энтропии неравновесного Бозе-газа в класси-
ческом случае (см. Ландау, Лифшиц, 1964): 
 

 ln (1 )ln(1 )j j j j j
j

k g n n n n     .                         (8.20) 

Легко убедиться в том, что условие экстремальности энтропии 

 приводит к дискретному распределению Бозе−Эйнштейна: 
 

  
1

exp 1j
j k T
n


 

  .                                             (8.21) 

 

Заметим, что величина jn  есть дискретный аналог непрерывной 

функции распределения ( , )D tr  по фазовому пространству  : ;r q p . 

Переход от дискретного распределения jn  к плотности распределе-

ния Бозе частиц в фазовом пространстве ( , )D tr  осуществляется за-

меной суммирования по j  интегрированием по всему фазовому про-

странству, безразмерный элемент которого определяется соотноше-

нием  : (2 ) sd g d   r  (здесь 2 1g S  , S  − спин частицы; 

: d d d dVd  q p pr )18). В итоге получим следующее выражение для 

                                                           
18) Заметим, что часто интегрирование по dV  сводится к замене dV  

на полный объем V  газа. 
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энтропии неравновесного Бозе-газа в случае непрерывных распреде-
лений: 

 

 ( ) ( , )ln ( , ) [1 ( , )] ln[1 ( , )]D D D Dt k t t t t d      r r r r .               (8.22) 
 

Приведем также выражение для так называемой физической ин-

формации различия Бозе-газа 12 , характеризующей переходы меж-

ду двумя состояниями неравновесной системы. Величина 12 , явля-

ющаяся знакоопределенным функционалом (функцией Ляпунова), 
определяет меру статистической упорядоченности в микросостояниях 
системы с распределением 1jn  относительно ее состояния с распре-

делением 
2jn . 

В дискретном случае эта величина имеет вид (см. Зарипов, 2010): 
 

  1 1

1 1

2 2

12 1 2

1
: : ln (1 )ln 0

1

j j
j j jj

j j

n n
n n k g n n

n n

  
     

    

 ,       (8.23) 

 

а для непрерывного аналога имеем: 
 

1 1
12 1 1

2 2

1
: ln (1 ) ln 0

1

D D
D D

D D
k d

    
        

    
 .                 (8.24) 

8.3. Энтропия Бозе−газа в статистике Тсаллиса 

Обобщенное выражение квантовой энтропии (8.20) для Бозе-
газа, полученное в рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса в ра-
ботах (Büyükkilic, Demirhan, 1993, 2004), имеет вид: 

 

: 1 (1 )
1

q q
q j j j

j

k
S g n n

q
     
 

 .                                (8.25) 

 

Энтропию (8.25) удобно представить в следующих эквивалентных 
двух формах: 

 
1

11
1 1 1

1 1

q
qjq

q j j j jj j
j

nk k
S g n g n

q n q
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2 2

1
ln ln (1 )

jq
j j q q jj

j

n
k g n n

n
 

  
     

    

  

 

1 1
(1 ) ln ln (1 )

jq
j j j q q jj

j

n
k g n n n

n

  

     
    

 .           (8.26) 

 

При 1q  из (8.26) вытекает выражение (8.20) для энтропии неравно-

весного Бозе-газа для аддитивных систем. 
Совершая переход от суммирования к интегрированию в форму-

ле (8.25), получим выражение для квантовой энтропии в случае не-
прерывных распределений  

 [ ( )] 1 [1 ( )]
1

q q
q D D

k
d

q
      


 r r  

 

 2 2
1 ( )

[ ( )] ln ln 1 ( )
( )

q
q q

D
D D

D
k d 

  
     

  


r
r r

r
.                  (8.27) 

 

Здесь ( )D r  − плотность распределения квантовых частиц в фазовом 

пространстве r . Используя (8.27), легко показать, что в статистике 
Тсаллиса энтропия Бозе-газа двух независимых систем не обладает 
свойством аддитивности. 

Экстремум энтропии и равновесные состояния. Равновесные со-
стояния неэкстенсивных систем характеризуются распределениями, 
которые не меняются с течением времени. В состоянии равновесия 
энтропия должна иметь максимальное значение. Покажем, каким 
образом из этого требования можно найти функцию распределения 
частиц Бозе-газа в состоянии статистического равновесия. Задача за-
ключается в нахождении таких jn , при которых квантовая энтропия 

(8.25) имеет максимальное значение, возможное при дополнитель-
ных условиях  

 

: , :q q
q j j q jj jj jg n const g n const      ,               (8.28) 

 

выражающих постоянство полного числа частиц q  и полной энергии 

q  газа. Следуя известному методу неопределенных множителей Ла-

гранжа, надо приравнять нулю первую вариацию функционала  
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( ): q q
j q j j jj jj jn g n g n     ,                    (8.29) 

 

где   и   − некоторые постоянные. Произведя дифференцирование, 

найдем: 

 
11 1( 1)

1 ( ) 0
1

qq q
j j j j jj

j

k q
g q n n n

n q k

                  
 ,   

(8.30) 
 

откуда 

 1/ 10 0 01
0 0 2

0

1 ( )
1 (1 ) ( ) exp

qj j
j q

j

n
k q

n k






    
          

 
,    

(8.31) 
или  

 0
0

0
0

0 1/ 1

2

1 1

exp 11 ( 1) 1
j

j
j q

q k Tk T

n

q
   



 
    
  

.                  (8.32) 

 

Это есть не что иное, как обобщенное распределение Бозе−Энштейна 

в статистике Тсаллиса. Здесь 0 01/T    − равновесная температура и 

0 − равновесный химический потенциал Бозе-газа ( 0 0)  . 

 С помощью распределения (8.32) могут быть вычислены равно-
весные значения полного число частиц и полной энергии системы: 

 

 0 2 0 00: exp ( )/ 1
qq

q j j q jjj jg n g k T


         ,           (8.33) 
 

 0 2 0 0: exp ( )/ 1
qq

q j j j j q jjj jg n g k T


           .       (8.34) 
 

Заметим, что формула (8.33) определяет в неявном виде химиче-

ский потенциал ( )0 0 0, qT  Бозе-газа  как функцию от температуры 0T  

и полного числа частиц 0q . 

Термодинамические соотношения. Получим теперь экстремаль-
ное значение 0qS  энтропии и основные термодинамические соотно-

шения. Подставляя распределение (8.31) в выражение (8.26) для эн-
тропии и используя формулы (8.14), получим: 
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0
0 0 2 2 0

0

1
ln ln (1 )

jq
q j j q q jj

j

n
k g n n

n
 

  
     

    

  

 

0 0
2 00

( )
ln (1 )

jq
j q jjjk g n n

k


   
    

 
  

 

0 0 2 0( ) ln (1 )q q j q jjk g n      
 

0 0 0 0 0 0( )q q q    .                                        (8.35) 

Здесь  
1

2 0: ln (1 )q qj j q jj jk g n
                             (8.36) 

 

 − термодинамический потенциал полного числа частиц бозонного га-

за; qj − термодинамический потенциал частиц в j -ом квантовом со-

стоянии, определяемый соотношением 
 

1 1
2 0: 1 (1 ) ln (1 )

(1 )
q

qj j j j q j

k
G n k g n

q
 


          
  

 

 

 0

0

1
1

2ln 1 exp j
j q q k T

G k


 


          

.                       (8.37) 

 

Используя производные по 0 0,   и j  от распределения 0jn   
 

 
0

20 1
0 00

0

1 ( )
qj q

j jj

n
k n n





 
       

,    

 

 
0

20 1
0 00
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qj q
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,    
0
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0 00 1

qj q
jj
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n
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,    

(8.38) 
 

и формулы (8.18), легко получить следующие уравнения равновесной 
термодинамики для систем с переменным числом частиц: 
 

1
0 2 0ln (1 )q j q jjk g n

    ,                                (8.39) 
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q
q


 


,   0

0

qjq
jn


 


,                                     (8.40) 

 

0 0 0 0 0 0( )/ q
q q j jj g n       ,    1

0 0 0/q q
   ,           (8.41) 

 

 1
0 0 0 0

q
q q j jjd d d g n    .                          (8.42) 

 

Найдем теперь вторую вариацию функционала (8.29) ( )jn ; в 

результате получим: 
2

2 2 2(1 ) 1
1 ( ) 1 ( )

q

q
j j j jj

j

q
k q g n n

k n




    

           
   

 .     (8.43) 

Из (8.43) следует, что при 0q  экстремум соответствует максимуму 

функционала, 2 0  . Таким образом, распределение (8.32) макси-
мизирует обобщенную энтропию (8.25) для бозонного газа. 
 

Дивергенция Брэгмана. Рассмотрим теперь спонтанный переход 
между произвольным неравновесным состоянием ( )jn t  и равновес-

ным состоянием 0jn  открытой неэкстенсивной квантовой системы. В 

качестве информации различия далее будем использовать обобщен-

ную меру Брэгмана, порожденную отрицательной функцией ( q ) 

(см. Bregman, 1967; Cichocki, Amari, 2010) 
 

  0
0 0 0

0

: : ( )
1

qq q
q q q j j jj q

j

k
n n g n n

q n


    

 
   

 

 
1

0 0 00( ) 1 (1 )/ 0
1

qq q
q q j j jj jj

k
S S g n n n n

q

        
   

 ,         (8.44) 

 

где первый член −это разность квантовых энтропий (сравни с (8.23)). 
Дивергенция Брэгмана (8.44), являясь знакоопределенным функцио-
налом, определяет меру статистической упорядоченности в микросо-
стояниях системы с распределением ( )jn t  относительно равновесно-

го состояния c распределением 0jn . Основные свойства дивергенции 

Брегмана можно найти в фундаментальной работе (Cichocki, Amari, 
2010). Здесь же мы отметим лишь то, что величина  0:q n n  является 
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вещественным, положительным, выпуклым (в первом аргументе) 
функционалом. Кроме этого, поскольку при 0j jn n  имеет место ра-

венство  0 0: 0q n n  , то дивергенция Брегмана является функцией 

Ляпунова19). 
 

Принцип максимума энтропии равновесного распределения 
Бозе– Эйнштейна в статистике Тсаллиса. Подставляя в формулу (8.44) 
равновесное распределение 0jn  (8.32), в результате получим 

 

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0q q q q q q q         .                 

(8.45) 
 

Отсюда вытекает следующее дифференциальное уравнение  
 

 0 0q q q qd d d d    .                                      (8.46) 
 

Если теперь предположить, что для обоих состояний системы 
справедливы соотношения 0q q  и 0q q  (так называемое, 

условие Гиббса), то из (8.45) следует неравенство  
 

0( ) ( ( ) ) 0q q qt t    ,                                           (8.47) 
 

в котором информация различия представлена в виде отрицательно-
го вклада в энтропию и называется негэнтропией. Понятие негэнтро-
пии, т.е. изменения энтропии с обратным знаком, было предложено 
Э. Шредингером (Шредингер, 1947). В общем случае и для Бозе-газа 
выполняется негэнтропийный принцип Л. Бриллюэна (Бриллюэн, 
1960). Из соотношения (47) следует, что энтропия равновесного со-

стояния 0q  больше, чем энтропия произвольного состояния q , 

0q q . 

Сравнивая значения энтропий при условии Гиббса, получим из 
уравнения (8.46) теорему Гиббса в виде неравенства (8.47). Таким об-
разом, увеличение энтропии к ее максимальному равновесному зна-
чению происходит с потерей информации различия, то есть увеличи-

                                                           
19) Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределeнная 

функция, которая обращается в нуль в точке равновесия системы. Состоя-

ние равновесия является аттрактором, когда производная по времени от 

функции Ляпунова имеет знак, противоположный знаку самой функции. 
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вается статистическое разупорядочение и понижается статистическое 
упорядочение микросостояний неэкстенсивной системы. Поскольку 
информация различия является функцией Ляпунова с фиксированным 
знаком, то равновесие будет устойчивым, если выполняется неравен-
ство 

 

0( )/ ( ( ) )/ 0q q qd t dt d t dt    .                          (8.48) 

 

Таким образом, при стремлении q -системы, состоящей из эле-

ментарных частиц Бозе-газа, к равновесному состоянию во времен-
ной эволюции информация различия уменьшается. Из (8.48) следует 
H -теорема для открытых неравновесных неэкстенсивных q -систем 

(неравенство для энтропии Тсаллиса)  

( )/ 0qdS t dt  ,                                               (8.49) 
 

которое справедливо при приближении к состоянию полного стати-
стического равновесия. Эта теорема утверждает, что q -энтропия си-

стемы непрерывно растет в направлении равновесия, где энтропия 
становится максимальной и достигает конечного значения. Таким об-
разом, происходит хаотизация макроскопической системы Тсаллиса 
при спонтанных переходах. 

Заметим, что тот факт, что q -энтропия квазиаддитивна, и энтро-

пия совокупной системы больше, чем сумма энтропий отдельных 
подсистем, указывает на то, что совокупная система термодинамиче-
ски более стабильна (Landsberg, Vedral, 1998).  

8.4. Энтропия световых квантов Бозе.  Черное излучение 

Электромагнитное излучение, находящееся в тепловом равнове-
сии (так называемое черное излучение) можно рассматривать как фо-
тонный газ. В силу целочисленности момента импульса фотонов этот 
газ подчиняется статистике Бозе−Эйнштейна. Поскольку фотоны не 
взаимодействуют друг с другом (принцип суперпозиции для электро-
магнитного поля), то состоящий из фотонов газ можно считать иде-
альным. Для возможности установления теплового равновесия в из-
лучении необходимо наличие хотя бы небольшого количества мате-
риальной среды (например, газа). Механизм, обеспечивающий уста-
новление равновесия, заключается при этом в поглощении и испус-
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кании фотонов веществом. Это обстоятельство приводит к суще-
ственной специфической особенности фотонного газа − число частиц 

 в нем является переменной величиной и само должно опреде-
литься из условий теплового равновесия, что приводит к равенству 
нулю химического потенциала   фотонного газа (см. Ландау, Лиф-

шиц, 1964).  
Следовательно, распределение фотонов по различным кванто-

вым состояниям j  (уровням энергии) с определенными энергиями 

:j j    (где j  − собственная частота излучения в данном объеме 

V ) определяется формулой (8.32) с 0 : 

 1/ 1

2

1 1

exp 11 ( 1) 1
j

j
j q

q k Tk T

n

q
 



 
    
  

 .                     (8.50) 

 

Это есть так называемое обобщенное распределение Планка в стати-

стике Тсаллиса. Считая далее объем системы V  достаточно боль-

шим, перейдем указанным выше способом от дискретного к непре-
рывному распределению собственных частот излучения. 

 

 1/ 1
2

1 1

exp 11 ( 1) 1
q

q k Tk T

D

q
   

 
   

 

.                      (8.51) 

 

Заметим, что в силу определения (8.11) экспоненты Тсаллиса, 

второе представление распределения D  в формуле (8.51) справед-

ливо в том случае, когда при 1q  имеет место неравенство 
1/ (1 )k T q    , или когда при 1q  и 1/ (1 )k T q    . 

Учитывая непрерывное распределение энергии фотонов, плот-
ность квантовых состояний фотонов с частотами собственных колеба-
ний в интервале между  и d   может быть задана как (см. 
Ландау и Лифшиц, 1964)  

2 2 3( / )d V c d    ,                                           (8.52) 
 

где 102.99792458 10 /с см сек   − скорость света в вакууме, а  − уг-

ловая частота. Умножив распределение (8.51) на эту величину, 
найдем число фотонов в данном интервале частот:  
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2

22 3
( , , ) exp 1

q

rad q k T
d T q V d

c






     
  

,                 (8.53) 

 

а умножив еще на  , получим энергию излучения, заключенную в 
этом же участке спектра:  

 3
22 3

( , , ) exp 1
q

rad q k T
d T q V d

c





     
  

.              (8.54) 

 

Формула (54) для спектрального распределения энергии черного из-
лучения является обобщенной формулой Планка в статистике Тсалли-

са. Будучи выражена через длины волн 2 /с  , она принимает 

вид: 
 

 
2

2
25

16
( , , ) exp 1 .

q
c

rad q k T

c
d T q V d




 

      
  

               (8.55) 

 

Обобщенный закон Планка (8.51) описывает распределение 
электромагнитной энергии (или распределение плотности фотонов), 
излучаемой черным телом при данной температуре T . Закон Планка 
может быть представлен в различных вариантах, включающих такие 
параметры, как плотность потока или спектральное распределение. 

Два предельных случая, а именно, k T и k T , заслужива-

ют особого внимания.  
В низкочастотном или высокотемпературном пределе  

( k T ) из соотношения (8.54), при учете свойства (8.17) функции 

2
0

exp ( ) 1 ...q
x

x x



   , получим: 

1
2

2 3
( , , )

q

rad

k T
d T q V d

k Tc


 

    
  

 

 

1 1
2 3

2 3 2 3
( )

q q
q qk T

V d V k T
k Tc c

 
 

    
  

.                  (8.56) 

 

Эту формулу можно считать аналогом (q -обобщением) классической 

формулы Рэлея–Джинса  2 3 1 2( ) ( )d V c k T d     в статистике 

Тсаллиса. Она справедлива, если 1 q  . Из (8.56) видно, что с 
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уменьшением q  излучение черного тела излучает меньше энергии 

по сравнению со стандартным излучением закона Рэлея–Джинса.  
 

1 1
2 3

2 3 2 3
( )

q q
q qk T

V d V k T
k Tc c

 
 

    
  

.                  (8.56) 

 

В обратном предельном случае больших частот ( k T ) соот-

ношение (8.54) при учете формулы 2exp ( ) 1/exp ( )q qx x    дает: 
 

3
2 3

( , , ) exp

q

rad qd T q V d
k Tc

  
      

   
.                      (8.57) 

 

 
Рис.8.1. Функция exp ( )q x для типичных значений q  (в log log масштабе).  

При 1q  она имеет асимптотический наклон, равный  1 /(1 )q   (Tsallis, 2009).  

 
 

 

При написании (8.57) использовано свойство exp ( ) 0
x

q x



   деформи-

рованной экспоненты Тсаллиса (см. Рис.8.1). Выражение (8.57) можно 
рассматривать как q -обобщение  классического закона Вина. 

Заметим, что в пределе слабой связи 1q  формулы (8.56) и 

(8.57) восстанавливают свои стандартные выражения. 
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Термодинамика черного излучения. Вычислим теперь термоди-
намические характеристики чернотельного излучения. Интегрируя 
(8.54) по всем частотам, получим полную энергию фотонного газа 
(черного излучения)  

 3
22 3

0

exp / 1( , ) q
qrad k T dT q V

c







      


 .             (8.58) 

 

Используя обозначение : /x k T  ,  перепишем формулу (8.58) 

в виде: 

3
2

0

4

2 3
exp ( ) 1( , )

q

qrad x x dx
k T

T q V
c




 
 

     
  

 .              (8.59) 

 

В выражение (8.59) входит интеграл вида 3
2

0

exp ( ) 1
q

qx x dx




   , 

который при 1q  равен 4 /15 6.49394  (см. Ландау, Лифшиц, 

1964).  
Обозначим интеграл через  
 

( )
24

0

15
: exp ( ) 1

qn n
q qJ x x dx




   
 .                                 (8.60) 

 

(см. Приложение Б) для его вычисления в Приложении). Тогда для 
полной энергии излучения будем иметь:  
 

(3) (3)
5 4

4 4 4
3 3

( , )
15

rad q q q

k
T q V T J a J V T a V T

c h


   ,               (8.61) 

 

где  
(3):q qa aJ ;   

5 4
15

3 3 3 4

1
7,56566(7) 10

15

k эрг
a

c cм К


    − постоянная 

давления излучения. 

Как известно, при 0  термодинамический потенциал 

( , , )rad V T q  совпадает со свободной энергией ( , , )rad V T q . При 

использовании формулы (8.41), в которой положим 0  и перейдем 

обычным образом от суммирования к интегрированию, для величи-

ны rad  можно получить 
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4 3

0 0

1

3
rad q q qd a V d a V

 
           .                       (8.62) 

Отсюда  

(3)
4 5

3

4( ) 1 1
( , , )

3 345( )
rad q q rad

k T
V T q V J a V T

c


      .        (8.62*) 

 

Энтропия чернотельного излучения в статистике Тсаллиса равна 
 

34
( , , )

3
rad

rad qV T q a V T
T


  


.                                (8.63) 

 

Она пропорциональна кубу температуры.  
Полная энергия излучения, согласно (8.35), равна 
 

4 3q q q q qT a V T     .                                   (8.64) 
 

Таким образом, полная энергия черного излучения пропорциональна 
четвертой степени температуры (закон Больцмана).  

Для теплоемкости чернотельного излучения 

 , : /rad radC T    имеем: 

3
, 4rad qC V a T .                                              (8.65) 

 

Наконец, давление и уравнения состояния определяются соот-
ношениями: 

  4( , ) / /3rad rad qT
P T q V a T     ,                                (8.66) 

 

4/3 /3rad q radP V V a T   .                                     (8.67) 
 

Таким образом, несмотря на зависимость термодинамических вели-
чин от параметра деформации q , уравнение для полной энергии из-

лучения  (8.64) и уравнение состояния (8.67) остаются неизменными и 
в формализме Тсаллиса. 

Для полного числа фотонов в черном излучении согласно (8.53) и 
(8.60), имеем: 

  (2)

3
2

2 2
0

1
( , ) exp 1

q

rad q q

k T
T q x x dx V J

c






 
         

 .        (8.68) 
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Результаты этой главы использованы в качестве теоретического 
обоснования экспериментальных исследований чернотельного излу-
чения, в частности космического микроволнового фонового излуче-
ния. 
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ГЛАВА 9 

Вывод соотношениний взаимности Онсагера 
для феноменологичесих коэффициентов 

в рамках неэкстенсивной термодинамики 
Тсаллиса  

В рамках неэкстенсивной термодинамики Тсаллиса выведены соот-

ношения симметрии Онсагера для феноменологических коэффициентов 

в линейных уравнениях регрессии для четных и нечетных малых флукту-

аций макроскопических параметров состояния. Эти соотношения от-

ражают на макроскопическом уровне инвариантность микроскопиче-

ских уравнений движения относительно обращения времени. Также как 

в случае классической статистики Больцмана−Гиббса, проведенный вы-

вод опирается на теорию равновесных флуктуаций динамических пара-

метров состояния и на свойство инвариантности флуктуаций отно-

сительно инверсии времени. При этом использован постулат Онсагера, 

согласно которому затухание равновесных флуктуаций термодинами-

ческих переменных описывается линейными дифференциальными урав-

нениями первого порядка. Традиционные соотношения взаимности для 

экстенсивных систем получаются из выведенных соотношений в случае, 

когда параметр деформации q , входящий в параметрический функцио-

нал энтропии Тсаллиса, равен единице. 

Введение 

Как известно, в основе статистики Больцмана−Гиббса лежит по-
стулат о полном перемешивании потока «фазовых точек» в фазовом 
пространстве (гипотеза молекулярного хаоса). Это означает, что фазо-
вое пространство не содержит запрещенных состояний и обладает 
обычными свойствами непрерывности, гладкости, евклидовости. При 
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этом гипотеза перемешивания, дополненная предположением о бес-
конечном числе степеней свободы, приводит к экспоненциальному 
распределению вероятности состояний системы (из которого следует, 
в частности, свойство аддитивности экстенсивных термодинамиче-
ских переменных), или, в случае кинетической теории, к максвеллов-
скому распределению скоростей. Кроме этого, в основе этой стати-
стики лежит фундаментальное предположение о малости радиуса 
взаимодействия между отдельными элементами системы по сравне-
нию с размерами самой системы. Поскольку в большинстве обычных 
систем силы между отдельными ее частями короткодействующие, то 
каждая «молекула» чувствует лишь несколько ближайших соседей. 
Таким образом, аддитивность энтропии и других термодинамических 
параметров для равновесных или близких к равновесию систем явля-
ется следствием локального взаимодействия между отдельными 
элементами системы. 

Вместе с тем, существует широкий класс сложных систем, эле-
менты которых взаимодействуют глобально, чему предшествует сни-
жение симметрии системы, связанное с формированием коллектив-
ных мод интенсивных переменных. В физике и в других естественных 
науках, использующих методы статистической термодинамики, из-
вестны многочисленные примеры подобных систем, поведение и 
свойства которых являются аномальными с точки зрения классиче-
ской статистики и равновесной термодинамики. Примером таких 
аномальных систем являются, например, в астрофизике газопылевые 
астрофизические диски достаточно больших размеров, существен-
ным признаком которых является несводимость всей системы к про-
стой сумме ее частей. Как известно, сила гравитационного притяже-
ния между любыми телами падает с расстоянием достаточно мед-
ленно, обратно пропорционально квадрату расстояния между тела-
ми. Поэтому в самогравитирующих астрофизических дисках каждая 
частица «чувствует» не только ближайших соседей, а всю систему це-
ликом (всю совокупность остальных частиц). Другими словами, от-
дельные части дискового облака будут взаимодействовать не только 
на границе их соприкосновения, но и глобально всеми своими объе-
мами (Kolesnichenko, Marov, 2014; Kolesnichenko, 2017). Именно по 
этой причине моделирование эволюции дискового вещества на осно-

ве классической энтропии Больцмана−Гиббса lnBGS k p pd   Ω  не 
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является в общем случае вполне адекватным. Это означает, что в са-
могравитирующих системах сильное гравитационное взаимодействие 
является причиной того, что дисковая система относится к числу 
сложных (аномальных) систем, для которых характерна слабая хаоти-
зация фазового пространства, вследствие чего нарушается аддитив-
ность ряда экстенсивных термодинамических параметров (в частно-
сти, энтропия в таких системах не будет аддитивной величиной) и 
традиционное экспоненциальное статистическое распределение ве-
роятности состояний приобретает степенной характер (см., например, 
Колесниченко, Четверушкин, 2014;  Колесниченко, 2015, 2018a-d, 
2019).  

Эффекты памяти также приводят к нарушению гипотезы молеку-
лярного хаоса, поскольку движения отдельных частиц такой системы 
являются взаимообусловленными (т.е. сильно коррелированными). 
Существуют также системы, в которых имеются нелокальные корре-
ляции, сильная взаимозависимость между всеми элементами систе-
мы (см., например, Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013; Kolesnichenko, 
2014). Сложная пространственно-временная структура подобных си-
стем приводит к нарушению принципа аддитивности для таких важ-
нейших термодинамических величин, как энтропия или внутренняя 
энергия.  

Таким образом, построение статистической механики и термо-
динамики сложных неэкстенсивных систем является важной пробле-
мой, как современной теоретической физики, так и смежных с ней 
наук. Начало систематического изучения в этом направлении иссле-
дований связано с работой К. Тсаллиса (1988), в которой им впервые 
был введен параметрический функционал 

   1
1

q
q

k
S p p d

q
 


 Ω                                               (9.1) 

для статистической энтропии, предназначенный для описания эво-
люции аномальных систем с сильным силовым взаимодействием и 
сильными корреляциями отдельных ее частей, а также с фракталь-
ным характером фазового пространства. Энтропийный индекс q  (па-

раметр деформации) в определении энтропии  qS p  представляет 

собой вещественное число, принадлежащее области qR  (часто это 

просто лишь подгоночный параметр задачи). Форма энтропии Тсал-
лиса позволяет учитывать важную особенность поведения аномаль-
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ных систем, связанную с вероятностью реализации функции распре-

деления ( )p r . При 1q  в системе реализуются коллективные «эффек-

тивные» степени свободы и чем больше q , тем больше их вклад в ор-

ганизацию системы. Равновесная функция распределения вероятно-

сти ( )p r , «экстремизирующая» энтропию Тсаллиса, носит степенной 

характер, причем при больших значениях энергии она убывает при 

1q  (не экспоненциально быстро, а степенным образом), а при 1q   

это распределение обрезается на некотором конкретном значении 
энергии.  Благодаря этому статистическая термодинамика Тсаллиса 
описывает события практически недостижимые в простых системах, 
характеризуемых статистикой Больцмана−Гиббса и классической 
термодинамикой.  

В настоящее время теория неэкстенсивных систем существенно 
развивается в ускоренном ритме, при котором появляются новые 
идеи, позволяющие глубже понять ее природу, возможности и огра-
ничения (см. библиографию на сайте http:/tsallis. 
cat.cbpf.br/biblio.htm, которая постоянно обновляется). При этом воз-
никают многочисленные новые математические проблемы статисти-
ки неэкстенсивных систем, требующие своего решения. Среди них 
одной из важных является проблема обоснования в рамках статисти-
ки Тсаллиса знаменитых «соотношений взаимности» Онсагера между 
коэффициентами линейных уравнений переноса, выражающих фе-
номенологические законы, которым подчиняются необратимые про-
цессы в механической системе. Эти соотношения симметрии отража-
ют на макроскопическом уровне инвариантность микроскопических 
уравнений движения относительно операции обращения знака вре-
мени. Они по своему существу являются соотношениями макроско-
пическими. Однако исходными для получения этих соотношений в 
классической статистике являются микроскопические, обратимые во 
времени уравнения механики. Таким образом, теория Онзагера поз-
воляет с помощью статистической механики связать микроскопиче-
ские и макроскопические свойства достаточно долго изолированной 
системы, успевшей перейти в состояние термодинамического равно-
весия. При этом теория базируется на трех основаниях: на теории 
флуктуаций, на микроскопической обратимости и на гипотезе суще-
ствования линейных законов затухания флуктуаций термодинамиче-
ских параметров (основной гипотезе Онзагера).  
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В настоящей главе при использовании этих трех оснований тео-
рии Онзагера, дано обоснование в рамках неэкстенсивной статистики 
Тсаллиса соотношений взаимности кинетических коэффициентов для 
необратимых процессов в неэкстенсивных системах. Насколько из-
вестно автору данной монографии подобные попытки предпринима-
лись в литературе всего лишь дважды (см. Cáceres, 1995; Chame, de 
Mello, 1997). Однако в этих совершенно не доступных отечественному 
исследователю публикациях данная проблема рассмотрена лапидар-
но, без необходимой полноты, в частности, без учета влияния на 
структуру соотношений взаимности Онзагера четных и нечетных па-
раметров состояния, являющихся функциями скоростей элементар-
ных частиц. 

9.1. Некоторые элементы статистики Тсаллиса  

Напомним здесь базовые элементы формализма неаддтивной 
статистики Тсаллиса, обобщающей идеи и подходы классической ста-
тистической механики на негиббсовые (степенные) вероятностные 
распределения и приведенные здесь с целью сравнительного сопо-
ставления столь различных статистик. Более детальное рассмотрение 
этого вопроса можно найти в монографиях (Tsallis, 1999; Abe, Okamo-
to, 2001; Grigolini и др., 2002; 2006; Sugiyama, 2004; Kaniadakis, Lissia, 
2004; Gell-Mann, Tsallis, 2004; Swinney, Tsallis, 2009; Herrmann и 
др.,2004; Boon, Tsallis, 2005; Колесниченко, 2019)  

 

Параметрическая энтропии Тсаллиса. Рассмотрим адиабатиче-
ски изолированную систему, состоящую из N  частиц, причем N  − 
очень большое число. Микроскопическое состояние системы описы-

вается точкой 1 2 1 2{ } { , ,..., ; , ,..., }N N
N N r q p q q q p p p  в фазовом про-

странстве, где Nq и Np  соответственно канонические координаты и 

импульсы частиц.  
В статистической механике Тсаллиса (для непрерывных величин 

при вероятностной нормировке ( ) 1p d  r Ω , для фазовой функции 

распределения ( ),p r  0 ( )p r ) энтропия задается функционалом 

(9.1), который можно записать также в виде: 
 

  ( )ln ( ) ln ( )q
q q q qS p k p p d k p      r r Ω r ,                        (9.2) 
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где k − постоянная Больцмана. Здесь и далее везде область интегри-
рования совпадает со всем 6N-мерным фазовым пространством, без-
размерный пространственный элемент которого может быть пред-

ставлен в следующей современной форме 
3

1

!(2 )

N N
N

d d d
N




Ω q p . 

При написании (9.2) использован так называемый, «деформирован-
ный логарифм» (Tsallis, 1999, 2009) 

1 1
ln

1

q

q
x

x
q

 



    ( ;x q R R ),                           (9.3) 

 

а таже взвешенное ненормированное среднее, которое для любой 

физической микроскопической величины ( )a r  в состоянии с распре-

делением ( )p r  определяется (в статистике Курадо−Тсаллиса) соотно-

шением (Curado, Tsallis,1991).  

( ) ( )qqa a p d    r r Ω,    0 ( )p d  r Ω .                          (9.4) 

Равновесные состояния сложных q-систем характеризуются рас-

пределениями, которые не меняются с течением времени. Канониче-

ская равновесная функция распределения Гиббса ( )p r  в статистике 

Курадо−Тсаллиса, «экстремизирующая» q-энтропию Тсаллиса (9.1), 

может быть получена, как и в классическом случае, путем использо-

вания вариационного принципа Джейнса при выполнении следую-

щих дополнительных условий: сохранения нормировки (9.4) функции 

распределения вероятности  и при заданном значении средней энер-

гии 
 

 ( ) q
q qE H H p d const     r Ω ,  

 

где функция Гамильтона ( )H H r  задается математической моделью 

изучаемых физических процессов в системе. В результате  деформи-

рованное каноническое распределение Гиббса с параметрами q ,   

имеет вид (см., например, Колесниченко 2018a, 2019) 
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1 1 1/(1 )( , ) ( ) 1 (1 ) ( ) q
qp Z k q H        

 
r r ,                        (9.5) 

где  

1/(1 )1( ) 1 (1 ) ( )
q

qZ k q H d
     

  r Ω                           (9.6) 
 

− обобщенный статистический интеграл, определяемый из условия 

нормировки (9.4); множитель Лагранжа   (обратная эффективная 

температура) определяется из уравнения, получаемого подстановкой 
(9.5) в соотношение .q qE H     

При 11 (1 ) 0k q H     и 1q  из (9.5) и (9.6) следует классиче-

ское каноническое распределение Гиббса 

 
 

 

exp ( )/
( , )

exp ( )/

H kT
p T

H kT d






r
r

r Ω
 

 

для аддитивных систем, находящихся в термостате с температурой 

1/T   .  
 

Деформированная экспонента Тсаллиса. Распределение (9.5) 
удобно представить в классической форме Больцмана 

 

 1 1 1/(1 ) 1 1( , ) ( ) 1 (1 ) ( ) ( )exp ( )q
q q qp Z k q H Z k H              

 
r r r ,    

(9.7) 
 

выражая стоящую в (9.5) степенную функцию 1/1[..] q  через деформи-

рованную экспоненту Тсаллиса (q-экспоненциальную функцию), кото-

рая определяется следующим образом: 
1

1

exp [1 (1 ) ]
q

q x q x


   .                                           (9.8)  
 

Используя определения (9.3) и (9.8), можно убедиться, что имеют 
место следующие используемые ниже соотношения для деформиро-
ванной экспоненты и деформированного логарифма (см, например, 
Tsallis, 2009): 

 

exp (ln ) ln (exp )q q q qx x x      ( ;x q  ),                               (9.9) 
 

ln ( ) ln ln (1 )(ln )(ln )q q q q qxy x y q x y    ,   ( ( , ); )x y q  ,      (9.10) 
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exp exp q
q q

d
x = ( x)

dx
,      ( )q ,     

1
lnq q

d
x

dx x
   ( 0;x q  ).       (9.11) 

9.2. Макроскопические параметры состояния  
квазиравновесной системы и их флуктуации 

Как хорошо известно, для макроскопического описания квази-

равновесной системы не нужна полная совокупность динамических 

переменных, характеризующих ее микроскопическое состояние, а 

лишь гораздо меньшее их число. Эти переменные могут, например, 

относиться к экстенсивным свойствам макроскопически бесконечно 

малых подсистем внутри системы, которые, однако, должны содер-

жать еще достаточно большое (в статистическом смысле) число ча-

стиц, так чтобы к ним можно было применить принципы статистиче-

ской механики. В качестве этих усредненных «крупнозернистых» пе-

ременных, которые не сильно отличаются от своих равновесных зна-

чений, могут быть выбраны экстенсивные параметры для малой под-

системы, например, масса, электрический заряд, энергия и т.д. Обо-

значим эту ограниченную систему параметров через ( 1,2,..., )jA j n , 

где n может быть неопределенно большим, но много меньше N .  

Для удобства введем матричные и тензорные обозначения. Бу-

дем далее рассматривать величины jA , как компоненты вектора A . 

Макроскопическое состояние системы может при этом быть пред-

ставлено точкой в так называемом A -пространстве, n декартовыми 

координатами которого являются величины jA . Переменные A  яв-

ляются функциями динамических переменных { }N Nr q p  системы 

( )A A r . 

Введем теперь макроскопическую функцию распределения W : 
 

1 2 1 2( ) ( , ,..., ) ...n nW d W A A A dA dA dAA A ,                             (9.12) 
 



302 
 

 

которая дает вероятность того, что параметры A  лежат в области dA  
вблизи значений A . Далее мы будем рассматривать параметры A  не 

как динамические переменные ( )A r , а как термодинамические вели-

чины, но сохраним при этом для них прежние обозначения (см. Зуба-
рев, 1971; Зубарев и др., 2002). Функция W должна уджовлетворять 
условию нормировки уже не в фазовом пространстве dΩ , а в про-
странстве значений :A  
 

1 2 1 2( ) ( , ,..., ) ... 1n nW d W A A A dA dA dA  A A .                   (9.13) 
 

Поскольку параметры A  ведут себя как суммы большого числа 
независимых случайных переменных, то можно воспользоваться цен-
тральной предельной теоремой теории вероятностей. Это дает право 
считать, что по аналогии с классической статистикой Гиббса (см. де 
Гроот, Мазур, 1964; Зубарев и др., 2002), макроскопическая функция 
распределения W  для q-флуктуаций q jA  в рамках неэкстенсивной 

статистики Тсаллиса является обобщенным q-гауссианом (см. Прило-

жение С)20) 

1

1

0
,

1
1 g ( )

2

n q

q ij q j q i
i j

q
W q A A

k

  
     

  
  

 

0
,

1
exp g ( )

2

n

q q ij q j q i
i j

q A A
k

  
     

  
  

 

0
1

exp ( ):
2

q q q qq
k

 
    

 
g A A ,                                    (9.14) 

где  

                                                           
20) Принятие формы (9.14) для функции распределения W  определя-

ет класс переменных, к которому применимо предложенное здесь рас-
смотрение. Заметим, что именно такая функция распределения была по-
ложена в основу обобщения в рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса 
флуктуационно- диссипативной теоремы в работе (Chame, de Mello, 1994), 
а также при рассмотрении обобщённой необратимой термодинамики в 
работе (Cáceres, 1995). 
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1( ) q
q j j j qA A A W     

 
A   ( 1,2,..., )j n ,    1( ) q

q qW
   A A A A    

(9.15) 
 

− флуктуация параметра jA  в статистике Курадо−Тсаллиса (см. 

Curado,Tsallis, 1991; Зарипов, 2002); g ( )ik q  − элементы симметричной 

положительно определенной матрицы g  (это значит, что квадратич-

ная форма g
n

ik i k
ik

x x  с действительными jx  является положительно 

определенной); константа 0q  определяется из условия нормировки 

(9.13).  
Вводя новое обозначение   для q-флуктуаций переменных A   
 

1( ) q
q qW

   A A A A ,                                         (9.15) 
 

можно вместо (9.14) написать  
1

1
0 0

1 1
( ) 1 ( ): exp ( ):

2 2

q
q q q

q
W q q

k k

   
         

   
g g .    (9.16) 

 

После вычисления нормировочной постоянной 0q  с помощью усло-

вия нормировки ( ) 1W d   , окончательно получим: 
 

 
 

1
1/2

1
1 2

Г 1
( ) ( 1) exp ( ):

2(2 )

qn
qn n

q

W q q
kk





 
     

   

g
g ,       (9.17) 

 

где −диадное произведение (матрица с элементами i j  ); ( )x − 

гамма- функция. Среднее по Тсаллису значение переменных   равно 
нулю 0q  . 

По аналогии с процедурой вычисления всех флуктуаций в класси-
ческой статистике (см. Зубарев, 1971), вычислим с помощью обоб-
щенного q-гауссиана (9.16) ряд средних значений.  

Определим интенсивные параметры qX  (так называемые тер-

модинамические силы), сопряженные с экстенсивными параметрами 
 :  
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(ln W)q qk





X    (ln ), ( 1,2,..., )qi q
i

X k W i n
 

  
 

.                (9.18) 

Из этого определения и распределения (9.17), с учетом формул (9.9) и 
(9.10), следует, что  

0
,

ln 1
1 (1 )ln g ( )

2

n
q

qi q q ik k i
i ki i

W
X k k q q

k

  
              

  

( ) g ( )
n

ik k
k

c q q   ,                                                   (9.19) 

или 

q q  X s ,    , ( 1,2,..., )
n

qi qij j
j

X s i n
 

     
 

 .                       (9.20) 

 

Здесь 0 1( )g , ( ) 1 (1 )ln , gqij ij q q ij ijs c q c q q s      . 

Разрешая соотношения (9.20) относительно  , получим нужные 
для дальнейшего зависимости 

1
q q
  s X ,                                                      (9.21) 

где 
1
q
s  представляет собой матрицу, обратную матрице qs , 

1 1( )q q q q
    s s s s I ; I− единичная матрица, с компонентами ik ; ik − 

символ Кронекера.  

Среднее значение диады X  вычисляется без труда: 
 

lnqq q
q q q

W W
W d k W d k d

 
          

 
  X X ,               (9.22) 

 

где мы использовали (9.11) и (9.18), a величина d  обозначает 

1 2... nda da da .  

Интегрирование в выражении (9.22) по частям дает: 
 

q q
W W

k d k d k W d k W d
    

            
   

   X ,    

(9.23) 
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поскольку на границах области интегрирования функция W  обраща-
ется в нуль, а производная по вектору   в подынтегральном выра-

жении есть единичная матрица ,I  так как /i k ika a    . Таким обра-

зом, в конечном счете, получаем, учитывая нормировку функции 

( )W  , следующее соотношение: 

q q k   X I ,     ( )
n

j qi q j qik k ji
k q

X s q k
 
         
 
 

  .            (9.24) 

Заметим, что, по аналогии с известной теоремой классической 
статистики (см. Зубарев и др. 2002), величину q q X  можно рассмат-

ривать или как среднее по ансамблю, или как среднее по времени 

qX  для простой одиночной системы.  

Используя теперь (9.20) и (9.24), можно получить важный резуль-
тат: средние квадратичные флюктуации, вычисленные с помощью q-

гауссиана (16), определяются матрицей, обратной s: 

1
q qk

  s .                                                     (9.25)  

Учет параметров нечетных функций скоростей частиц. До сих 

пор рассматривались переменные ( )A r  как четные функции скоро-

стей частиц. Однако в общем случае важны также переменные, явля-
ющиеся нечетными функциями скоростей частиц (например, плотно-
сти импульсов и др.), которые при изменении направления скоростей 
частиц меняют свой знак, в отличие от четных переменных, остаю-
щихся при этом инвариантными. Эти переменные обозначим как 

( 1,2,..., )jB j m .  

По аналогии с соотношениями (9.12) введем макроскопическую 

функцию распределения ( , )W d dA B A B и ограничимся здесь случаем, 

когда на систему не действует внешнее магнитное поле. Для сово-
купности макроскопических переменных A  и B  можно опять приме-
нить центральную предельную теорему и написать обобщенное гаус-
сово q-распределение в виде: 

 
 

1
1( )/2

1
1 2

Г
( , ) ( 1)

(2 )

qn m
n m n m

q

W q
k



 


    
  

g h
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1

exp ( ): ( ):
2

q q q
k

 
    

 
g h ,                                 (9.26) 

 

где 1[ ( , ) ]qqW
  B B A B  − q-флуктуации переменных B ; {g }ijg , 

{ }ijhh  − симметричные положительно определенные матрицы. За-

метим, что смешанные члены, содержащие как  , так и   в (26) от-

сутствуют в силу соотношения ( , ) ( , )W W     , которое можно по-

лучить, выражая ( , )W d d     через интеграл по объему в фазовом 

пространстве и принимая во внимание четности различных входящих 
в уравнение величин относительно перемены знака скоростей частиц 
(см. Зубарев и др., 2002). 

С помощью функции распределения (9.26) определим два набо-
ра термодинамических сил (интенсивных параметров системы):  

 

(ln W)q q qk


   


X s ,                                          (9.27) 

 

(ln W)q q qk


   


Y f ,                                           (9.28) 

 

и получаем по аналогии с (9.24) формулы  
 

,q q k   X I    0,q q  Y                                            (9.29) 
 

q q k   Y I ,   0q q  X .                                           (9.30) 
 

Здесь 0 1( ) , ( ) 1 (1 )ln ,q q qc q c q q     f h f h . 
 

Для дисперсий распределения (9.26) получаем из (9.29)-(9.30), с 
учетом (9.27) и (9.28) , следующие соотношения: 

1 ,q qk
  s    

1
q qk

  f ,                                         (9.31) 

 

0.q q                                                  (39.2) 

9.3. Уравнения затухания малых флуктуаций 

Согласно гипотезе Онзагера затухание (регрессия) флуктуаций 
подчиняется в среднем обычным феноменологическим законам. Вы-
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ражение этих законов дают линейные соотношения между произ-

водными по времени параметров   и   и самими этими параметра-

ми: 
 

( )
q
 J d

dt


 

( )M  ( )M  ,                               (9.33) 

 

( )
q
 J d

dt


 

( )M  ( )M   ,                              (9.34) 

 

где 
( )M ,

( )M , 
( )M ,

( )M  −  феноменологические коэффициенты. 

Левые части этих уравнений называются потоками. 
Следует отметить, что гипотеза Огзагера о том, что уравнения 

(9.33) и (9.34) справедливы для малых флуктуаций представляется 
вполне разумной, хотя строгие пределы ее применимости могут быть 
установлены только на основе чисто микроскопического подхода. 
Вместе с тем эмпирическим путем было установлено, что для значе-

ний макроскопических параметров   (и/или ) значительно превы-

шающих их среднеквадратичную величину в равновесном состоянии 
1( k  g ) средние от этих величин удовлетворяют линейным диф-

ференциальным уравнениям первого порядка (см. де Гроот, Мазур, 
1964).  

Разрешая соотношения (27) и (28) относительно   и , получим 
 

1
q q
  s X ,                                                         (9.35) 

 

1
q q
   f Y .                                                        (9.36) 

 

Вводя (9.35) и (9.36) в (9.33) и (9.34), получаем выражения для 
потоков, которые выражаются черех термодинамические силы сле-
дующим образом: 

d

dt




( ) ( ) ( )
q q q q q
     J L X L Y ,                                     (9.37) 

 

d

dt




( ) ( ) ( )
q q q q q
     J L X L Y ,                                     (9.38) 

 

где  феноменологические коэффициенты qL  задаются выражениями: 
  

( ) ( ) 1
q q
   L M s ,   

( ) ( ) 1
q q
   L M f ,    
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( ) ( ) 1
q q
   L M s ,   ( ) ( ) 1

q q
   L M f .                           (9.39) 

 

Здесь точкой между символами тензоров обозначено внутреннее 
произведение, например,  
 

( )l ik kkT v   T v T v ,  ( )ik il lklQ T   Q T Q T .           (9.40) 
 

Согласно соотношениям (9.37) и (9.38), в наиболее общем случае 
любой поток возникает под действием всех термодинамических сил. 
Коэффициенты { }qikL  представляют собой кинетические коэффициен-

ты, т.е. коэффициенты пропорциональности потоков различным тер-
модинамическим силам. При помощи выражений (9.39) можно полу-
чить следующие соотношения Онсагера (в случае, когда внешнее 
магнитное поле B  отсутствует): 

( ) ( )
q q
 L L ,   

( ) ( )
q q
  L L ,   

( ) ( )
q q
 L L ,                   (9.41) 

 

которые являются математической формулировкой принципа взаим-

ности кинетических коэффициентов. Здесь через T  обозначена 
транспонированная матрица, которая получается путем перестановки 

индексов матрицы T  ( ik kiT T ).  

Приведем вывод этих соотношений в рамках неэкстенсивной ста-
тистики. 

9.4.  Микроскопическая обратимость и доказательство  
соотношений взаимности Онсагера 

Рассмотрим среднее по времени пульсации i , взятой в момент 

времени ,t  и k , отнесенной ко времени t   , где значение   поло-

жительно (см. Ландау, Лифшиц, 1964): 
 

1
( ) ( ) ( ) ( )i k i kt t t t dt

T
         .                                  (9.42) 

 

С помощью замены переменных t t  ,  и считая T  , получаем 
 

1
( ) ( ) ( ) ( )i k i kt t t t dt

T
            .                                (9.43) 
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Поскольку параметры i  − четные функции скоростей, то, имея в виду 

симметрию уравнений механики относительно изменения знака 
времени (в отсутствии магнитного поля), можно записать 
 

( ) ( )k kt t    .                                                     (9.44) 
 

Поэтому, сравнивая формулы (9.42) и (9.43), получаем следующее со-
отношение: 
 

( ) ( ) ( ) ( )i k i kt t t t         .                                       (9.45) 
 

Аналогичное рассмотрение для средних по времени, содержа-

щих i , при учете того, что (в отсутствие магнитного поля) 
 

( ) ( )i it t   ,                                                    (9.46) 
 

приводит к соотношениям 
 

( ) ( ) ( ) ( )i k i kt t t t         ,                                     (9.47) 
 

( ) ( ) ( ) ( )i k i kt t t t        .                                     (9.48) 
 

Продифференцировав формулы (9.45), (9.47) и (9.48) по  и приняв 
затем 0  , находим 

k i
i k
d d

dt dt

 
   ,     k i

i k
d d

dt dt

 
    ,     k i

i k
d d

dt dt

 
   .              (9.49) 

 

Вывод симметричности матрицы кинетических коэффициентов 
Онсагера. В предположении о том, что средние по времени равны 
средним по ансамблю, соотношения (9.49) можно переписать в виде: 

 

k i
i k

q q

d d

dt dt

 
   ,   k i

i k
q q

d d

dt dt

 
    ,    

 

k i
i k

q q

d d

dt dt

 
   .                                         (9.50) 

 

Исключая производные по времени в формулах (9.50) с помощью 
уравнений (9.37) и (9.38), в результате получим: 
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( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

n m n m

qj i q qj i q qj k q qj k qqij qijqkj qkj
j j j j

L X L Y L X L Y   

   

                  ,  

(9.51)  
 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

n m n m

qj i q qj i q qj k q qj k qqij qijqkj qkj
j j j j

L X L Y L X L Y   

   

                   , 

(9.52) 
 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

n m n m

qj i q qj i q qj k q qj k qqij qijqkj qkj
j j j j

L X L Y L X L Y   

   

                  .  

(9.53) 
 

Подставляя теперь в уравнения (9.51)-(9.53) выражения (9.29) и (9.30), 
в результате  получим  искомые тождества (9.41). 

Важно отметить, что при наличии внешнего магнитного поля 
свойство инвариантности относительно обращения времени означа-
ет, что частицы пробегают в обратном направлении свои траектории, 
если одновременно с обращением скоростей меняет знак и магнит-

ное поле ( ,t t B B ). Это следует из выражения для силы Ло-

ренца, которая пропорциональна векторному произведению скоро-
сти частицы и вектора магнитного поля. Аналогичная ситуация возни-
кает во вращающихся системах. В этом случае частицы должны дви-
гаться в обратном направлении по своим траекториям при измене-
нии скорости частиц и вектора угловой скорости ω вращения систе-
мы, поскольку частицы подвергаются действию  силы Кориолиса, 
пропорциональной векторному произведению скорости частицы и 
угловой скорости вращения. Легко показать, что вследствие этого со-
отношения Онзагера (9.41), как и в классическом случае (см., напри-
мер, де Гроот, Мазур, 1964),  принимают вид: 

 

( ) ( )( ) ( )q q
  L B L B ,    

( ) ( )( ) ( )q q
   L B L B ,   

( ) ( )( ) ( )q q
  L B L B .    

(9.54) 
Традиционные соотношения взаимности для экстенсивных си-

стем получаются из выведенных здесь соотношений в случае, когда 
параметр деформации q , входящий в параметрический функционал 

энтропии Тсаллиса, равен единице. 
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ГЛАВА 10 

Линейный отклик квантовой неэкстенсивной  
системы на динамическое внешнее  

возмущение 

В рамках квантовой статистической механики, основанной на па-
раметрической неаддитивной энтропии Тсаллиса, связанной с матри-
цей плотности, развита динамическая теория линейного отклика не-
экстенсивных квазиравновесных систем многих тел, на внешнее зави-
сящее от времени возмущение. В этой главе для неэкстенсивных кван-
товых систем предложена модификация теории Кубо, разработанная в 
рамках классической квантовой механики. Построение микроскопиче-
ской теории линейной реакции проведено на основе обобщённого кано-
нического вида матрицы плотности, полученном при максимизации 
квантовой энтропии Тсаллиса при осреднении наблюдаемых величин по 
эскортному распределению. Представлены обобщённые выражение для 
адмитанса и функции отклика, описывающих линейную реакцию систе-
мы (с независящим явно от времени гамильтонианом) на слабое внеш-
нее механическое воздействие. Обсуждается свойство симметрии для 
релаксационной функции при обращении времени и соотношения взаим-
ности Онзагера для обобщённой восприимчивости. Показано, что эти 
известные в классической квантовой статистике свойства остаются в 
силе и для аномальных систем. 

Введение 

В настоящее время теории неэкстенсивных сложных систем су-
щественно развиваются в ускоренном ритме, при котором появляют-
ся новые идеи, позволяющие глубже понять их природу, возможно-
сти и ограничения (см. Библиографию на сайте http:/tsallis. -
cat.cbpf.br/biblio.htm, которая постоянно обновляется). Каждая такая 
теория имеет широкий спектр важных приложений, связанных с фи-
зикой статистических систем, вероятностные свойства которых опи-
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сываются не гиббсовыми, а степенными распределениями. В частно-
сти, неэкстенсивная статистическая механика Тсаллиса (см. Havrda, 
Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 1988; Abe, 2000a) успешно приме-
няется ко многим сложным системам, начиная от нелинейных диффу-
зионных уравнений, обобщенных кинетических уравнений (Lenzi и 
др., 2001), H-теоремы Больцмана (Frank, Daffertshofer, 2001), систем 
Фоккера−Планка (Frank, Daffertshofer, 2001b), квантовой статистики, 
до изучения космических систем с дальним силовым взаимодействи-
ем (Kolesnichenko, 2017), эволюции астрофизических дисков, меж-
звездной турбулентности и теории фракталов (Kolesnichenko, Marov, 
2013,2014), биофизики, экономики, нейрофизики и многое другое 
(см. Beck, Schlogl, 1993; Abe, Okamoto, 2001; Gell-Mann, Tsallis, 2004; 
Tsallis,1999, 2009; Колесниченко 2015, 2016, 2018а,в 2019; Kole-
snichenko, Marov, 2013; Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013; Kole-
snichenko, 2014, 2017). 

Среди множества неэкстенсивных систем особое значение имеют 
малые квантовые системы, основанные на неаддитивной параметри-
ческой энтропии Тсаллиса ˆ( )qS   (Wehrl, 1978), связанной с матрицей 

плотности ̂, описывающий системы, квантовые состояния которых 

известны не полностью (Нейман, 1964; Нильсон, Чанг, 2006). При изу-
чении подобных систем возникают многочисленные новые матема-
тические проблемы, требующие своего решения (см. Abe, Rajagopal, 
2000, 2003; Abe, 2003, 2004, 2006). В их числе, одной из важных, явля-
ется проблема моделирования реакции квантовой системы на меха-
ническое возмущение, нарушающее равновесие (Зубарев,1971; Зуба-
рев и др., 2002). Причиной этих возмущений может быть или совер-
шаемая над системой работа, через изменение её объема, или взаи-
модействие с другими ансамблями (обладающими другой темпера-
турой или химическим потенциалом), или, наконец, включение 
внешних полей, непосредственно действующих на частицы системы. 
Этот последний случай необратимых процессов, вызванных механи-
ческими возмущениями, рассмотрен в настоящей главе.  

Механические возмущения можно полностью описать добавле-

нием к равновесному гамильтониану ˆ  квантовой системы соответ-

ствующего оператора энергии возмущения ˆ ( )ext t , зависящего от 
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времени21). Микроскопическая теория линейной реакции ансамбля 
классических квантовых систем обычно разрабатывается двумя спо-
собами: либо с использованием запаздывающих функций Грина (см., 
например, Зубарев, 1971; Зубарев и др., 2002), либо методом Кубо, с 
помощью функций отклика и релаксации (Kubo, 1957; Kubo и др., 
1957). Метод Кубо основан на квантовом уравнении Лиувилля с учё-
том условия, что система в отдалённом прошлом (т.е. при t   ) 
находилась в равновесном состоянии, а затем было «включено» 
внешнее механическое возмущение. Кубо показал, что отклик систе-
мы на внешнее возмущение можно описать формулами, связываю-

щими отклонение A   средних значений A   некоторых динамиче-

ских переменных A  от равновесных значений eqA  , с явным видом 

гамильтониана механического возмущения ˆ ( )ext t . Исключительная 

особенность формул Кубо состоит в том, что они выражают неравно-
весные свойства в виде средних по состоянию статистического равно-
весия и имеют весьма общий характер (см. Зубарев, 1971).  

Влияние внешних возмущений на средние значения наблюдае-
мых величин в неэкстенсивной квантовой статистике Тсаллиса также 
можно описывать либо модифицированными функциями Грина, опи-
сывающими линейную реакцию на слабые механические возмуще-
ния (см., например, Abe, 1999; Lenzi и др., 1999, 2000), либо на основе 
модифицированного метода Кубо (Abe, Okamoto, 2001; Guo, Du, 
2014), чему мы и последуем в данной работе. Следует заметить, что в 
неэкстенсивной статистике Тсаллиса в зависимости от способа опре-
деления средних значений динамических величин наличествуют раз-
личные варианты представлений равновесных ансамблей. Выпол-
ненный в данной работе анализ отклика квантовой системы на меха-
нические возмущения основан на осреднении наблюдаемых величин 
по эскортному вероятностному распределению  (Abe, 2000b) и на со-
ответствующем степенном представлении канонического равновес-
ного распределения матрицы плотности. 

                                                           
21) По терминологии Кубо возмущения, которые не допускают такого 

представления, называют термическими. 
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10.1. Основные определения и статистические свойства  
квантовой энтропии Тсаллиса 

Приступим прежде всего к конструированию равновесной тер-
модинамики квантово-механических ансамблей, основанной на 
обобщённой неэкстенсивной статистке Тсаллиса. В основу изучения 
различных статистических квантовых ансамблей неэкстенсивных си-
стем можно положить экстремальные свойства квантовой информа-
ционной энтропии (введенной впервые в работе (Wehrl, 1978)) и ис-
пользовать их для нахождения различных матриц плотности, заме-
няющих функцию распределения вероятностей в классической стати-
стике (Abe, 2000a). Отметим, кстати, что при обобщении ансамблей 
Гиббса на случай квантовой статистики фон Нейман исходил именно 
из экстремальных свойств введенной им энтропии квантового состо-

яния  ˆ ˆ ˆ( ) lnS     Tr  (см. фон Нейман, 1964), где ̂  − матрица 

(оператор22)) плотности микросистемы, при помощи формализма ко-
торой, согласно теореме Глисона (Gleason, 1957), описывается любая 
квантово-механическая система.  

В квантовой неэкстенсивной статистике при вероятностной нор-
мировке  

ˆ( , ) 1 Tr x x ,                                                  (10.1) 
 

матрицы плотности 
*ˆ( , ) ( ) ( )r r rrw    x x x x (в матричном x -

представ-лении (см. Приложение С)), описывающей смешанные кван-
товые состояния, квантовая информационная энтропия Тсаллиса 

ˆ( )qS   задаётся следующим обобщенным функционалом от оператора 

плотности (см. Daroczy, 1970; Wehrl, 1978; Tsallis, 1988):  

 1
ˆ ˆ ˆ( )

1
q

qS
q

  


Tr .                                          (10.2) 

 
Здесь энтропийный индекс q  (параметр деформации) представляет 

собой вещественное число (принадлежащее областисти qR ), кото-

рое характеризует неэкстенсивную особенность (неаддитивность) 
квантовой системы. Заметим, что шпуровая (-trace) структура опреде-
ления энтропии (10.2) важна тем, что делает энтропию функциональ-

                                                           
22)  Далее операторы будем обозначать буквой со «шляпкой» над ней.  
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но независимой от унитарных преобразований в пространстве состо-
яний, т.е. эта формула справедлива при любом представлении опера-

тора ̂ , а не только при его матричном x -представлении (см., 

например, Зубарев и др., 2002). 
Можно показать, что параметрическая квантовая энтропия (10.2) 

может быть представлена также в следующих эквивалентных формах: 
 

   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) q
q q qS ln Ln        Tr Tr .                            (10.2*) 

Здесь  
1ˆ 1ˆln
1

q

q
A

A
q

 



,      

1
1

ˆ 1ˆ ˆ ˆLn ln
1

q
q

q q
A

A A A
q




 


                      (10.3) 

 

− так называемые деформированные логарифмы (Tsallis, 1999, 2009), 

обладающие, как легко убедиться, следующим свойством: при 1q , 

ˆ ˆln lnq A A , ˆ ˆLn lnq A A . При его использовании энтропия Тсаллиса 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ln )q
q qS     Tr  переходит в  1 ˆ ˆ ˆ( ) lnS     Tr  − квантовую эн-

тропию фон Неймана, являющуюся, в свою очередь, квантовым 
обобщением энтропии Гиббса в классической статистической меха-
нике.  

Энтропия Тсаллиса (10.2) имеет много полезных свойств. В част-
ности, если состояние совокупной квантовой системы, состоящей из 
двух независимых подсистем, описывается совместным мультиплика-

тивным статистическим оператором (1,2) (1) (2)ˆ ˆ ˆ ,    где (1)̂  и (2)̂  − 

матрицы плотности отдельных подсистем (здесь и далее символом   
обозначено матричное произведение), то общая энтропия системы  

 

   (1,2) (1) (2) (1,2)1
ˆ ˆ ˆ1

1

q

q qS S
q

 
     

   
Tr  

неаддитивна, т.е.  

         (1) (2) (1) (2) (1) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1 )q q q q qS S S q S S          .           (10.4) 
 

Таким образом, неаддитивная квантовая энтропия  (1) (2)ˆ ˆqS    

является субэкстенсивным (суперэкстенсивным) функционалом при 

1q  ( 1q ) и экстенсивным функционалом только в пределе слабой 

связи двух подсистем, когда 1q .  
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В обычной квантовой статистике любой случайной динамической 

переменной A  ставится в соответствие эрмитов оператор Â  (см. фон 
Нейман, 1964) так, что среднее значение этой переменной в состоя-

нии микросистемы, описываемом матрицей плотности ̂ , вычисляет-

ся по формуле: 1
ˆˆ( )A A   Tr . В неэкстенсивной квантовой статистике 

Тсаллиса для вычисления среднего значения ˆ
qA   динамической пе-

ременной Â  и её флуктуации ˆ
qA  можно использовать различные 

формулировки (см., например, Tsallis, 2009). Далее мы воспользуемся 
следующим их определением:  

 

ˆ ˆ( )ˆ ˆ ˆ( )
ˆ

q

q qq

A
A A


    



Tr
Tr

Tr
,   ˆ ˆ ˆ

q qA A A     ,                         (10.5) 

где 

ˆ ˆˆ /q q
q  Tr ,    ˆ 1q Tr                                          (10.6) 

 

− так называемое нормированное эскортное распределение (Abe, 
2000b), для которого.  

Важно отметить, что различные статистические ансамбли кванто-
вых систем (как и классических) эквивалентны в термодинамическом 
отношении, что связано, в частности, с малостью флуктуаций энергии, 
числа частиц и объёма (см. Зубарев, 1971). Далее мы воспользуемся 
наиболее удобным для наших целей большим каноническим ансам-
блем квантовых систем, описывающим контакт с термостатом и ре-
зервуаром частиц и определяемым заданием средней энергии и 
среднего числа частиц.  

Экстремальность канонического распределения для неэкстен-
сивных систем. Рассмотрим ансамбль замкнутых систем с заданным 
числом частиц и постоянным объёмом, находящихся в тепловом и 
материальном контакте с окружением. Тогда матрица равновесной 

плотности ̂  (статистический оператор равновесного распределения) 

может быть определена из абсолютного экстремума квантовой ин-
формационной энтропии Тсаллиса (10.2) при выполнении следующих 
дополнительных условий:  

 

 ˆ ˆˆq q q const     TrU ,                                          (10.7) 
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т.е. при заданности осреднённого оператора плотности энергии ˆ ( )x  

и при сохранении нормировки (1). 
Согласно вариационному принципу Джейнса (Jaynes, 1963), рав-

новесная матрица плотности ˆ ,  «экстремизирующая» энтропию Тсал-

лиса qS  при указанных ограничениях, определяется из условия равен-

ства нулю первой вариации по ̂  следующего Лагранжиана 
 

 
 ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) Ln

q

q
qc


       

Tr
Tr Tr .                                 (10.8) 

Здесь  

 ˆ qqc  Tr                                                        (10.9) 
 

− так называемый коэффициент Тсаллиса;   и   − определяемые из 

уравнений (10.1) и (10.7) лагранжевы множители, которые связаны с 
ограничением на осреднённый оператор плотности энергии кванто-
вой системы в неаддитивной статистике Тсаллиса. 

Определяя абсолютный экстремум функционала (10.8) из усло-

вия ˆ ˆ( )/ 0   , находим для неэкстенсивных квантовых систем 

следующее выражение для обобщенного большого канонического 

распределения оператора плотности ˆ( )q  : 

  
1/(1 )

1ˆ ˆ( , ) 1 (1 ) ( )
q

q q q qZ q U


         
 

x x  
 

 1 ˆexp ( )q q q qZ U    
 

x ,                                       (10.10) 

где  

   ˆ ˆ( ) exp ( ) expq q q q q q q qZ U       
 

Tr x Tr              (10.11) 
 

− обобщенная статистическая сумма состояний для канонического 
квантового ансамбля, определяемая из условия нормировки (10.1); 
параметр /q qc   является обратной физической температурой 

равновесной квантовой системы, 
1

pf qT  ; 

   ˆ ˆ( ) expq q
q q q q qc Z     Tr Tr                             (10.12) 
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− значение коэффициента Тсаллиса в равновесном случае; знак тиль-

ды « » здесь и далее над осредненными ˆ ˆ( )q qA A Tr  динамиче-

скими переменными Â  означает, что осреднение проведено с помо-
щью равновесного распределения (10.10).  

В формуле (10.11) и далее везде  квантово-механическая флукту-

ация ˆ
qA  для любого оператора Â  определяется относительно его 

равновесного среднего значения, т.е. задаётся соотношением 

 ˆ ˆ ˆ ˆ
q qA A A   Tr .   

Экспонента Тсаллиса и деформированный логарифм. В форму-
ле (10.10) используется так называемая деформированная экспонента 
Тсаллиса 

1/(1 )

,

ˆ ˆ1 (1 ) , 1 (1 ) 0;

0, в других случаях

еслиˆexp ( )
q

q
q A q A

A


           


Spec        

(10.13) 
 

причем неравенство ˆ1 (1 ) 0q A   
 

Spec  означает, что существует 

естественное «отключение», когда спектр оператора в скобках имеет 
отрицательные значения, связанные с действительностью следа. 

Легко проверить, что в пределе 1q  функция (10.12) принимает 

стандартный вид: 

1 0 1 0

ˆ ˆ ˆexp( ) lim exp ( ) lim exp ( )q q
q q

A A A
   

     ( q ).                     (10.14) 

 

Используя определения (10.3) и (10.12), можно убедиться, что 
имеют место следующие соотношения для деформированной экспо-
ненты (см., например, Tirnakli, Torres, 2000; Tsallis, 2009): 

 

ˆ ˆ ˆexp (ln ) ln (exp )q q q qA A A  ,   

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆexp ( )exp ( ) exp (1 )q q qA B A B q AB    
 

,    
 

ˆ ˆexp ( ) exp ( )
ˆ

q

q qA = A
A


 
 

   ( q ).                                       (10.15) 

 

Эти формулы будут использованы далее. 
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Некоторые свойства равновесного распределения. Из распре-

деления (10) следует соотношение 

 
1

ˆ ˆ1 (1 )
q

q q qZ q


      .                                          (10.16) 
 

Если умножить (10.16) на ˆ q  и затем взять шпур, то получим равенство 
 

 1 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 1 (1 )q q q
q q qZ q         

 
Tr Tr Tr ,                (10.17) 

 

из которого, при учете (10.1) и (10.7), следует важное представление 
для «равновесного» коэффициента Тсаллиса 
 

1ˆ ( ) 1 (1 )q q
q q qc Z q S     Tr .                                 (10.18) 

 

Используя (10.18) и вытекающее из формулы (10.10) выражение  
 

 ˆ ˆ( ) exp ( )
qq q

q q q q qc Z     Tr Tr ,                               (10.19) 
 

получим ещё одно представление обобщённой статистической сум-
мы  
 

  ˆ( ) exp
q

q q q q qZ    Tr .                                   (10.20) 
 

Заметим, что согласно (10.10) имеем 
 

           ˆ ˆexp exp
q

q q q q q q       ˆ1 (1 ) ( )q qq U     
 

x ; 
 

отсюда, при учёте двух различных выражений для ( )q qZ  равных 
 

  ˆ( ) expq q q q qZ     Tr   ˆexp
q

q q q Tr , 

получим  

 ˆ ˆexp 0
q

q q q q q
         

Tr ,                                 (10.21) 

 

 ˆ ˆexp ( , )
ˆ

ˆ( , )

q

q q q q q
q

q qq

Q

QZ

      
Tr

.                             (10.22) 

 

Наконец, при использовании равновесного канонического рас-
пределения (10.22) и формулы (10.20) можно получить следующую 
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форму записи для среднего значения q qA A    любой наблюдаемой 

Â  равновесного ансамбля квантовых систем.  

 
 ˆˆ ( , )

ˆ ˆ q q

q q
q

AQ
A A

Z


   

Tr
Tr

 

 

ˆˆ exp

ˆexp

q

q q q

q

q q q

A
      

  
 

Tr

Tr
.   (10.23) 

 

Заметим, что формулы (10.22) и (10.23) справедливы и для ква-

зиравновесного случая, когда ˆ ˆ( )A A t  и ˆ ˆ( )t . Дифференцируя 

в этом случае тождество (10.23) по времени, найдём 
 

ˆˆ ( )ˆ ˆ ˆ( )
q

q q
d A t

A A t
dt t t

 
     

  
Tr                                           (10.24) 

 

Подставляя сюда ˆ /q t   из обобщённого уравнения Лиувилля (см. 

Приложение С), получим  

ˆ ˆ ˆ( ) 1 ( ) ( )ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ),q q q

q

d A t dA t dA t
A t A t

dt t i dt dt

                       

Tr Tr  

(10.25) 

где 
ˆ ˆ( ) ( ) 1 ˆˆ( ),

dA t A t
A t

dt t i


  
 

 − производная динамической пере-

менной Â  по времени. Если динамическая переменная Â  независит 
явно от времени, то  

     1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ), , ( )q q q
d

A t A t A t
dt i i

         
   

Tr Tr        10.26) 

10.2. Реакция квантовой неэкстенсивной системы  
на механическое возмущение 

Как хорошо известно, в равновесной статистической термодина-
мике классических и квантовых систем кинетические коэффициенты в 
линейных уравнениях релаксации непосредственно связаны с флук-
туационными процессами, происходящими в квазиравновесной си-
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стеме (см. Kubo, 1957). Проанализируем эту связь более подробно 
для случая квазиравновесных квантовомеханических неэкстесивных 
систем Тсаллиса и выясним линейную реакцию на механическое воз-
мущение релаксационных уравнений для наблюдаемых величин. 

Модифицированное уравнение Лиувилля для оператора ˆ ( )q t . 

Рассмотрим реакцию квантового статистического ансамбля неэкстен-

сивных систем с равновесным гамильтонианом ˆ ,  не зависящим от 

времени, на включение внешнего оператора энергии возмущения 
ˆ ( )ext t , зависящего от времени. Предположим, что внешняя возму-

щающая сила имеет механическую природу и может быть представ-
лена малым добавочным членом в гамильтониане системы, т.е. 

ˆ ˆ ˆ( ) ( )extt t  ,   ˆ ˆ( ) ( )ext t AF t  ,                                    (10.27) 

где Â  − квантовомеханический оператор, независящий явно от вре-

мени, сопряженный полю ( )F t ; ( ) tF t F  − возмущающая сила (функ-

ция времени, не имеющая операторной структуры); ˆ ˆ( , ; ) tt x x  − 

возмущённый гамильтониан (самосопряжпенный оператор), дей-

ствующий в гильбертовом пространстве на матрицу плотности ̂  для 

смешанных ансамблей.  Предположим также, что при t  внеш-

нее возмущение отсутствует, т.е. ˆ 0ext
t

 . 

Следует заметить, что в общем случае на систему могут действо-
вать разные возмущающие силы ( )jF t  механического типа. В этом 

случае добавка к равновесному гамильтониану ˆ  имеет вид 
 

1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )ext

n

j j
j

t A F t t


     A F ,  

где ˆ jA − динамические переменные, на которые с силой ( )jF t  дей-

ствует внешнее поле; 1
ˆ ˆˆ ( ,..., )nA AA ,  1( ) ( ( ),..., ( ))nt F t F tF . 

Матрица плотности ̂ , являющаяся унитарным оператором, в 

координатном x -представлении задаётся формулой 
 

ˆ( , ; ) ( , ) ( , )r r r
r

t w t t    x x x x ,                                    (10.28) 
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где  ( )r t − возможные квантовые состояния системы и rw − их 

классические вероятности. Статистический оператор ˆ( )t  удовлетво-

ряет фундаментальному уравнению квантовой механики (уравнению 
движения Лиувилля−фон Неймана) в операторной форме  
 

ˆ( ) 1 ˆ ˆ ˆ( ), ( )ext

t
t t

t i


   
 

,                                            (10.29) 

 

и начальному условию ˆˆ ˆ eqt
     , которое означает, что при 

t    система находится в состоянии статистического равновесия и 
описывается равновесным каноническим ансамблем23). Здесь 

 
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ( )a c ac ca
i i

   

 

 − квантовая скобка Пуассона для операторов â  и ĉ ;  − постоянная 
Планка. Уравнение (10.29) является естественным обобщением клас-
сического уравнения Лиувилля на квантовые системы (см., Зубарев и 
др.,2002) 

Поскольку матрица плотности является унитарной, то уравнение, 

которому подчиняется любая степень оператора ˆ( )t  имеет ту же 

форму, что и исходное уравнение Лиувиля (10.29). 
 

ˆ ( ) ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ), ( ) , ( ) , ( ) ( )ext

q
q q qt

i t t t A t F t
t


           
     

.    (10.30) 

 

С учётом того, что след произведения некоммутирующих опера-
торов â  и ĉ  не изменяется при их циклической перестановке 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )ac caTr Tr  (см. фон-Нейман, 1964), получим при взятии шпура от 

обеих частей уравнения (4) следующий важный результат: коэффици-

ент Тсаллиса ˆ qqc  Tr  не зависит явно от времени t . Следовательно, 

уравнение для эскортного распределения ˆ ˆˆ /q q
q  Tr  имеет вид: 

 

                                                           
23) Распределение ˆ eq  может быть не только каноническим распреде-

лением, но любым равновесным распределением (в частности, большим 
каноническим распределением – наиболее удобном при вычислении 
средних для бозе- и ферми- систем ). Канонический ансамбль больше под-
ходит к некоторым другим системам, например, спиновым. 
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ˆ ( ) ˆ ˆ ˆ( ), ( )
q

q

t
i t t

t


    
 

A F .                                  (10.31) 

 

Начальное условие для этого уравнения, с учётом формулы (10.22) 
для канонического распределения, принимает следующий  вид: 
 

  
  

ˆexp
ˆˆ ( ) ( )

ˆexp

q

q q q

q q q

q q q

t
 

      
 Tr

.                          (10.32) 

 

Учитывая, что внешнее силовое воздействие на систему мало, 
представим эскортное распределение ˆ ( )q t  также в виде суммы не-

возмущенной равновесной ˆ q  части и малой добавки ˆ ( )q t , описы-

вающей возмущение:  
ˆˆ ˆ( ) ( )q q qt t     ,                                                (10.33) 

 

где равновесное эскортное распределение ˆ q  удовлетворяет усло-

вию  
 

ˆ ˆ, 0q
  
 

.                                                    (10.34) 
 

Подставляя (10.27) и (10.33) в (10.31), получим уравнение 
 

ˆ ( ) ˆ ˆˆ ˆ, ( ) , ( )
q

q q

t
i t t

t

 
       

  
A F ,                            (10.35) 

 

определяющее флуктуацию ˆ ( )q t  распределения ˆ ( )q t  в первом 

порядке по возмущению.  

Основные формулы метода Кубо в теории линейной реакции. 

Введём для удобства линейный оператор коммутирования24) ˆ  , 

определяемый соотношением ˆ ˆˆ ˆ,A A  
 

. Оператор ˆ   действу-

                                                           

24) Оператор коммутирования â  подчиняется следующим правилам 

(см. Cubo, 1957):  1 1

! !
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆexp( ) [ [ ...[ , ]...] exp( ) exp( );

n

n n
a b a b a a a b a b a
 

      

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ , .a b b a a b
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ет на другие операторы. Используя этот оператор, перепишем урав-
нение (10.35) в виде  
 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) , ( ) ( )q q qi t t t t
t


      
 
A F .                                 (10.36) 

 

Используя теперь начальное условие (10.32), запишем уравнение 
(10.36) в интегральной форме; в линейном приближении по возму-
щению получим  

 

ˆ ˆ1 ( ) ( )ˆˆ ˆ( ) exp , ( ) ( )exp
t

q q
t t t t

t dt t t
i i i

      
           

   
 A F  

ˆ ˆ1 ( ) ( )ˆˆexp , ( )exp
t

q
t t t t

dt t
i i i

      
         

   
 A F .            (10.37) 

 

Здесь использовано предположение, что ( ) 0F    и ˆ ( ) 0q   , 

т.е. предполагалось, что в момент времени t    система находи-
лась в равновесии.  

С использованием формулы (10.37) можно найти среднее значе-

ние q -флуктуации ˆ
qB  ˆˆ ˆ( )qB B Tr  любой динамической пере-

менной ˆ( )B t , которое определяется соотношением 
 

   ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )q q q q qB t t B B t B       Tr Tr Tr ,            (10.38) 
 

где ˆ q − равновесное экскортное распределение, задаваемое фор-

мулой (10.32). В результате получим 

1 ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) , ( )
t

q q qB t dt B t t t
i 

         
 Tr A F .                         (10.39) 

Здесь 

    ˆ ˆˆ ˆ( ) /exp / exp /B t it B it                                         (10.40) 
 

− оператор динамической переменной ˆ( )B t  в представлении Гейзен-

берга, удовлетворяющий уравнению 
.

ˆˆ ˆ( ) ( ),i B t B t 
 

 с граничным 

условием ˆ ˆ(0) .B B  

Соотношение (10.39) можно записать в другом виде. Вводя так 
называемую равновесную функцию отклика (response function) 
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( ) 1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) , ( )q
q qB t B t B t

i i
        

  A Tr A Tr A ,                  (10.41) 

(описывающую  реакцию системы на воздействие внешней силы, ко-
торая приводит к изменению равновесного среднего значения дина-

мической переменной B̂ ), получим  

( )ˆ( ) ( ) ( )
t

q
q q BB t dt t t t



       A F .                               (10.42) 

Формулы (10.13) и (10.16) являются основным результатом тео-
рии линейной реакции Кубо и называются формулами Кубо. 

Воспользуемся теперь необходимой для дальнейшего модифи-
кацией известного в квантовой механике тождества Кубо (см. 
Kubo,1957; Зубарев и др., 2002) 

1

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ,exp exp exp( ) , exp( )a b b xb a b xb d x    
    , 

 справедливого для любых операторов â  и b̂ . Модификация этого 
тождества на случай неэкстенсивных квантовых систем с канониче-

ским распределением матрицы плотности  ˆˆ exp ( ) /Z
q

q q q q
    
 

ˆ ˆ( ; )/Zq qQ  )  имеет вид (см., например, Abe, Okamoto, 2001): 
 

1

0

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ , ( ; ) ( ; ) ( ; ) , ( ) ( ; )
q

q q q q q qA Q qQ d Q A Q

 
           

       
 , 

(10.43) 
где   

              
1 1ˆ ˆ( )

ˆ ˆ1 (1 ) 1 (1 )q q

A A
q q

 
     

.                         (10.44) 

 

Подставляя (10.43) в формулу (10.42), получаем (при учёте урав-

нения движения ˆˆ( )/ [ ( ), ]i dB t dt B t  с граничным условием 

(0)B B ) следующую формулу для равновесной функции отклика 

(функции последствия):  
 

                         ( ) 1 ˆˆ ˆ( ) , ( )q
qB t B t

i
     
 A Tr A  
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1

0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( , ) ( )
q

q q q
d

q d A B t
dt




         
 Tr .             (10.45) 

Заметим, что уравнение (10.42) можно интерпретировать двоя-

ким образом. С одной стороны, величина ˆˆ , q
  
 
A  является измене-

нием эскортного распределения под воздействием внешней силы. 
Первое из уравнений (10.42) как раз и описывает влияние изменения 

этого распределения на среднее значение оператора ˆ( )B t  по истече-

нии некоторого времени. С другой стороны, можно представить себе, 
что внешняя сила влияет на изменение самой динамической пере-

менной B̂ . Это влияние описывается членом ˆ ˆ, ( )B t 
 
A  во втором 

уравнении (10.42). 
В заключение этого подпункта сделаем следующее общее заме-

чание. При рассмотренном подходе возникает следующий капиталь-
ный вопрос: можно ли считать, что вычисленное среднее значение 

динамической переменной B̂  действительно представляет собой ве-
личину, наблюдаемую в эксперименте? Подобный скептицизм связан 
с двумя проблемами. Первая из них относится к использованию 
усреднения по статистическому ансамблю, при котором значение 
любой наблюдаемой отождествляется со статистическим средним по 
ансамблю одинаковых квантовых систем. Право на такое отождеств-

ление связано с макроскопичностью динамического параметра B̂  и 
рассматриваемой квантовой системы (Зубарев, 1971). Вторая про-
блема связана с тем, что в процессе измерения возникают возмуще-
ния в рассматриваемой квантовой системе. Согласно (10.39), величи-

на ˆ( )q qB t   вычисляется как среднее по ансамблю, каждый член ко-

торого не испытывает возмущений в процессе измерения. В действи-
тельности же каждая отдельная система непрерывно подвергаться 
возмущающему воздействию внешних сил и это обстоятельство не 
принималось во внимание при вычислении (10.39). Таким образом, в 
данной работе предполагается, что для рассматриваемых величин и 
для применяемых способов наблюдения подобное квантовомехани-
ческое возмущение будет несущественным.  
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10.3. Общее выражение для адмитанса и соотношения 
симметрии Онзагера 

 

Запишем теперь формулу (10.42) для случая периодической воз-
мущающей силы  

 

0( ) exp( )t i t F F ,  или   0
0

( ) lim exp( )t i t i


   F F .          (10.46) 

Здесь второе выражение подчёркивает, что возмущение включается 
адиабатически в бесконечно отдаленное в прошлое время. Для этого 
возмущения реакцию системы можно записать в виде  
 

( )ˆ( ) ( ) ( )
t

q
q q BB t dt t t t



        A F  

 

 ( )
0

1
( ) exp( ) exp( )

2

t
q
Bdt t t i t i t



         A F  

 ( )
0

1
( ) exp( ) exp( )

2

t
q
Bdx x i x i t i x i t



           A F   

 ( )
0Re ( ) exp( )q

B i t   A F ,                                            (10.47) 

где величина 

( ) ( )

0

( ) ( )exp( )q q
B Bdt t i t



     A A ,                                (10.48) 

или более точно 

( ) ( )

0
0

( ) lim exp( )q q
B Bdt i t t




      A A                             (10.49) 

является так называемой комплексной восприимчивостью, или адми-
тансом, которая, как видно, является просто фурье-образом функции 

отклика ( )( )q
B t A ; символ Re  означает действительную часть соответ-

ствующего выражения; { }iAA . Соотношение (10.47) получается 

при подстановке (10.46) в формулу (10.42).  

Заметим, что если оператор ˆ ˆB  J  соответствует макроскопиче-

скому потоку, то величины ( ) ( ) ( )
l i

q
liJ A     обычно называют обоб-

щёнными кинетическими коэффициентами, так как они определяют 
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средний поток ( )
q q

 J  под воздействием периодического возмуще-

ния. 

Наконец, при интегрировании по частям, уравнение (10.49) мож-
но записать в следующем виде:  

( ) ( ) ( )

0
0

1
( ) lim (0) ( ) exp( )q q q

B B B x i x x dx
i





  
          

   
A A A  

0

(0) ( ) i t
B Bi t e dt


    A A ,                                (10.50) 

где релаксационная функция ( )B t A , определяемая выражением  
 

( ) ( )

0
( ) lim ( ) exp( )q q

B B
t

t x x dx



    A A   

 

 
,

( ) ( )
ˆ ˆ exp ( ) /

q q
k j

k j k j

k j
k j j B k i E E t

E E

  
   

  
 A ,      (10.51) 

 

описывает релаксацию системы на внешнее механическое воздей-

ствие. Здесь 
/(1 )

( ) 1 (1 )( ) /
q q

q q j q qj q E U Z


      
. Здесь jE  − пол-

ный набор собственных функций оператора гамильтона,  ˆ
jj E j

. 

Из выражения (10.51) вытекают четыре важных свойства симмет-

рии для релаксационной функции ( )( )q
B t A  и адмитанса25):  

(I)  Функция ( )( )q
B t A  является действительной величиной, что до-

казывается путём комплексного сопряжения обоих сторон выраже-

ния (10.51), перестановки индексов суммирования ,i j  и использова-

ния свойств эрмитовости матричных элементов26). 

                                                           
25). Свойство симметрии для адмитанса в случае классической стати-

стической механики впервые были рассмотрены Казимиром (Casimir, 
1945). 

2626) Напомним, что оператор Â  называется сопряженным оператору 

Â , если для каждой пары функций 1  и 2  имеет место  соотношение 



332 
 

 

(II)  Имеет место симметрия обращения времени, 
( ) ( )( ) ( )q q
B Bt t  A A ; это свойство доказывается путём перестановки 

операторов ˆ { }iAA  и B̂ , перестановки индексов  суммирования ,i j
, замены  t  на t , и сравнения  полученного результата с выражени-
ем (51). 

(III)  При обращении времени, сопровождающемся изменением 
направления магнитного поля  H  на обратное, волновая функция  за-
меняется сопряжённой ей величиной; следовательно  

 

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )q q q
A B A BB B Bt t t           A A AH H H ,                     (10.52) 

 

где параметры j  равны 1  или 1  в зависимости от того, являются 

ли чётными или нечётными функциями скоростей молекул динами-

ческие переменные A  и B . В большинстве случаев A  и B  имеют 

один и тот же знак.  
(IV)  В силу соотношения (10.50), теми же свойствами симметрии 

обладает и комплексная восприимчивость ( )( )q
BA  ; их удобно запи-

сать для функции ( )B A , определенной следующим образом:  
 

( ) ( )( ) ( ) exp( )q q
B B

t

dt t i t


     A A .                                             (10.52) 

 

Она также имеет свойства симметрии Онзагера:  
 

(a)                    ( ) ( )( ) ( )q q
B BRe Re    A A ; 

 

(b)                   ( ) ( )( ) ( )q q
B BIm Im     A A  

(c)                 ( ) ( )( , ) ( , )q q
A BB B       A AH H .                                   

(10.53) 
 

Следовательно, согласно свойству (II) имеем 
 

(d)         ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )q q q
A BB B BRe Re Re          A A AH H H ; 

 

(e)        ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ).q q q
A BB B BIm Im Im           A A AH H H    (10.54) 

 

                                                                                                                                                                                     

1 2 1 2
ˆ ˆ, ,A A     . Эрмитовый (или самосопряженный) оператор Â  

совпадает со своим сопряженным: ˆ ˆA A . Собственные значения эрмито-
вых операторов являются действительными числами. 



333 
 

 

(V)  Наконец, в рассматриваемом здесь случае неэкстенсивных 
систем справедливы (известные в классической квантовой теории) 
соотношения Крамерса-Кронига для действительной и мнимой ча-

стей адмитанса ( )( )q
B A , имеющие, в силу уравнения 

(10.51),следующий вид: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )q q q
B B BRe Im       A A A , 

( )

,

( ) ( )
ˆ ˆ( ) .

q qq
B

k j k j

k j
Re P k j j B k

E E

  
    

   
A A   

( )

,

ˆ ˆIm ( ) ( ) ( ) ( )q
q q k jB

k j

k j k j j B k E E          A A .       

(10.55) 

Здесь символ .P означает, что учитывается только главное значение 
комплексной величины.  

Таким образом, приведенные соотношения теории линейной ре-
акции, полученные в рамках классической статистической квантовой 
механики, справедливы и для механики неэкстенсивных систем, ос-
нованных на параметрической квантовой энтропии Тсаллиса. Полу-
ченные результаты могут быть полезным инструментарием при ана-
лизе динамических характеристик неэкстенсивных квантовых систем, 
проявляющих аномальные с точки зрения классической статистики 
свойства. 
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ГЛАВА 11 

Джинсовская неустойчивость  
протопланетного околозвездного диска  
с учетом магнитного поля и излучения  

в неэкстенсивной термодинамике Тсаллиса 

В рамках неэкстенсивной термодинамики Тсаллиса дан вывод 

критериев гравитационной неустойчивости Джинса для самогра-

витирующего протопланетного диска, вещество которого состо-

ит из смеси проводящего идеального q -газа и модифицированного 

излучения фотонного газа. Критерии неустойчивости выведены из 

соответствующих дисперсионных соотношений, записанных как 

для нейтрального дискового вещества, так и для намагниченной 

плазмы с модифицированным чернотельным излучением. Скон-

струирована термодинамика фотонного газа, основанная на не-

экстенсивной квантовой энтропии Тсаллиса, зависящей от пара-

метра деформации q . Показано, что чернотельное q -излучение 

может стабилизировать состояние неэкстенсивной среды для чи-

сто газового диска, а для электропроводящего диска критерий не-

устойчивости Джинса видоизменяется магнитным полем и радиа-

ционным давлением только в поперечном режиме распространения 

волны возмущения.  

Введение  

Звездообразование и формирование протопланетных газопыле-

вых аккреционных дисков и экзопланет − это непрерывный процесс 

эволюции вещества во Вселенной. Наблюдения областей звездных 

сгущений свидетельствуют о всеобъемлющей связи волокон и маг-
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нитных полей с этими процессами. Эволюция газопылевой дисковой 

среды наиболее адекватно моделируется в рамках классической ме-

ханики гетерогенных многокомпонентных турбулентных электропро-

водящих сред с учетом физико- химических свойств фаз, тепломассо-

переноса, вязкости, химических реакций, вариаций непрозрачности 

среды для звездного излучения, процессов коагуляции и др. Строгое 

математическое рассмотрение этой проблемы содержится, напри-

мер, в работах (Колесниченко, 2011, 2016, 2017; Kolesnichenko, Marov, 

2008, 2013, 2019; Marov, Kolesnichenko, 2013).  

При условии, что хаотические турбулентные скорости пылевых 

частиц не превышают некоторого предела, в протопланетном диске 

развиваются разного рода гидродинамические неустойчивости, в 

частности, гравитационная (джинсовская) неустойчивость, соответ-

ствующая классическому сценарию Гольдрейха−Уорда формирования 

планетезималей (Goldrich, Ward, 1973). Гравитационная неустойчи-

вость является фундаментальным процессом фрагментации гравити-

рующего космического вещества звездного протопланетного диска. 

Она вызывает формирование относительно устойчивых астрофизиче-

ских объектов, таких как допланетные пылевые сгущения (пылевые 

кластеры), твердые планетезимали и, наконец, планеты (см., Jeans, 

1902, 2009; Чандрасекар, 1985; Сафронов, 1969; Горькавый, Фридман, 

1994; Фридман, Хоперсков, 2011). Самогравитирующая дисковая сре-

да становится гравитационно неустойчивой, если возникшие в ней 

сколь угодно малые флуктуации скорости и плотности вещества не-

ограниченно растут со временем вследствие тяготения; при этом гра-

витационное равновесие нарушается, если соответствующие длины 

волн возмущения превышают определенное значение. Проблеме 

гравитационной неустойчивости астрофизических дисков в последнее 

время посвящено большое число публикаций, среди которых можно 

выделить следующие работы (Chandrasekhar, Fermi, 1953; Bonnor, 

1957; Hunter, 1972; Goldreich, Lynden-Bell, 1965; Low, Lynden-Bell, 1976; 

Shakura, Sunyaev, 1976; Camenzind и др., 1986; Cadez, 1990; Pandey, 

Avinash, 1994; Owen и др.,1997; Tsiklauri, 1998; Mace и др., 1998; Lima 

https://royalsocietypublishing.org/doi/abs/10.1098/rsta.1902.0012
javascript:;
javascript:;
javascript:;
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и др., 2002; Trigger и др., 2004; Sakagami, Taruya, 2004; Shukla, Stenflo, 

2006; Tsintsadze и др., 2008; Masood и др., 2008; Cadez, 2010; Dhiman, 

Dadwal, 2012; Fridman, Polyachenko,1984, 2012; Kaothekar, Chhajlani, 

2013; Joshi, Pensia, 2017; Pensia и др., 2018; Kumar и др., 2018; Колес-

ниченко, 2015, 2018, 2019). Во всех этих работах рассмотрены различ-

ные аспекты джинсовской неустойчивости самогравитирующих кос-

мических сред как в рамках классических уравнений Навье-Стокса и 

МГД-уравнений, так и на основе бесстолкновительного уравнения 

Больцмана (при наличии гравитационного поля) и уравнения Пуассо-

на. 

Вместе с тем, в работах (Колесниченко, 2016a,b; 2017; Колесни-

ченко, 2019; Колесниченко, Маров, 2015) было предложено рассмат-

ривать совокупность пылевых образований в дисковой среде, как 

особый тип сплошной среды – фрактальной среды, обладающей 

нецелой массовой размерностью, и применять для ее описания 

дробно-интегральную гидродинамику, в которой для учета фракталь-

ности используются дробные интегралы, порядок которых определя-

ется массовой размерностью фрактальных пылевых кластеров. Слож-

ная пространственно-временная структура подобной среды приводит 

к нарушению принципа экстенсивности (аддитивности) для таких 

важнейших термодинамических характеристик, как энтропия или 

внутренняя энергия. 

Неэкстенсивная статистика, в настоящее время интенсивно раз-

вивается. Возникают многочисленные новые математические про-

блемы, требующие своего решения. В научной литературе доступны 

коллекции миниобзоров (см., например, Tsallis, 1999; Abe, Okamoto, 

2001; Grigolini и др., 2002; Kaniadakis и др., 2002, 2006; Kaniadakis, 

Lissia, 2004; Gell-Mann, Tsallis, 2004; Herrmann и др., 2004; Колесни-

ченко, 2019). Статистика Тсаллиса успешно применяется ко многим 

природным системам, в частности, к ранней Вселенной (Pessah и др., 

2001), к космической плазме (Lima и др., 2000), к астрофизическим 

проблемам (например, к трехмерной гравитационной проблеме N-

тел), к космологическим проблемам (например, при толковании чер-

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Sakagami,+M&fullauthor=Sakagami,%20M.&charset=ISO-8859-1&db_key=AST
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Taruya,+A&fullauthor=Taruya,%20A.&charset=ISO-8859-1&db_key=AST
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Tsintsadze%2C+N.+L.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378437101002357?via%3Dihub#!
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ных дыр, суперструн, темной материи (Leubner, 2005)) и так далее. 

Моделированию Бозе-газа и чернотельному излучению в рамках не-

экстенсивной статистики также посвящено большое число публика-

ций (см., например, Tsallis и др., 1995; Plastino и др., 1995; Tirnakli и 

др., 1997; Lenzi, Mendes, 1998; Wang, Le Méhauté, 1998; Wang и др., 

1998; Büyükkilic., Demirhan, 2000; Anchrordoqui, Torres, 2001; Martinez 

и др., 2001, 2002; Chamati и др., 2006; Zaripov, 2009; Rovenchak, 2018; 

Ma и др., 2019; Kolesniсhenko, 2020). Тем не менее, в настоящей главе 

предлагается вновь обсудить в рамках формализма Тсаллиса меха-

низм чернотельного излучения применительно к задачам космоло-

гии. Основанием для подобного решения является, с одной стороны, 

противоречивое конструирование деформированной термодинамики 

чернотельного излучения, присутствующее в ряде публикаций (см. 

ниже), а с другой стороны, неоспоримый экспериментальный факт, 

согласно которому существующее космическое фоновое излучение 

(находящееся в тепловом равновесии) несколько отличается от клас-

сического закона излучения черного тела Планка из-за влияния даль-

нодействующего гравитационного воздействия на больших расстоя-

ниях (Mather и др., 1994). Это влияние может быть отражением то-

го отдаленного во времени факта, когда материя и свет были сильно 

взаимосвязаны между собой, или же оно является результатом еще 

более замысловатых природных явлений (Sistema, Vucetich, 2005).  

В работе (Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013) в рамках статистики 

Тсаллиса была сконструирована на основе модифицированного кине-

тического уравнения (с интегралом столкновений в форме Бхатнага-

ра-Гросса-Крука) обобщенная гидродинамика (так называемая q-

гидродинамика Навье-Стокса), пригодная для моделирования сред с 

фрактальной структурой. Именно на основе этой гидродинамики в 

серии работ (Колесниченко, 2015, 2016b, 2019; Kolesnichenko, Marov, 

2008, 2014, 2016) была рассмотрена проблема гравитационной не-

устойчивости Джинса для протопланетного газопылевого диска с 

фрактальной структурой при учете радиации и воздействия враща-

тельного движения диска на критическую длину волны возмущения, 
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ведущей к неустойчивости. В этих работах проведено исследование 

влияния «классической» чернотельной радиации на гравитационную 

неустойчивость аккреционных дисков, находящихся на начальной 

стадии своего образования. Точнее речь идет о центральной части 

дисков, в которой практически все излучение является длинноволно-

вым, поскольку оно уже успело пройти через многократное поглоще-

ние и переизлучение частицами фрактальной дисковой среды. Имен-

но там возможно существование локального термодинамического 

равновесия, при котором температура дискового вещества практиче-

ски совпадает с температурой черного тела. Полученные при этом 

критерии, как правило, лучше отвечают условиям развития неустой-

чивости в радиационной дисковой среде с фрактальной структурой в 

фазовом пространстве.  

В работе (Kolesniсhenko, 2020), посвященной рассмотрению в 

рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса джинсовской неустойчи-

вости звездного протопланетного диска с радиацией, термодинами-

ческие параметры чернотельного излучения использовались в обыч-

ной классической форме. В отличие от этой работы здесь предлагает-

ся воспользоваться модифицированным (в рамках формализма Тсал-

лиса) механизмом Планка для черного излучения (теплового фотон-

ного газа) и исследовать его влияние на гравитационную неустойчи-

вость протопланетного диска. Поскольку во всем космосе нет такого 

места, где не присутствуют магнитные поля, существенно изменяю-

щие условия неустойчивости, то вполне уместно рассмотреть в рам-

ках неэкстенсивной q-гидродинамики гравитационную неустойчи-

вость электропроводящего протопланетного диска (плазменной дис-

ковой среды) с учетом деформированных радиационных процессов. 

Таким образом, целью данного рассмотрения является изложе-

ние с единых позиций обобщенной статистики Тсаллиса круга вопро-

сов, связанных с выводом критерия гравитационной неустойчивости 

Джинса для неэкстенсивной дисковой электропроводной среды при 

учете влияния на этот критерий чернотельного излучения, отвечаю-

щего модифицированной q-энтропии фотонного газа (q-энтропии све-
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товых квантов Бозе). При этом сконструирована деформированная 

термодинамика черного излучения, базирующаяся на свойствах уни-

версального степенного q-распределения Бозе–Эйнштейна (негибб-

сового канонического ансамбля бозонных систем), полученного из ва-

риационного принципа максимизации Джейнса (Jaynes, 1963) q-

энтропии Бозе-газа. Этому распределению соответствуют обобщен-

ные законы Планка, Рэлея–Джинса и Вина для фотонов теплового 

спектра, на основе которых в работе выведены модифицированные 

выражения для всех термодинамических параметров черного излу-

чения.  

11.1. Исходные гидродинамические уравнения 

Рассмотрим динамическую неэкстенсивную протопланетную 

среду с нормированным распределением частиц ( , )f tr,c  в геометри-

ческом пространстве r  и в пространстве скоростей c  с размерностью 

D . Предлагаемое Тсаллисом обобщение статистической термодина-

мики (в случае статистики Курадо−Тсаллиса) лучше всего описывается 

следующими двумя аксиомами (Curado, Tsallis, 1991; Колесниченко, 

2018): 

Аксиома 1. Функционал энтропии, связанный с нормированным 

распре- делением функции вероятностей ( , )f tz , равен 

 

    : ( ) ( )
1

q
q

k
f d f f

q
 


 z z z ,  

 

где q  − параметр деформации – число, связанное с фрактальной раз-

мерностью, а для неэкстенсивных систем, являющееся мерой их не-

аддитивности (Tsallis, 2009); здесь ( , )z r c  − элемент объема фазо-

вого пространства; : Dd d dz r c , где D  − нецелая размерность про-

странства скоростей; k  − постоянная Больцмана. 
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Аксиома 2. Экспериментально измеряемое значение любой 

макроскопи- ческой величины q   задается соотношением 

 : ( , ) ( )
q

q t f d    r z z ,  

где ( , )tr − соответствующая микроскопическая величина. 

Важно подчеркнуть, что энтропия ( )q   двух независимых 

систем и  не является аддитивной переменной при 1q , по-

скольку имеет место равенство (см. Tsallis, 2009) 

1( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )q q q q qk q     . 

Несмотря на это обстоятельство, в литературе было показано, что су-

ществует, тем не менее, значительное количество обычных статисти-

ческих и термодинамических свойств, которые справедливы для лю-

бого значения величины q  (Bibliography / 

http://tsallis.cat.cbpf.br/biblio.htm). 

Основные определения и система уравнений q-гидромеханики. 

Энтропия Тсаллиса влечет за собой не только обобщение статистиче-

ской физики и термодинамики, но и обобщение гидродинамики 

(Oliveira, Galvao, 2018). Простейшей гидродинамической величиной 

является числовая плотность  ( , ) ( ) Dq
qn t f d r z c . Тогда массовая q-

плотность среды равна ( , ) ( , )q qt mn t r r . Поскольку частица, дви-

жущаяся со скоростью c , обладает импульсом ,mc  то выражение 

 
1

( ) ( )
( )

Dq
q

q

t m f d
t




u r, c z c
r,

 определяет гидродинамическую ско-

рость элемента объема. Величина 
2

2
( ) [ ( )] / ( )Dqm
q q qt f d t   r, c u z c r,  является удельной внутрен-

ней q-энергией (на единицу массы) неэкстенсивной системы. Потоки  

( ): ( )( )[ ( )] Dq
q q qt m f d  r, c u c u z c   

http://tsallis.cat.cbpf.br/biblio.htm
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и 
2

1
2

( ): ( )[ ( )] Dq
q q qt m f d  r, c u c u z c  

представляют собой соответственно тензор давлений и поток тепла. 

Гидростатическое q-давление определяется как 

 
2

1 1
3 3

( ): : ( ) Dq
q qp t m f d  r, c u z c ,  

где  − единичный тензор второго ранга. В частности, если сдвиго-

вые напряжения равны нулю, а нормальные напряжения равны меж-

ду собой, то q qp .  

В работах (Boghosian,1998; Kolesnichenko, 2019) в рамках неэкс-

тенсивной статистической механики Тсаллиса было проведено мето-

дом моментов конструирование гидродинамических уравнений на 

основе модифицированного кинетического уравнения Больцмана27) 

(при учете самогравитации) с интегралом столкновений в форме 

Бхатнагара−Гросса−Крука): 

 
  (0)( , , ) ( , , )

( , , )

qq

q
q

f t f t
grad grad f t

t

          
  

с

r c r c
с r c . 

(11.1) 

Здесь : / / /x x y y z zgrad c c c        с i i i ; 

( , ): / ( , ) q qt m grad t  r f r  − не зависящая от скорости внешняя 

сила (сила тяжести) отнесенная к единице массы; ( , )tf r  − сила негра-

витационного происхождения (например, электро- магнитная сила 

Лоренца); ( , ): [ ( , )]qq
m

t G f t d   


r z z
r r

 − гравитационный потен-

                                                           
27) В цитируемой работе кинетическая теория была основана на опе-

раторе столкновений Бхатнагера─Гросса─Крука (BGK), который был обоб-

щен для произвольного значения параметра q . 
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циал, удовлетворяющий уравнению Пуассона ( ) 4 Dq
q G mf d   r c ; 

G  − гравитационная постоянная;  − положительный параметр, кото-

рый интерпретируется как характерное время релаксации произ-

вольной функции распределения ( , , )f tr c  к обобщенному локально-

максвелловскому распределению (величина  совпадает по порядку 

величины со средним временем свободного пробега частиц в систе-

ме). Равновесное распределение (0)( , )f r c , в случае когда 1q , опре-

деляется следующей формулой (см., например, Колесниченко, 2019) 

1/ 1/(1 )/2 2
(0)

,

( )
( , ) 1 (1 )

2 2

D

D

q q

q q
q

mm
f c q

m kT kT


        

      
       

c u
r c ,     (11.2) 

где  

/2
1

,

1 2

(1 ) ( )

( )

D

D

q
q

q q D
q

q
c





 


 
;   1

0
( ) ex tx t dt

      − Гамма-функция. 

В результате были получены следующие моментные уравнения 

q -гидродинамики, которые являются обобщением обычных гидро-

динамических уравнений Навье−Стокса: 

/ ( ) 0q q qt div    u ,                                             (11.3) 

 ( )/q q q q q qt Div n grad       u uu f ,                      (11.4) 

 ( )/ : 0q q q q q q q qt div Grad        u u .                     (11.5) 

Уравнения (11.3)-(11.5) не являются в общем случае замкнутыми, 

поскольку отсутствует необходимая связь (так называемые опреде-

ляющие соотношения) потоковых величин ( q  и q ) и скалярных ха-

рактеристик течения ( q , qu  и ).T  Эта связь может быть найдена с 

помощью решения модельного кинетического уравнения (11.1) ме-

тодом Чепмена−Энскога при использовании общего асимптотическо-

го разложения функции распределения по числу Кнудсена. Этот ме-
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тод был использован в работе (Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013), в 

результате чего были найдены определяющие соотношения, замы-

кающие систему (11.3)-(11.5). В частности, в случае приближения ну-

левого порядка, когда распределение (0)f f  (т.е. является обоб-

щенным локально-максвелловским распределением (11.2)), было по-

казано, что тензор напряжения q  сводится к шаровому тензору 

(0)
q qp , а поток тепла 0q  . При этом внутренняя энергия q  и 

гидростатическое давление qp  задаются соотношениями 

1
2

[1 (1 )]
2

D
q

DkT
q

m
   ,    

2

2

[1 (1 ) ]

q
q q qD D

kT
p

m q


   

 
.                (11.6) 

Поскольку определение температуры в q-статистике достаточно 

произвольно (оно зависит от довольно произвольного определения 

температуры с точки зрения множителей Лагранжа), то далее мы бу-

дем интерпретировать величину 
2

/ 1 ( 1)DeffT T q      как обобщен-

ную температуру сложной неаддитивной системы. Естественно, что 

эта температура в корне отличается от абсолютной термодинамиче-

ской температуры T , характеризующей интенсивность хаотизации 

(беспорядочного движения) частиц системы. Заметим, что если запи-

сать через эффективную температуру effT  выражение для внутренней 

энергии (11.6), то для величины q  получим соотношение 

/2effDq kT m , которое совпадает при 1q  и 3D   с определени-

ем внутренней энергии в статистике Больцмана−Гиббса,  равному 

распределению энергии классического идеального газа по степеням 

свободы. Если сохранить обычные представления об обобщенной 

температуре effT , то тогда неравенство 0q   накладывает жесткое 

ограничение на величину параметра деформации .q В этом случае эн-

тропийный индекс удовлетворяет неравенству 0 1 2/q D   . 
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В приближении первого порядка были найдены следующие 

определяющие уравнения для потока тепла q  и тензора вязких 

напряжений q q qp  : 

( , )q qt gradT r ,    
2

( , ) ( )
3

T
qt
 

      
 

r u u u ,          (11.7) 

где  
1 /2

1 (1 )(1 /2)

q
q

D

D

kp

m q


  

  
,  

2
[ 1 ( 1 ) ]

q
q q D

kT
p

m q


    

 
 − соот-

ветственно коэффициенты теплопроводности и сдвиговой вязкости. 

11.2. Энтропия Бозе-газа в статистике Больцмана−Гиббса 

Прежде чем приступить к обсуждению проблемы чернотельного 
излучения в статистике Тсаллиса, сделаем следующее замечание. 
Осреднение микроскопических физических величин в q-статистике 

возможно с помощью трех распределений: ( )f r , ( )qf r , 

( )/ ( )q q df fr r z . Первое осреднение соответствует первоначальной 

статистике Тсаллиса (Tsallis,1988), второе (ненормированное) осред-
нение – статистике Курадо−Тсаллиса (Curado, Tsallis, 1991; Зарипов, 
2002, Колесниченко, 2018), третье нормированное (эскортное) осред-
нение – статистике Тсаллиса−Мендеса−Пластино (Tsallis и др., 1998). 
Различным способам осреднения соответствуют совершенно разные 
q-термодинамики. Именно по этой причине вопрос об использовании 

того или иного осреднения носит принципиальный характер в ряде 
физических приложений, поскольку различия в определении макро-
скопических параметров могут оказаться существенными при обра-
ботке экспериментальных данных. По мнению ряда авторов, получа-
емые при этом несоответствия могут быть благополучно устранены 
при использовании только нормированного эскортного распределе-
ния (см, например, Tsallis и др., 1998; Tsallis, 1999; Martinez и др., 
2000).  

Вместе с тем существует и иная точка зрения (которой придер-
живается автор данной работы), согласно которой единственно пра-
вильным осреднением в q-статистике Тсаллиса является осреднение с 

ненормированным распределением qf , наличествующее в ее акси-
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оматическом обосновании (см. Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970). 
Именно это распределение не приводит к переопределению понятия 
температуры, которая в этой статистике является интенсивным пара-
метром (т.е. абсолютной температурой T ), а не функционалом (так 
называемой физической температурой phT , зависящей от энтропии 

q ), как это происходит при иных определениях средневзвешенного 

осреднения. Отметим, что это и некоторые другие убедительные со-
ображения в пользу использования осреднения Курадо−Тсаллиса 
приведены в монографиях (Зарипов, 2002, 2010).  

Модификация чернотельного излучения рассматривалась в ряде 
работ (см., например, Tirnakli и др., 1997; Wang и др., 1998; 
Rovenchak, 2018), в которых в качестве отправной точки использова-
лось следующее обобщенное распределение Планка для собствен-
ных частот излучения фотонного газа:  

 1/( 1)

0 1/ 1 ( 1) 1( )
q

kT
qp


      .  

Можно легко убедиться в том (см. ниже), что это распределение по-
лучается из условия максимума модифицированной q-энтропии Бозе-

газа (Büyükkilic, Demirhan, 2000; Зарипов, 2010) только в том случае, 
когда в качестве осреднения микроскопических физических величин 

используется распределение ( )qp  . Несмотря на это обстоятельство, 

авторы цитируемых выше работ, исходя из приведенного равновес-

ного распределения 0( )p  , при выводе обобщенной q-

термодинамики Бозе-газа систематически использовали осреднение 

с распределением ( )p  , соответствующее оригинальной статистике 

Тсаллиса. В ряде других публикаций (см., например, Martinez и др., 
2002; Ma и др., 2019) за исходное равновесное распределение неэкс-
тенсивного фотонного газа принималось приведенное q-

распределение 0( )p  , в котором, однако, вместо абсолютной тем-

пературы T фигурирует физическая температура phT . Такая замена 

представляется совершенно не приемлемой, поскольку измерение 
величины phT  практически нереально, что связано с ее зависимостью 

от функционала энтропии q .  
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Бозе-газ состоит из бозонов − частиц, имеющих целый спин и 

подчиня- ющихся статистике Бозе−Эйнштейна28). Напомним классиче-

ский вероятностно -статистический способ нахождения энтропии Бо-

зе-газа. С этой целью рассматриваются различные равновероятные 

группы квантовых состояний 1,2,...j  , которыми может быть реали-

зовано изучаемое макроскопическое состояние ансамбля из  ча-

стиц Бозе-газа. 6 -мерное фазовое пространство делится на  

ячеек безразмерного объема : (2 ) ( )s
j j jg    r c , который характе-

ризует максимально возможное число микросостояний в j -ой ячейке, 

содержащей jn  Бозе-частиц  (здесь s  − число степеней свободы эле-

ментарной частицы). Далее определяется величина jjn  − число 

всех возможных способов заполнения частиц по  ячейкам. Данное 

число является по определению статистическим весом  , характе-

ризующим вероятность макроскопического состояния системы. Если 

теперь каждую группу из jn  частиц рассматривать как независимую 

подсистему и обозначить посредством 
jn ее статистический вес, то 

можно написать: 
jj n   . В классической статистике энтропия 

выражается логарифмической мерой статистического веса 

: ln ln
jj

k k n   . В случае статистики Бозе−Эйнштейна в каждом 

кван- товом состоянии может находиться любое число частиц, так что 

статистический вес 
jn

  есть число всех способов, которыми можно 

распределить jn  частиц по jg  состояниям. Тогда из условия, что в 

ячейке может находиться любое количество частиц, вытекает следу-

ющий вид статистического веса 
( 1)!

!( 1)!j

j j

j j

g n
n

n g

 
 


. Логарифмируя это 

                                                           
28) Бозе создал статистическую механику для газа фотонов, а Эйн-

штейн развил ее для описания массивных частиц. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%BE%D0%B7%D0%B5,_%D0%A8%D0%B0%D1%82%D1%8C%D0%B5%D0%BD%D0%B4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D0%B0%D1%82
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%BE%D1%82%D0%BE%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D0%B9_%D0%B3%D0%B0%D0%B7
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%B9%D0%BD%D1%88%D1%82%D0%B5%D0%B9%D0%BD,_%D0%90%D0%BB%D1%8C%D0%B1%D0%B5%D1%80%D1%82
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%B9%D0%BD%D1%88%D1%82%D0%B5%D0%B9%D0%BD,_%D0%90%D0%BB%D1%8C%D0%B1%D0%B5%D1%80%D1%82
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выражение и воспользовавшись для логарифмов всех трех факториа-

лов приближенной формулой Стирлинга ln ! ln( / )x x x e , найдем: 

 ln ln ( )ln( )j j j j j j j jjk n n g g g n g n      .  

Если записать эту формулу, используя среднее число /j j jn n g  

частиц в каждом из квантовых состояний j -й группы, то получим из-

вестное выражение для энтропии неравновесного Бозе-газа в класси-

ческом случае (см. Ландау, Лифшиц, 1964): 

 ln (1 )ln(1 )j j j j jjk g n n n n     .  

Легко убедиться в том, что условие экстремальности энтропии 

 приводит к дискретному распределению Бозе−Эйнштейна: 

 
1

exp ( )/ 1j jn kT


      . 

Заметим, что величина jn  есть дискретный аналог непрерывной 

функции распределения ( , )p r c  по фазовому пространству  : ;z r c . 

Переход от дискретного распределения jn  к непрерывному распре-

делению ( , )p p r c  Бозе частиц осуществляется заменой суммирова-

ния по j  интегрированием по всему фазовому пространству, безраз-

мерный элемент которого определяется соотношением  

: (2 ) s Dd g d d z r c ,  D Dd d dVdr c c   

где 2 1g S  , S  − спин частицы;)29).  

В итоге получим следующее выражение для классической энтро-

пии неравновесного Бозе-газа в случае непрерывных распределений: 

 ) )( ) ln (1 ln(1p p p pt k d     z .                           (11.8) 

                                                           
29) Интегрирование по dV  часто сводится к замене dV  на полный 

объем V  однородного фотонного газа. 
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Здесь ( , )p p r c  − плотность распределения квантовых частиц в фазо-

вом пространстве ( , )r c . 

11.3. Энтропия Бозе−газа в статистике Тсаллиса 

Обобщенное выражение квантовой энтропии (11.8) для Бозе-

газа, полученное в рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса в ра-

ботах (Büyükkilic, Demirhan, 1993, 2000), имеет вид: 

: 1 (1 )
1

q q
q

k
S p p d

q
     
 
 z .                                  (11.9) 

Энтропию (11.9) удобно записать в следующих двух эквивалентных 

формах: 

2 2
1

ln ln (1 )q
q q q

p
S k d p p

p
 

  
     

  
 z  

1 1
(1 ) ln ln (1 )q

q q
p

k d p p p
p

   
     

  
 z ,                    (11.10) 

где 
1 1

ln : ( ; )
1

q

q
x

x x R q R
q




  


 − так называемый «деформиро-

ванный логарифм» (см., например, Tsallis, 2009; Колесниченко, 2019). 

При 1q  из (11.10) следует выражение (11.8) для классической эн-

тропии неравновесного Бозе-газа для аддитивных систем. Используя 

(11.10), легко показать, что в статистике Тсаллиса энтропия Бозе-газа 

двух независимых систем также не обладает свойством аддитивно-

сти. 

Экстремум энтропии и равновесные состояния. Равновесные со-

стояния неэкстенсивных систем характеризуются распределениями, 

которые не меняются с течением времени. В состоянии равновесия 

энтропия должна иметь максимальное значение. Таким образом, за-

дача заключается в нахождении таких распределений 0( , )p r c , при 
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которых квантовая энтропия Бозе-газа (11.9) имеет максимальное 

значение, при следующих дополнительных условиях  
 

: ( , ) ( , ) , : ( , )q q
q qd p const p d const     z r c r c r c z ,          (11.11) 

 

выражающих постоянство полной энергии q  и полного числа частиц 

q  Бозе-газа. Следуя известному вариационному принципу Джейнса 

(Jaynes, 1963), приравняем нулю первую вариацию функционала  

( ): ( , ) q q
q p pp d d    r c z z ,                               (11.12) 

где параметры  и  являются множителями Лагранжа. Произведя 

теперь дифференцирование по ,p  получим 
 

   
11 1( 1)

1 ( , ) 0
1

qq qk q
q p p p d

p q k

             
    

 r c z .  

(11.13) 
 

Отсюда следует 

 
 1/ 1

0
0 0

0

1 (1 )
1 ( , )

q
p q

p k


  

     
 

r c ,            (11.14) 

или  

 0 0

0 0

1 11/ 1( , ) ( , )
0 2( , ) 1 ( 1) 1 exp 1

q

qkT kT
p q

 
   



              

r c r c
r c .   

(11.15) 
 

Это есть не что иное, как обобщенное распределение Бозе−Энштейна 

в статистике Тсаллиса. Здесь 0 01 /T    − равновесная температура и 

0 − равновесный химический потенциал Бозе-газа ( 0 0) . 

Присутствующая в (11.15) степенная функция 1/1[..] q  записана в 

виде так называемой экспоненты Тсаллиса, которая определяется 

следующим образом (Тсаллис, 2009): 

1
1

exp ( ) [1 (1 ) ]
q

q x q x


                                              (11.16)  
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При этом выражение, стоящее в квадратных скобках, либо положи-

тельно, либо равно нулю, [ ] max( ,0).y y  В пределе 1q  функция 

(11.16) принимает стандартный вид: 1exp ( ) exp( )q x x  . Легко прове-

рить, что имеют место следующие формулы: 

exp [ln ( )] ln [exp ( )]q q q qx x x  ,                                   (11.17) 

1/( 1)
2exp ( ) [1 (1 ) ] q
q x q x 
    ,   ( ; )x q  ,                        (11.18) 

2exp ( ) 1/exp ( )q qx x   ,   ( ;x q  ),                              (11.19) 

1
lnq q

d
x

dx x
 ,   exp ( ) [exp ( )]qq q

d
x x

dx
 ,     ( 0;x q  ).           (11.20) 

С помощью распределения (11.15) могут быть вычислены равно-
весные значения полного числа частиц и полной энергии системы: 

 

0
0 20

0

( , )
: ( , ) exp 1

q

q
q qp d d

kT





    
    

   
 

r c
r c z z ,                 (11.21) 

 

0
0 20

0

( , )
: ( , ) ( , ) ( , ) exp 1

q

q
q qp d d

kT





    
      

   
 

r c
r c r c z r c z .     (11.22) 

 

Заметим, что формула (11.21) определяет в неявном виде хими-
ческий потенциал 0 0 0( , )qT   Бозе-газа как функцию от температуры 

0T  и полного числа частиц 0q . 

Термодинамические соотношения. Получим теперь экстремаль-
ное (равновесное) значение 0qS  энтропии и основные соотношения 

обобщенной равновесной термодинамики. Подставляя для этого 
распределение (11.14) в выражение (11.10) для q-энтропии Тсаллиса 

и используя формулу (11.19), получим: 

0
0 0 2 2 0

0

1
ln ln (1 )q

q q q
p

k p p d
p

 

  
     

  
 z  

 

  
 0 0

0 2 0

( , )
ln (1 )q

qk p p d
k



   
    

 


r c
z  
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0 0 2 0( ) ln (1 )q q qk p d     z
0 0 0 0 0 0( )q q q    .    (11.23) 

 

Здесь  

 1
2 0: ( , ) ln 1 ( , )q q qd k p d
      r c z r c z              (11.24) 

− термодинамический потенциал полного числа частиц бозонного га-
за; ( , )q r c − локальный термодинамический потенциал частиц, опре-

деляемый как 

 
 

1
0

2 0

1 1 ( , )
( , ): ln 1 ( , )

(1 )

q

q q

pk k
p

q





 
      

  

r c
r c r c  

 

 0

0

1
( , )

2ln 1 expq q kT

k 
 



        

r c .                          (11.25) 

 

Используя производные от распределения 0p  по параметрам 0 0,   

и   
 

   
0

21
0 0 0 00/ [ ( , ) ] ( , ) 1 ( , )

qqp k p p



      r c r c r c ,  

 

   
0

21
0 0 0 00/ ( , ) 1 ( , )

qqp k p p



     r c r c ,   

 

   
0

21
0 0 00/ ( , ) 1 ( , )

qqp k p p



    r c r c                     (11.26) 

 

и формулы (11.20), легко получить следующие уравнения равновес-
ной термодинамики для системы Бозе-газа с переменным числом ча-
стиц: 
 

1
0 2 0ln (1 )q qk p d

    z ,                                        (11.27) 
 

0 0 0/q q   ,   0 00( , ) ( , )/q
qp   r c r c ,                        (11.28) 

 

0 0 0 0 0 0( )/ ( , )q
q q p d       r c z ,   

1
0 0 0/q q

   ,          (11.29) 
 

 0 0 0 0 0/ ( , )q
q qd d d p d    r c z .                                 (11.30) 

 

Вторая вариация функционала (11.12) имеет вид: 
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2

2 2 21
1 (1 ) ( , ) ( )

q
q p

kq p q p d
k p




    

          
   

 r c z ,    (11.31) 

из которого следует, что при 0q  экстремум соответствует макси-

муму функционала, 2 0  . Таким образом, распределение (11.15) 

максимизирует обобщенную q-энтропию для бозонного газа. 

Можно показать, что из принципа максимум равновесного рас-

пределения q-энтропии Бозе–Эйнштейна следует, что энтропия рав-

новесного состояния 0q  больше, чем энтропия ( )q t произвольного 

состояния, 0 ( )q q t . Таким образом, q-энтропия Бозе-газа непре-

рывно растет в направлении равновесия, где энтропия становится 

максимальной и достигает конечного значения.  

11.4. Энтропия световых квантов Бозе.  
Черное излучение 

Электромагнитное излучение, находящееся в тепловом равнове-
сии (так называемое черное излучение) можно рассматривать как фо-
тонный газ. В силу целочисленности момента импульса фотонов этот 
газ подчиняется статистике Бозе−Эйнштейна. Поскольку фотоны не 
взаимодействуют друг с другом (принцип суперпозиции для электро-
магнитного поля), то состоящий из фотонов газ можно считать иде-
альным. Для возможности установления теплового равновесия в из-
лучении необходимо наличие хотя бы небольшого количества мате-
риальной среды. Механизм, обеспечивающий установление равнове-
сия, заключается при этом в поглощении и испускании фотонов веще-
ством. Это обстоятельство приводит к существенной специфической 
особенности фотонного газа − число частиц  в нем является пере-
менной величиной и само должно определиться из условий теплово-
го равновесия, что приводит к равенству нулю химического потенци-
ала   фотонного газа (Ландау, Лифшиц, 1964).  
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Следовательно, распределение фотонов по различным уровням 
энергии :   (где  − собственная частота колебаний черного из-

лучения в данном объеме V ) определяется формулой (11.15) с 0 : 
 

   
1 11/ 1

21 ( 1) 1 exp 1
q

qkT kT
p q

 
 

 
          

 .            (11.32) 

Это есть так называемое обобщенное распределение Планка в стати-
стике Тсаллиса.  

Заметим, что в силу определения (11.16) экспоненты Тсаллиса, 

второе представление распределения p  в формуле (11.32) справед-

ливо в том случае, когда при 1q  имеет место неравенство 

1/ (1 )kT q     или когда при 1q  и 1/ (1 )kT q    . 

Для непрерывного распределения энергии фотонов, число кван-
товых состояний фотонов с частотами собственных колебаний в ин-
тервале частот между  и d  может быть задано как (Ландау, 
Лифшиц, 1964)  

     2 2 3( / )d V c d   z .                                           (11.33) 

где с  − скорость света в вакууме, а  − угловая частота. Умножив рас-
пределение (11.32) на эту величину, найдем число фотонов в данном 
интервале частот:  

 
2

22 3
( , , ) exp 1

q

rad q kT
d T q V d

c







    
 

,                  (11.34) 

а умножив еще на  , получим энергию излучения, заключенную в 

этом же участке спектра:  

 3
22 3

( , , ) exp 1
q

rad q kT
d T q V d

c





     
 

.                 (11.35) 

Формула (11.36) для спектрального распределения энергии черного 

излучения является обобщенной формулой Планка в статистике Тсал-

лиса.  

Обобщенный закон Планка (11.32) описывает распределение 

электромагнитной энергии (или распределение плотности фотонов), 
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излучаемой черным телом при данной температуре T . Закон Планка 

может быть представлен в различных вариантах, включающих такие 

параметры, как плотность потока или спектральное распределение. 

Два предельных случая, а именно, kT и kT , заслуживают 

особого внимания.  

В низкочастотном или высокотемпературном пределе ( kT ) 

из соотношения (36), при учете разложения  2
0

exp ( ) 1 ...q
x

x x



   , по-

лучим: 

1
2

2 3
( , , )

q

rad
kT

d T q V d
kTc


 

    
  

1
3

2 3
( )

q
q qV kT

c


 


.             (11.36) 

В статистической термодинамике Тсаллиса эту формулу можно счи-

тать q-обобщением классической формулы Рэлея–Джинса  

2 3 1 2( ) ( )d V c kT d     .                                         (11.37) 

Она справедлива, если 1 q  . Из (11.36) видно, что с уменьше-

нием q  черное тела излучает меньше энергии по сравнению со стан-

дартным излучением закона Рэлея–Джинса.  

В случае больших частот ( kT ) соотношение (11.35) при уче-

те формулы 2exp ( ) 1/exp ( )q qx x    дает: 

3
2 3

( , , ) exp

q

rad qd T q V d
kTc

  
      

   
.                        (11.38) 

При написании выражения (11.38) использовано свойство 

exp ( ) 0q
x

x


   деформированной экспоненты Тсаллиса (Tsallis, 2009). 

Выражение (11.38) можно рассматривать как q-обобщение классиче-

ского закона Вина. Заметим, что в пределе слабой связи 1q  фор-

мулы (11.37) и (11.38) восстанавливают свои классические выраже-

ния. 
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Термодинамика черного излучения. Интегрируя (11.36) по всем 

частотам, получим полную энергию фотонного газа (черного излуче-

ния) в объеме V  

 3
22 3

0

exp / 1( , ) q
qrad kT dT q V

c







      


 .                    (11.39) 

Используя обозначение : /x kT  , перепишем формулу (311.9) 

в виде: 

3
2

0

4

2 3
exp ( ) 1( , )

q

qrad x x dx
kT

T q V
c




 
 

     
  

 .                   (11.40) 

В выражение (11.40) входит интеграл вида 3
2

0

exp ( ) 1
q

qx x dx




   , 

который при 1q  равен 4 /15 6.49394  (Ландау, Лифшиц, 1964).  

Обозначим интеграл через30)  
 

( )
24

0

15
: exp ( ) 1

qn n
q qJ x x dx




   
 .                          (11.41) 

 

Тогда для полной энергии излучения будем иметь:  
 

(3) (3)
5 4

4 4 4
3 3

( , )
15

rad q q q
k

T q VT J Va J T Va T
c h


   ,                (11.42) 

 

где  
(3):q qa aJ ; 5 4 3 3 15 3 4/15 7,56566(7) 10a k c эргcм К       − по-

стоянная давления излучения. 

Как известно, при 0  термодинамический потенциал 

( , , )rad V T q  совпадает со свободной энергией ( , , )rad V T q . При ис-

пользовании формулы (11.29), в которой положим 0 , для величи-

ны rad   получим: 

                                                           
30) Вычисление интегралов такого рода проведено в работе (Колесни-

ченко, 2020). 
 

 

( ) (1 )( )( )

4
(1 )( 1)0

15 (1 ) !

!( 1)!( 1)

n n k q n kn
q n

q n kk

q n
J

k n kq

  

  

  
 

   

 
 
 

 . 
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4 3

0 0

1

3
rad rad q qd Va d V a

 
           .                            (11.43) 

Отсюда  

(3)
4 5

3

4( ) 1 1
( , , )

3 345( )
rad q q rad

kT
V T q V J V a T

c


      .              (11.44) 

Энтропия чернотельного излучения в статистической термоди-

намике  Тсаллиса равна 

34
( , , )

3
rad

rad qV T q V a T
T


  


.                                  (11.45) 

Она пропорциональна кубу температуры.  

Полная энергия излучения, согласно (11.23), равна 

4 3rad rad rad q radT Va T     .                              (411.6) 

Таким образом, полная энергия черного излучения пропорциональна 

четвертой степени температуры (закон Больцмана).  

Для теплоемкости чернотельного излучения 

 , : /rad V rad V
C T    имеем: 

3
, 4rad V qC V a T .                                             (11.47) 

Наконец, давление и уравнения состояния определяются соот-

ношениями: 

41
( , )

3
rad

rad q
T

P T q a T
V

 
   

 
,                                   (11.48) 

41

3 3
rad

rad qP V V a T   .                                         (11.49) 

Таким образом, несмотря на зависимость термодинамических вели-

чин от параметра деформации q , уравнение для полной энергии из-
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лучения (11.46) и уравнение состояния (11.49) остаются неизменными 

и в  формализме Тсаллиса. 

11.5. Замкнутая система уравнений q -гидродинамики 
для пропланетного аккреционного диска  
с равновесным излучением 

В эволюции многих протопланетных аккреционных дисков, осо-

бенно на ранней стадии их возникновения, большую роль играет 

давление излучения, как фактор их гидростатического равновесия. 

Впервые анализ неустойчивости в аккреционных дисках относительно 

осесимметричных возмущений с учетом давления излучения был 

проведен в работе Шакуры и Сюняева (Shakura, Sunyaev, 1976). В по-

следующих работах рассматривались общие политропные модели 

(Camenzind и др.,1986), учитывались неосесимметричные возмуще-

ния (McKee, 1990), звуковые и эпициклические колебания (Хопеpсков, 

Хpапов,1995; Фридман, Хоперсков, 2011) и т.д.  

Ниже мы используем приведенную выше систему уравнений q- 

гидродинамики для моделирования неустойчивости околосолнечно-

го допланетного толстого диска, вещество которого состоит из смеси 

вещества (находящегося в состоянии идеального q-газа) и чернотель-

ного изотропного излучения при температуре ,T  распространяющего-

ся по всем направлениям. Будем предполагать, что протопланетный 

диск является оптически толстым и распределение поля излучения 

близко к равновесному. Подчеркнем также, что диск в значительной 

мере обладает осевой симметрией, что является следствием его вра-

щения вокруг центральной звезды. Далее будем также предполагать, 

что диск является самогравитирующим, для которого вертикальная 

структура (вдоль оси вращения) определяется балансом сил давления 

и гравитации самого диска. 

В случае пренебрежения гидродинамическими диссипативными 

процессами и нагревом космического вещества, обусловленным дис-

сипацией и процессами ионизации и возбуждения, исходная система 
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q-уравнений, состоящая из аналога уравнений Эйлера и уравнения 

Пуассона, имеет вид31) (см., например, Колесниченко, 2019):  

/ div( ) 0t    u ,                                              (11.50) 
 

1/ grad gradd dt P   u ,                                      (11.51) 
 

4 G   ,                                                       (11.52) 
 

1
// div Qd dt P d dt   u ,                                    (11.53) 

 

где соотношением / : / ( grad)d dt dt  u  определяется полная 

производная структурной величины ( , )tr по времени. Здесь  
4( ) /3radq q qP ,t p P p a T   r ,                                  (11.54) 

 

4( , ) /radq q qt a T      r                                   (11.55) 

− соответственно полное давление и полная внутренняя энергия (на 
единицу массы) смеси идеального q-газа и чернотельного излучения; 

/Qd dt  − полная скорость выделения тепла за счет вязкой диссипа-

ции и энергия, уносимая теплопроводностью и излучением из эле-
мента среды при его движении; 

( , )
( , ) ( , )

2 (1 )
q vq

D kT t
t c T t

q D m
  

 

r
r r  − внутренняя энергия (на еди-

ницу массы газовой составляющей допланетного диска); 
4/rad qa T    − удельная энергия излучения (в статистике Тсаллиса) 

черного тела, находящаяся в единице массы; T  − абсолютная темпе-

ратура;  
2 2

( , ) ( , ) ( , )
2 (1 )

q q
D D

k
p t T t t

q m
   

 
r r r  − газовое давле-

ние в неэкстенсивной дисковой системе (аналог закона состояния в 

кинетической теории идеальных газов); 
4/3rad qP a T  − лучевое дав-

ление; 
(3):q qa aJ  − модифицированная постоянная излучения Стефа-

на− Больцмана (см. (11.41)); 
( , )

( , )
V

t
t G d


  




r
r r

r r
 − гравитацион-

                                                           
31) Далее индекс q  у ряда гидродинамических и термодинамических 

переменных мы будем опускать. 
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ный потенциал, являющийся решением уравнения Пуассона (11.8) 
(интеграл здесь берется по всему объему ,V  занимаемому допланет-

ным облаком); 
2 (1 )

vq
D

D

k
c

q m


 
 − удельная изохорная теплоем-

кость газовой составляющей смеси. Определим также показатель 
адиабаты газового вещества диска, как отношение /q gas pq vqc c   

. Тогда 

2 2/q gas Dq      ,    1 )/(2 D D   .                             (11.56) 

Уравнение для полной внутренней энергии (11.53) удобно пере-
писать, используя уравнение неразрывности (11.50), в обычной фор-
ме первого начала термодинамики  

 

/ / / /QTd dt d dt d dt Pdv dt   ,                              (11.57) 
 

выражающего скорость /d dt  изменения энтропии  (на единицу массы) 

дискового вещества и излучения при движении элемента среды 

вдоль его траектории. Здесь ( , ) 1/v t  r  − удельный объем вещества 

протопланетного диска. 
Изоэнтропические изменения в среде, содержащей q-газ иq-

радиацию. Далее мы будем рассматривать такие движения космиче-

ского вещества (находящегося в состоянии идеального q-газа) и чер-

нотельного q-излучения, для которых энтропия каждой частицы сре-

ды (вещество + излучение) остается в первом приближении постоян-

ной на протяжении всего пути частицы, т.е. 

/ / 0d dt t    u . Подобные обратимые и адиабатические 

движения являются изоэнтропическими. Для них энергетическое 

уравнение (11.21) сводится к уравнению  

/ div 0d dt P  u ,                                                  (11.58) 
 

выражающему тот факт, что скорость изменения полной внутренней 
энергии движущегося элемента среды равна работе по сжатию этого 
элемента, совершаемой окружающей средой.  

Вместе с тем для астрофизических целей часто удобно использо-

вать другие формы уравнения (11.58), которые впервые были выве-

дены Эддингтоном (Еddington, 1988) и Чандрасекхаром (Чандрасек-
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хар, 1950). Эти формы справедливы, когда давление P  и внутреннюю 

энергию  дисковой среды можно вычислить из соответствующих 

уравнений состояния как функций от удельного объема v  и темпера-

туры T  (или энтропии ) в зависимости от исследуемого процесса. 

Для «медленного» процесса, характеризуемого временем, много 

большим времени теплопередачи, любые возмущения профиля тем-

пературы будут успевать релаксировать. Следовательно, этот процесс 

можно рассматривать как изотермический, при котором 

0( ) ( )P P v,T P v  . «Быстрый» процесс (по сравнению с процессом 

теплопереноса) можно считать адиабатическим в силу нехватки вре-

мени для обмена теплом двух соседних областей: 0 const  и 

0( ) ( )P P v, P v  . 

Из энергетического уравнения (11.58) для квазистатического 
процесса следует 

12 (4 ) .
vq

rad q rad q
pq vqv T

cv
dT dv Pdv P p dT P p dv

T v T c c

     
                  

 (11.59) 
Следовательно, для изоэнтропических изменений имеем 

1
12 (4 ) ln 0.

1
rad q rad q

q

P p dlnT P p d v
 

    
   

                 (11.60) 

Введем теперь адиабатические показатели смеси вещества и излуче-

ния 1 2,   и 3  соотношениями  
 

1/ /dlnP dt dln dt  ,                                            (11.61) 
 

2
3

2

1
( 1)

d d d
lnT ln ln P

dt dt dt

 
    


,                           (11.62) 

 

которые могут быть использованы вместо энергетического уравнения 
(11.58). С учетом уравнений состояния для смеси идеального q-газа 

(11.6) и идеальногоq-излучения» (11.49) можно записать 
 

( ) (4 ) lnrad q rad q qdP d P p P p dlnT p d v     .                   (11.63) 
 

Следовательно, (11.61) есть не что иное, как 
 

1(4 ) [ ( ) ] ln 0rad q rad q qP p dlnT P p p d v      .                  (11.64) 
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Из (11.60) и (11.64) следует, что  
 

1

1

12 ( 1) 4

4 ( )

rad q q rad q

rad q rad q q

P p P p

P p P p p

   


   
.                        (11.65) 

 

Введем теперь в рассмотрение коэффициент : /gasp P  , харак-

тери- зующий долю вещества в полном давлении системы32). При ис-
пользовании этого коэффициента соотношение (11.65) можно пере-
писать в виде: 

2

1

(4 3 ) ( 1)

12( 1)(1 )

q

q

   
 

   
,     ( 1 1 2/q Dq     ).              (11.66) 

Легко можно показать, что имеют место следующие соотношения:  
 

1
2

1

(4 3 )( 1)(4 3 )
1

3(1 ) 3( 1)(1 )(4 )

q

q

     
   

      
,                    (11.67) 

 

1 1 2
3

2

(4 3 )( 1)( 1)
1 1 1

4 3 12( 1)(1 )

q

q

       
      

      
.           (11.68) 

Если rad qp p , то все обобщенные показатели адиабаты   для 

«q-газа +излучение» совпадают с показателем адиабаты чистого q-

газа  2/ 2q D q    , а когда присутствует одно лишь излучение аб-

солютно черного тела ( q radp p ), то они равны 4 /3. Таким образом, 

для смеси «идеального q-газа» и q-радиации обобщенные показатели 

адиабаты принимают промежуточные значения от 4 /3 до q . 

11.6. Джинсовская гравитационная неустойчивость          
в неэкстенсивной кинетической теории 

Рассмотрим здесь простейшую задачу возникновения неустойчи-
вости в бесконечной покоящейся сферически однородной среде. 

                                                           
32) На особую важность отношения (1 )  для теории звездной струк-

туры впервые указал Эддингтон. В известном отрывке из его книги «Внут-

реннее строение звезд» Эддингтон связывал это отношение с «явлением 

звезды» («happening of the stars»). 
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Напомним, что при рассмотрении гравитационной неустойчивости 
Дж. Джинс рассматривал однородное состояние самогравитирующей 
среды в состоянии покоя, что не совсем корректно, так как такое со-
стояние не является состоянием равновесия. Тем не менее его вывод 
критерия неустойчивости можно рассматривать как первое прибли-
жение, которое в наиболее простых случаях дает правильный поря-
док нижней критической длины волны возмущения, ведущего к не-
устойчивости (см., например, Сафронов, 1969; Фридман, Хоперсков, 
2011). 

Линеаризованные основные дифференциальные уравнения 
(11.50)-(11.53) для случая чисто радиального сферически симметрич-
ного движения с учетом допущений, что невозмущенное состояние 

является равновесным 0 0( , 0)u u u u    и что уравнение Пуассона 

(11.52) можно применить лишь к возмущениям плотности (условие 

0 0   называют иногда «мошенничеством» Джинса (см. Jeans, 

1902)), имеют вид: 
 

0/ ( )/ 0t u r      ,                                        (11.69) 
 

1 2
0 0 0/ / / /u t P r P r r              ,                        (11.70) 

 

0 1,0 0( / )/ ( / )/d P P dt d dt     ,                                  (11.71) 
 

2 2/ 4r G       .                                             (11.72) 
 

Уравнение (11.71) тривиально интегрируется. Если выбрать постоян-

ную интегрирования так, чтобы 0P   при 0  ,  то получим 
 

0 1,0 0/ ) /P P     .                                            (11.73) 
 

Допустим теперь, что характерная длина, связанная с простран-

ственными изменениями величин 0P  и 0 , велика по сравнению с 

другими характерными длинами задачи (это так называемое при-
ближение коротковолновой акустики), т.е. можно пренебречь произ-

водными 0 /P r   и 0 / r  . При этих дополнительных упрощающих 

предположениях уравнение неразрывности, импульса и энергии лег-
ко объединить в одно уравнение для адиабатической звуковой вол-
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ны33) (см., например, Ландау, Лифшиц, 1964) 
 

2 2 2 2 2
,0 0/ / 4 0St v r G              .                          (11.74) 

 

Здесь возмущенная производная давления /P r   выражается, со-

гласно (11.73), через возмущенную производную плотности / r   в 

виде  
 

 ,0
2

1,0 0 0( )/ / / /SvP r P r r          ,                         (11.75) 
 

 Где ,0
2
Sv − адиабатическая (или лапласова) скорость звука в дисковой 

среде. При написании (11.75) было учтено, что 
 

,0 ,0 ,00 0 0

0 0 0 0 0 0/2 (

1 1 1 1 2

1 (1 ) 1)

q rad q

qD D

p p pP kT kT

q m m


   

         
.    

(11.76) 
 

Заметим, что в частном случае, когда 1q  и 3D  , имеем класси-

ческий идеальный газ , 1 5/3  . Отсюда следует, что  
 

1/2
2

0
,0 0

0 0

2(4 3 )
1

3 (8 7 )
Sv

k
T

m

   
        

.                          (11.77) 

 

Когда излучение отсутствует ( 0 1  ), то  
1/2

,0 ,0 1 0: ( / )S gasv v kT m    − 

адиабатическая скорость звука в идеальном газе.  

Если 1q  (идеальный q-газ) и излучение отсутствует ( 0 1  ), то  
 

1/2 1/2
0 0

,0
/ 2

2 2 2/

( 1) (1 ) 1

q
S

q

v
D

D D

kT kT q

m m q

    
          

.                 (11.78) 

 

Уравнение (11.74) является линейным и однородным уравнени-
ем в частных производных, следовательно, к нему применим метод 
нормальных колебаний (метод мод). Решая уравнения (11.74) для 

возмущенной плотности в виде exp( k )i t i r    , описывающем 

волны с угловой частотой , волновым вектором k  в направлении r
                                                           

33) При изучении возмущённых состояний самогравитирующего кос-
мического вещества, часто приходится иметь дело с разновидностью зву-
ковых волн.  
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34) и длиной волны 2 /kr   , получим следующее дисперсионное 

уравнение для бегущей волны  

,0 1,0 02 2 0
0

0 0 0

1
k 1 1 4 4 0

4 3

qp
G

     
         

      
,              (11.79) 

которое с учетом соотношений (11.40) и (11.41) принимает «стан-

дартный» вид 

2 2 2
,0 0k 4Sv G     .                                           (11.80) 

Здесь адиабатическая скорость звука ,0Sv  определяется формулой 

(11.75).  

Для устойчивых волн с частотами  имеем 2 0  , тогда как не-

устойчивость соответствует условию 2 0  . Эти два класса разделяет 

случай нейтральной устойчивости 2 0  , что соответствует модам с 

критической длиной волны возмущения 

2 /kсr сr   ,   
2 2 2

0k /сr сr Sv  ,   
2

04сr G    .                       (11.81) 

Из уравнения (11.80) следует, что граничное значение k kсr  

разделяет устойчивые (k k )сr  и неустойчивые (k k )сr  пульсации 

плотности. При малых k  (длинные волны) пульсации будут расти со 

временем и появляется нестабильность Джинса, а коротковолновые 

пульсации плотности (большие k , малые длины волн) колеблются, 

т.е. распространяются в виде звуковых волн. 

Таким образом, критическая длина волны возмущения, равная 

                                                           
34) Следует заметить, что линеаризованное уравнение импульса тре-

бует, чтобы скорость u  была параллельна волновому вектору k  
(Ландау, Лифшиц, 1964). Следовательно, скорости частиц жидкости, свя-
занные с адиабатическими звуковыми волнами, параллельны направле-
нию распространения волн. 
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11
22 22

0 0 0 0
2

0 0 0 0 0

2 2 (4 3 )1

1 12 ( 1)(1 )

S S
сr

сr q q
D

v v kT

G mG

       
                         

, 

(11.82) 

является размером мельчайших «капель» рассматриваемой «фрак-

тальной» газовой среды с излучением, которые могут удерживаться 

вместе собственным гравитационным притяжением. Следовательно, 

модифицированный в рамках неэкстенсивной кинетической теории 

критерий неустойчивости Джинса для смесиq  -газа и чернотельной 

q -радиации будет выглядеть следующим образом: длина неустойчи-

вой волны возмущения r  должна удовлетворять неравенству 

11
2 22 00

0 2
0 0 0 0 0

(4 3 ) ( 1)2
1

( 1) 12 ( 1)(1 )

q
r cr S

q q
D

kT
v

G mG

       
        
               

.(11.83) 

Заметим, что в традиционной литературе длину  

   
1/2 1/22

,0 0 1 0 0/ /gasv G kT mG        ,                    (11.84) 

соответствующую размеру области сжатия самогравитирующего газа, 

называют длиной Джинса. С учетом (11.83) критерий неустойчивости 

Джинса в неэкстенсивной кинетике может быть переписан в виде:  

            

1/2
2

00
2

,0 1 0 0 0

(4 3 ) ( 1)1 2
1

( 1) 12 ( 1)(1 )

qSr

gas q q
D

v

v 
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2
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1 0 0 0

)

) )

(4 3 ) (1 2/1 2/
1 .

(1 2/ 12 (1 2/ (1 )

DD

D

q

q D q

     
               

     (11.85) 

Отсюда следует: 
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1.Если 1q (при этом 1 1 2/D   ), то фактор 
 

1/2
2

0
2

1 0 0 0

(4 3 ) 2/1
1 1

24 (1 )/

D

D

   
            

.                        (11.86) 

 

Следовательно, критическая длина волны возмущения в рассматри-

ваемом случае больше джинсовской, т.е. благодаря давлению излу-

чения система стабилизируется. 

2.Если 1q , но излучение отсутствует 0 1  , то фактор  

1/2

1

1 2/
2/

1 2/

D
D

Dq

 
   

   
,    0 1 2/Dq   .                   (11.87) 

В этом случае критерий гравитационной неустойчивости зависит от 

численных значений параметров деформации q  и нецелой размерно-

сти пространства скоростей D . При этом возможна ситуация, при ко-

торой гравитационно- устойчивое (на основе классической статистики 

Больцмана−Гиббса) облако газа, будет неустойчивым согласно неэкс-

тенсивной статистике Тсаллиса (см. Колесниченко, Маров, 2014; Kole-

snichenko, Marov, 2014, 2016). 

Связанная с cr  критическая масса (масса, содержащаяся внутри 

сферы диаметром cr ) определяется соотношением  

3 3
0( /6)cr cr      ,                                          (11.88) 

где  

 
3/23

0 0 1 0 0( /6) ( /6) /kT mG                              (11.89) 

─ критическая масса Джинса. Возмущения с массой r , превышаю-

щей критическую массу Джинса  ( 1 ), могут расти, формируя 

гравитационно- ограниченные структуры, в то время как возмущения 

с массой r  меньше  не растут и ведут себя как акустические 
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волны. При этом для самогравитирующих неэкстенсивных сред с из-

лучением критические значения длины волны и массы явно зависят 

от энтропийного индекса q , нецелой размерности пространства ско-

ростей D  и коэффициента , которые, являясь свободными парамет-

рами, должны определяться в каждом конкретном случае эмпириче-

ским путем из экспериментальных данных. Это позволяет при иссле-

довании неустойчивости самогравитирующих космических объектов в 

рамках неэкстенсивной статистики более обоснованно моделировать 

реально складывающуюся ситуацию.  

Следует отметить, что дальнейшее развитие предложенного 

здесь подхода может быть связано с учетом влияния на джинсовскую 

неустойчивость вращения среды, магнитного поля, вязкости и других 

диссипативных эффектов. 

11.7. Гравитационная неустойчивость Джинса  
для намагниченной плазмы  
с чернотельным излучением 

Исходные бездиссипативные уравнения намагниченной плазмы 

с радиационными процессами состоят из уравнений: уравнений Эй-

лера для идеальной q -жидкости, уравнения Пуассона и уравнения 

магнитной индукции в магнитной гидродинамике:  

/ grad( ) 0t    u ,                                    (11.90) 
 

1/ grad gradd dt c P     u j ,                             (11.91) 
 

3( 1)
dT T d

dt dt


  


,    1

3

(4 3 )( 1)
1 1

4 3 12( 1)(1 )

q

q

    
    

     
,      (11.92) 

 

4 G   ,                                                   (11.93) 
 

/ rot( )t   u ,    div 0 .                           (11.94) 
 

Здесь 0 0 z  i  ─ магнитное поле; c  ─ скорость света; 

( /4 )c rot j ─ сила тока; 1 1 2/q Dq     .  
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Линеаризуем уравнения (11.90)-(11.94), предполагая, что невоз-

мущенное состояние среды является однородным и равновесным

0 0( , 0)  u u u u  и что 0 0  ; тогда, в случае цилиндрически сим-

метричного движения ( x zx z r i i ), получим35): 

 

0/ div 0t   u ,                                             (11.95) 
 

0 0 0
0

0 0 0 0 0

4 3grad gradT 1
grad (rot )

4

P

t T

     
       

     

u , 

(11.96) 
 

1
3,0 0 0/ ( 1) / 0T t T t          ,                               (11.97) 

 

4 G     ,                                                       11.70) 
 

0/ rot( )t   u ,    div 0  ,                                      (11.99)  

где  

                                                           
35) Известно, что проблему устойчивости самогравитирующего дву-

мерного газового облака в принципе нельзя описывать в рамках двумер-

ного приближения, поскольку оно заведомо является сильно неустойчи-

вым (см., например, Фридман, Хоперсков, 2011). Однако при наличии 

сильного внешнего гравитационного поля с цилиндрической геометрией и 

с образующей вдоль оси вращения облака, возможно обеспечить его 

устойчивость в случае, когда угловая скорость вращения достаточно вели-

ка. В этом случае структура допланетного облака вдоль оси вращения бу-

дет определяться исключительно его самогравитацией. Разумеется, этот 

случай искусственный, поскольку в реальных астрофизических системах 

такие цилиндрические поля если и встречаются, то без вложенных дисков. 

Вместе с тем рассмотрение такого вложенного в цилиндр самогравитиру-

ющего газового диска представляет определённый математический инте-

рес, поскольку только в этом случае можно выделить эффекты, к которым 

приводит самогравитация в чистом виде. Именно такие модели рассмат-

ривались в большинстве классических работ по астрофизическим дискам 

(см., например, Goldreich, Lynden-Bell, 1965; Hunter ,1972; Toomre, 1964). 
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.             (11.100) 

Получим теперь в рамках неэкстенсивной механики Тсаллиса 

дисперсионное уравнение для определения критерия неустойчивости 

однородной плазмы с учетом воздействия радиационного давления. 

Используем для этого метод нормальных колебаний, при условии 

экспоненциального возмущения всех пульсирующих параметров: 

, , ,u T     и  , т.е. когда они пропорциональны 

exp[ ( k k )]x zi t x z   . Здесь  ─ частота гармонических колеба-

ний, 2 2k k kx z   ─ волновое число. В результате будем иметь: 

    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2k k k k k k 0z Alf x z x zV V         
 

,     

(11.101) 

где  

20 0 0 0 0
3,0 ,02 2

0 0

4 3 4 4
1 ( 1

k k
Sv

P G G       
       

  

;            (11.102) 

2
0 0/ 4AlfV                                               (11.103) 

─ альфвеновская скорость плазмы. 

Рассмотрим два простых случая:  

1. Для поперечного распространения волн (когда k kx , k 0z ) урав-

нение (101) сводится к простой форме (сравни с (11.80)) 
 

2 2 2 2 2
,0 0k k 4 0Alf x S xvV G       ,                               (11.104) 

для которого, с учетом формулы (11.75), критерий гравитационной 

неустойчивости самогравитирующей плазмы с магнитным полем и 

радиационным давлением принимает вид: 
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.  (11.105) 

2. В случае продольного (к направлению магнитного поля) распро-

странения пульсационных волн (для которых k kz  , k 0x  ) 

уравнение (101) сводится к следующим двум уравнениям: 
 

2 2 2k 0Alf zV   ,   
2 2 2

,0 0k 4 0S zv G      .                   (11.106) 

Таким образом, в поперечном режиме распространения волны 

возмущения критерий неустойчивости Джинса для плазмы модифи-

цируется магнитным полем и радиационным давлением. В случае 

продольного режима на джинсовский критерий не влияет магнитное 

поле, поскольку этот режим обеспечивает Альфвен-режим движения 

отдельно от гравитационного режима. 

В заключение этой главы отметим, что экзопланеты образуются 

из протопланетных дисков в результате потери ими устойчивости. 

Гравитационная неустойчивость является фундаментальным процес-

сом фрагментации гравитирующего космического вещества прото-

планетного диска. В конечном счете, именно с ней связано формиро-

вание экзопланет. Однако полной ясности в том, какие физико-

химические процессы идут при их формировании и какие из них до-

минируют, до сих пор нет. Большинство обнаруженных на сегодня 

протопланетных дисков вокруг солнечноподобных звезд сильно от-

личаются от протопланетного диска Солнца. По этой причине совре-

менная теория, которая используется для описания Солнечной систе-

мы, только одна из многих, и для описания эволюции звездных про-

топланетных дисков она очевидно намного сложнее. Об этом, в част-

ности, свидетельствует коллекция обнаруженных во Вселенной экзо-

планет, которые весьма разнообразны. В связи со сказанным назрела 

необходимость в создании нестандартных моделей, объясняющих 

многообразие протопланетных дисков и планетных систем. 

Предложенный здесь подход может быть распространен на про-
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цессы, связанные, например, с исследованием гравитационных воз-

мущений экзопланетных дисков с излучением, с исследованием соб-

ственных частот колебаний вертикально неоднородных магнитных 

протопланетных дисков и др. При этом следует заметить, что числен-

ное значение параметра деформации q  играет существенную роль. К 

сожалению, проблема его определения все еще остается открытой. 

Вместе с тем, в настоящее время имеются серьезные успехи в ге-

лиосейсмологии, которая исследует внутреннюю структуру и динами-

ку Солнца (см. Gough, 2012). В солнечной атмосфере установлены и 

изучены почти 10 миллионов резонансных мод колебаний. Их часто-

ты измерены с достаточно большой точностью, что позволяет иссле-

довать внутреннюю структуру Солнца на больших глубинах (Gough, 

Hindman, 2010). Эти результаты поднимают ряд теоретических вопро-

сов, ответы на которые необходимы для понимания того, как на са-

мом деле эволюционирует обычная звезда с протопланетным дис-

ком. Поскольку гелиосейсмология приводит экспериментальные до-

казательства присутствия неэкстенсивных эффектов в недрах звезды 

(в частности, по найденным скоростям звука), то есть надежда, что 

она также сможет в самое ближайшее время предоставить космоло-

гические экспериментальные данные по численным значениям па-

раметра деформации q , отличным от единицы.  
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ГЛАВА 12 

Модифицированный в рамках негауссовой 
каппа-статистики интегральный критерий 

устойчивости Чандрасекара для равновесного 
сферического облака протозвезды 

В рамках неэкстенсивной статистической механики Каниадакиса 
получено обобщение интегральной теоремы устойчивости Чандрасека-
ра сферически симметричного распределения материи и черного излуче-
ния в протозвездном облаке, находящемся в состоянии гравитационно-
го равновесия. С этой целью используются элементы деформированной 
термодинамики для идеального газа, деформированное каноническое 
распределение Гиббса, а также эффективная гравитационная постоян-
ная, вычисленная в формализме Верлинде. При этом параметр дефор-
мации κ (каппа) измеряет так называемую степень неэкстенсивности 
облачной системы. Кроме этого, обсуждаются в контексте каппа-
статистики модифицированные термодинамические свойства излуче-
ния черного тела, в частности, κ -аналог закона Стефана для энергии 
излучения и обобщенные выражения для энтропии, теплоемкости и 
давления излучения. Представленный способ объединения указанных 
аномальных физических процессов обеспечивает альтернативу класси-
ческой процедуре вывода Чандрасекаром известных интегральных тео-
рем для газовых конфигураций, находящихся в гравитационном равнове-
сии, и восстанавливает классические выражения в пределе κ → 0. 

Введение 

Несмотря на большие достижения в области естественных наук, 
классическая статистическая механика, основанная на энтропии 
Больцмана–Гиббса (БГ), все же не является пригодной для описания 
многих сложных физических систем, особенно систем, характеризу-
ющихся большой дальностью пространственно-временных корреля-
ций, немарковостью процессов, фрактальностью геометрии фазового 
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пространства, дальнодействующими силовыми взаимодействиями, 
наличием степенных статистических распределений. В качестве при-
мера можно привести невозможность объяснения в рамках статисти-

ки БГ спектра космических лучей  одной из важнейших систем реля-
тивистских частиц. В связи с этим, за последние несколько десятиле-
тий было предпринято множество попыток обобщить статистику БГ. 
Начало систематического изучения в этом направлении связано с ра-
ботой К. Тсаллиса (Tsallis, 1988), в которой был введен функционал 

энтропии  1( ): ( 1) 1 q
qS f k q f d

   
  ,  зависящий от некоторого 

действительного числа q  (так называемого параметра деформации) и 

обладающий неаддитивностью для совокупности независимых ано-
мальных систем. Неэкстенсивная q-статистика Тсаллиса, являющаяся 

в настоящее время наиболее изученной в литературе, показала хо-
рошее соответствие с наблюдениями и экспериментальными изме-
рениями специфических свойств сложных систем, поведение которых 
часто невозможно описать в рамках классической статистики Больц-

манаГиббса (см., например, Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013; Kole-
snichenko, Marov, 2013, 2014, 2016, 2019b; Колесниченко, 2019a; Kole-
snichenko, 2020a,b).  

Вместе с тем определение энтропии Тсаллиса не является един-
ственным примером экстенсивной энтропии. Фундаментом исследо-
ваний в области неэкстенсивных статистик, проводимых в настоящее 
время, являются различные нелогарифмические энтропии, рассмот-
ренные, например, в работах (Renyi, 1961; Sharma, Mittal, 1977; 
Taneja, 1989; Abe, 1997; Landsberg, Vedral, 1998; Kaniadakis, 2009; За-
рипов, 2002, 2010; Колесниченко, 2018; Kolesnichenko, Marov, 2019). 
Основанные на неэкстенсивных энтропиях многочисленные статисти-
ческие теории постоянно развиваются в ускоренном ритме, при кото-
ром появляются новые идеи, позволяющие глубже понять их приро-
ду, возможности и ограничения (см. Библиографию на сайте: 
http://tsallis.cat.cbpf.br/biblio. Htm), которая постоянно обновляется).  

Среди разнообразных неэкстенсивных статистик особый интерес 
представляет каппа-статистика, основанная на энтропийном функци-
онале Каниадакиса  

 ( ):
2

k
S f f f f d 
   


 ,  

 

http://tsallis.cat.cbpf.br/biblio.%20Htm),%20которая%20постоянно%20обновляется).
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который впервые был введен в работах (Kaniadakis, 2001a,b; Kaniada-
kis, Scarfone, 2002; Kaniadakis и др., 2002). Каппа-статистика Каниада-
киса, естественно возникающая в рамках специальной теории отно-
сительности Эйнштейна, оказалась применимой для описания значи-
тельного числа экспериментально наблюдаемых аномальных явле-
ний в физике и в других естественных науках. В качестве примера 
можно упомянуть работы, связанные с аномальными явлениями в 
специальной теории относительности (Kaniadaris, 2005), в квантовой 
механике (Kaniadaris, 2002), в звездной астрофизике (Carvalho и др., 
2008, 2009; Soares, Silva, 2011), в деформированной термодинамике 
неэкстенсивных систем (Scarfone, Wada, 2006, 2014; Колесниченко, 
2020a,b), в термодинамике Бозе-газа и черного излучения (Lourek, 
Tribeche, 2016; Ourabah, Tribeche, 2014; Kolesnichenko, 2020c) в газо-
кинетических моделях аномальных систем (Kaniadakis, 2001; Rossani, 
Scarfone, 2004; Silva и др., 2008; Bento и др., 2013) и т.п. При изучении 
этих и подобного типа сложных систем возникают многочисленные 
новые математические проблемы, требующие своего решения. К их 
числу относится, в частности, проблема совместного образования 
звезды (протосолнца) и экзопланетного облака из вещества единой 
вращающейся туманности (Hoyle,1960).  

В данной главе обсуждается идея Чандрасекара о существовании 
глобального критерия стабильности сферической конфигурации из 
вещества и излучения, находящейся в гравитационном равновесии, и 
на ее основе сформулирована в контексте неэкстенсивной статистики 
Каниадакиса обобщенная интегральная теорема устойчивости для 
конечной протозвездной туманности. 

Классическая интегральная теорема (см. Чандрасекар,1950; Тео-
рема 6, стр.111) для находящейся в гравитационном равновесии сфе-
рической конфигурации из вещества (газа) и чёрнотельного излуче-

ния гласит, что полное давление ceP  газа и излучения в центре при-

тяжения гравитирующего облака массы , в котором средняя 

плотность ( )r  в точке, находящейся на расстоянии r  от центра, 

не увеличивается от центра к поверхности, должно удовлетво-
рять неравенству  

 

1/3 1/3
4/3 2/3 4/3 2/31 4 1 4

2 3 2 3
ce ceG P G

    
      

   
.                (12.1) 

 

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Scarfone%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
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Здесь  , ce   соответственно средняя плотность облака и плотность 

в его центре. Смысл теоремы состоит в том, что давление, действую-
щее в центре облака массы , должно быть промежуточным между 
давлениями в центрах двух конфигураций с однородной плотностью 

 одна с плотностью, равной средней плотности   конфигурации, а 

другая с плотностью, равной плотности ce  в ее центре. Если нера-

венство (12.1) нарушается, то должны существовать некоторые обла-
сти, в которых преобладают противоположные градиенты плотности; 
а это означает неустойчивость всей системы. Другими словами, мож-
но считать, что неравенство (12.1) эквивалентно интегральному усло-
вию устойчивости «материнской» звёздной туманности (Чандрасекар, 
1985).  

Исходя из правой части этого неравенства, Чандрасекар доказал 
другую теорему (см. Чандрасекар,1950; Теорема 7, стр.113), согласно 
которой отношение давления излучения к полному давлению в цен-

тре газовой конфигурации,(1 )c , в которой ( )r  не увеличивается 

от центра к периферии, удовлетворяет неравенству  

*(1 ) (1 )ce   ,                                                (12.2) 
 

где коэффициент *  определяется из уравнения четвертого порядка 

 
22 4

* */5.48 1M M    . Здесь : /gasp P    коэффициент, харак-

теризующий долю вещества в полном давлении смеси;    средний 

молекулярный вес; 
331.989(2) 10M г    масса Солнца. Эта теорема 

показывает, что для сферического гравитирующего облака значение 

величины (1 )  в его центре «сe» не может превосходить некоторо-

го количества, зависящего только от массы облака. В частности, для 

протосолнечного облака имеет место неравенство (1 ) 0,03c  , от-

куда следует, что для звезды солнечной массы со средней молеку-
лярной массой, равной  единице, радиационное давление в центре 
не может превышать 3% от общего давления, иначе звезда будет не-
стабильной. В этой главе получено обобщение этих двух теорем на 
случай неэкстенсивного сферического протозвездного облака с уче-
том модифицированных в рамках статистики Каниадакиса термоди-
намики вещества, чернотельного излучения и гравитационной посто-
янной, а также дана количественная оценка роли параметра дефор-
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мации каппа в образовании неустойчивости самогравитирующей 
протозвездной туманности. Показано, что этот параметр расширяет 
комбинацию естественных констант, входящих в неравенство (12.1), 
корректируя при этом численные значения соответствующих величин, 
необходимых для оценки протозвездных масс, и модифицирует тем 
самым классическую гипотезу Хойла (Hoyle,1960) о совместном обра-
зовании протозвезды и экзопланетного облака из вещества единой 
вращающейся туманности (небулы). 

Глава организована следующим образом. В разд. 12.1 мы напо-
минаем основные элементы каппа-статистики и приводим деформи-
рованное каноническое распределение Гиббса для скоростей сво-
бодных газовых частиц (Kaniadakis, 2001; Silva и др., 2008). В разд.12.2 
обсуждается энтропия световых квантов Бозе в статистике Каниада-
киса и представлены термодинамические соотношения для черно-
тельного излучения (Ourabah, Tribeche, 2014; Lourek, Tribeche, 2016; 
Kolesnichenko, 2020с). В разд. 12.3 приводится значение для модифи-
цированной гравитационной постоянной, полученной в рамках фор-
мализмов Верлинде и Каниадакиса (Abreu и др., 2016a,b, 2017; Ко-
лесниченко, Маров, 2020). В разд. 12.4. приведены уравнения, опи-
сывающие неэкстенсивное протозвездное облако с излучением в со-
стоянии механического равновесия, рассматриваемые для простоты в 
пренебрежении магнитными полями и эффектом вращения. Наконец, 
последний разд. 12.5 посвящен выводу интегрального условия устой-
чивости для сферически симметричного распределения вещества и 
излучения в протозвездном облаке на основе статистики Каниадаки-
са. 

12.1. Равновесное распределение скоростей свободных            
частиц в рамках формализма Каниадакиса 

В деформированной статистической механике Каниадакиса для 
непрерывных аномальных систем при вероятностной нормировке 

( ) 1f d  Ωu  для плотности вероятности распределения частиц 

( , )f r u  в фазовом пространстве,  -энтропия системы задается сле-

дующим функционалом (Kaniadakis, 2001a,b) 
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( , ) ( , )
( ): ( , )

2R

f f
S f k f d

 




 


 Ω

r u r u
r u ,                         (12.3) 

 

где d d dΩ r u;  
16 11.380662(44) 10k эргK     постоянная Боль-

цмана; энтропийный индекс   представляет собой вещественное 
число, принадлежащее области 1  . В пределе слабой связи (когда 

0 ) каппа-энтропия системы переходит в каноническую форму 

классической статистики БольцманаГиббса, 

( ): ( , )ln ( , )
R

S f k f f d   Ωr u r u .  

Основанная на энтропии Каниадакиса неэкстенсивная статистика 
сохраняет математическую и гносеологическую структуру обычной 

статистической механики БольцманаГиббса и пригодна для описа-
ния большого класса сложных явлений в различных прикладных об-
ластях. Каппа-статистика изначально обобщает классическую стати-
стику введением так называемых κ-экспоненты и κ-логарифма, кото-
рые определяются формулами 

 

1/
2 2exp ( ): 1x x x




     
  

,   ln ( ):
2

x x
x

 

 


 ,              (12.4) 

 

при выполнении следующей операции 
 

   ln exp ( ) exp ln ( )x x x     ,                                    (12.5) 
 

и дают в пределе 0  обычный логарифм и обычную экспоненту. 
Многочисленные свойства этих деформированных функций пред-
ставлены в работах (Scarfone, Wada, 2006; Kaniadakis, 2013; Колесни-
ченко, 2020a,b) 

Рассмотрим теперь не меняющиеся с течением времени стацио-
нарную функцию распределения вероятностей для сложных  -
систем. Для них в работах (Kaniadakis, 2001; Silva, 2006; Bento и др., 
2013) было получено в случае однородной среды следующее равно-
весное распределение свободных частиц в одномерном пространстве 
скоростей 

21
( ) exp

2
eq

mu
f u

Z k T


 
   

 
.                                      (12.6) 

Здесь 
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2

Z exp
2

mu
du

k T


 
   

 
 ,      2/3                                 (12.7) 

 постоянная κ-нормировки; m  масса одной частицы космического 

вещества протопланетного облака; T   измеряемая в градусах абсо-

лютная температура. В предположении, что : /2a m k T , 2:x au , для 

величины Z  получим 
1/2

{ }0

1
Z exp ( )

2
x x dx

a

 
  . При использова-

нии интегральной формулы (см., например, Bento и др., 2013)  
 

 
1

1
0 1

(2 ) /22
exp ( )

1 (2 ) /2

r
r

r
x x dx r

r r


 

 

        
     

 

 ,               (12.8) 

в конечном счете будем иметь  

 
 

11/2

1

2 1/ 422
Z

1 /2 2 1/ 4

k T

m






  


    
.                            (12.9) 

Здесь ( )x   Гамма-функция).   

Применяя формулу (12.8), легко получить среднее значение 
квадрата скорости частицы для каждой степени свободы 

 

2 2
0 0

: ( ) / ( )eq equ u f u du f u du
 

      
 

 

1 1

1 1

1 (2 ) 3/ 4 (2 ) 1/ 42

2 2 3 (2 ) 3/ 4 (2 ) 1/ 4

1
k T

m

 

 



 

            
         

   

, 2/3)  .    

(12.10) 
 

Тогда, с учетом  - теоремы о равнораспределении энергии, выраже-
ние для среднего значения кинетической энергии всех частиц ано-
мального вещества протозвездного облака, состоящего из N  газовых 
частиц, будет иметь вид:  

2
1 1

2 2 2

m u
Е N Nk T Nk T
  

 
   ,                             (12.11) 

где  
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1 1

1 1

1 (2 ) 3/ 4 (2 ) 1/ 42
:

2 2 3 (2 ) 3/ 4 (2 ) 1/ 4

 

  



 

            
         

   

.            (12.12) 

 

Заметим, что из свойств Гамма-функции следует, что  0
lim 1


 . 

Поскольку определение температуры в  -статистике достаточно 
произвольно (оно зависит от довольно произвольного определения 
температуры с точки зрения множителей Лагранжа (Колесниченко, 

2020a)), то далее мы будем интерпретировать величину :T T   как 

обобщённую температуру сложной неаддитивной  -системы. Есте-
ственно, что эта температура в корне отличается от абсолютной тер-
модинамической температуры T , характеризующей интенсивность 
хаотизации (беспорядочного движения) частиц системы.  

Используя (12.12), определим используемые далее удельную (на 
единицу массы) внутреннюю  -энергию и  -давление вещества 
протозвездного облака соотношениями 
 

33
:

2

kЕ
T

mN m


    ,   
2

3

k
p T k T n

m
        .                 (12.13) 

 

Здесь : /n N V , : /mN V    соответственно числовая плотность и 

массовая плотность вещества облака. Следует отметить, что формула 
(12.13) для внутренней энергии экстенсивного вещества в случае 

0  принимает вид (3/2) /k T m , что соответствует выраже-

нию для энергии идеального газа в статистике Больцмана−Гиббса.  
Деформированная термодинамика на основе каппа-статистики. 

Далее в работе будут использованы результаты работ (Scarfone, 
Wada, 2006; Колесниченко, 2020а,b), в которых выполнено конструи-
рование на основе параметрической  -энтропии статистической 
термодинамики неэкстенсивных систем. Проведенное в них исследо-
вание базировалось на свойствах негиббсового канонического κ-
распределения, полученного из принципа Джейнса (Jaynes,1963) мак-
симума κ-энтропии при заданности усредненной внутренней энергии 
системы, и вероятностной нормировке для функции κ-
распределения. Было показано, что все важнейшие термодинамиче-
ские характеристики системы, такие как энтропия, полная и свобод-
ная энергия, могут быть выражены с использованием только равно-
весной функции κ-распределения. Полученные при этом дифферен-
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циальные уравнения равновесной термодинамики для средних вели-
чин имеют следующую почти классическую форму: 

 

ln ZF k T    ,     2 1( )/
V

E T T F T
     ,                    (12.14) 

 

TS E F    ,      /
V

S F T     ,                             (12.15) 
 

 ,
3

/
2

V V
C E T N k      ,                                  (12.16) 

 

 /
T

p dF dV   .                                                  (12.17) 
 

Здесь Z , F , ,VC    соответственно обобщенные статистический ин-

теграл, свободная энергия и теплоемкость (при постоянном объеме) 
системы. 

12.2. Термодинамика излучения черного тела  
в каппа статистике 

Электромагнитное излучение, находящееся в тепловом равнове-
сии (черное излучение), можно рассматривать как фотонный газ. В 
силу целочисленности момента импульса фотонов этот газ подчиня-
ется статистике Бозе−Эйнштейна. Поскольку фотоны не взаимодей-
ствуют друг с другом (принцип суперпозиции для электромагнитного 
поля), то состоящий из фотонов газ можно считать идеальным. Одна-
ко при этом необходимо наличие хотя бы небольшого количества ма-
териальной среды (например, газа) для самой возможности установ-
ления теплового равновесия в излучении. В этом случае механизм, 
обеспечивающий установление равновесия, заключается в поглоще-
нии и испускании фотонов веществом. Это обстоятельство приводит к 
специфической особенности фотонного газа − число частиц N в нем 
не сохраняется и само должно определиться из условий теплового 
равновесия, что приводит к равенству нулю химического потенциала 
  фотонного газа (см. Ландау, Лифшиц, 1976).  

Из-за важности радиации для моделирования различных астро-
физических объектов излучение абсолютно черного тела исследова-
лось в первую очередь в рамках неэкстенсивной q-статистики Тсалли-

са (см., например, Tsallis и др. 1995; Колесниченко, 2020c). В данном 
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разделе мы получим термодинамические свойства чернотельного 
излучения в рамках κ-статистики Каниадакиса.  

Распределение фотонов по различным уровням энергии h    

(где   − частота фотонов; 276.626176(36) 10h эрг с     постоянная 

Планка) в статистике Каниадакиса имеет следующий вид (Aliano и др., 
2003) 

 

1
( )

exp ( / ) 1
f

k T

 
 

.                                              (12.18) 

 

В предельном случае κ→ 0 обобщенное распределение (12.18) сво-
дится к классическому распределению Бозе−Эйнштейна. 

Умножая распределение (12.18) на плотность квантовых состоя-
ний фотонов с частотами собственных колебаний в интервале между 
  и d   (Ландау, Лифшиц,1976) 

2 3(8 )d V c d    ,                                                    (12.19) 
 

(где  V   объем системы; 102.99792458 10 /с см сек    скорость 

света в вакууме), получим следующую формулу для полного числа 
фотонов в этом участке спектра:  

2

3

8
( )

exp ( ) 1
rad

h
k T

dN V d
c

 


 
  


,                               (12.20) 

 

а при умножении (12.20) еще и на h  приходим к  выражению для 
полной энергии излучения в данном интервале частот: 

3

3

8
( )

exp ( ) 1
rad

h
k T

h
dE V d

c
 



 
  


.                                   (12.21) 

 

Соотношение (12.21) представляет собой обобщенный в рамках ста-
тистики Каниадакиса закон излучения Планка. При 0  он сводится 
к классическому закону чернотельного излучения. 

Термодинамика чернотельного излучения. Если теперь ввести 

переменную интегрирования : /x h k T   и проинтегрировать (12.21) 

по всем частотам, то в результате получим полную энергию излуче-
ния в данном объеме среды 

 

3

3
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=

4 3

3
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8

exp ( ) 1

k Th x
V dx

h xc





  
 

 
 .                                  (12.22) 

 

В выражение (12.22) входит интеграл вида 
3

0 exp ( ) 1

x dx

x



 
 , кото-

рый при 0  равен 4 /15 6.49394  (Ландау, Лифшиц,1976). Вве-

дем обозначение для интеграла36)  

4
0

15
( ):

exp ( ) 1

nx dx
J n

x









 .                                    (12.23) 

Тогда для полной энергии излучения черного тела в формализме Ка-
ниадакиса будем иметь (обобщенный закон Больцмана) 

 

5 4
4 4

3 3
3

8
( ) ( )

15

rad k
E T V J T Va T

c h
  


  .                      (12.24) 

Здесь  
5 4

15 3 4
3 3

8
7.56566(71) 10

15

k
a эргсм K

c h

  
   ,    : (3)a aJ      

(12.25) 
− соответственно классическая и модифицированная постоянная 
плотности излучения Планка. 

При использовании соотношений (12.15) и (12.24) легко получить 
следующее выражение для свободной энергии излучения черного 
тела: 

5 4
4

2 2 3
3

24
( ) ( )

3 15

rad rad kdT V
F T T E J T

cT c h
  


      

 

4 4
3

1
( )

3 3 3
radV V

aJ T a T E        .                      (12.26) 

 

Согласно формуле (12.14), энтропия черного излучения в стати-
стике Каниадакиса равна 

 

                                                           
36) Формула для вычисления этого интеграла получена в работе (Ко-

лесниченко, 2020с); в частности, 
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  , где ( , )B x y  Бета-функция. 
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.              (12.27) 

 

Тогда из (12.24)-(12.26) следует соотношение 
 
 

( ) ( ) ( )rad rad radT S T E T F T    ,                                       (12.28) 
 

которое доказывает инвариантность величины полной энергии чер-

нотельного излучения ( )radE T  и в каппа-статистике. 

Давление и теплоемкость (при постоянном объеме) для черного 
излучения в статистике Каниадакиса могут быть определены, соглас-
но формулам (12.16) и (12.17), соотношениями: 

 

3
, 4

rad
rad
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E
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,  41 1

3 3

rad
rad rad

T

dF
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    (12.29) 

 

Таким образом, несмотря на зависимость термодинамических 
величин от параметра деформации  , уравнение для полной энер-
гии излучения (12.28) и уравнение состояния лучевого  давления 

4 1

3 3
rad radV

Vp a T E                                               (1230) 

 

остаются неизменными и в формализме Каниадакиса. 
В заключение этого раздела следует отметить, что черное тело 

излучает больше энергии с увеличением значения параметра дефор-
мации |κ| по сравнению со стандартным законом излучения Планка. 
Кроме этого, было установлено, что эффекты деформированной ста-
тистики Каниадакиса более заметны при высоких температурах (Lou-
rek, Tribeche, 2016).  

12.3. Эффективная гравитационная постоянная  
в рамках формализмов Верлинде и Каниадакиса 

В соответствии с теорией ускоренного расширения Вселенной 
(Verlinde, 2011) центральным понятием, необходимым для возникно-
вения гравитации является информация, которая подчиняется голо-
графическому принципу (см., например, Susskind, 1995), и хорошо из-
вестный закон равнораспределения энергии. Здесь под голографией 
понимается информация о Вселенной, закодированная на экране 
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(устройстве хранения информации), который трактуется как некая 
двумерная поверхность Вселенной. Согласно голографическому 
принципу рост информации, связанный с увеличением поверхности 
Вселенной, занимаемой материальными телами, приводит к увели-
чению энтропии, хранящейся на голографических экранах; отсюда 
возникновение градиента энтропии (энтропийная сила), направлен-
ного против увеличения радиуса указанной площади поверхности. А 
это и есть гравитация (см. Колесниченко, Маров, 2020).  

В работах (Abreua др., 2013; Abreua др.,2016) с учетом форма-
лизма Верлинде дан вывод модифицированной гравитационной по-
стоянной в рамках статистики Тсаллиса. Повторим кратко здесь этот 
вывод в рамках формализма Каниадакиса. С этой целью рассмотрим 
поверхность сферы радиуса R  (играющую роль голографического 
экрана), которая находится в состоянии теплового равновесия и в 
центре которой находится масса M . Будем предполагать, что число 
битов, которые являются наименьшей единицей измерения инфор-
мации на экране, пропорционально площади голографического экра-

на 24A R  ; тогда полное число битов  N  может быть записано  
в виде  

 

2 2 2 3/ 8 /PlN A L R c hG   .                                            (12.31) 

Здесь 3 35/2 1.616225 10PlL Gh c м    , 
8 2 26.6720(41) 10G динсм г   ,  соответственно панковская длина 

и гравитационная постоянная. В формализме Верлинде предполага-
ется, что полная энергия битов на голографическом экране задается 

законом равнораспределения энергии /2Е N k T , который  выво-

дится в классической статистике Больцмана–Гиббса. Как было пока-
зано выше, этот закон в статистике Каниадакиса модифицируется 
следующим образом  
 

1 1

1 1

1/ 41

1/ 4

(2 ) 3/ 4 (2 )2

2 2 2 3 2(2 ) 3/ 4 (2 )

N N
Е k T k T

 

  



 

             
         

   

.    

(12.32) 
 

Отсюда с учетом того, что энергия тестовой частицы внутри гологра-
фического экрана делится поровну на все биты, можно записать сле-
дующее соотношение 
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2

2

N
Mc Е k T   ,                                            (12.33) 

 

где M   масса, которая в голографическом принципе возникает в об-
ласти пространства, ограниченного экраном. Тестовая частица с мас-
сой m воспринимает всю энергию, распределенную по занятым би-
там, что следует из соотношения (12.33), которое представляет собой 
полную энергию, сосредоточенную на голографическом экране. 

Важно отметить, что наблюдатель в системе покоя этой тестовой 
частицы, которая представляет собой ускоренную систему координат, 
зарегистрирует за счет эффекта Унру37) (Unruh, 1970) наличие следу-
ющей температуры чернотельного излучения космологического гори-
зонта: 

 

2

1
:

4

ac
B

a h
k T

c



,                                                    (12.34) 

 

которая зависит только от ускорения и выбора естественных единиц. 

Здесь aca   местное равномерное ускорение связанного с тестовой 

частицей кадра. Поэтому в энтропийной теории Верлинде температу-
ру Унру можно принять за температуру голографического экрана38). 
Важно отметить, что при использовании принципа эквивалентности, 

ускорение  aca ,  фигурирующее в формуле (34), является также моди-

фицированным абсолютным ускорением свободного падения, свя-

занным с массивным телом в формализме ВерлиндеКаниадакиса. 
Действительно, подставляя формулу (12.31) в соотношение (12.33) и 
используя выражение  (12.34) получим, что 
 

                                                           
37) Эффект Унру (Unruh effect)   предсказываемый квантовой теорией 

поля эффект наблюдения теплового излучения в ускоряющейся системе 
отсчёта при отсутствии этого излучения в инерциальной системе отсчёта. 

3) Температура Унру имеет тот же вид, что и температура Хокинга
2/ 4H BT gh ck  , где g обозначает поверхностную гравитацию черной ды-

ры, которая была получена С. Хокингом (Hawking, 1975). Поэтому в свете 
принципа эквивалентности ее иногда называют температурой Хокинга–
Унру. 

 

https://wikes.online/wiki/ru/Hawking_temperature
https://wikes.online/wiki/ru/Hawking_temperature
https://wikes.online/wiki/ru/Black_hole
https://wikes.online/wiki/ru/Black_hole
https://wikes.online/wiki/ru/Stephen_Hawking
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, 

 

откуда следует модифицированная формула для ускорения 

2 2ac
M G M

a G
R R




  .                                           (12.35) 

Здесь 
1 1

1 1

1/ 42 3
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(2 ) 3/ 4 (2 )
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          (12.36) 

 

 эффективная гравитационная постоянная, полученная в рамках 

формализмов Верлинде и Каниадакиса. Заметим, что при 2/3   

(критическое значение параметра деформации) величину G  нельзя 

вычислить из соотношения (36), поскольку в его знаменателе нахо-
дится расходящаяся для этого значения Гамма-функция. Таким обра-

зом, число 2/3   является верхним пределом, когда мы имеем де-

ло с голографическим экраном (сравни с результатами работы (Tsallis,  
Cirto, 2013). 

12.4. Равновесное состояние протозвездного облака  
с чернотельным излучением 

Будем далее предполагать, что протозвездное облако является 
квазиравновесным, сферически симметричным и оптически толстым, 
причем распределение поля излучения также близко к равновесно-
му. Пусть r  означает радиус-вектор, измеренный от центра конфигу-
рации, принятого за начало координат. Для сферически симметрич-
ного распределения космического вещества все физические пара-

метры будут функциями только от одного параметра r . Пусть ( )M r   

масса, заключенная внутри сферы радиуса r . Тогда 

2

0

( ) 4 ( )
r

M r r r dr   ,      2( ) 4dM r r dr   .                        (12.37) 

Будем обозначать через ( )r  среднюю плотность  внутри сферы ра-

диуса r , а через    средняя плотность всей конфигурации прото-

звездного облака  
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34
3

( )
( )

M r
r

r
 


,   

34
3

M

R
 


.                                     (12.38) 

Здесь M   масса всей конфигурации, а R    радиус конфигурации, ко-
торый равен радиус-вектору точки, в которой все термодинамические 
параметры космического вещества обращаются в нуль.  

Условие механического равновесия неэкстенсивного прото-
звездного сферически симметричного облака имеет вид 

 

2

1 ( )dP M r
G

dr r


 


.                                            (12.39) 

 

Здесь введены следующие обозначения: 
4( ) /3radP r p p p a T          полное давление космического ве-

щества, состоящего из идеального  -газа и чёрнотельного  -

излучения; 
2

( )
3

k
p r T

m
        газовое давление в неэкстен-

сивной протозвездной конфигурации (определяемое формулой 

(12.13)); 4/3radp a T   − лучевое давление (определяемое формулой 

(12.29)); /G G  − эффективная гравитационная постоянная (см. 

формулу (12.36)). 
Введем уже здесь необходимую для дальнейших целей величину  
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3rad
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,                       (12.40) 

 

характеризующую долю вещества в полном давлении системы39). 
Из (38) и (39) следует фундаментальное уравнение равновесия: 

 

2

2

1
4

d r dP
G

dr drr




 
      

,  

 

которое может быть записано в виде 
 

                                                           
39) На особую важность отношения (1 )  для классической теории 

звездной структуры впервые указал Эддингтон. В известном отрывке из 
его книги «Внутреннее строение звезд» Эддингтон связывал это отноше-
ние с «явлением звезды» («happening of the stars»). 
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Так как  
2 2
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то, с учетом уравнения (12.41),  получим: 
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,                        (12.42) 

 

что означает уменьшение функции   2 4( ) ( )/8P r G M r r    от центра к 

периферии для любой равновесной конфигурации  неэкстенсивного 
протозвездного облака. Если ,ceP  означает центральное давление, то 

для него справедливо следующее интегральное неравенство  
 

2 2

, 4 4
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8 8
ce

G M r GM
P P r

r R


 



  
 

.                                      (12.43) 

 

(ср. Чандрасекар, 1950 Теорема 1, стр.106). 

12.5. Интегральное условие устойчивости  
для сферически симметричного распределения 
космического вещества и черного излучения  
в статистике Каниадакиса 

Приступим теперь к основной цели данной работы  выводу в 
рамках каппа-статистики модифицированного интегрального крите-
рия устойчивости Чандрасекара для «материнской» звёздной туман-
ности (небулы). Далее мы будем исходить из гипотезы Ф. Хойла 
(Hoyle,1960) о совместном образовании звезды и допланетного обла-
ка из вещества единой вращающейся звёздной туманности.  

Модифицированное в рамках каппа-статистики неравенство, ко-
торому удовлетворяют давление ,ceP  и плотность ce  в центре при-

тяжения гравитирующего облака массы M , средняя плотность   ве-

щества звезды и эффективная гравитационная постоянная G , при-

нимает вид: 
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ce ceG M P G M

 

    
      

   
.                (12.44) 

Классическая форма этого неравенства было получено Чандрасе-

каром (1950) в предположении, что средняя плотность ( )r  внутри 

сферы радиуса r , выделенной из общей массы протозвездного обла-
ка, не увеличивается от центра к поверхности. Согласно этому нера-
венству, давление, действующее в центре облачной конфигурации 
массы ,M является промежуточным между давлениями в центрах 

двух конфигураций с однородной плотностью  одна с плотностью, 

равной средней плотности   конфигурации, а другая с плотностью, 

равной плотности вещества ce  в ее центре. Случай существования 

областей, в которых неравенство (12.50) нарушается, означает не-
устойчивости всего протозвездного облака (Чандрасекар, 1985).  

Для вывода неравенства (12.44) используем соотношение (12.41), 
из которого, с учетом соотношения  

4
34 4

3
( )/ ( )r M r r      

 

(см. уравнение (12.38)), будем иметь  
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3 3
, 4

0 0
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( ) ( ) ( ) ( )

4 4 3
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G M r

P P dM r G r M r dM r
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  .   

(12.45) 
 

Так как по предположению ( )r  не увеличивается с увеличением 

r , то из (12.45) следует, что  
4

3 4 1
3 3

,
0

1 4
( ) ( ) ( )

4 3

r

ceP P G r M r dM r


  

 
   

 
 .                      (12.46) 

 

Вычисляя интеграл в правой части (12.46), получим 
 

1
3 4 2

3 3
,

1 4
( ) ( )

2 3
ceP P G r M r  

 
   

 
                                (12.47) 

 

Обращаясь снова к выражению (12.45), в согласии с принятой гипоте-
зой имеем: 
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.                        (12.48) 

 

Объединяя (12.47) и (12.48), получим  
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(12.49) 
 

Наконец, полагая в неравенстве (12.49) r R , получим модифициро-
ванное  неравенство Чандрасекара (12.44). 

Если теперь в левую часть неравенства (12.44) вместо плотности 

  подставить ее выражение 
34

3
/M R , то получим  

 

1
3 24

33

2

,4

3 1 4

8 2 3
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GM
P G M
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.                     (12.50) 

 

Таким образом, добавочное ограничение, наложенное на распреде-

ление плотностей, а именно, что ( )r   не увеличивается от центра к 

поверхности, дает возможность улучшить неравенство (12.43), полу-
ченное для ,ceP  в предыдущем разделе.  

Модифицированная теорема Чандрасекара №7. Исходя из пра-
вой части неравенства (12.44) получим теперь модифицированное в 
рамках статистики Каниадакиса соотношение (12.2), т.е. модифици-
рованную теорему 7 (см. Чандрасекар,1950; Теорема 7, стр.113).  

Используя для этого определение (12.40) параметра  , уравне-

ния состояния для лучевого давления (12.30), а также определение 

давления   -газа (12.15), получим / /(1 )radP p p        , или 
 

41 1 1

1 3

k
P B T a T
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,                                         (12.51) 

где 
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Отсюда следует, что 
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Теперь 
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4/3
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Следовательно, в центре облачной конфигурации 
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С другой стороны, согласно неравенству (12.50) имеем 
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.                                         (12.55) 

 

Сравнивая (12.54) и (12.55) и учитывая (12.36), получим: 
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или 
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.                               (12.57) 

Здесь использованы соотношения: 5 4 3 3(3) (3) 8 /15Ba a J J k h c      

 модифицированная постоянная плотности излучения Планка; 

Hm m , где   ─ средний молекулярный вес; 

 
3/2 2/ 29.2Hhс G m M  ; Hm  ─ масса атома водорода; M  ─ масса 

Солнца. 
Из (12.57) следует неравенство 

1/2
7
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,

(1 )
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B
M M

J
 

 

 
   

  

,                               (12.58) 

 

которое и дает нижний предел устойчивости гравитирующего облака 
(сферической газовой конфигурации) с массой M  в рамках неэкстен-
сивной кинетики Каниадакиса. 

C другой стороны, если ввести параметр 
 , который однознач-

но определяется массой M  облачной конфигурации и молекулярным 

весом ce  в ее центре при помощи уравнения четвертого порядка 

(см. Чандрасекар, 1985)  
1/241/2 7

3/2
4

18 (1 )

ce H

k B
G M

m a


  


 

    
    

       

,                       (12.59) 

 

 то неравенство (12.58) может быть переписано в виде 
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4 4
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,                                            (12.60) 

 

или, поскольку функция 4(1 )    монотонно увеличивается с увели-

чением (1 ) , то справедливо  неравенство: 
 

1 1 сe


   .                                                  (12.61) 

 

Таким образом, устойчивость сферического протозвездного не-
экстенсивного облака с массой M  определяется следующей модифи-
цированной теоремой: отношение лучевого давления к полному дав-
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лению в центре конфигурации, находящейся в равновесии, 
,

1
сe

 ,  в 

которой ( )r  не увеличивается от центра к периферии, удовлетворяет 

неравенству (12.61), где параметр 
  удовлетворяет уравнению чет-

вертой степени (12.59). 
В заключение этой главы заметим, что большинство обнаружен-

ных на сегодня экзопланетных дисков вокруг солнечноподобных 
звезд сильно отличаются от протопланетного диска Солнца. По этой 
причине современная теория происхождение Солнечной системы, 
является одной лишь из многих, и для моделирования эволюции лю-
бой другой конечной протозвездной туманности подходящая теория 
может быть, вообще говоря, более сложной. Однако проблема по-
строения непротиворечивой картины образования самих звезд и око-
лозвездных облаков до сих пор полностью не решена. Разбор совре-
менных гипотез их образования показывает, что все эти гипотезы 
встречаются со значительными трудностями (см., например, Сафро-
нов, 1969). Наиболее предпочтительной и перспективной сейчас 
представляется гипотеза совместного образования и эволюции звез-
ды и протозвездного облака из единой конечной вращающейся ту-
манности в результате потери ею гравитационной устойчивости (Hoe-
le, 1960). В связи со сказанным возникает, по мнению автора, необхо-
димость в разработке нестандартного подхода, объясняющего до из-
вестной степени многообразие открытых экзопланетных аккрецион-
ных дисков вокруг звезд и экзопланет. 

Таким образом в данной главе в рамках такого подхода на осно-
ве неэкстенсивной статистической механики Каниадакиса получено 
обобщение интегральной теоремы устойчивости Чандрасекара сфе-
рически симметричного распределения материи и черного излучения 
в протозвездном облаке, находящемся в состоянии гравитационного 
равновесия. 
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ГЛАВА 13 

Моделирование динамической эволюции 
Вселенной под воздействием энтропийной 

силы, связанной с модифицированной  
энтропией Шарма-Миттал 

В этой главе с помощью формализма Верлинда рассмотрено не-

сколько сценариев эволюции Вселенной ФридманаРобертсонаУокера, 
которые возможны в рамках энтропийной космологии, основанной на 

новой модификации энтропийной меры ШармаМиттал. Исследование, 
проводимое в рамках негауссовой статистической теории, использует 
несколько энтропийных мер, ассоциированных с поверхностью горизон-
та Вселенной из-за голографически хранящейся там информации. Скон-
струировано несколько вариантов обобщенных уравнений Фридмана, 
которые могут служить эффективной теоретической основой для опи-
сания динамической эволюции поверхностно плоской, однородной и изо-
тропной Вселенной, порождая многообразные формы заключенной в ней 
материи. Предложенный подход, связанный с использованием вероят-
ностных неэкстенсивных аспектов космологического горизонта поверх-
ности Вселенной, соответствует известным основным требованиям, 
предъявляемым к термодинамическому моделированию динамического 
поведения космического пространства без привлечения концепции ги-
потетической темной энергии. 

Введение 

Среди множества сценариев ускоренного расширения Вселенной 
большое внимание совсем недавно привлекла «энтропийная космо-
логия», согласно которой гравитация воспринимается как своего рода 
сила, связанная с ростом энтропии из-за информации, хранящейся 
голографически на поверхности горизонта Вселенной. В энтропийной 
космологии предполагается, что энтропия на поверхности, ассоции-
руемой с горизонтом Вселенной, обусловлена голографически хра-
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нящейся на этой поверхности информацией. Понятие «энтропийная 
сила» впервые было предложено в работе (Verlinde, 2011), в которой 
гравитация объясняется через энтропию, т.е. имеет термодинамиче-
ское происхождение (Padmanabhan, 2010; Akbar, Cai, 2007; Abreu, Ne-
to, 2021). Было показано, что исходя из голографического принципа 
образования пространства-времени40) неизбежно возникает гравита-

ция, которая отождествляется с энтропийной силой /sF TdS dr  , 

обусловленной увеличением энтропии41), связанным с ростом пло-
щади, занимаемой материальными телами. В рамках гипотезы Вер-
линде в работе (Easson и др. 2011) была развита эвристическая тео-
рия ускоренного расширения Вселенной, базирующаяся на энтропий-
ной силе. Авторами этой работы было показано, что наряду с тради-
ционным объяснением ускоренного расширения Вселенной, осно-
ванным на наличии управляющей силы в уравнениях Фридмана, обу-
словленной гипотетической темной энергией, возможна альтерна-
тивная интерпретация динамической эволюции Вселенной, связанная 
с наличием отталкивающей энтропийной силы, которая возникает 
при росте информации на экране поверхности хаббловского горизон-
та (Bekenstein, 1975; Hawking, 1975). Оказалось, что при таком подхо-
де физическое понимание процесса ускорения Вселенной вполне 
объяснимо без привлечения концепции темной энергии, как некой 
постулируемой среды с отрицательным давлением.  

Наконец, в целом ряде работ (см., например, Koivisto и др., 2011; 
Myung, 2011; Cai  и др., 2010а; Cai, Saridakis, 2011; Qiu, Saridakis, 2012; 
Basilakos и др., 2012; Easson и др., 2012; Komatsu, Kimura, 2013, 2014; 
Wissner-Gross, Freer, 2013; Czinner, Iguchi, 2016; Moradpour, 2016; Mo-
radpour и др., 2018, 2019; Keul и др., 2018; Komatsu, 2017, 2019; Saya-

                                                           
40) Под голографией в космологии понимается информация о Вселен-

ной, закодированная на поверхностном экране, расположенном на гори-
зонте событий (области пространства-времени), который трактуется как 
двумерная поверхность Вселенной. 

41) Согласно голографическому принципу энтропия   хранится на голо-
графических экранах, а рост информации, связанный с увеличением по-
верхности Вселенной, занимаемой материальными телами, приводит к 
увеличению энтропии; отсюда возникновение градиента энтропии (энтро-
пийной силы), направленного против увеличения радиуса указанной пло-
щади поверхности. 

https://arxiv.org/search/gr-qc?searchtype=author&query=Abreu%2C+E+M+C
https://arxiv.org/search/gr-qc?searchtype=author&query=Neto%2C+J+A
https://arxiv.org/search/gr-qc?searchtype=author&query=Neto%2C+J+A
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hian Jahromi  и др., 2018; Sheykhi, 2018; Aditya и др., 2019; Saridakis, 
Basilakos, 2021; Barrow и др., 2021; Sharma и др., 2021; Kolesnichenko, 
Marov, 2021), посвященных энтропийной космологии, были рассмот-
рены сценарии ускоренного расширения Вселенной под влиянием 
энтропийных сил различной природы. В этих исследованиях, наряду с 
температурой де Ситтера (de Sitter, 1917), используются различные 
энтропии, ассоциированные с космическим горизонтом Вселенной. 

Это энтропия БекенштейнаХокинга (Bekenstein, 1975), равнораспре-
деленные по степеням свободы неэкстенсивные энтропии Тсалли-

саКирто (Tsallis, Cirto, 2013), Каниадакиса (Kaniadakis, 2002; Sharma и 
др., 2021) и Барроу (Barrow, 2020; Padmanabhan и др., 2010); модифи-
цированные энтропии Реньи (Czinner, Iguchi, 2016; Komatsu, 2017; 

Jahromi и др., 2018; Moradpour, 2019) и ШармаМиттал (Sayahian 
Jahromi и др., 2018; Abreu и др., 2021). При этом в уравнениях общей 
теории относительности Эйнштейна вместо космологической посто-
янной   появляются  дополнительные управляющие члены, связан-
ные с используемой  энтропией. С помощью видоизмененных подоб-
ным образом уравнений Фридмана было показано, что основанные 
на них теоретические модели могут объяснить текущую ускоренную 
фазу Вселенной, поскольку хорошо согласуются с данными по сверх-
новым звездам (см., например, Anagnostopoulos и др., 2020). Важно 
также отметить, что обнаруженное ускорение Вселенной получается 
сравнительно небольшим (порядка постоянной Хаббла), в отличие от 
его огромного значения, предсказываемого квантовой теорией поля в 
сочетании с общей теорией относительности42). Как видим, изучение 
влияния энтропийных сил на эволюцию Вселенной представляет 
несомненный интерес, поскольку из-за отталкивающего (антиграви-
тационного) действия именно эти силы могут сыграть роль темной 

                                                           
42) Отождествление космологической постоянной с энергией вакуума 

не позволяет, к сожалению, проникнуть в существо темной энергии и при-
водит к пока неразрешимой проблеме, которая заключается в том, что 

наблюдаемое значение плотности тёмной энергии 
3 4(10 )

obs
ev

   и еe 

теоретически предсказанное значение, 
18 410 ( )

th
Gev   отличаются на 

120 порядков (здесь ( )v v    потенциал скалярного поля  (инфлатона) 

(см. Вайнберг, 2013). 
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энергии как в форме космологической постоянной, так и в форме ска-
лярных полей (Вайнберг, 2008).  

В данной главе, мотивированной результатами исследований 
(Sayahian Jahromi и др., 2018; Аbreu и др. 2020), для объяснения эво-
люции ускоренно расширяющейся Вселенной в рамках негауссовых 
статистических теорий используется температура де Ситтера и неэкс-
тенсивные энтропийные меры, ассоциированные с хаббловским го-
ризонтом поверхности Вселенной из-за голографически хранящейся 
там информации (Nunes и др., 2016; Jahromi и др., 2018; Komatsu, 
2017, 2019; Anagnostopoulos и др., 2020). Эффективность использова-
ния неэкстенсивных (негауссовых) статистик в космологическом кон-
тексте, необходимость привлечения которых возникает из-за дально-
действующей природы гравитации, заключается в появлении допол-
нительных параметров неэкстенсивности в выражениях для гравита-
ционных сил. Это позволяет выбрать наиболее подходящие их значе-
ния при конструировании правдоподобных сценариев динамической 
эволюции Вселенной. 

Здесь предложена новая модификация энтропийной меры Шар-

маМиттал (см. Sharma, Mittal, 1975; Колесниченко, 2018), описыва-
ющая эволюцию Вселенной и обобщающая модифицированные эн-
тропии Реньи и Тсаллиса, которые были использованы ранее в рабо-
тах (Sayahian Jahromi, 2018; Abreu и др., 2020; Sharma и др., 2021). При 

этом в новой модификации энтропии ШармаМиттал43) предлагается 

использовать вместо традиционной энтропии БекенштейнаХокинга 
(Easson и др., 2011) энтропию Барроу, отвечающую квантовым грави-
тационным эффектам хаббловского горизонта поверхностности Все-
ленной (Anagnostopoulos и др., 2019, 2020; Barrow, 2020; Saridakis, 
2020). 

На основе модифицированной подобным образом энтропии 

ШармаМиттал сконструировано несколько вариантов обобщенных 

уравнений ФридманаРобертсонаУокера, которые содержат допол-
нительные управляющие силы, соответствующие изменяющемуся во 

                                                           
43) Новая модификация энтропии ШармаМиттала базируется на не-

экстенсивной энтропии Барроу, которая заменяет обычную энтропию Бе-

кенштейнаХокинга, используемую в энтропийном формализме, разрабо-
танном в работах (Moradpour и др., 2018; Аbreu и др. 2020). 
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времени космологическому члену и зависящие от конкретной формы 
энтропии, изначально выбранной для описания гравитационных эф-
фектов. Отмечается совместимость этих негауссовых сценариев эво-
люции Вселенной с имеющимися данными космологических наблю-
дений. Полученные на основе формализма обобщенной энтропии 

ШармаМиттал результаты соответствуют основным требованиям, 
предъявляемым к термодинамическому моделированию динамиче-
ской эволюции Вселенной в терминах неэкстенсивной энтропии, 
включая дальнодействующие взаимодействия, такие как гравитация 
и антигравитация. 

13.1. Исходные энтропийные меры  
на голографическом горизонте Вселенной 

Представление о возникновении энтропийной силы на гологра-
фическом горизонте расширяющейся плоской Вселенной, имеющем 
ассоциированную энтропию и температуру, приводит к так называе-
мой «энтропийной космологии», которая предполагает, что именно 
энтропийная сила ответственна за явление ускоренного расширения 
Вселенной. По этой причине неоднозначная составляющая темной 
энергии как в форме космологической постоянной  , так и в форме 
скалярных полей (Weinberg, 1989), может быть опущена в уравнениях 
Фридмана.  

Рассмотрим прежде всего энтропийные силы, связанные с ори-
гинальными энтропиями, традиционно используемыми в энтропий-
ной космологии. 

Энтропийная сила, связанная с энтропией Бекенштейна-
Хокинга. В энтропийной космологии (Easson и др. 2011), по аналогии 
с термодинамическими характеристиками хаббловского горизонта 
черной дыры, описываемой своими температурой и энтропией, ча-
сто принимается, что область расширяющейся пространственно-
плоской Вселенной (совпадающая с горизонтом Хаббла) имеет тем-

пературу, пропорциональную температуре де Ситтера, /2ST H k   

(de Sitter, 1917), и связанную с ней ассоциированную энтропию Бе-

кенштейнаХокинга BHS . В этом случае проблема связи космологи-

ческой постоянной с энтропийной силой решается естественным об-
разом (Verlinde, 2011).  
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В энтропийной космологии горизонт (радиус) Хаббла HR  и тем-

пература космологического горизонта Вселенной H ST T  опреде-

ляются выражениями  
1

HR cH ,                                                  (13.1) 
 

2 2
H

H

c
T H

k k R
 

 
,                                       (13.2) 

 

где k  и /2h   постоянная Больцмана и приведенная постоянная 

ПланкаДирака соответственно; 1( ): /H t a a t    ─ параметр Хаббла, 

или хаббловская скорость расширения Вселенной (в современную 

эпоху 
18 1

0 2.2 10H c   ); t ─ космическая временная координата; 

( )a t  ─ коэффициент расширения (масштабный фактор Робертсо-

наУокера (см. Вайнберг, 2013).  
Температуру горизонта Вселенной, тесно связанную с температу-

рой де Ситтера, можно оценить как 
30(1) 3 10Н ST T K  , что 

намного порядков ниже температуры космического микроволнового 
фона, 2.73T К .  

Связанная с горизонтом Вселенной энтропия Бекенштей-

наХокинга задается следующим соотношением (Bekenstein, 1975) 
 

3

:
4

H H
BH

Pl

A c A
S k k

A G

 
  

 
,                                       (13.3) 

где 2 2 2
H HA R c H      величина площади поверхности области ха-

ббловского радиуса HR ; 3 70 2/ 2.612 10PlA G c м     площадь 

Планка. При подстановке величины HA  в соотношение (13.3) получим 
 

3 5
2 122

2 2

1
(2.6 0.3) 10BH H

с k c K
S k R k

G G H H

   
           

   
.          (13.4) 

 

Здесь введена широко используемая нами в дальнейшем численная 
константа  

5 2 2

2
: 0

PlPl

kc kc kc
K

G AL

  
    ,                                    (13.5) 

 

где 3/PlL G c    планковская длина. 
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Увеличение радиуса HR  на HdR  увеличивает энтропию BHS   на 

BHdS  в соответствии с 
3

2BH H H
kс

dS R dR
G

 
    

 
 

 

3

2
2 2H H H

kc c K
dR R dR

G H c

    
           

.                              (13.6) 

 

Горизонтальная энтропийная сила BHF  (антигравитация), отве-

чающая росту энтропии БекенштейнаХокинга, может быть опреде-
лена как : /BH H BH HF T dS dR  . Здесь знак минус указывает направле-

ние увеличения энтропии или экран, которым в данном случае явля-
ется горизонт событий (Easson и др. 2011). Тогда, используя соотно-
шения (13.2) и (13.6), получим следующее выражение для энтропий-
ной силы 

 

4

2

2

2
BH H

H K c
F R

k Gc
   


.                                      (13.7) 

 

Давление этой силы на космологический горизонт Вселенной, приво-
дящее к явлению антигравитации, определяется формулой 

4 2
2

2

1

4 44

BH
BH

H H

F c c
P H

A G GR
    


.                             (13.8) 

Заметим, что эта величина близка к измеренному отрицательно-
му давлению (натяжению) темной энергии в форме космологической 
постоянной (Вайнберг, 2013). Таким образом, можно считать, что в 
голографическом подходе давление (эффект отталкивания) возникает 
не за счет отрицательного давления темной энергии, а за счет энтро-
пийного натяжения, обязанного накоплению энтропии на горизонте 
Вселенной.  

Энтропийная сила, связанная с энтропией Барроу. Недавно в ра-
боте (Barrow, 2020) была предложена модель квантовой гравитаци-
онной пены пространства-времени для оценки энтропии черных дыр 
и Вселенной, поверхность которых может иметь сложную фракталь-
ную структуру космологического горизонта (области пространства-
времени) вплоть до сколь угодно малых масштабов (порядка план-
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ковской длины) из-за квантово-гравитационных эффектов. Введение 
фрактальной структуры горизонта Вселенной приводит к увеличению 
площади ее поверхности. Как известно, площадь поверхности Все-

ленной  это ключевая характеристика, которая определяет ее энтро-
пию и информативность. Энтропия Барроу возникает, в частности, из-
за того, что поверхность горизонта Вселенной может деформировать-
ся вследствие квантово-гравитационных эффектов, а ее отклонение от 

энтропии БекенштейнаХокинга количественно определяется показа-
телем степени деформации  , отвечающим фрактальной размерно-
сти поверхности. 

Подобная фрактальная структура горизонта Вселенной приводит 
к конечному объему, но с бесконечной или конечной площадью (см. 
Barrow, 2020). Согласно космологической термодинамике возможные 
эффекты квантово-гравитационной пены пространства-времени в об-
ласти космологического горизонта приводят к новому определению 

энтропии Вселенной  к неаддитивной энтропии Барроу BarS  (Barrow, 

2020), связанной с аддитивной энтропией БекенштейнаХокинга: 

 
1 /2

/ : /Bar BHS k S k


 . При подстановке величин BHS  и k  в это соот-

ношение получим 
120(1 /2)10BarS 

. Параметр   (0 1) , являясь 

фрактальной массовой размерностью квантово-гравитационной пе-
ны, количественно определяет деформацию структуры горизонта 
Вселенной44).  

Энтропию BarS  можно представить в следующих формах: 
 

1 /21 /2 2
H H

Bar
Pl Pl

A R
S k k

A A


   

      
   

 

                                                           
44) Следует отметить, что при определении энтропии Барроу сложная 

фрактальная структура космологического горизонта моделируется анало-
гом сферической «снежинки Коха», использующим бесконечную убываю-
щую иерархию соприкасающихся сфер вокруг горизонта событий 
Шварцшильда. Тем не менее, эта простая модель возможных проявлений 
квантово-гравитационной эффектов, имеет важные следствия для оценок 
энтропии Вселенной, которая обычно несколько больше чем в базовом 

сценарии, связанном с энтропией БекенштейнаХокинга.  
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2/2 /2
(2 )HK R K

K K H
k kc

 
 

    
          

.                           (13.9) 

Здесь 3 70 2/ 2.612 10PlA G c м     площадь Планка; HA   вели-

чина площади стандартного горизонта; 2: / 0PlK kc A   . В случае, ко-

гда параметр 0  , что соответствует простейшей структуре космо-
логического горизонта Вселенной, восстанавливается рассмотренная 

выше стандартная энтропия БекенштейнаХокинга, 

  2: /Bar BH H PlS S k A A KH   .  

В случае когда 1  , то имеет место гладкая пространственно-
временная структура горизонта Вселенной, при которой энтропия 
Барроу совпадает с так называемой равно распределенной по степе-

ням свободы энтропией Тсаллиса Кирто (Tsallis., Cirto, 2013; Pad-
manabhan, 2010). В этом случае формула (13.9) аналогична формуле 
для неаддитивной энтропии Тсаллиса и Кирто 

33/2 1/2 1/2
3: H H

TC
Pl

A K R K
S k K K H

A k kc


      

               
,             (13.10) 

 

введенной этими авторами в рассмотрение при исследовании эво-
люции черных дыр на основе совершенно других физических прин-
ципов, отличных от фрактальной интерпретации горизонта Вселенной 
(см. Torres и др., 1997; Aditya и др., 2019; Wilk, Wlodarczyk, 2020; Wa-
heed, 2020). 

Ясно, что в общем случае среды c фрактальной размерностью 

(0 1) , космологические уравнения Фридмана, основанные на эн-

тропийной силе Барроу, будут содержать, как показано ниже, новые 
дополнительные члены, позволяющие моделировать космологиче-
ское поведение Вселенной для различных моделей энтропии (Sarida-
kis, 2020; Anagnostopoulos и др., 2020; Saridakis, Basilako, 2021).  

Применяя рассмотренную в предыдущем подразделе процедуру 
вывода выражений для энтропийной силы и соответствующего дав-
ления на космологический горизонт Вселенной, но уже с энтропией 
Барроу, получим: 
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1/2 /2
(1 )(2 ) 2Bar H

H

dS K R K
K K H

dR c k c kc

 
 

      
          

.        (13.11) 

 

Соответственно, э для энтропийной силы BarF , возникающей из-за 

деформации горизонта Вселенной, связанной с квантово-

гравитационными эффектами, и для давления BarP  этой силы на кос-

мологический горизонт Вселенной будем иметь: 

2 2
4 4(2 ) 2

2 2
Bar

Bar H H
H

dS K K
F T R c c H

dR G k G k

 

      
        

   
,  (13.12) 

 

2 24 2
2 2

2

(2 ) 2

2 4 2 44

Bar
Bar H

H

F c K c K
P R H

G k G kR

 


     
      

     
.    (13.13) 

 

Здесь использовано следующее выражение для температуры де Сит-
тера 
 

6 5

2 2 2
H

H H

c c c H
T

k R GKR GK
  


.                           

(13.2*) 
 

Перейдем теперь к определению энтропийных сил, полученных 
на основе особого энтропийного формализма, предложенного в ста-
тье (Sayahian Jahromi и др., 2018). 

13.2. Модифицированные энтропии Реньи  

и ШармаМиттал на хаббловском  
горизонте Вселенной 

Оригинальные и модифицированные энтропии Реньи и Тсаллиса, 
возникающие согласно развиваемой концепции на горизонте неэкс-
тенсивной Вселенной, широко используются в космологии (см., 
например, Biró, Czinner, 2013; Czinner, Iguchi, 2016; Aditya и др., 2019; 
Waheed, 2020; Abreu, Neto. 2021; Kolesnichenko, Marov, 2021). В част-
ности, модифицированная энтропия Реньи успешно применяется к 
голографическому закону равнораспределения, предложенному 
Падманабханом для исследования термодинамических аспектов 
космической гравитации (Padmanabhan, 2010; Komatsu, 2017). При 

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Czinner%2C+Viktor+G.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Iguchi%2C+Hideo%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://arxiv.org/search/gr-qc?searchtype=author&query=Abreu%2C+E+M+C
https://arxiv.org/search/gr-qc?searchtype=author&query=Neto%2C+J+A
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этом модифицированная энтропия Реньи 
R
modS  связана с формальной 

заменой энтропии Тсаллиса, фигурирующей в логарифмической фор-
муле (20) оригинальной энтропии Реньи, на энтропию Бекенштейна–
Хокинга. 

В рамках неэкстенсивной статистической механики был предло-
жен (Sayahian Jahromi и др., 2018) особый энтропийный формализм, 
основанный на модифицированной двухпараметрической энтропии 
Шарма-Миттал, которая, являясь родоначальником целого семейства 
однопараметрических энтропий, в частности энтропий Реньи и Тсал-
лиса, рассматривает их как некоторые предельные однопараметри-
ческие случаи (Scarfone, Wada, 2005; Scarfone, 2006; Akturk и др., 
2007; Колесниченко, 2019). Таким образом, эти и некоторые другие 
однопараметрические энтропии могут изучаться по единообразной 
схеме.  

По мнению авторов данной работы, в качестве перспективных 
будущих исследований представляет несомненный интерес изучение 
еще одной модификации энтропии Шарля-Миттеля, которая приво-
дит к новому сценарию в эволюционной космологии.  

 

Оригинальные меры энтропий ШармаМиттал и Реньи. Рас-
смотрим вначале оригинальную двухпараметрическую энтропию 

ШармаМиттал, которая определяется формулой 
 

 
(1 )/(1 )

1
( , ):

1

r qq
jj

SM

p
S q r k

r

 






,                                    (13.14) 

 

где , 0r q , 1r q  , r q . В выражении (13.14) 1,...,W{ }j jp p   − дис-

кретная  случайная величина, а W обозначает количество доступных в 
системе микросостояний. 

Энтропийная мера (13.14) включает как классическую, так и де-
формированные однопараметрические энтропии, в частности:  

- энтропию Больцмана−Гиббса  (Gibbs, 1960; Зубарев, 1971). 
 

( 1, 1) : lnSM BG j jjS q r S k p p      ;                                (13.15) 
 

- энтропию Реньи (Renyi, 1961, 1970) 
 

( , 1) ( ): ln( )
1

q
SM Re jj

k
S q r S q p

q
  


 ,    0, 1;q q                      (13.16) 
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- энтропию Тсаллиса (Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 
1988) 
 

1
( , ) ( ):

1

q
jj

SM Ts

p
S q r q S q k

q


  




;                              (13.17) 

 

В пределе 1q  как  энтропия Тсаллиса, так и энтропия Реньи вос-

производят стандартную энтропию Больцмана–Гиббса (13.15). 

Используя обозначение 1 : q
q jjp    для так называемой обоб-

щённой статистической суммы, перепишем выражения (13.16) и 
(13.17) для энтропий Реньи и Тсаллиса в виде  

 

ln ln 1
1 1

q
Re j qj

k k
S p

q q
    
  
 ,                                         (13.18) 

 

 1 1 1
1 1

q
Ts j qj

k k
S p

q q
      
  
 ,                                    (13.19) 

 

Сопоставление выражений (13.18) и (13.19) даёт связь  
 

1
ln 1

1
Re Ts

k q
S S

q k

 
    

                                          (13.20) 

 

Аналогично для энтропии ШармаМиттал имеем: 
 

 
1 1
1 1 11

( , ) 1 1 exp 1
1 1

r r
q q

SM Ts Re
k q k

S q r S k S
r k r

 
  

                         

 

(13.21) 
 

Модифицированные меры энтропий ШармаМиттал и Реньи. 
Только в этом разделе для большей наглядности формул  будем ис-

пользовать следующие обозначения: 
 

/(1 )k q  ,    /(1 )k r  .                                       (13.22) 
 

Как было отмечено выше, модификация энтропий Реньи и Шар-

маМиттал, предложенная в работах (Moradpour и др., 2018; Аbreu и 
др. 2020), обеспечивается формальной заменой оригинальной энтро-
пии Тсаллиса, фигурирующей в формулах (13.20) и (13.21) на энтро-
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пию Бекенштейна–Хокинга BHS . В результате было получено следу-

ющее выражение для модифицированной энтропии Реньи 
 

ln 1 /Re BHS S      .                                              (13.23) 
 

Аналогично для модифицированной энтропии ШармаМиттал имеет 
место представление (Abreu  и др., 2020; Abreu, Neto, 2021) 

 

 
/

1 / 1SM BHS S
     

  
.                                      (13.24)  

Важно отметить, что физическая интерпретация подобной моди-
фикации указанных энтропий остается в настоящее время все-таки не 
вполне ясной. Тем не менее, в ряде работ (см., например, Czinner, 
Iguchi, 2016; Komatsu, 2017, 2019) было показано, что энтропии (13.23) 
и (13.24) могут служить эффективной теоретической основой для эн-
тропийной космологии, порождая ее различные варианты.  

Для получения нового варианта модификации энтропии Шар-

маМиттал в настоящей работе нами предложено в оригинальном 
математическом ее выражении (формула (13.21)) заменить энтропию 
Тсаллиса на энтропию Барроу (13.9), описывающую сложную фрак-
тальную структурe космологического горизонта. В результате полу-
чим следующие модифицированные энтропии Реньи и Шар-

маМиттал  
 

 ln 1 /mod
Re BarS S    ,                                           (13.25) 

 

 
/

1 / 1mod
SM BarS S

     
 

,                                     (13.26) 

которые содержат параметры неэкстенсивности   и   и показатель 

степени деформации деформации космологической поверхности  , 
что позволяет конструировать многочисленные  космологические 
модели эволюции Вселенной. 

Энтропийная сила, связанная с модифицированной энтропией 

ШармаМиттал.  Энтропийную силу SMF , отвечающую росту моди-

фицированной энтропии ШармаМиттал (13.26), будем определять 

как /mod
SM H SM HF T dS dR  . Подставляя соотношения (13.9), (13.11) и 

(13.26) в это определение, получим  

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Czinner%2C+Viktor+G.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Iguchi%2C+Hideo%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
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.                   (13.27) 

 

При написании этого выражения была использована следующая про-
изводная 

 1

1

1

mod
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H H
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dR dR
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, 

                  (13.28) 
полученная с учетом формул (13.2*), (13.9) и (13.11). 

Соответственно, давление SMP  силы SMF  на космологический 

горизонт Вселенной определяется формулой  
 

 

  

/2 2 )2

2
/21 (2 )

/2

84
1 /

SM
SM

H

K k HF c
P

GR
K K k H





 

  

  
       



.      (13.29) 

 

Энтропийная сила Реньи. Энтропийную силу ReF , отвечающую 

росту модифицированной энтропии Реньи 
mod
ReS ,  получим путем 

приравнивания показателя ( )/ ( )/(1 )r q q     в формуле 

(13.27) к единице. В результате будем иметь: 
 

 

4 2

/21 (2 )

2

2 /
Re

c H
F

G K K k H
 

  
    

  

.                         (13.30) 

 

Соответственно, давление ReP  этой силы  на космологический гори-

зонт Вселенной определяется соотношением  
 

2
4

2 1 /2 2

2 1

84 ( / )

Re
Re

H

F c
P H

GR K K k H  

 
        

.           (13.31) 
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Если в формуле (13.30) положить 0  , то получим выражение 
для энтропийной силы Реньи, модифицированной с помощью энтро-

пии БекенштейнаХокинга BHS : 
 

4

2

1
:

1 /

Re
Re H

H

dS c
F T

dR G K H

 
        

.                           (13.32) 

 

Энтропийная сила Барроу и Тсаллиса-Кирто. Энтропийные силы 

Барроу BarF  и Тсаллиса-Кирто TCF  также можно получить из формулы 

(27), полагая ( ; 1  ) и ( ; 0  ) соответственно. В резуль-

тате будем иметь (см. Kolesnichenko, Marov, 2021): 
 

/24
)2

2
Bar

c K
F H

G k




    
       

,   1/2 4 13
( / )

2
TCF K k c H

G
  .       (13.33) 

13.3. Обобщенные уравнения динамической  

космологии ФридманаРобертсонаУокера 

В классической космологии модели эволюционирующей Вселен-
ной конструируют на основе уравнений общей теории относительно-
сти Эйнштейна (см., например, Толмен, 2009; Вайнберг, 2013). Мы 
используем подход, основой которого служит построение уравнений 
Фридмана на основе модифицированного энтропийного формализма 
Шармы–Миттал, что является основной целью работы. Эту цель пре-
следовали основные результаты по анализу различных типов неэкс-
тенсивной энтропии, ответственной в рамках рассматриваемой кон-
цепции за возникновение энтропийной силы, изложенные в разделах 
13.1-13.2.  

Ограничимся рассмотрением эволюционной плоской модели 
Вселенной, которая является бесконечной в пространстве, однород-
ной, изотропной и расширяющейся. При этом будем считать, что Все-
ленная моделируется некоторой космологической жидкостью, дис-
персные частицы которой суть галактики. На таком уровне крупно-
масштабного усреднения структура Вселенной симметрична и не 
имеет особенностей.  
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В плоском гиперпространстве пространственно-временной ли-

нейный интервал имеет вид метрики РобертсонаУокера 
 

2 2 2 2 2 2 2( ) ( ),ds c dt a t dx dy dz                                    (13.34) 
 

которому соответствует метрический тензор g  с галилеевыми ком-

понентами 
2 2

00 11 22 33; ( ) ; 0 ;g c g g g a t g при g g           ,  
 

где t ─ космическая временная координата; ( )a t   коэффициент рас-

ширения (масштабный фактор РобертсонаУокера. 
Будем рассматривать идеальную космологическую жидкость, ко-

торая определяется как среда, в каждой точке которой существует 
локально инерциальная декартова система отсчета, движущаяся вме-
сте с жидкостью; при этом сама жидкость однородна по всем направ-
лениям.  Для такой среды тензор энергии-импульса, играющий роль 
источника гравитационного поля, в принятой системе координат 

имеет вид 2( )T c P u u Pg       , где ( ),t  ( )P P   ─ соответ-

ственно плотность и скалярное давление жидкости (включающей ма-
терию и излучение) в момент времени .t  Здесь введена четырехмер-
ная скорость /u x s    , которая определена условием, что в сопут-

ствующей локально инерциальной декартовой системе отсчета ее 
компоненты равны 0 1u   и 0 0u  . Таким образом, в состоянии по-

коя компоненты тензора T  имеют следующий вид (Мизнер и др., 

1977): 
 

2
00 11 22 33; ; 0T c T T T P T при         .              (13.35) 

 

Заметим, что в плоской модели Вселенной45) трехмерная кривиз-
на является нулевой, однако четырехмерное пространство остается 
кривым.  

Уравнения ФридманаРобертсонаУокера в гравитации Эйн-
штейна. Далее будем рассматривать стандартную модель Фридмана 
                                                           

45) Как известно, пространство является плоским только в том случае, 

если отношение : / 1cr    , где 
2: 3 / 8cr H G     критическая массовая 

плотность (вещество + излучение). По современным наблюдательным дан-

ным величина 1.02 0.02  . 
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для пространственно плоской открытой Вселенной. В сделанных 
предположениях из уравнений общей теории относительности Эйн-
штейна следуют два уравнения поля Фридмана для масштабного фак-

тора ( )a t   
 

2
21 ( ) 8

( ) ( )
3 3

a t G
H t t

a t

   
    

 
,                          (13.36) 

 

2

( ) ( )
4 ( )

3

H t P t
G t

t c

  
        

,                            (13.37) 

 

описывающих эволюцию Вселенной. Здесь 1( ): /H t a a t    ─ пара-

метр Хаббла, или хаббловская скорость расширения Вселенной, те-
кущее значение которой близко к планковскому (см. Anagnostopoulos 

и др., 2020); m R   общая плотность вещества и радиации. Урав-

нения (13.36) и (13.37) включают дополнительный управляющий па-

раметр /3 , (который часто может быть опущенным), объясняющий 

при надлежащем определении ускоренное расширение поздней Все-
ленной (Weinberg, 1989).  

Из уравнений (13.36) и (13.37) легко получить следующий закон 
сохранения энергии (уравнение неразрывности)  

 

2

( ) ( )
3 ( ) ( ) 0

t P t
H t t

t c

  
      

.                                      (13.38) 

 

Для этого необходимо продифференцировать уравнение (13.36) и ре-
зультат скомбинировать с уравнением (13.37), которому удовлетво-
ряет давление.  Это уравнение может быть выведено также непо-
средственно из первого закона термодинамики, если рассматривать 
Вселенную как термодинамическую систему, ограниченную видимым 
горизонтом и расширяющуюся адиабатически (Ryden, 2003). 

Таким образом, фундаментальными уравнениями динамической 
космологии, основанными на метрике Робертсона─Уокера, являются 
уравнения ускорения (13.36), уравнение сохранения энергии (13.38) и 

уравнение состояния (зависимость давления ( )P t  от ( )a t ), которые 

определяют коэффициент расширения ( )a t  (Friedmann, 1922). 

Ранее в статье (Колесниченко, Маров, 2021) был рассмотрен сце-
нарий ускорения космического пространства под воздействием эн-
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тропийных сил, связанных с энтропиями пропорциональными пло-
щади космологического горизонта Вселенной. К таким энтропиям от-
носятся приведенные в первом разделе этой статьи энтропии Бекен-

штейнаХокинга, Барроу и ТсаллисаКирто. Однако простая формула 
площади для энтропии не выполняется в теориях космической грави-
тации с высшими производными (Cai, Kim, 2005). Поэтому представ-
ляется целесообразным получить обобщенные уравнения Фридма-

наРобертсонаУокера в рамках теории гравитации, основанной на 
рассмотренных выше модифицированных энтропиях, зависящих от 

свободных параметров деформации ( ) и неэкстенсивности ( , ).   

Эти результаты непосредственно связаны с голографическими свой-
ствами гравитации. 

Обобщенные уравнения ФридманаРобертсонаУокера.  Со-
гласно общей теории относительности, гравитационное поле создает-
ся не только плотностью среды, но и давлением в комбинации 

2( ) ( )/t P t c   (см. Черепащук, Чернин, 2004). Предполагая далее, что 

в развиваемом нами варианте энтропийной космологии, основанном 

на модифицированной энтропии ШармаМиттал, эффективное дав-

ление постулируемого аналога космической жидкости SMP , вызыва-

ющее  эволюцию Вселенной (в частности, энтропийную силу и анти-
гравитацию),  определяется соотношением 
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,   (13.39) 

 

где давление SMP  задается формулой (13.29). При использовании 

эффективного давления SMP  классические уравнения Фридмана 

(13.36) и (13.38), принимают следующий обобщенный вид:  
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(13.41) 
Наличие нескольких свободных параметров в этих уравнениях 

позволяет получить различные варианты движущих сил, вызывающих 
отклонение от «стандартной» голографической модели Вселенной, 
предложенной Верлинде (Verlinde, 2011).  

Ниже приведено несколько вариантов моделей фридмановской 
Вселенной, полученных исходя из модифицированной энтропии 

ШармаМиттеля. 
Уравнения Фридмана, полученные с использованием модифи-

цированной энтропии Реньи 
Re
modS .  Эти уравнения можно получить из 

уравнений (13.40) и (13.41), при устремлении параметра неэкстенсив-
ности r  к единице. В результате будем иметь: 
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(13.42) 
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.  

(13.43) 
 

Уравнения Фридмана, основанные на модифицированной эн-

тропии Реньи ReS .  Полагая в уравнениях (13.42) и (13.43) параметр 

деформации равным нулю ( 0  ), получим следующие обобщенные 
уравнения Фридмана 
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,          (13.45) 

основанные на энтропии Реньи, модифицированной с помощью эн-

тропии БекенштейнаХокинга (ср. Sayahian и др., 2018). 
 

Классические уравнения энтропийной космологии. Устремляя в 
уравнениях (44) и (45) параметр неэкстенсивности  q  к единице, полу-

чим 
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 ,                             (13.46) 
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.                    (13.47) 

 

Эти уравнения можно рассматривать как обобщенные уравнения 
ускорения (13.36) и непрерывности (13.38) для энтропийной космоло-

гии, выведенные с использованием энтропии БекенштейнаХокинга. 

Величина 2H  в этих уравнениях связана с энтропийной силой, кото-
рая может объяснить ускоренное расширение Вселенной без введе-

ния понятия темной энергии  космического вакуума (связанного с 
космологической постоянной), плотность энергии которого отрица-

тельна. Заметим, что энтропия БекенштейнаХокинга пропорцио-
нальна площади космологического горизонта Вселенной, благодаря 
чему модель, основанная на этой энтропии, предсказывает только 
расширяющуюся с равномерным ускорением Вселенную. Как было 
показано в работе (Easson и др., 2011), эта модель ускоренного рас-
ширения Вселенной способна обеспечить хорошее соответствие дан-
ным по сверхновым звездам.  
 

Ускоренное расширение Вселенной под воздействием энтро-
пийной силы Барроу. Устремляя теперь в уравнениях (13.42) и (13.43) 
параметр экстенсивности q  к единице, получим уравнения   

 

/2
2

2

( ) ( ) 2
4 ( ) ( )

2

H t P t K
G t H t

t kc


    

           
,                (13.48) 

 



431 
 

 

/2
3

2

( ) ( ) 3 2
3 ( ) ( )

4 2

t P t K
H t H t

t G kc



   
          

,           (13.49) 

 

описывающие при использовании для поверхности горизонта Все-
ленной энтропии Барроу как космологическое ускорение, так и за-
медление (Колесниченко, Маров, 2021).  

Важно отметить, что случай нулевой деформации ( 0  ) соот-
ветствует энтропийной силе Барроу, которая полностью соответствует 
стандартной энтропийной силе, рассмотренной в работе (Easson и 
др., 2011).  Следует вместе с тем подчеркнуть, что, как отмечалось ав-
торами работы (Anagnostopoulos и др., 2020), опиравшимися на ука-
занные выше наблюдательные данные космической хронометрии с 
целью прямых измерений параметра Хаббла, этим данным лучше со-
ответствует значение параметра деформации, равное 0.094  . Дру-
гими словами, допускается, что небольшое отклонение от стандарт-

ной голографической энтропии БекенштейнаХокинга является более 
предпочтительным. 

В общем случае, когда 0 1   , мы имеем новый космологиче-
ский сценарий проявления энтропийной силы, основанный на энтро-
пии Барроу, связанной с квантово-гравитационными эффектами гори-
зонта Вселенной. Этот сценарий позволяет моделировать космологи-
ческое состояние и эволюцию Вселенной при различных модифика-
циях управляющей гравитационной силы Барроу (см. Saridaki, 2020).  

Ускоренное расширение Вселенной под воздействием энтро-

пийной силы ТсаллисаКирто. Вариант 1   в уравнениях (13.48) и 
(13.49), соответствующий максимальной деформации космологиче-
ского горизонта из-за квантово-гравитационных эффектов, связан с 

энтропией ТсаллисаКирто (Tsallis., Cirto, 2013). Соответствующие 
обобщенные уравнения имеют вид: 
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.                      (13.51) 

 

Сценарий проявления этой энтропии предсказывает как замедление, 
так и ускоренное расширение Вселенной (см. Basilakos и др.,2009).  Из 
уравнения (13.50) следует, что управляющий силовой член в этой мо-
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дели пропорционален хаббловской скорости расширения Вселенной 
H , в отличие от аналогичного энтропийного силового члена в модели 

БекенштейнаХокинга, который пропорционален 2H .  
Отметим, что космологические уравнения, подобные уравнени-

ям (13.50) и (13.51), неоднократно обсуждались в литературе при мо-
делировании эволюции Вселенной, основанной на различных ап-
проксимациях переменного космологического члена (см., например, 
(Basilakos и др.,2009). С другой стороны, полученная из обобщенной 

энтропии ТсаллисаКирто энтропийная сила (13.33) ведет себя так же, 
как и движущая сила вязкой космологической жидкости с объемной 
вязкостью   , с использованием которой в моделях вязкой космоло-

гии объясняется ускоренное расширение Вселенной. Действительно, 
выражение для эффективного давления  

1/233
( ) ( ) ( )

8
ТС

B

c K
P t P t H t

G k

 
    

  
 в уравнении (13.50), аналогично вы-

ражению ( ) ( ) 3 ( )P t P t H t     для давления в моделях вязкой космо-

логии, предложенных для описания темной материи. В моделях этого 
типа предполагается, что Вселенная заполнена космологической 
жидкостью с объемной вязкостью  , которая может генерировать 

энтропию  однородной и изотропной Вселенной (см. Padmanabhan, 
Chitre, 1987; Meng, Dou 2009). Приведенное сходство стало возмож-
ным по причине того, что введенная на основе голографического 

принципа неаддитивная энтропия ТсаллисаКирто ведет себя так, как 
если бы это была классическая энтропия однородной и изотропной 
Вселенной, порожденная объемным вязким напряжением космоло-
гической жидкости (Li, Barrow, 2009; Sebastian, 2010).  

Итак, все модели, рассмотренные в этом разделе, как и многие 
другие, сконструированные на базе обобщенных уравнений Фридма-
на (13.40)-(13.41), описывают эволюцию Вселенной без использова-
ния  представлений о наличии гипотетической темной энергии, ана-
логом которой служит космологическая постоянная. Несомненно, что 
их дальнейший анализ будет способствовать более глубокому пони-
манию нетрадиционной термодинамики и статистических аспектов 
пространства-времени и гравитации. 

https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Li%2C+Baojiu%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/#search/q=author:%22Li%2C+Baojiu%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
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13.4. Термодинамический подход к моделированию  
неадиабатической эволюции Вселенной 

Термодинамический вывод уравнения сохранения космиче-
ской энергии. Закон сохранения энергии (13.38) может быть получен 
также непосредственно из первого закона термодинамики, если рас-
сматривать Вселенную как термодинамическую систему, ограничен-
ную космологическим горизонтом и расширяющуюся адиабатически 
(Ryden, 2003).  

Согласно первому закону термодинамики, принцип сохранения 
полной энергии для неаддитивных систем можно записать в виде со-

отношения Гиббса / / /T S t E t P V t       , выражающего скорость 

изменения энтропии S  при движении элемента неаддитивной среды 

вдоль его траектории (Колесниченко, 2018, 2019). Здесь /E t   и 

/V t    изменения во времени внутренней энергии и объема обла-

сти вещества и излучения Вселенной соответственно 46).  

Рассмотрим теперь сферу начального радиуса ŝr , расширяющуюся 

вместе с универсальным расширением Вселенной, так что ее соб-

ственный радиус ( )HR t  в момент времени t  определяется выражени-

ем ˆ( )H sR a t r . Тогда объем ( )V t  сферы равен 
3 3ˆ( ) (4 /3) ( )sV t r a t  . 

Отсюда 
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.                 (13.52) 

 

Для внутренней энергии сферы имеем ( ) ( ) ( )E t t V t , где ( )t плот-

ность внутренней энергии, определяемая соотношением 2( ) ( )t t c 

. Отсюда скорость изменения внутренней энергии сферы ( )E t  опре-

деляется как 
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(13.53) 
                                                           

46) Следует заметить, что в общем случае для каждой из используемых 
в модели эволюции Вселенной энтропийных мер должна соответствовать 
своя температура хаббловского горизонта.  
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Подставляя это выражение в соотношение Гиббса, получим второй 
закон термодинамики для расширяющейся или сжимающейся Все-
ленной: 
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 (13.54) 
Рассмотрим сначала изоэнтропические (обратимые и адиабати-

ческие) движения космического вещества, для которых энтропия 
каждой частицы среды остается в первом приближении постоянной 

на протяжении всего пути элемента среды, т.е. / 0S t   . Для них 

уравнение (13.54) сводится к ранее полученному уравнению нераз-
рывности (13.38) для адиабатического расширения Вселенной. 

Обобщенное энергетическое уравнение для моделирования 
неадиабатической эволюции Вселенной.  При моделировании эво-
люции Вселенной в рамках неадиабатической энтропийной космоло-

гии изменение энтропии системы не равно нулю, / 0S t    (см. 

Frolov, Kofman, 2003; Cai, Kim, 2005; Akbar, Cai, 2007). Для вычисления 
этой величины в уравнении (13.54) будем использовать формулу 

(13.29) для модифицированной энтропии ШарляМиттела, получен-
ную с помощью энтропии Барроу (Barrow, 2020), как наиболее общую 
в рассматриваемом здесь случае. В результате получим  
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.     (13.55) 

 

С учетом этого выражения энергетическое уравнение (13.54), за-
писанное в виде  
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принимает вид обобщенного закона сохранения энергии 
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Правая часть этого уравнения связана с неадиабатическими про-
цессами в космологическом пространстве. Если параметр Хаббла 

0H   или если H const , то уравнение (13.56) сводится к классиче-
скому уравнению неразрывности (13.38) для адиабатического расши-
рения Вселенной. В общем случае неадиабатической эволюции Все-
ленной на основе уравнения (56) можно получить целый набор 
обобщенных систем космологических уравнений Фридмана для мас-
штабного фактора.  

Таким образом, методы энтропийной космологии, основанные 

на предложенной модификации энтропии ШарляМиттела, являются 
достаточно эффективными для конструирования целого набора мо-
делей, которые позволяют найти количественные оценки ускоренно-
го расширения Вселенной в соответствии с данными наблюдений. 
Важно отметить, что рассмотренная в этой главе модификация неэкс-

тенсивной энтропии Шарма Миттал базируется на энтропии Барроу, 

которая заменяет энтропию БекенштейнаХокинга, фигурирующую в 
известных энтропийных формализмах. Смысл такой замены состоит в 
том, что наличие энтропии Барроу, учитывающей возможные эффек-
ты квантово-гравитационной пены на канве пространства-времени в 
области космологического горизонта, создает дополнительные сред-
ства для оценки ускоренного расширения Вселенной, которое в 
большинстве случаев несколько больше, чем в базовом сценарии, 

основанном на энтропии БекенштейнаХокинга.  
 

В заключение нужно отметить, что предложенный в этой главе 
подход, связанный с использованием вероятностных негауссовых 
(неэкстенсивных) аспектов хаббловского горизонта поверхности Все-
ленной, соответствует известным требованиям, предъявляемым к 
термодинамическому моделированию динамического поведения 
космоса без привлечения концепции темной энергии. Это обстоя-
тельство, несомненно, побуждает к более глубокому изучению веро-
ятностных неэкстенсивных аспектов пространства-времени из-за 
дальнодействующей природы гравитации.  
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ГЛАВА 14 

Вывод в рамках статистики Тсаллиса  
релятивистских гидродинамических  

уравнений для разреженной неидеальной  
газовой системы высокоэнергетических  

частиц 

В этой главе обсуждается конструирование неэкстенсивной 
релятивистской диссипативной гидродинамики одинаковых частиц 
на основе релятивистского кинетического уравнения, полученного 
в q-неэкстенсивном контексте статистики Тсаллиса и с учетом 
включения корреляционных эффектов (путем отказа от гипотезы 
молекулярного хаоса) в столкновительный член. Показано, что ло-
кальное столкновительное равновесие описывается обобщенной 
версией релятивистского распределения Юттнера. С помощью 
этого распределения определены в явном виде все термодинамиче-
ские параметры состояния. Линейные определяющие соотношения 
и коэффициенты переноса, такие как сдвиговая вязкость, объемная 
вязкость и теплопроводность, получены на основе линеаризован-
ного интеграла столкновений, записанного в форме Андерсо-
на−Виттинга и оцениваются с использованием аппроксимации 
времени релаксации. Сконструированная неэкстенсивная реляти-
вистская гидродинамика предназначена для моделирования широ-
кого круга явлений в астрофизике, космологии и физике высоких 
энергий. 

Введение 

В последнее время появляется все больше доказательств того, 
что неэкстенсивная статистическая механика Тсаллиса (Tsallis, 1988), 
используемая для описания статистического и кинетического поведе-
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ния аномальных неаддитивных систем различной природы, может 
рассматриваться как наиболее подходящая основа теоретической ба-
зы для моделирования огромного числа физических явлений и про-
цессов. Эти явления включают ситуации, когда система проявляет эф-
фект памяти любого рода, испытывает дальнодействующие корреля-
ции (когда ее размер сопоставим с диапазоном действующих в ней 
сил), испытывает некоторые внутренние флуктуации, и фазовое про-
странство, в котором она функционирует, ограничено или имеет 
фрактальную структуру.  

Напомним, что принадлежащая Тсаллису модифицированная 
версия энтропии Больцмана-Гиббса (БГ) в случае неэкстенсивной га-
зовой системы имеет вид (см. Tsallis, 1988; Колесниченко, 2019):  

 

: ( )ln ( ) lnq
q B q B q q
S k f f d k f     r r ,     [0,2]q , 

 

где Bk  − постоянная Больцмана; ( )f r , d  −  соответственно функ-

ция распределения и элемент объема в фазовом  пространстве; q  − 

параметр деформации (неаддитивности энтропии qS ), связанный с 

некоторыми дополнительными степенями свободы, присущими ано-
мальным системам, и который должен определяться a posteriori; lnqz  

− деформированная q  − логарифмическая функция, обратная для ко-

торой является деформированной q-экспонентой, exp .q z Обе эти 

функции определяются следующим образом: 
1 1ln : (1 ) ( 1), ( 0),q

q z q z z       
 

1/(1 )exp : [1 (1 ) ] q
q z q z    ,   1( 1)z q   ; 

 

причем exp (ln ) ln (exp )q q q qz z z  . При написании второй формы 

определения энтропии Тсаллиса использовано осреднение 

... : (...) q
q

f d   с ненормированным распределением qf  для лю-

бой микроскопической физической величины, свойственное стати-
стике Курадо-Тсаллиса47) (см. Колесниченко, 2018). 

                                                           
47) В этой главе использовано ненормированное осреднение Курадо-

Тсаллиса, поскольку это единственное осреднение, которое не приводит к 
переопределению понятия температуры q-системы. Только в этой стати-
стике температура является интенсивным параметром, а не функциона-
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Энтропия Тсаллиса широко исследована как в теоретическом, так 
и в прикладном контексте (см., например, Gell-Mann, Tsallis, 2004; 
Tsallis, 2009; Колесниченко, 2019). В частности, неэкстенсивный стати-
стический формализм оказался полезной конструкцией для анализа 
многих астрофизических и космологических явлений (см., например, 
Колесниченко, 2015, 2019; Kolesnichenko, 2017, 2020a,b, 2021). Недав-
но было найдено еще одно из заманчивых применений неэкстенсив-
ной статистической механики Тсаллиса, связанное с физикой высоких 
энергий (Wilk, Włodarczy, 2000, 2009; Biro и др., 2017; Cleyman и др., 
2013). Оказалось, что экспериментальные спектры частиц на реляти-
вистском коллайдере тяжелых ионов (Relativistic Heavy Ions Collider) и 
на Большом адронном коллайдере (Large Hadron Collider) могут быть 
успешно описаны распределениями энергии по так называемому 
расширенному степенному закону Тсаллиса-Парето − типичным для 
канонического равновесного распределения, связанного с энтропий-
ной мерой Тсаллиса в широком диапазоне энергий, размеров сталки-
вающихся систем и производимых сортов адронов48). Другими слова-
ми, математическое моделирование процессов производства вто-
ричных частиц внутри газовых потоков при адронных релятивистских 
столкновениях тяжелых ионов (в результате которых происходит об-
разование нового адронного состояния материи кварк-глюонной 
плазмы (QGP)) приводит к наиболее адекватным результатам только 
при использовании неэкстенсивной статистической механики Тсалли-
са, в то время как условия, необходимые для применения классиче-
ской статистики БГ и релятивистской кинетической теории (Israel, 
1963; de Groot и др., 1968; Muronga, 2007a,b; Ландаy, Лифшиц, 1988 ; 
Колесниченко, 2023а), выполняются в этом случае весьма прибли-
женно.  

Указанное неэкстенсивное распределение в физике высоких 
энергий связано, предположительно, с тем, что адронизирующие си-
стемы характеризуются сильными внутренними флуктуациями и 
дальними корреляциями, которые могут быть истолкованы как про-

                                                                                                                                                                                     

лом, как, например, при осреднении с помощью нормированного эскорт-
ного распределения Тсаллиса-Мендеса-Пластино (см. Зарипов, 2010). 

48) Адроны − бесцветные составные частицы (протоны и нейтроны), 
построенные из кварков и глюонов (безмассовых частиц, являющихся пе-
реносчиками сильного цветового взаимодействия между кварками). 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D0%B2%D0%B5%D1%82_(%D0%BA%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D1%82%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D1%85%D1%80%D0%BE%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D0%BC%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
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явление некоторых внутренних динамических, неравновесных про-
цессов (таких, например, как распад резонансов или возникновение 
температурных флуктуаций). В результате вместо обычного локально-
го теплового равновесия (имеющего место во всех приложениях 
классической статистики) в рассматриваемых аномальных системах 
возникает некое «стационарное состояние» (так называемое неэкс-
тенсивное равновесие, зависящее от параметра деформации q ), ко-

торое неявно учитывает разного рода внутренние динамические эф-
фекты (Kodama и др., 2005; Osada, Wilk, 2008; Urmossy и др., 2012; Bíró 
и др., 2017). В работах (Silva, Lima 2005; Lavagno и др. 2009; Santos и 
др., 2017) также было установлено, что в аномальных релятивистских 
системах подобные явления могут быть эффективно описаны (без 
привлечения каких-либо соображений относительно динамических 
источников различных флуктуаций) в рамках концепции неэкстенсив-
ной кинетики в виде обобщенной версии распределения Юттнера 
(Jüttner, 1911) − общего решения нулевого порядка релятивистского 
уравнения переноса (см. de Groot и др., 1980).  

По этой причине стало ясно, что важным шагом на пути успешно-
го решения обсуждаемой проблемы является аккуратное конструи-
рование неэкстенсивной релятивистской гидродинамики, которая 
полностью согласуется с статистическим подходом Тсаллиса и на ос-
нове которой возможно эффективное моделирование широкого кру-
га динамических явлений в системах с релятивистскими ядерными 
столкновениями высоких энергий. В ряде зарубежных работ (см., 
например, Kodama и др., 2005; Urmossy и др., 2012; Bíró и др., 2017) 
была разработана в q-неэкстенсивном контексте Тсаллиса реляти-
вистская кинетическая теория, в которой дана новая интерпретация 
параметра неэкстенсивности q, как количественной меры внутренних 
флуктуаций, характерных для адронизирующих систем49). 

Вместе с тем следует отметить, что почти во всех известных авто-
ру работах по обсуждаемой проблеме отсутствует сколько-нибудь де-
тальный кинетический вывод неэкстенсивного релятивистского урав-
нения переноса, описывающего эффекты, связанные с ультрареляти-

                                                           
49) Заметим, что предположение, связывающее параметр q с флуктуа-

циями формализовано в виде новой ветви статистической механики, 
называемой суперстатистикой Бека-Коэна (см. Beck, 2000; Tsallis, Souza, 
2003). 



445 
 

 

вистскими скоростями движения частиц. При этом формулировки 
привлекаемых предположений делаются обычно без подробных по-
яснений, а приведенные формулы часто даются без соответствующе-
го математического обоснования. По этой причине автор синопсиса 
(Колесниченко, 2023с) предпринял попытку более детального вывода 
неэкстенсивного релятивистского кинетического уравнения с учетом 
включения корреляционных эффектов (путем отказа от гипотезы мо-
лекулярного хаоса «Boltzmann’ Stosszahlansatz») в столкновительный 
член. Это обобщенное кинетическое уравнение позволяет получить 
законы сохранения плотности, импульса и энергии для аномальных 
q -систем, подтвердить справедливость второго закона термодина-

мики, согласно которому возникновение q  энтропии нигде и нико-

гда не бывает отрицательным, а также сконструировать неэкстенсив-
ную релятивистскую гидродинамику, описывающую широкий круг 
явлений, возникающих при больших скоростях (сравнимых со скоро-
стью света) макроскопического движения составляющих жидкость ча-
стиц. 

14.1. Основные макроскопические величины 

Некоторые исходные определения. Приведем сначала статисти-
ческие выражения для основных макроскопических физических вели-
чин, записанных на языке неэкстенсивной релятивистской кинетиче-
ской теории50). В неоднородной среде релятивистского газа, состоя-
щего из одинаковых частиц, макроскопические величины являются 

функциями пространственно-временных координат : : ( , ),x x t  x  

где индекс   принимает 4 значения: 0,1,2,3 ; t  − время. Далее бу-

дем использовать метрический тензор ,=diag(1, 1, 1, 1)g     где 

, 0,1,2,3  , а оператор ковариантного дифференцирования будем 

обозначать как51) 

 

                                                           
50) В этой работе, если не оговорено особо, будем для простоты вы-

кладок использовать единицы, в которых постоянная Планка и скорость 

света равны единице.  

51) Это определение ковариантного дифференцирования справедливо 
только при отсутствии гравитационного поля (см. Weinberg, 1972). 
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0: , :( , )
x t

 

   
      

   x
.                                     (14.1) 

 

Макроскопическое состояние неэкстенсивного релятивистского 

газа характеризуется 4-вектором потока частиц ( )qN x , 4-тензором 

энергии-импульса ( )q x  и 4-вектором потока энтропии ( )qS x . Эти 

макроскопические величины определяются в кинетической q -теории 

как статистические средние с помощью ненормированной функции 

распределения qf , где 0( , , , )f t px p  − функция распределения фазово-

го пространства одной частицы (локальная плотность вероятности), 
которая нормирована на число частиц в системе, т.е. определена та-

ким образом, что произведение 
3 3d d df x p  дает среднее чис-

ло частиц, которые в момент времени t  находятся в элементе объема 
3d x  с центром в точке x  и имеют импульсы частиц в пределах 

( )p,p p . Эта функция зависит от пространственно-временных ко-

ординат : ( , )x x t  x  и 4-вектора энергии-импульса

0: ( , ): ( , )p p p E  p p , где 0, , Em p p p
  p

2 2mp  − соот-

ветственно релятивистские масса, импульс и энергия частицы, нахо-

дящейся в элементе пространственного объема 
3d x  в точке x  в 

момент времени t . С помощью функции ( , )qf x p  фундаментальные 

полевые величины ( ),N x  ( )x  и ( )S x  (здесь 0,1,2,3)  записы-

ваются в ковариантной форме следующим образом (Колесниченко, 
2023a): 

 

( )= : ( )dq
q qN x p = p f x,p P     ,   ( 0,1,2,3) ,                    (14.2) 

 

( ) : ( , )dq
q qx p p p p f x p P         ,   ( , 0,1,2,3)  ,              (14.3) 

 

( ): ( , )ln ( , ) ( , ) dq
q B qS x k p f x p f x p f x p P    

  ,   ( 0,1,2,3) .    

(14.4) 
 

Здесь 
3

0 3

d
d :

(2 )

p
P g

p



−инвариантный объем пространства с импуль-

сом, где 2 1g j   обозначает число внутренних степеней свободы ( j− 
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спин частицы); Bk  − постоянная Больцмана. По поводу формулы 

(14.4) сразу отметим следующее: в немногочисленной литературе по 
неэкстенсивной релятивистской кинетической теории существуют 
различные не эквивалентные друг другу определения 4-вектора по-

тока q-энтропии ( )qS x , которые приводят к различным термодина-

мическим соотношениям (см., например,  Lima и др., 2001; Lavagno и 
др., 2009; Osada, Wilk, 2009). В данной работе мы будем использовать 
определение, предложенное в работе (Osada, Wilk, 2009), поскольку 
только оно соответствует статистической квантовой q-энтропии, учи-
тывающей поправки, касающиеся термодинамической согласованно-
сти в случае релятивистских квантовых распределений частиц высо-
ких энергий (Cleymans, Worku, 2012). 

 

Гидродинамическая 4-скорость. Важным понятием при констру-
ировании релятивистской кинетической теории является гидродина-

мическая 4-скорость ( )xu , которая используется при определении 

ряда физических параметров, играющих важную роль при формули-

ровании макроскопических законов сохранения. 4-скорость ( )xu  

обычно задается в виде времениподобного вектора с модулем рав-
ным единице в каждой пространственно-временной точке: 

( ) ( ) 1x xu u
  . С помощью вектора гидродинамической скорости 

определяется так называемый тензор-проектор  
 

( ): ( ) ( )x g x xu u      ,                                     (14.5)  
 

который при свертке с произвольным 4-вектором действует как про-

екционный оператор, уничтожая параллельную скорости ( )xu  часть 

этого вектора, ( ) ( ) 0x xu
  ; кроме этого проекционный оператор 

характеризуется следующими свойствами:     ,    
     ,   

3
  . 

Поскольку гидродинамическая скорость ( )u x  является време-

ниподобным вектором, то возможно в каждой пространственно-
временной точке ввести локальную систему покоя (называемую так-
же сопутствующей системой координат), обозначаемую индексом LR 
(local rest). Гидродинамическая скорость в этой системе имеет следу-

ющие компоненты: (1,0,0,0),LRu
  а LRLR


   diag(0, 1, 1, 1)   ,  
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diag (0,1,1,1).LR


   Чтобы зафиксировать выбор гидродинамической 

скорости ( )xu , далее будем использовать следующее удобное ее 

определение: : / ,N N Nu  
  данное Эккартом (Eckart, 1940). 

Оператор ковариантного дифференцирования   может быть 

разложен по отношению к гидродинамической 4-скорости  ( )u x  на 

времениподобную и пространственноподобную части в соответствии 
с соотношением  

 

Du     ,                                                        (14.6) 
 

где символD: u    означает конвекционную производную по вре-

мени с(D / )LR t  , а символ : 
     есть оператор-градиент, 

который в ло- кальной системе координат является чисто простран-

ственным, 0u   (или с 0 0,LR   /i
LR LRi   x ).  

Основные макроскопические параметры неэкстенсивной реля-

тивистской жидкости. С помощью основных полевых величин ( )qN x
, 

( )q x
 и ( )qS x

 и гидродинамической скорости ( )xu  можно опреде-

лить следующие макроскопические параметры системы из одинако-
вых релятивистских частиц: плотность частиц ( )qn x , плотность энер-

гии ( )q x , локальное гидростатическое давление ( )qP x , тепловой по-

ток ( )qJ x
, тензор давления ( )qP x

 и плотность энтропииc qs . Так, 

(i)  плотность частиц  ( )qn x  задается ковариантным выражением 
 

( ):q qn x N u  ;                                                    (14.7) 
 

(ii)  плотность энергии  ( )q x  определяется выражением 
 

( ): :q q q qx e n u u
    ,                                        (14.8)  

 

где qe  − средняя энергия на одну частицу; ( ):q q q q qh x P h n    − 

плотность энтальпии,  ( )qP x  – локальное статическое давление; 
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(iii) поток тепла ( )qJ x , определяемый как разность потока энер-

гии ( ):qW x u  
    и потока энтальпии, переносимых частицами, 

задается выражением  

( ): ( )q qJ x h Nu   
    ,    ( 0,1,2,3) ,                                (14.9)  

 

где /q q qh h n  − энтальпия, приходящаяся на одну частицу; в ковари-

антной формулировке имеет место условие ортогональности 

0qJ u


   для потока тепла; 

(iv) тензор давления ( )qP x
 определяется формулой 

 

( ):q qP x   
    ,     ( , 0,1,2,3)  ,                            (14.10) 

 

из которой следует, что этот тензор симметричен, поскольку тензор 
энергии-импульса симметричен; для дальнейших целей тензор дав-
ления удобно разбить на «обратимую» и «необратимую» части: 

q q qP P П      , где тензор ( )П x  называется тензором вязкого 

давления; 
(v) плотность энтропии ( )q xs  определяется как скаляр  

 

:q q q qn Ss s u   ,                                            (14.11)  
 

где qs − энтропия на одну частицу. 

C учетом определений плотности энергии (14.8), потока тепла 
(14.9) и тензора давления можно записать следующие соотношения 
(de Groot и др.,1980):  

 

( ) , ( ) , ( ) ( )q q q q q q qx J x П x P xu u u        
            .    

(14.12) 

Разложение тензора энергии-импульса. С помощью определе-

ния (14.6) для проекционного оператора   можно доказать следу-
ющее тождество (см., например,  Колесниченко, 2023b)  

 

(0) (1)( )q q qx    ,                                           (14.13) 
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где (0)( )q x  − обратимая часть: 0 0(0): q qq Pu u      , а (1)( )q x  − не-

обратимая часть:  (1) : q q qq J J Пu u        
 

. 

Разложение (14.13) играет важную роль при выводе макроскопи-
ческих законов сохранения.  

14.2. Обобщенное релятивистское кинетическое  
уравнение 

Обобщенное кинетическое уравнение, описывающее поведение 

скалярной функции распределения ( , )qf x p  в пространстве-времени, 

имеет 
 
вид (см. Lavaagno и др., 2009; Osada, Wilk, 2009; Колесниченко, 
2023a)52) :  

 

 1( ) D ( ) ,q q
qp f x,p p u f x,p C f f 

        ,   ( 0,1,2,3  ),    (14.14) 

где 

 
1 11 1 , , 1 1

1
, [ , ] d d d

2
q q p p p pC f f R f f W P P P 

  .                 (14.15) 

 

− интеграл столкновений (collision term).  
При выводе этого уравнения в неэкстенсивной релятивистской 

кинетической теории, наряду с требованиями ковариантности были 
сделаны те же предположения, что и в чисто релятивистском подхо-
де, а именно:  

i)  учитывались только двухчастичные столкновения;  
ii) использована величина скорости перехода 

1 1, ,p p p pW   , явля-

ющаяся мерой вероятности процессов столкновения;  
iii) использовано предположение, что функция распределения 

медленно меняется в пространстве-времени, т.е. ее изменения на ха-
рактерной длине взаимодействия и в течение характерного времени 
взаимодействия частиц пренебрежимо малы; 

                                                           
52) Для простоты изложения внешняя сила в кинетическом уравнении 

(14.14) не учитывалась. 
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iv) наконец, самое главное, использовано q-расширение гипоте-
зы молекулярного хаоса, позволяющее учитывать влияние статисти-
ческих корреляций на вид столкновительного члена. 

Скорость перехода 
1 1, ,p p p pW   , зависящая только от 4-импульсов 

двух частиц до и после столкновения,  представляет собой лоренцев 
скаляр. Очевидно, что оба аргумента до и после стрелки в этом обо-
значении могут располагаться в произвольном порядке. В соответ-
ствии с принятым условием медленного изменения функции распре-
деления на расстояниях и временах порядка характеристических 
длин и времен силового взаимодействия предполагается, что разно-

стью пространственно-временных координат ( , )x t x  сталкивающих-

ся частиц до и после столкновения можно пренебречь. Величина 

1 1, ,p p p pW    является функцией десяти скалярных инвариантов, кото-

рые можно построить из 4-импульсов 1 1, , ,p p p p     . Кроме этого, по-

скольку должен выполняться закон сохранения энергии-импульса, то 

справедливо равенство 1 1p p p p       . Отсюда следует, что веро-

ятность перехода симметрична для обращения во времени процессов 

столкновения, т.е. замена 1 1, ,p p p p   оставляет это выражение 

неизменным. Таким образом, имеет место принцип детального рав-
новесия 
 

1 1 1 1 1 1, , , , , ,p p p p p p p p p p p pW W W         .                        (14.16) 
 

Фигурирующая в интеграле столкновений (14.15) величина 

1[ ]qR f f  , описывающая в неэкстенсивной релятивистской кинетике 

среднее число столкновений коррелирующих между собой частиц, 
записывается здесь в следующей форме (Lima и др., 2001; Biro, Kani-
adakis, 2006; Lavagno и др., 2009):  

 

1 1 1[ , ] exp ln ln exp ln lnq q q q q q qR f f f f f f           .               (14.17) 
 

Заметим, что когда 1q , соотношение (14.17) соответствует стан-

дартной гипотезе Больцмана о молекулярном хаосе: 

 1 1 1
1

lim q
q

R R f f f f


    . Таким образом эта анзац-функция 53) (14.17) 

                                                           
53) Напомним, что анзац-функция представляет собой не что иное, как 

основанное на эвристических соображениях существенное предположе-
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учитывает влияние статистических корреляций на столкновительный 
член в неэкстенсивном случае, являясь таким образом q-
расширением гипотезы молекулярного хаоса. При этом параметр не-
экстенсивности q лежит в интервале [0,2]. 

Определим теперь следующую корреляционную (положитель-
ную и симметричную по аргументам) функцию  
 

 1 1, : exp ln ln 0q q q qH f f f f     ,                               (14.18) 
 

связанную с двумя частицами, находящимися в одном простран-
ственно-временном положении x , но с различными 4-векторами 

энергии-импульса p и 1p
  соответственно. Эта формула, приводя-

щая к справедливости H -теоремы для коррелирующих статистически 

между собой частиц, является постулируемой. Для 1q  она возвра-

щает классический интеграл столкновений, где число бинарных 
столкновений вокруг пространственно-временных координат x  про-
порционально  1 1 1, .H f f f f  Как уже было сказано выше, могут 

быть приняты и другие постулаты.  Однако в данной работе мы не бу-
дем обсуждать эту проблему.  

С учетом функции (14.18) неэкстенсивное релятивистское урав-
нение переноса (14.14) может быть записано в виде 

 

 1D ,q q
qp u f p f C f f 

         
 

    
1 11 1 , , 1 1

1
, , d d d

2
q q p p p pH f f H f f W P P P 

    .               (14.19)  
 

14.3. Макроскопические законы сохранения. H−теорема 

Некоторые свойства интеграла столкновений. Можно показать, 
что имеет место лемма, согласно которой (вследствие того, что при 
столкновениях частиц должен выполняться микроскопический закон 

сохранения энергии-импульса 1 1p p p p       ) интеграл столкнове-

ний (14.15) обладает следующим свойством: 
 

 1: ( ) , d 0qx,p C f f P    ,                                       (14.20) 

                                                                                                                                                                                     

ние, которое может подтвердиться лишь после получения всех следствий 
из сконструированного уравнения переноса. 
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где ( )x,p  − сумматорный инвариант (линейная комбинация некого 

скаляра ( )x и 4-вектора p ):  
 

( ): ( ) ( )x,p x x p 
   .                                       (14.21) 

 

Пространственно-временные функции ( )x  и ( )x  произвольны, с 

одним лишь ограничением: функции ( )x  должны аддитивно сохра-

няться при столкновениях. Любая аддитивная функция импульсов яв-
ляется линейной комбинацией сумматорных инвариантов (14.21).  

Для доказательства леммы (14.20) подставим явное выражение 
(14.15) в (14.20):  

 

    
1 11 1 , , 1 1

1
, , d d d d

2
p q q p p p pH f f H f f W P P P P  

     .     (14.23) 

 

Этот интеграл очевидно равен интегралу  
 

    
1 11 1 , , 1 1

1
, , d d d d

2
p q q p p p pH f f H f f W P P P P   

     .    (14.24) 

 

Выполняя почленное сложение этих двух интегралов), получим 
 

    
1 11 1 , , 1 1

1
[ ] , , d d d d .

2
p p q q p p p pH f f H f f W P P P P   

        

(14.25) 
 

Интеграл (14.23) симметричен относительно  p  и 1p . Поэтому 
 

    
1 1 1 11 1 , , 1 1

1
[ ] , , d d d d

2
p p q q p p p pH f f H f f W P P P P   

      .  

(14.26) 
 

Складывая (14.25) и (14.26), получим 
 

1 1

1
[ ]

4
p p p p         

 

    
1 11 1 , , 1 1, , d d d d 0q q p p p pH f f H f f W P P P P 

     .               (14.27) 
 

Здесь учтено, что в силу определения (14.21) функции ( , )x p , вы-

ражение 
1 1p p p p      обращается в нуль, если учесть ограниче-

ние на функции ( )x  и сохранение энергии-импульса в бинарном 
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столкновении: 1 1p p p p       . Этим завершено доказательство 

леммы (14.20).  

Общий вид уравнений движения неэкстенсивной релятивист-
ской жидкости. Уравнение переноса (14.19) позволяет вывести об-
щий вид справедливых на макроскопическом уровне законов сохра-
нения числа частиц и сохранения энергии и импульса. 

Используя лемму (14.20), положим функцию ( )x  равной нулю, 

а все функции ( )x  равными одной произвольной функции  . В ре-

зультате получим выражение 

 1, d 0qC f f P  ,  
 

которое с учетом уравнения переноса (14.19) может быть записано в 
виде 
 

 1, d ( )d ( )d 0q q
qC f f P p f x,p P p f x,p P 

       .          (14.28) 
 

Выражение (214.8) с помощью осредненного 4-вектора потока частиц 

( )qN x
, определенного формулой (14.2), может быть переписано в 

виде макроскопического закона сохранения числа частиц  
 

 1( ) ( )d , d 0q
q qN x p f x,p P C f f P 

      ,   ( 0,1,2,3) .     (14.29) 
 

Если положить теперь функции ( )x  в (14.21) равными нулю, то 

получим ( )p x p  ; тогда из леммы (14.20), с учетом уравнения 

переноса (14.19), найдем  
 

 1, d ( )d 0q
qp C f f P p p f x,p P  

    .                          (14.30) 
 

Отсюда следует макроскопический закон сохранения 4-тензора энер-
гии-импульса 

 1( ) , d 0q qx p C f f P 
   ,   ( 0,1,2,3) ,                    (14.31) 

 

где тензор ( )q x
 определяется формулой (14.2). В случае 0  

уравнение (14.31) есть закон сохранения энергии, а для 1,2,3  − 

это закон сохранения импульса.  
 

Динамические законы для плотности, импульса и энергии. Не-
экстенсивные релятивистские гидродинамические уравнения следу-
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ют непосредственно из выведенных выше законов сохранения числа 
частиц и энергии-импульса. 

Используя закон сохранения числа частиц (14.29) и оператор кон-

векционной производной по времени D u   , получим следующее 

уравнение непрерывности для плотности ( )qn x  (de Groot и др. 1980) 
 

D q qn n u   .                                                (14.32) 
 

Уравнение движения получается из закона сохранения энергии-
импульса (14.31) путем свертывания его с проекционным оператором 
 . Учитывая разложение тензора энергии-импульса (14.13), полу-

чим (de Groot и др. 1980) 
 

        
1Dq q q q q qh P П h П Pu     

         
 

 D ,q q qJ J Ju u     
                                               (14.33) 

 

в котором, как и прежде, ( )q q q q qh h n P    −  плотность энтальпии. 

Из этого уравнения видно, что ускорение среды обусловлено гради-
ентами давления и, кроме того, рядом членов чисто релятивистского 

происхождения. Если пренебречь диссипативными потоками qП


 и 

qJ


, то уравнение движения сведется к уравнению нулевого порядка 
 

1D q qh Pu    ,                                                     (14.34) 
 

которое справедливо для идеальной релятивистской жидкости. Это 
соотношение между ускорением и градиентом давления играет 
определенную роль при выводе подходящих форм гидродинамиче-
ских уравнений в нашем случае, когда рассматриваются только урав-
нения, линейные по величинам, связанным с явлениями переноса.  

Уравнения баланса для энергии ( )q xe на одну частицу системы 

выводятся из закона сохранения энергии-импульса (14.31) при учете 
соотношений (14.9), (14.10), а также разложения (14.13) для 4-тензора  

q


; в результате будем иметь (de Groot и др. 1980) 
 

D 2 Dq q q q qn P П J Je u u u   
           .                        (14.35) 
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Если пренебречь в уравнениях (14.33) и (14.35) диссипативными 
членами, то получим релятивистские уравнения Эйлера 

 

D q qn n u   ,    1D ( )q q qh n Pu    ,       Dq q qn Pe u   .    (14.36) 
 

H-теорема. В первом разделе формулой (14.4) был определен  
макроскопический 4-вектор потока энтропии  

 

( ) ( , ) ln ( , ) ( , ) dq
q B qS x k p f x t f x t f x t P     

  ,  
 

а формулой (14.11) введена плотность энтропии ( ): :q q q qx n Ss us 
  , 

где qs  − энтропия на одну частицу. Получим здесь формальное выра-

жение для баланса энтропии, используя тождество 

( )q q q qn Nu s s 
   , которое является следствием закона сохране-

ния (14.29) числа частиц  и определения оператора дифференцирова-
ния по пространственно-временным координатам,  . Добавляя и 

вычитая одну и ту же величину qS


 , перепишем это тождество в ви-

де ( )q q q q q qn S N Su s s   
       , которое может быть истолкова-

но, как уравнение баланса для энтропии, приходящейся на одну ча-
стицу. Действительно, его можно переписать в виде 

,q q qq sn Ju s 
     ,                                       (14.37) 

где  

, ( ): ( ) ( ) ( )q q qq sJ x S x s x N x     

− поток энтропии (по определению), а величина 0 :q qS


  , явля-

ясь постулируемым законом возрастания q -энтропии, описывает 

здесь интенсивность ее источника. Локальное математическое выра-
жение (14.37) второго закона релятивистской термодинамики не со-
держит никаких физических положений, кроме закона сохранения 
числа частиц, и потому носит здесь чисто формальный характер.  

Из определения 4-вектора потока энтропии (14.4) и кинетическо-
го уравнения (14.19) следует, что для неэкстенсивной системы при-

рост энтропии :q qS


    определяется формулой  
 

  ( ): ( , )ln ( , ) ( , ) dq
q q B qx S k p f x p f x p f x p P 
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1ln ( , ) ( , )d ln ( , ) , d .q
B q B q q p pk f x p p f x p P k f x p C f f P

                  

 (14.38) 
 

При написании этого выражения использовано свойство дифферен-

цирования деформированного логарифма ln z/ 1/ q
q z z    (см., 

например, Колесниченко, 2019). Выражение (14.38) с помощью обо-
значения (14.20) может быть записано в виде 
 

( ) ln ( )q B qx k f x,p      .                                          (14.39) 
 

Тогда с помощью (14.27) прирост энтропии можно представить, как   
 

 1 1
( ) ln ln ln ln

8
B

q q p q p q p q p
k

x f f f f 
      
   

 

     1 11 1 , , 1 1, , d d d d 0.q q p p p pH f f H f f W P P P P 
           

 

Этот результат можно сопоставить с экстенсивным релятивист-
ским выражением, приведенным, например, в работе (de Groot и др., 
1980). Как известно, необратимый характер термодинамики, возни-
кающей при молекулярных столкновениях, восстанавливается, если 
вышеуказанная величина положительно определена, т.е. 0q  . В 

данном случае это условие справедливо в силу наличия двух причин: 
(i) во-первых, положительной определенности величины  
 

      
1 1 1 1ln ln ln ln , ,q p q p q p q p q qf f f f H f f H f f          

 

для любой пары распределений 
1

( , )p pf f   и 
1

( , )p pf f ; при этом знак 

источника четырех энтропий полностью определяется знаком неэкс-
тенсивного параметра cq , который, как было показано в работе 

(Silva, Lima, 2005), лежит в интервале c [0,2]q ); 

(ii) во-вторых, удачного определения (14.4) для 4-вектора потока  
q -энтропии.  

Неэкстенсивное q -равновесие. Если предположить, что функция 

распределения ( )f x,p  с течением времени стремится к определен-

ному пределу, то состояние неэкстенсивной q -системы будет пере-

ходить вместо строгого (локального) теплового равновесия (что явля-
ется прерогативой идеальной газовой среды) в неэкстенсивное ста-
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ционарное состояние. Это состояние включает некоторые микроско-
пические динамические взаимодействия и флуктуации, которые 
обобщенно характеризуются параметром деформации q  (Abe, Ra-

jagopal, 2003; Osada, Wilk, 2008). Следует заметить, что в установив-
шемся состоянии энтропия q -системы достигает своего максималь-

ного значения. Необходимым условием подобного состояния являет-
ся обращение в нуль всюду в пространстве-времени величины произ-
водства энтропии (14.39) 

 

( ) ln 0q B q px k f      .    
 

Получим теперь в качестве следствия неэкстенсивной реляти-
вистской H -теоремы (14.38) условие неэкстенсивного стационарного 
состояния, которое является обобщенной версией релятивистского 
распределения Юттнера (см. de Groot и др., 1980). Как и в классиче-
ском случае, равенство является необходимым и достаточным усло-
вием существования как локального, так и глобального равновесия. 
Поскольку интеграл (14.39) должен быть положительно определен-
ным, то это возможно лишь тогда и только тогда, когда имеет место 
равенство 

1 1
ln ln ln ln 0q p q p q p q pf f f f     , где импульсы связаны 

законом сохранения  , справедливым для упругих парных столкнове-
ний.  

Таким образом, величина lnq pf   является сумматорным ин-

вариантом столкновения молекул и потому должна иметь вид 

00 0ln [ ] ,q pf p    где 0  и 0


  − инварианты столкновений, приве-

денные ранее. Функцию распределения pf , для которой выполняется 

это условие, далее будем обозначать символом 0pf . Таким образом, 

равновесная функция распределения 0pf  определяется выражением 
 

 
1/(1 )

(0) 0 0 00 0( ) 1 (1 ) exp
q

p qf p f q p p


 
 

           
   

.   (14.40) 
 

Далее параметр 0
  будем отождествлять с выражением 00 0u

     

(где 0u
  − 4-скорость системы как целого; 0 1/ Bk T  ,  T  − темпера-

турное поле), а величину 0  положим равной 0 0 /q q Bk T     

(где q  − химический потенциал). Здесь все термодинамические па-

раметры являются глобальными, т.е. не зависят от x . Тогда выраже-
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ние (14.40) может быть записано в виде обобщенной функции рас-
пределения (по импульсам) Юттнера (Jüttner, 1911) для однородной 
равновесной релятивистской среды 
 

 
1/(1 ) 0

0 0 0 01 (1 )( ) exp
q q

p q
B

p
f q p

k T

u
u


 



  
       

  

.         

 

Будем далее предполагать, что для неоднородных систем, нахо-
дящихся в термодинамическом равновесии, функция распределения 
по пространственно-временным координатам и импульсам (0)( , )f x p

имеет такую же функциональную форму (14.40), как и для случая гло-

бального равновесия сложной q -системы, но с параметрами 0( )x , 

0( )x  и ( )xu , зависящими от x . Тогда с помощью локальной функ-

ции равновесия неэкстенсивной релятивистской q -системы  
 

 
1/(1 )

0 0 0( , ) 1 (1 ) ( ) ( ) ( )
q

f q x x p xu





       
 

               (14.41) 
 

можно в явном виде определить все равновесные термодинамиче-
ские переменные. 

14.4. Равновесное состояние 

Напомним, что индексы поднимаются и опускаются с помощью 

пространственно-временной метрики g . Заметим также, что при 

решении релятивистского уравнения переноса удобно использовать 
следующие тензоры: 

 

1
2

1 1 1
3 2 3

1 1
2 3

1
3

: , : ( ) ,

: ( ) ,

( ) ,

: .

b b

b b b b

A A

p p p p

       
    

         
     

      
    

      
  

        



              


           



     

a a

  (14.42) 

 

Кроме этого заметим, что любой 4-вектор A , в частности, 4- им-

пульс частицы p  может быть разложен при использовании произ-
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вольной гидродинамической 4-скорости потока u   на две части сле-

дующим образом: 
 

pp E pu    ,                                                 

Здесь :pE p u  − энергия частицы в локальной системе координат 

(LR), а слагаемое :p p 
   является импульсом в сопутствующей 

системой координат (Anderson, 1974). 
Сначала определим равновесную числовую плотность 0.qn  С уче-

том формул (14.2), (14.7) и (14.28) находим  
 

0 100 0( ): ( , )dq
q pqn x N E f Pu      .                             (14.43) 

 

Подобным же образом определим q -равновесную плотность 

энергии 0q  и гидростатическое давление 0qP . Используя разложение 

(14.13) для равновесного тензора энергии-импульса 

0 q qqT Pu u      , получим следующие выражения для величин 

0q  и 0qP :  
 

2
0 200( ) ( , )dq
q px E f P     ,                                            (14.44) 

 

0 210 0
1 1

( ) d ( ) ( , )
3 3

q
q qP x T P p p f  

           .                 (14.45) 

 

При написании соотношений (14.43)-(14.45) были использованы 
следующие моментные интегралы (см. Muronga, 2007a,b; Biro, 
Molnar, 2012): 

 

k
n 2k k

nk 00

2 k!
( , ) d ( ) ( ) ( , )

(2k 1)!
pP E p p f

         


 ,           (14.46) 

 

k
n-2k k

nk 00

2 k!
( , ) d ( ) ( ) ( , )

(2k 1)!
q

pP E p p f
        


 ,          (14.47) 

 

k
n-2k k 2 1

nk 00

2 k!
( , ) d ( ) ( ) ( , )

(2k 1)!
q

pq P E p p f
         


 ,        (14.48) 

где n,k 0 .  
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Используя производные 
00 0 0( / ) q

p pf f    и 

0

2 1
00 0( / ) ,q q

p pf q f 
    получим 

 
0

nk nk 0( , ) /


     ,    
0

nk nk 0( , ) /


    .             

(14.49) 
 

Кроме этого, конвекционные производные по времени D  от 

функций nk  и nk  могут быть выражены в терминах 0D  и 0D :  

 

nk nk 0 (n 1, k) 0D D D    ,                                     (14.50) 
 

nk nk 0 (n 1,k) 0D D D    .                                     (14.51) 
 

Можно также показать (применяя интегрирование по частям), что в 

глобальной системе покоя ( LR 1,0,0,0U  ) имеют место следующие 

рекурсивные соотношения (Muronga, 2007b; Biro, Molnar, 2012): 
 

2
(n 2,k) (n,k) (n 2,k 1)

1 1
(n,k) 0 (n 1,k 1) 0 (n 1,k)

2 1
(n 2,k) (n,k) 0 (n 2,k 2)

1 1
(n,k) 0 (n 1,k 1) 0 (n 1,k)

2
(n 2,k) (n,k) (n 2,k 1)

(2k 3) ,

(n 2k) ,

(2k 3) ,

(n 2k) ,

(2k 3) .

m

m

m

  

 
  


  

 
  

  

   

    



   

   

  







                 (14.52) 

 

Для завершения описания равновесного состояния неэкстенсив-
ной системы найдем равновесную плотность энтропии 0( )q xs , для 

чего подставим в формулу (4) выражение (40); в результате получим 
 

  0 00 0( ) ( , )ln ( , ) ( , ) dq
B qqS x k p f x p f x p f x p P      

 

 0 00( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) dq
B qk x p f x p x p u x f x p P 


     
  .           (14.53) 

 

Свертывание этого выражения со скоростью ( )u x  дает для плотности 

энтропии, определенной формулой (14.11) следующее равенство:  
 

 0 000( ) d ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )q
B p qq x k PE x x x p f x p f x ps u 
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20
10 10

q
Bk

T T


   ,                                                    (14.54)  

 

которое, при учете вытекающего из формул (14.45) и (14.50) соотно-
шения 
 

    10 0 21 0 0qP     

и формулы (14.44), может быть записано в форме следующего фун-
даментального термодинамического равенства54):  
 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )q q q q qT x s x x P x x n x    .  
 

Если взять теперь ковариантную производную от этого равенства, то 
получим уравнение 

1 1
0 0 0 0 0 0 0q q q q q q q qT n P P n s Ts e  

               , 
 

которое приводит к двум термодинамическим уравнениям: 
(i) к релятивистскому уравнению Гиббса (для энтропии на одну 

частицу)  

0 0 0 0(1/ )q q q qT P ns e      ,                                            (14.55) 
 

или в виде, записанном для плотности энтропии 0 0 0q q qs ns  , 
 

0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

00

1
q q q q q q q q

q

P n n
n

s s    

 
           

 
   ; 

 

(ii) к релятивистскому уравнениям Гиббса-Дюгема: 
 

1
0 0 0q q q qn P Ts

       ,                                               (14.56) 
 

или в другом виде 

0 0 0
0 0 0

0 0

q q q
q

n P
P  


      

 


. 

 

                                                           
54) Заметим, что 0 0q B q qP k T n , поскольку 0 10 10qn   . Однако, если 

число частиц сохраняется, то интегралы от 10  и 10  должны приводить к 

одному и тому же числу частиц на единицу объема,  хотя нормировки 
функций распределения различны. 
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Соотношение Гиббса (14.55) с помощью оператора D  может быть 
представлено также в виде  

 

1
0 0 0 0( )D ( ) D ( ) ( )D[ ( )]q q q qT x x x P x n xs e   .                        (14.57) 

 
Это соотношение имеет фундаментальное значение для нахождения 

явного вида интенсивности производства энтропии ( ).x  

Наконец, используя рекурсивные соотношения (14.52), можно с 
помощью моментных интегралов (14.46)-(14.48) и после некоторых 
алгебраических преобразований получить используемые далее соот-
ношения  

 

 0 0 30 0 20D D D /q    ,   0 0 20 0 30D (D D )/q     ,     (14.58) 
 

а также формулы для гидростатического давления 0qP   
 

 2
0 0 (0,0)

1

3
q qP m  ,                                           (14.59) 

 

для энтальпии на одну частицу  
 

0 0 0 0 31 21( )/ /q q q qh P n    ,                                 (14.60) 
 

а также для квадрата релятивистской скорости звука 
2

0 0( / )qs q qc P    (при фиксированной релятивистской энтропии на 

частицу, 0 0/q qns ) 
 

2
02 30 00 20 10

10
0 20 0

1
1

3

q
qs

q

P m
c

h

    
              

.                    (14.61) 

 

Здесь   :m p p  − релятивистская масса частицы,   

2
nk (n 1,k) (n 1,k) nk:    .                                          (14.62) 
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14.5. Отклонение от равновесия, неэкстенсивная  
релятивистская модель BGK  
и коэффициенты переноса 

Отклонение неэкстенсивной системы от равновесия. Если си-
стема находится вне q -равновесия, то функция распределения  отли-

чается от равновесного распределения, 0
q q
p pf f . Это приводит в об-

щем случае к появлению дополнительных членов при определении 
макроскопических параметров состояния и к возникновению ненуле-
вого источника энтропии 0q  .  

В разд. 14.4. была рассмотрена идеальная неэкстенсивная реля-
тивистская газовая система, в которой сохраняется тепловое равнове-
сие, т.е. отсутствуют любые диссипативные процессы. Для равновес-
ных идеальных жидкостей тензор энергии-импульса определяется 

следующим общековариантным выражением 0 00 q qq Pu u      . 

Для неравновесной среды слабые пространственные и временные 
градиенты приводят к изменению вектора потока частиц и тензора 

энергии-импульса на малые добавки qN
  и q

 . В результате, все 

эффекты, связанные с диссипацией, проявляются как малые вклады в 

4-вектор qN


 и 4-тензор 0 0q q q qPu u        . Следователь-

но, дальнейшая задача состоит в том, чтобы найти явные выражения 

для qN
  и q

 . 

Для удобства выполнения надлежащих операций разобьем тен-

зор вязких напряжений qП


 следующим образом: 

q q qП П П     .                                            (14.63) 

Здесь qП
  − тензор вязкого давления с нулевым следом для q-

системы; 
 

1 1 1
,3 3 3q q q qП П П g П  

                                  (14.64) 
 

− объемное вязкое давление, определяемое как взятая со знаком 
минус одна треть следа тензора вязкого давления. 

Предположим теперь, что  
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0p p pf f f  ,      ( 0p pf f  ),                                    (14.65)  
 

где через pf  обозначено малое отклонение от q -равновесия. Это 

выражение может быть аппроксимировано разложением в ряд функ-
ции pf  относительно равновесия, которое в свою очередь определя-

ется сумматорным инвариантом столкновения 
 

 0 0 0 0lnp q pf p u     ;                               (14.66) 
 

в результате получим 
 

0 0
0 0 0 0

0

( )
( ) ( ) ... ( ) ...

p p q
p p p p p p

p

f
f f f f

 
         


,      (14.67) 

 

где символом  0: ( )p p    обозначено соответствующее малое 

отклонение.  Сравнивая выражения (14.66) и (14.67) и ограничившись 
членами линейными по ,p  найдем  

0( )qp p pf f   .                                                 (14.68) 

 
Поскольку в неэкстенсивной релятивистской теории все макро-

скопические величины связаны с функцией распределения ( )qf x,p , 

то отклонение 0:q q q
p p pf f f    от равновесного распределения 0

qf  

также найдем из ряда 

2 1
0 0 0 0( ) ... ( ) ( ) ...

qq q q q
p p p p p p pf f f f q f         

 
; 

 

в результате в линейном приближении получим 
 

2 1
0( )q q

p p pf q f    .                                              (14.69) 
 

Для дальнейших целей необходимо также иметь разложение в 
ряд по малому параметру 0pf  функции 1 1[ , ] exp [ ln ln ];q q q qH f f f f 

в результате будем иметь  
 

1 1

1 1 1

1

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0

[ , ] [ , ]
[ , ] [ , ] ...,

q p p q p p
q p p q p p p p

p p

H f f H f f
H f f H f f f f

f f

 
     

 
 

14.70) 
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где, в силу свойства дифференцирования деформированного лога-
рифма, справедливы соотношения 
 

 1

1 1

1

0 0
0 0 0

0

[ , ]
[ , ] ( )

qq p p q
q p p p

p

H f f
H f f f

f






,                             (14.71) 

 

 1

1

0 0
0 0 0

0

[ , ]
[ , ] ( )

qq p p q
q p p p

p

H f f
H f f f

f






.                              (14.72) 

 

Подставляя (14.71) и (14.72) в ряд (14.70), получим  
 

 
1 1 1 10 0 0 0[ , ] [ , ] [ , ] ( )

q

q p p q p p q p p p pH f f H f f H f f    .           (14.73) 
 

Таким образом, интеграл столкновений в уравнении переноса 
(14.19) аппроксимируется вплоть до первого порядка в отклонениях 
от q -равновесия, как  
 

0[ ] [ ] [ ]q p q p q pC f C f C f   .                                          (14.74) 
 

Поскольку слагаемое  1 10 0 0 0 0[ ] , ,q p q p p q p pC f H f f H f f     
   

 

равно нулю, то [ ] [ ]q p qC f C f   и, следовательно, уравнение переноса 

(14.19) в случае малого линейного отклонения неэкстенсивной реля-
тивистской системы от равновесия ( 0p pf f  ) принимает следующий 

вид55) : 
 

0( ) [ ]q
p q pp f C f

   .                                         (14.75) 
 

Здесь интеграл столкновений [ ]q pC f  определяется выражением 
 

 
1 1 1, , 0 0

1
[ ]: [ , ]

2

q

q p p p p q p pC f W H f f     

 

 
1 1 1 1d d dp p p p P P P 

     .                         (14.76) 
 

Определение макроскопических параметров состояния в 
неравновесном случае. Используя неравновесную функцию распре-

                                                           
55) Заметим, что члены более высокого порядка не играют роли в линейной 

теории. 
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деления ( )qf x,p  для вычисления плотности частиц, энергии и полно-

го давления системы, можно  получить следующие выражения: 
 

( ) ( ) d dq q
q q p p pn x N u p f P E f Pu  

     ,                          (14.77) 

 
2( ) d dq q

q p p px p p f P E f Pu u u u  
        ,                  (14.78) 

 
1 1
3 3

( ) ( ) dqq pP x p p f P  
       ,                            (14.79) 

 
Вместе с тем, плотность числа частиц qn  и плотность энергии q  

полностью  определяются только равновесной функцией распреде-

ления 
q
pf :  

 

00d dq q
q p p p qpn E f P E f P n    ,                                 (14.80) 

 

2 2
00d dq q

q p p p qpE f P E f P     ,                                 (14.81 
 

в то время как изотропное давление qP  разделяется на две части: на 

гидростатическое давление 
 

1
0 03

( ) dq
q pP p p f P 

                                          (14.82) 
 

и на объемное вязкое давление  
 

1
03

( ) dq
q pП p p f P 

    ,                                   (14.83) 
 

так что 0q q qP P П  . Заметим, что соотношения (14.80) и (14.81) удо-

влетворяются, если на добавки 
q
pf наложить так называемыми усло-

виями фита 
 

d 0q
p pE f P  ,    

2
0 d 0q

p pE f P  ,                                   (14.84) 

 
которые обеспечивают то, что на любой стадии процедуры решения 
уравнения переноса это решение зависит только от параметров 

0 0( ), ( ), ( )q qn x x xu  и их градиентов.  
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Кроме этого ясно, что, поскольку моменты равновесного распре-
деления приводят к исчезновению диссипативных величин то, только 

отклонения 0
q
pf  от равновесной функции распределения 0

q
pf  могут 

описывать диссипативные процессы. Следовательно, справедливы 
следующие соотношения:  

d dq q
q q p pN N p f P p f P    

     ,                                 (14.85) 
 

d dq q
q q p pN N p f P p f P    

     ,                                 (14.85) 
 

d dq q
q p p p pW p E f P p E f Pu    

     ,                     (14.86) 
 

qП P    
      d dq q

p pP Pp p f p p f                   

(14.87) 
 

которые справедливы до первого порядка в отклонениях 
q
pf  нерав-

новесной функции 
q
pf  от ее равновесного значения 0

q
pf . Отсюда сле-

дует, что малая добавка q
  к равновесному тензору энергии-

импульса 0q


 имеет вид  

q q q qW W Пu u         .                                  (14.88) 
 

Для полноты исследования отклонения системы от равновесия, 

вычислим 4-поток энтропии [ ]q pS f
 до первого порядка в отклонени-

ях pf  функции pf  от 0pf . Полученное в этом случае выражение имеет 

вид 
 

0[ ] ln dq q
q p B p q p pqS f S k p f f f P      

   
 

  2
0 00 [ ( ) ]q

B q q pqS k J N f        ,                  (14.89) 
 

в котором выражение для равновесной энтропии определяется соот-
ношением 

        0 0 00 0 0 dq q
B pq p pS k p f f p f Pu  


    
   

 

0 0 0 00 0B qq qk N Pu u  


     
 

.                        (14.90) 
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При написании (14.90) использовано уже использованной нами выше 
выражение 

10 0 21 0 0dp qp f P Pu     . 

14.6. Неэкстенсивная релятивистская BGK модель  
и транспортные коэффициенты переноса 

Для решения неэкстенсивного релятивистского уравнения пере-
носа для неравновесных процессов может быть использован, в част-
ности, метод моментов Грэда (Israel, 1963; Anderson, 1974; Muronga, 
2007b; Betz и др., 2011). Этот метод, однако, страдает от невозможно-
сти оценить некоторые результирующие интегралы (даже численно), 
если только он не ограничится разложениями по равновесному рас-
пределению. Вместе с тем эта проблема может быть преодолена с 
помощью известной модели BGK (Bhatnagar, Gross, and Krook) с ис-
пользованием времени релаксации  , которая позволяет ограни-
читься только равновесными распределениями,  хотя за это прихо-
дится расплачиваться меньшей точностью. В данной работе предла-
гается использовать релаксационный подход к выводу замкнутых не-
экстенсивных релятивистских уравнений гидродинамики, разрабо-
танный для чисто релятивистского случая в работе (Anderson, Witting, 
1974). 

Уравнение переноса в приближении BGK, линейные определя-
ющие соотношения. Предположим, что неравновесные вклады от 
диссипативных потокового пренебрежимо малы вблизи равновесия 

0
q q
p pf f  ,т.е, что 0.q

pp f
    Поскольку имеет место приближен-

ное равенство 0
q q
p pp f p f 

   , то все неравновесные моменты исче-

зают из левой части уравнения переноса (19), которое в приближении 
BGK принимает следующий вид (Anderson, Witting, 1974):  

 

0
0( )

q q q
p p pq

p

f f p f
p f p

u
u


 

 

 
   

 
,                               (14.91) 

 

где − время релаксации неравновесной функции распределения 
q
pf  к равновесию.  

Используя формулу  
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1/(1 )

0 0( ) 0( , ) 1 (1 ) ( ) ( )
q

xf x p q x p xu





     
 

  
 

для обобщенной равновесной функции распределения 0( , )f x p , по-

лучим потоковый член в равновесии в виде 
 

1
0 0 0( ) ( )q q
p p pp f qp f f  

      
 

 2 1
0 0 0 0( ) )q
p pq f p E p p p u    

           .                       (14.92) 
 

Комбинируя уравнения (14.91) и (14.92), получим  
 

2 1 0
0 00 ( ) D D

3
q q
p pp

p

f q f p p E
E

  


  
         

  

 

 

 1 1 0
0 0p

p

h E p p p
E

    
 


      



.                     (14.93) 

Здесь использовано разложение 1
3

Du u u             и 

введены следующие обозначения: 1
2

: ( )u u         − ковари-

антный ротор, 1 2
2 3

( )u u u u  
               

−тензор сдвига, : u  − ковариантная дивергенция гидродинами-

ческой скорости.  
Заметим, что при получении выражения (14.93) были использо-

ваны законы сохранения равновесной системы для вычисления соот-
ветствующих производных по времени, которые могут быть записаны 
в терминах градиентов. Применяя соотношения (14.50)-(14.52) при 
различных значениях n  и k , в результате получим  

 

 0 0 0 20 30 20D n /h    ,                                       (14.94) 
 

 0 0 0 10 20 20D n /h    ,                                        (14.95) 
 

1 1
0 0 0 0D hu         
 

,                                          (14.96) 
 

где  
2

nk (n 1,k) (n 1,k) nk:    . 
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Зная отклонения 0
q
pf  от равновесной функции распределения 

0
q
pf , можно найти обобщенные линейные соотношения в q -системе 

между градиентами и необратимыми потоками, определенными 
формулами (14.85)-(14.87). Так, линейная связь между тензором 

напряжений в первом приближении П  (формула (14.87)) и тензо-

ром сдвига  , полученная с использованием соотношения (14.93) и 
соответствующих моментных интегралов (14.47), принимает вид: 

 

( ) dqp PП x p p f  
   

 

2 1 1
0 0 320d (2 )q

ppq P f E p p p p     
 

      
 

   ,        (14.97) 
 

или 
1 1
2 3

( ) ( )П x u u
 

              ,           (14.98) 
 

где 2 1 1 2
0 0 0 320

2 d ( ) ( ) 2 0
15

q
p p

q
P f E p p

             −  коэф-

фициент сдвиговой вязкости. 
Аналогично сдвиговой вязкости можно получить линейное урав-

нение для скалярного вязкого давления qП  и рассчитать коэффици-

ент объемной вязкости  
 

2 1 1 2
00 0

1
( ) d ( ) d ( )

3 3 3
q q

q pp p
q

П x P p p f P f E p p     
 


        




   

30 0 20 2 1
0 0

20

d ( )
q q

q p

h
qn P f p p  



 
   

 
  

 

20 0 10 2 1
0 0

20

d ( )
q q

q pp

h
qn P f E p p  



 
    

 
  

   5
0 32 20 0 21 30 0 20 0 31 20 0 103

20
q q q qn h n h


       
 

.  

(14.99) 
 

Отсюда следует релятивистская версия классического результата 
Стокса 
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( ) u uqП x u     ,                                           (14.100) 
 

где для коэффициента объемной вязкости имеет место следующее 
представление (Biro, Molnar,2012): 
 

   0 15
0 0 20 32 21 30 0 20 31 20 0 103

20

0u

q
q q q q

n
n h h        


 .  

(14.101) 

Найдем теперь выражение для потока энергии qW


, определяе-

мого формулой (96); в результате получим следующее приближенное  
соотношение 

2 1
00

( ) d d ( )
3

q q
q p p p

q
W x p E f P P f p p

           

 

2 1
0 21 0 3100

d ( ) 0
3

q
p qp

q
h PE f p p h

        .                  (14.102) 

 

Наконец, используя (9), определим выражение для потока тепла, 
которое в случае первого порядка в отклонениях pf  функции pf  от 

0pf  принимает вид 

0 0( ) dqq q q q pJ x h N h p f P   
     . 

 

Подставляя сюда (14.93), получим 

2 1 1
0 0 0( ) ( ) d ( )

3
q

q q pp
q
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(14.103) 
 

Таким образом, в рассматриваемом линейном случае, закон Фурье 
для по тока тепла в неэкстенсивной среде принимает вид: 
 

 2
0 21 0 11( ) ( ) DqJ x h T h T T u          

 1( )q q qT h n T P       ,                                    

(14.104) 
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где 2
0 0 11 21( ) 0h T h      − коэффициент теплопроводности. При 

написании формулы (104) было использовано соотношение (14.96) и 
уравнение движения нулевого порядка (14.34). 

Баланс энтропии, основанный на соотношении Гиббса.  Найдем 
теперь явную форму уравнения баланса энтропии (14.37), для чего 
подставим в соотношение Гиббса (57) уравнения неразрывности 
(14.32) и энергии (14.35); в результате получим 

 D /q q qs J T
     ,  

 

1 q
q q q

T P
П П J

T T hn
u u    
  

    
       

   

,                   (14.105) 

где   
1 2
2 3

( )u u u              
 

− симметризованная пространственноподобная и обладающая нуле-
вым следом часть градиента гидродинамической скорости, известная 
как тензор сдвига.  

Если теперь исключить с помощью линейных законов термоди-
намические потоки из соотношения (14.105), то можно получить сле-
дующее выражение для прироста энтропии  

 

2 ( ) 0
q q

q u
q q q q

T P PT
T

T h n T h n


 



    
             

  
  

.     (14.106) 

 

Отсюда следует, что обобщенные линейные законы совместимы  с 
неотрицательным приростом энтропии. Выражение (14.106) для q  

имеет знакомый вид, но включает только первое приближение для 
коэффициентов переноса. При этом единственная явная зависимость 
от параметра деформации q  имеет место в определениях термоди-

намических интегралов (14.46)-(14.48). Чтобы этот результат согласо-
вывался с релятивистской термодинамикой необратимых процессов, 
приближенные значения коэффициентов переноса должны нахо-
диться в хорошем согласии с действительными коэффициентами (Mu-
ronga, 2007b). И наоборот, полученные коэффициенты первого по-
рядка могут служить хорошим критерием правильности метода дис-
сипативной гидродинамики второго порядка, выводимой из реляти-
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вистского уравнения Больцмана, при использовании четырнадцати 
моментов с линеаризованным интегралом столкновений (Betz и др., 
2011). 
 

В заключение подчеркнем, что рассмотренный здесь подход к 
конструированию неэкстенсивной релятивистской гидродинамики 
содержит фундаментальный недостаток, который приводит который 
приводит к параболическим дифференциальным уравнениям (и, сле-
довательно, к бесконечным скоростям распространения для теплово-
го потока и вязкости) и к неустойчивости, что не подходит для многих 
явлений в астрофизике высоких энергий, связанных с крутыми гради-
ентами или быстрыми изменениями. Этот эффект объясняется тем, 
что традиционный термодинамический подход (как классический, так 
и релятивистский) основан на слишком ограничительной гипотезе от-
носительно взаимосвязи между потоками и термодинамическими 
силами. В частности, в случае рассматриваемой здесь простой жидко-
сти постулировалось, что поток энтропии просто пропорционален по-
току тепла и что плотность энтропии не зависит от потоков тепла и 
вязкости. Однако, этот постулат действительно верен только до пер-
вого порядка при отклонениях от равновесия.  Пренебрежение чле-
нами второго порядка в плотности и потоке энтропии приводит к 
ошибкам того же порядка в производстве энтропии, за исключением 
случаев, когда пространственно-временные градиенты теплового и 
вязкого потоков пренебрежимо малы, т.е. в квазистационарных усло-
виях. К сожалению, проблемы, связанные с гиперболичностью, не 
решились с введением параметра деформации q . Более совершен-

ные, но более сложные замкнутые гидродинамические уравнения, 
чем представленные в данной работе, могут быть получены метода-
ми Грэда, при использовании 14-ти моментного приближения. 

 Перспективы. Современные ускорители высокоэнергетических 
частиц уже достигли энергетического диапазона, в котором cформи-
ровалась материя ранней Вселенной. В частности, при столкновениях 
тяжелых ионов на коллайдерах RHIC и LHC образуется ядерная мате-
рия, обладающая экстремальной температурой и плотностью. Это так 
называемая кварк-глюонная плазма (КГП), которая существовала 
вскоре после Большого взрыва. Ее свойства измеряются в ультраре-
лятивистских столкновениях тяжелых ионов, где плотность энергии 
достаточно высока, чтобы сформировать КГП за короткое время. К 
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сожалению, из-за природы сильного взаимодействия не существует 
метода прямого наблюдения этой материи.  Как было установлено в 
экспериментах, характеристика идентифицированных спектров адро-
нов с помощью термодинамического подхода Больцмана-Гиббса не-
достаточна. Вместо этого спектры частиц, измеренные при столкно-
вениях с высокой энергией, хорошо описываются неэкстенсивными 
распределениями Тсаллиса-Парето, полученными в рамках неэкстен-
сивной статистической термодинамики Тсаллиса. На базе сконструи-
рованной в этой главе q -модифицированной релятивистской гидро-

динамики возможна разработка различных адекватных моделей в 
физике элементарных частиц, описывающих широкий круг явлений в 
космосе и в процессах производства высокоэнергетических частиц в 
эволюционирующей жидкости на современных ускорителях, особен-
но при ядро-ядерных столкновениях.  
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ГЛАВА 15 

Двухпараметрический энтропийный  
функционал Шарма−Миттал  

как основа семейства нелинейных  
уравнений Фоккера−Планка−Колмогорова  

 В этой главе анализируется важный аспект, связанный с выводом 
нелинейных степенных уравнений Фоккера–Планка–Колмогорова, корре-
лирующих с неэкстенсивной двухпараметрической энтропией Шарма–
Миттал для неэкстенсивных систем. При этом получаемые диффузи-
онные уравнения записаны таким образом, что их стационарные реше-
ния являются вероятностными распределениями, максимизирующими 
энтропию ШМ для неэкстенсивных систем. С целью получения точных 
решений нелинейных нестационарных одномерных уравнений ФПК, свя-
занных с энтропиями Тсаллиса, Реньи и Шарма−Миттал, использован 
анзац-подход. 

Введение 

Статистическая энтропия Больцмана−Гиббса−Шеннона и осно-
ванная на ней классическая статистическая механика является чрез-
вычайно полезным инструментарием при изучении широкого круга 
простых физических систем. Эти системы, для которых, безусловно, 
целесообразно использовать классическую статистику и разработан-
ные на её основе теории, можно условно охарактеризовать малым 
диапазоном пространственно-временных корреляций, эвклидово-
стью геометрии фазового пространства, марковостью случайных про-
цессов, локальностью силового взаимодействия между элементами 
системы, эргодичностью динамических процессов и т.п. Такие систе-
мы хорошо описываются энтропией Больцмана−Гиббса−Шеннона и, 
как правило, следуют экспоненциальному закону вероятностных рас-
пределений. 
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Существует, однако, целый круг сложных систем (природных, ис-
кусственных и социальных), которые, в отличие от простых, характе-
ризуются большой дальностью пространственно-временных корре-
ляций, глобальностью силовых взаимодействий между элементами 
системы, иерархичностью (обычно мультифрактальностью) геомет-
рии фазового пространства, немарковостью процессов (длинной па-
мятью), неэргодичностью динамических процессов, наличием асимп-
тотически степенных вероятностных распределений. Довольно широ-
кий класс подобных систем (хотя далеко не всех) адекватно описыва-
ется неэкстенсивной (неаддитивной) статистической механикой, ос-
нованной, в частности, на параметрических энтропиях Тсаллиса (см. 
Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 1988) и Реньи (Renyi, 1961, 
1970), которые сохраняют гносеологическую структуру (логическую 
схему построения) классической статистики (см., например, Curado, 
Tsallis, 1991; Beck, Schlogl,1993; Borges, Roditi, 1998; Tsallis и др., 1998; 
Naudts, 2004; Tsallis, 2009; Plastino and Plastino, 1997; Tirnakli, Torres, 
2000; Lenzi, Mendes, 2001; Abe, 2001; Wada,. Scarfone, 2005; Scarfone, 
Wada, 2007; Hanel и др., 2009; Зарипов, 2002, 2010; Колесниченко, 
2019). Важным преимуществом неэкстенсивных статистик по сравне-
нию с классической статистикой Гиббса является асимптотический 
степенной закон распределения вероятностей (проявляющийся при 
максимизации соответствующих параметрических энтропий), кото-
рый не зависит от экспоненциального поведения, обусловленного 
распределением Гиббса. 

Неэкстенсивная статистика Тсаллиса успешно применяется ко 
многим системам, начиная от нелинейных диффузионных уравнений 
(Plastino и др., 2000), обобщенных кинетических уравнений 
(Boghosian, 1999; Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013), систем Фоккера-
Планка (Frank, Daffertshofer, 2001), H-теоремы Больцмана (Mariz, 
1992; Ramshaw, 1993a,b; Shiino, 1998), удельной теплоемкости гармо-
нического осциллятора (Ito, Tsallis, 1989), квантовой статистики 
(Büyükkılıç и др., 1995), до изучения космических систем с дальним 
силовым взаимодействием (Chavanis, Delfini, 2009; Колесниченко, 
2016), межзвездной турбулентности (Esquivel, Lazarian, 2010), эволю-
ции астрофизических дисков (Kolesnichenko, Marov, 2013, 2014), ско-
рости солнечного звука (Du, 2006), релаксации спинового стекла 
(Pickup и др., 2009), городской транспортной системы (Kolesnichenko, 
2014), биофизики, экономики, нейрофизики и много другого 

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Scarfone,+A&fullauthor=Scarfone,%20A.%20M.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
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Одновременно, наличие степенного закона в неэкстенсивной 
статистике позволило сконструировать неаддитивные термодинами-
ки, в частности, на основе энтропии Тсаллиса (см. Beck, SchloЁgl,1993; 
Tsallis, 1999, 2001, 2002, 2009; Колесниченко, 2018а,b) и энтропии Ре-
ньи (Zaripov, 2005; Parvan, Biro, 2005; Зарипов, 2010).  

С другой стороны, энтропия Реньи с успехом используется не 
только в физике фракталов и в теории информации (см. Mandelbrot, 
1974, 1975, 1977, 1982; Beck, Schlögl, 1993; Grassberger,1981,1985; 
Grassberger, Procaccia, 1984; Halsey и др.,1986; Hentschel, 
Procaccia,1983; Beck, Schlogl, 1993; Мандельброт, 2002; Зарипов, 2002, 
2010; Jizba, Arimitsu, 2004; Bialas, Czyz, 2008), но и в различных обла-
стях статистической механики, связанных с динамическим поведени-
ем сложных хаотических систем. Последнее связано с тем, что между 
теорией фракталов, опирающейся на геометрию и теорию размерно-
сти, с одной стороны, и теорией хаоса существует глубокая связь. Ис-
пользование статистики Реньи привело к значительному прогрессу в 
исследованиях ряда аномальных физических явлений, в частности, в 
ядерной физике (Nagy, Romera, 2009), в теории черных дыр (Bialas, 
Czyz, 2008), при изучении фрактальных и мультифрактальных систем в 
космологии (Mandelbrot, 1977, 1982; Колесниченко 2016, 2019), в 
квантовой статистике (Aptekarev и др., 2012a,b, 2016) и т.д.  

Несколько позднее в статистическую механику был введён новый 
функционал энтропии − двухпараметрическая энтропия Шар-
ма−Миттал (SM) (Sharma, Mittal, 1975), которая, в частности, обобща-
ет энтропии Больцмана−Гиббса−Шеннона, Реньи и Тсаллиса посред-
ством манипулирования двумя параметрами, тем самым рассматри-
вая эти энтропии как некоторые предельные однопараметрические 
случаи (Frank, Plastino, 2002; Scarfone, Wada, 2005; Scarfone, 2006; Ak-
turk и др., 2007, 2008). Свойства энтропии Шарма−Миттал были тща-
тельно исследованы рядом авторов (см., например, Masi, 2005; 
Scarfone, 2006; Lenzi, Scarfone, 2012; Kaniadakis и др., 2005; Nielsen, 
Nock, 2012). Многие неэкстенсивные однопараметрические энтропии, 
введённые в литературе в рамках обобщённой статистической меха-
ники, относятся к SM и, таким образом, часто могут изучаться по еди-
нообразной схеме. Среди них, упомянутые выше энтропии Больцма-
на−Гиббса− Шеннона, Реньи и Тсаллиса, а также энтропия Ландсбер-
га−Ведрала (Landberg, Vedral, 1998), Гауссова энтропия (Frank, 
Plastino, 2002) и некоторые другие.  

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Biro,+T&fullauthor=Biro,%20T.%20S.&charset=UTF-8&db_key=PRE
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Scarfone,+A&fullauthor=Scarfone,%20A.%20M.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
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Энтропия Шарма−Миттал, введённая первоначально в теории 
информации, в работе (Frank, Plastino, 2002) также была использова-
на для построения обобщенной термостатистики. В работах (Fa, Lenzi, 
2004; Scarfone, 2006) для получения обобщенных термодинамических 
соотношений на базе энтропии SM учитывалась гипотеза мультипли-
кативности вероятностного распределения совместной вероятности 
двух независимых систем.  

В данной работе также приведено построение обобщённых не-
экстенсивных термодинамик, соответствующих однопараметриче-
ским энтропиям, принадлежащим к семейству Шарма−Миттал. При 
этом также используются осреднённые значения параметров систе-
мы, полученные по нормированному эскортному распределению 

 / q
j j jjf p p , которое обычно используется при рассмотрении хао-

тических, фрактальных и мультифрактальных систем. Однако в отли-
чие от ряда известных работ (см., например, Czachor, Naudts, 2002; 
Scarfone, 2006; Kaniadakis и др., 2005), в которых подобные исследо-
вания по термостатике проведены с привлечением двукратно де-
формированных экспоненты и логарифма (введённых первоначально 
в теории информации Шарма и Миттал в 1975 г.), особенность данной 
работы состоит в том, что проведено построение обобщённых неэкс-
тенсивных термодинамик с помощью более простых и хорошо изу-
ченных однократно деформированных функций − логарифма и экс-
понента Тсаллиса.  

К сожалению, обобщенные термодинамики, основанные на базе 
каких-либо неэкстенсивных статистик, предназначены в основном 
для описания равновесных состояний физических систем, и не вполне 
применимы к описанию их неравновесных состояний (см. Amigу и 
др., 2018). Вместе с тем, одним из основных феноменологических 
уравнений статистической механики, описывающим, в частности, ди-
намическую эволюцию неравновесной системы, является нелиней-
ное диффузионное уравнения Фоккера−Планка−Колмогорова. Сте-
пенные уравнения ФПК нашли применение в различных областях 
науки, таких как астрофизика, физика плазмы, гидродинамика, био-
физика и др. (см., например, Tsallis, Bukman, 1996; Ribeiro и др.,2012; 
Curado и др., 2014; Combe и др. 2015; Chavanis, 2003; Livadiotis, 
McComas, 2013; Beck, 2009). Кроме этого, они использовались для 
моделирования распространения энергии в сильно нелинейных 
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неупорядоченных решетках (Mulansky, Pikovsky, 2013). Нелинейная 
диффузия и уравнения ФПК тесно связаных также с нелинейными 
версиями уравнений Шредингера, Дирака и Клейна–Гордона (Nobre и 
др., 2013), допускающими сложные солитоноподобные аналитиче-
ские решения, а также с нелинейными волновыми уравнениями, 
имеющими экспоненциальные плоские волновые решения, модули-
рованные q-гауссианами (Plastino, Wedemann, 2017). Нелинейные 
диффузионные процессы важны также при изучении распростране-
ния биологических популяций (см. Newman, Sagan. 1981; Colombo, 
Anteneodo, 2018). В частности, основанные на каппа-статистике нели-
нейные диффузионные уравнения ФПК могут быть использованы в 
эпидемиологии при предсказании распространения эпидемий и пан-
демий (Kaniadakis и др., 2020; Клочкова и др., 2020). 

Следует отметить, что, несмотря на большое разнообразие ис-
следований в указанных научных областях, все они имеют много об-
щего благодаря кооперативному взаимодействию между отдельны-
ми подсистемами рассматриваемой совокупной системы. Эти взаи-
модействия приводят к уменьшению большого числа степеней сво-
боды систем многих тел и тем самым допускают низкоразмерное 
описание в терминах нелинейного нестационарного уравнения Фок-
кера–Планка−Колмогорова, которое раскрывает динамику, лежащую 
в основе многих наблюдаемых физических явлений.  

В последнее время был разработан эффективный подход, позво-
ляющий сконструировать нелинейные уравнения ФПК таким обра-
зом, чтобы их стационарные решения были согласованы с соответ-
ствующими равновесными (каноническими) распределениями плот-
ности вероятности, полученными из условия экстремальности энтро-
пий для рассматриваемых систем (см. Plastino A.R., Plastino A., 1995; 
Frank, 2002, 2005). Этот подход, дающий связь энтропии системы с 
нелинейными уравнениями ФПК, описывающими эволюцию нерав-
новесных явлений, является одним из полезных приложений неэкс-
тенсивной статистической механики. Использование диффузионных 
уравнений, соотнесенных с энтропийным методом, позволяет найти 
временную зависимость функции распределения плотности вероят-
ности для неравновесных неэкстенсивных систем.  

В данной работе показано, как эффективный термодинамический 
подход Франка к построению степенных уравнений ФПК может быть 
применим для относительно большой категории энтропий, являю-
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щихся частными случаями двухпараметрической энтропии Шар-
ма−Миттал.  

15.1. Энтропийный функционал Шарма−Миттал  
как родоначальник семейства  
однопараметрических энтропий 

Введённая Шарма и Миттал двухпараметрическая энтропийная 

мера для функции распределения ( , )P x t  определяется формулой 

(Sharma, Mittal, 1975) 
 

 
  

 
   


( 1)/( 1)

{ , }
1

[ ]: 1 ( , )
1

r qq
q rS P P x t dx

r
,      ( , 0; , 1; )q r q r q r .   

(15.1) 
 

Энтропийная мера (15.1) включает в себя как классическую эн-
тропию Больцмана−Гиббса−Шеннона, так и деформированные одно-
параметрические энтропии, хорошо известные в литературе, в част-
ности:  

 энтропию Тсаллиса (Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 
1988) 

 

{ }

1
[ ] : 1 ( , )

1
q

qS P P x t dx
q

  
   ,     ( 0, 1);q q                       (15.2) 

 

 энтропию Реньи (Renyi, 1961, 1970) 
 

1
[ ] : ln ( , )

1
q

qS P P x t dx
q

 
   ,     ( 0, 1);q q                      (15.3) 

 

 энтропию Гаусса (Frank, Plastino, 2002) 
 

    
  1,

1
[ ] : 1 exp ( 1) ( , )ln[ ( , )]

1
rS P r P x t P x t dx

r
,   ( 0, 1q q  );    

(15.4) 
 

 энтропию Ландсберга–Ведрала (Landberg, Vedral, 1998) 
 
 

 
 

    


11
[ ] : 1 ( , )

1
q

qS P P x t dx
q

,   ( 0, 1)q q  ;               (15.5) 
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 энтропию Больцмана−Гиббса−Шеннона  
 

 [ ]: ( , )ln[ ( , )]S P P x t P x t dx .                                          (15.6) 
 

Легко показать, что имеют место следующие равенства (см., 
например, Колесниченко, 2018): 
 

 
 { } { }

1 1
lim [ ] [ ] lim [ ]q q
q q

S P S P S P ,      { , } { }[ ] [ ]q r q qS P S P ,         (15.7) 

 


{ , }

1
lim [ ] [ ]q r q
r

S P S P ,     
 

{ , }
1, 1
lim [ ] [ ]q r

q r
S P S P ,              (15.8) 

 

 
{ , } { }

2
lim [ ] [ ]q r q
r q

S P S P ,  


{ , } {1, }
1

lim [ ] [ ]q r r
q

S P S P .                 (15.9) 

 

Экспонента Тсаллиса и деформированный логарифм. Далее мы 
будем широко использовать так называемые деформированные 
функции, в частности, деформированный логарифм ln ( )q y  и дефор-

мированную экспоненциальную функцию (экспоненту Тсаллиса) 

exp ( )q y , которые определяются следующим образом (см. Tsallis, 

2007, 2009): 
 

 




1 1
ln ( ):

1

q

q
y

y
q

,    y
 ,   q ;       1ln ( ): lnq y y  ,                      

 







    


         


     

1
1/11

1/1

,

,

0, 1 1/1 ;

exp ( ): [1 (1 ) ] [1 (1 ) ] 1 1/1 ;

[1 (1 ) ] 1 1/1 ,

qq

q

q

если q и y q

y q y q y если q и y q

q y если q и y q

       

 

где y , q ; выражение, стоящее в квадратных скобках, либо по-

ложительно, либо равно нулю,  [ ] max( ,0)Y Y . Из определения де-

формированной экспоненты Тсаллиса следует, что для 1q  , экспо-

нента exp ( )q y  исчезает для  1/(1 )y q , непрерывна и монотонно 

увеличивается от 0  до  , когда x  увеличивается от 1/(1 )q   до  ; 

для 1q , функция exp ( )q y непрерывна и монотонно увеличивается от 
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0  до  , когда x  увеличивается от   до 1/(1 ),q  оставаясь расхо-

дящейся для  1/( 1)y q .  

Можно убедиться, что для деформированных экспоненты и лога-
рифма справедливы используемые далее соотношения: 

 

       exp ln ( ) ln exp ( )q q q qy y y ,   ( ;x q),                           (15.10) 

   


 
    

1

1

2
1

exp ( ) 1 ( 1)
exp ( )

q

q
q

y q y
y

,    

 
  

 
2

1
ln ln ( )q q y

y
,  

(15.11) 
 

     exp ( ) exp ( ) exp (1 )q q qy z y z q yz ,   ( ( , );y z q),         (15.12) 

 

   ln ( ) ln ( ) ln ( ) (1 )ln ( )ln ( )q q q q qyz y z q y z , ( ( , );y z q),    (15.13) 

 

   exp ( ) exp ( )
q

q q
d

y y
dy

,       
1

ln ( )q q

d
y

dy y
  ( 0;y q  ).            (15.14) 

 

Продемонстрируем теперь, что определяющие формулы для эн-
тропий (15.1)-(15.6) связаны равенствами, представляющими чередо-
вания обычных  и деформированных  логарифмов и экспонент.  

Используя обозначение 
 

   ( ): ( , ) 1q
q qc t P x t dx                                     (15.15) 

 

для так называемой обобщённой статистической суммы, перепишем 
выражения (15.2) и (15.3) для энтропий Тсаллиса и Реньи и в виде  
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1

{ }
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[ ]: ln ( , ) ln ln
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q q qS P P x t dx c c

q q
.           (15.3*) 

 
 

Из сопоставления этих выражений получим соотношения 
 

     1/(1 )
{ } { }exp [ ] exp [ ]q

q q q qc S P S P ,                            (15.16) 
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позволяющие переписать энтропии (14) и (15)  в виде 
 

  { } { }[ ] ln exp [ ]q q qS P S P ,      { } { }[ ] ln exp [ ]q q qS P S P .            (15.17) 
 

Формула (16) позволяет также получить равенства, связывающие 
энтропии Шарма−Миттал и Ландсберга–Ведрала с энтропиями Тсал-
лиса и Реньи: 
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      { } { }ln exp [ ] ln exp [ ]r q q r qS P S P ,                          (15.18) 
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1/( 1)
{ }ln ln exp [ ]q

q q q qc S P .                          (15.19) 
 

Таким образом, при использовании q-деформированных лога-

рифма и экспоненты Тсаллиса возможно записать все перечисленные 
меры в компактной форме (15.16)-(15.19). Кроме этого, лаконичные 
соотношения (15.17)-(15.19) для энтропий облегчают нахождение 
предельных значений функционалов (15.1)-(15.6), по сравнению с их 
записью в явном виде. В частности, при использовании формулы 
(15.16)-(15.19) легко получить  предельные соотношения  (15.7)-(15.9). 
 

Псевдоаддитивность энтропии Шарма−Миттал для независи-
мых систем. Покажем, что подобно энтропии Тсаллиса, энтропия 
Шарма−Миттал подчиняется псевдоаддитивному закону для двух ста-
тистически независимых систем. Пусть совокупная система характе-
ризуется нормированным распределением вероятностей микросо-

стояний 12( , )P x t  и энтропией Шарма−Миттал 

  { , } 12 { } 12[ ] ln exp [ ]q r r q qS P S P .                                 (15.20) 
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Будем предполагать, что распределения 12( , )P x t  является мульти-

пликативным; тогда 12 1 2( , ) ( , ) ( , )P x t P x t P x t , где распределения 1( )P x  

и 2( )P x  относятся соответственно к первой и второй подсистемам. 

Подставим распределение 12( , )P x t  в (15.20). Учитывая формулы 

(15.12), (15.13), а также псевдоаддитивность энтропии Тсаллиса (см., 
например, Колесниченко, 2018), легко получить следующее выраже-
ние 
 

      { , } 12 { } 1 { } 2 { } 1 { } 2[ ] ln exp [ ] [ ] (1 ) [ ] [ ]q r r q q q q qS P S P S P q S P S P   
 

                  { } 1 { } 2 { } 1ln exp [ ] exp [ ] ln exp [ ]r q q q q r q qS P S P S P   

 

        { } 1 { } 2 { } 2(1 )ln exp [ ] ln exp [ ] ln exp [ ]r q q r q q r q qr S P S P S P     
 

   { , } 1 { , } 2 { , } 1 { , } 2[ ] [ ] (1 ) [ ] [ ]q r q r q r q rS P S P r S P S P ,                   (15.21) 

 
из которого следует свойство псевоаддитивности энтропии Шар-
ма−Миттал для двух независимых систем. Параметр r  в (15.21) опре-
деляет степень неаддитивности энтропий из семейства Шар-

ма−Миттал. Из  (15.21) следует, что только для энтропий Реньи ( 1)r  

и Больцмана−Гиббса−Шеннона ( , 1)r q  выполняется закон аддитив-

ности.  

15.2. Экстремум энтропии Шарма−Миттал  
и негиббсовое равновесное распределение 

Пусть статистическая система с мерой Шарма−Миттала описыва-

ется распределением плотности вероятностей ( , )P x t  и множеством 

структурных параметров [ ( , )]k P x t  характеризующих неэкстенсивную 

систему. Будем далее считать, что средневзвешенное каждой случай-

ной величины k  определяется по формуле  
 

   : ( , ) ( , )k q k x t x t dx ,                                          (15.22) 

где  
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( , )

qq

q
q

P x tP x t
x t

cP x t dx
                                (15.23) 

 

− так называемое эскортное (нормированное на единицу) распреде-
ление, которое обычно используется при рассмотрении хаотических, 
фрактальных и мультифрактальных неэкстенсивных систем (см. Abe, 
2000).  

Для отыскания равновесного распределения системы найдём 
безусловный экстремум энтропии Шарма─Миттала (15.18) при посто-
янстве среднего значения энергии 

q
 и сохранении нормировки рас-

пределения ( , )P x t   

    { } : ( , ) ( , ) , ( , ) 1q x t x t dx const P x t .   

 
Согласно вариационному принципу Джейнса (Jaynes, 1963), для этого 
необходимо вычислить безусловный экстремум функционала 
 

       
1

1[ ]: ln ( , ) ( , ) / ( , )qq
r q qP c x t P x t c P x t dx .            (15.24) 

 

Здесь параметры   и   являются неопределёнными множителями 

Лагранжа. Из условия равенства нулю первой вариации   функцио-

нала [ ]P  получим равенство 


  
        

1 11
{ }( ) 0

1

r q

q qq
q q

q

q
P c q P x

P q c
,   

 

из которого следует 
 


     

          
   

1
{ } { , }

{ , }

1
1 (1 ) ( ) /q

q q r
q r

q
P q x

Γ q
Γ  .                  (15.25) 

 

Здесь и далее знак «тильды» у параметров системы означает их вы-

числение для равновесного распределения вероятностей ( )P x ; фи-

гурирующая здесь величина { , }q rΓ  определяется соотношением 
 

 
   

( 1)/( 1)

{ , } :
r q

q r qcΓ ,    : ( )qqc P x dx  .                            (15.26) 
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Заметим, что для энтропии Тсаллиса величина  { } { , }q q r q qcΓ Γ ; для 

энтропии Реньи величина   { } { ,1} 1q qΓ Γ ; а для энтропии Ландсбер-

га−Ведрала имеем   { } { , 2 } 1/q q r q qcΓ Γ .  

Поскольку множители Лагранжа   и   имеют, вообще говоря, 

произвольные значения, то можно положить  

   
 

{ , }( 1)/( 1)

1 1

q rr q
q

qq
c

q q

Γ
.                                    (15.27) 

 
 

Тогда соотношение (15.25) приобретает следующий вид негиббсового 

равновесного распределения с параметром { , }q r : 




          

1

1
{ , }

1
( ) 1 (1 ) ( ) q

q r qP x q x
Z

 

 

       { , }
1

exp ( )q q r qx
Z

.                                (15.28) 

Здесь 

        
1/(1 )

{ , } { }exp ( )q
q q q r qc x dxZ                     (15.29) 

 
 

− статистический интеграл, определяемый из условия нормировки 

распределения ( )P x ; параметр  { , } { , }: /q r q rΓ играет роль обратной 

физической температуры в статистике Шарма−Миттал (см. Колесни-
ченко, 2018). 

При условии r q  из (15.28) следует выражение для равновес-

ного распределения ( )P x  в статистике Тсаллиса 
 

      
1

( ) exp ( )q q qP x x
Z

,                             

(15.30) 
где  

       { }exp ( )q q qx dxZ                                  

(15.31) 
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− статистический интеграл в статистике Тсаллиса; параметр  /q qc  

является обратной физической температурой системы,  1/ph qT ;   

− множитель Лагранжа, который связан с ограничением на среднюю 
энергию в неэкстенсивной статистической механике. При 

       1 (1 ) ( ) 0q qq x  имеем 0P , а при 1q   из (15.30) и 

(15.31) следует классическое каноническое распределение Гиббса  

 
 

exp ( )
( )

exp ( )

x
P x

x dx

    


    
.                                (15.32) 

 
 

В случае, когда 1r  ,  из (15.28) следует равновесное распреде-
ление в статистике Реньи 

   


              

1

1
{ } { }

1 1
( ) 1 (1 ) ( ) exp ( )q

q q qP x q x x
Z Z

.  

(15.33) 
Здесь  

          
1/(1 )( ) exp ( ) 0q
q q qc x dxZ                        (15.34) 

 
 

− статистический интеграл; 1/T   − обратная температура (изменя-

ющаяся в пределах допустимых значений). Таким образом, распре-
деление вероятностей состояния статистического ансамбля неэкстен-
сивных систем с мерой Реньи, которые находятся в тепловом равно-
весии с внешней средой (термостатом) и могут обмениваться с ней 
энергией при постоянном объёме и постоянном числе частиц, соот-
ветствует обобщённому каноническому ансамблю Гиббса (33). 

15.3. Соотношения равновесной термодинамики,           
построенной на базе энтропии Шарма−Миттал 

Приступим теперь к конструированию равновесной термодина-
мики, основанной на неэкстенсивной статистике Шарма−Миттал. По-
скольку соотношение (15.28) справедливо и для равновесного рас-

пределения ( )P x , то для максимального значения энтропии Шар-

ма−Миттал имеем 
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(1 )/(1 ) 1

max{ , } { , }

1 ( ) 1
( ) ln

1 1

r q r
q

rq r q r

c

r r
S S

Z
Z .      (15.35) 

 

Квазиравновесную свободную энергию Гельмгольца { , }q r  опреде-

лим соотношением  

   
 

{ , { { } { , } { }
1 1

: lnq r q q r q rS Z ,     1/(1 )q
qcZ .      (15.36) 

 

Учитывая соотношения (15.33) и (15.36), можно переписать вы-

ражение для  статистического интеграла Z  в следующем виде 
 

 
1

( ) exp ( )q qr
x dx



 
 

       
 
 

Z

Z

.                       (15.37) 

 

Дифференцируя (15.37) по   с учётом формулы (15.14), получим 
 

   

     
 

 





 

   
           

 
  

         
  

 


1

1

1 1

exp ( )

( ) ( )

q
r

q q

r

r r q
q q

x

x x dx

Z Z

Z
Z Z

 

       
    

         
   


1 1 { }

( ) ( ) ( ) ln
r q r qq

q qP x x x dxZ Z  

   
   

   
 

1 { }r q rq q
qcZ Z  .                                 (15.38) 

 

С учётом формулы дифференцирования деформированного лога-
рифма (15.14), из (15.38) следует 
 

 
  

 
  

ln
r

r Z Z Z .                                  (15.39) 

 

С другой стороны, используя выражение (15.35) и (15.37), получим 
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1

{ , } ln exp ( )
r

q r r q qS x dxZ ,                         (15.40) 

Откуда 

 
 

 

{ , }

{ } { }

lnq r r

q q

S Z
 

 

     
    

          


1 1
exp ( ) .

q
r r

q q qx dx cZ Z
Z

    

(15.41) 
 

Таким образом, для равновесной термодинамики, построенной 
на базе энтропии Шарма−Миттала, справедливы следующие соотно-
шения: 
 

{ , } lnq r rS Z ,       
 

{ , } { } { , } { }
1 1

lnq r q q r q rS Z ,   

 

 
  

 

{ , }

{ } { }

ln
q r

r
q q

S
Z ,   

 




{ , }
{ }

( )q r
q ,   

 
 

 

{ }
ln

q
r Z .   

(15.42) 

15.4. Дивергенция Брегмана. Обобщенная Н-теорема 

Покажем теперь, что при спонтанном переходе между произ-

вольным состоянием системы с распределением ( , )P x t  и равновес-

ным состоянием с распределением ( )P x  энтропия системы может 

только убывать, т.е.    { , } { , }( ) [ ( , )]q r q rS P x S P x t .  

C этой целью введем в рассмотрение так называемую диверген-
цию Брегмана (см. Bregman, 1967; Cichocki, Amari, 2010) 

 

 

 



 

 

 
          

  
 





{ , }

1
1 1

1

1 1

1
: : ( , ) ( , ) 1

1

ln ( , ) ( , ) ,

q r

r
q q q

q q q
r

P U P x t U x t dx
r

P x t U x t dx

           (15.43) 
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которая относится к существенным статистическим характеристикам 
неэкстенсивной динамической системы Шарма−Миттал. Являясь 
функционалом, она характеризует переход системы от состояния 

( , )P x t  в состояние ( , )U x t , когда статистические наблюдения ведутся 

относительно состояния ( , )P x t . При этом выражение (15.43) пред-

ставляет собой функционал для двух нормированных распределений 

  ( , ) ( , ) 1P x t dx U x t dx . 

Различные свойства общего вида дивергенции Брегмана можно 
найти в работе (Cichocki, Amari, 2010). Здесь же мы отметим, что ве-

личина { , }q r  является вещественным, положительным, выпуклым (в 

первом аргументе) функционалом. Кроме этого, поскольку при 

( , ) ( , )P x t U x t  имеет место равенство  { , } : 0q r P U , то диверген-

ция Брегмана является функцией Ляпунова56)
.  

Выпуклость.  Величина { , } :q r P U    является вещественным, вы-

пуклым и положительным  функционалом с минимумом (максиму-
мом) в зависимости от сочетания знаков параметров деформации r  и 

q . Покажем это. Для некоторого действительного числа 0n  имеем 

1 1 1
1 , 0,

1

1
1 , 0,

1
1 , 0.

qY
если q

q Y

если q
Y

если q
Y




  


  

  

                                      (15.44) 

Поэтому, например, для 1q    (см. (15.1)) справедливо  неравенство 

 

  

1
/ (1 )( / )

q
P U q q U P ,  

 

при учете которого получаем 
  

                                                           
56) Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределённая 

функция, которая обращается в нуль в точке равновесия системы. Состоя-
ние равновесия является аттрактором, когда производная по времени от 
функции Ляпунова имеет знак, противоположный знаку самой функции. 
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P q q dx

r P

,                      (15.45) 

когда 1r  . Легко показать, что 
 

 { , } : 0q r P U ,   если 1, 1q r  ,  или    0 1, 1q r .             (15.46) 

 
Обобщённая Н-теорема в статистике Шарма-Миттала. Рассмот-

рим теперь замкнутую систему, для которой распределение ( , )P x t  

является произвольным, а распределение ( , )U x t  является равновес-

ным, ( )U P x  

          
  

1

1
,1 ( 1) ( )

( )
q

q r q

q

q x
P x

c
.                   (15.47) 

 

При использовании соотношений (15.15), (15.29), и (15.35) легко по-
казать, что спонтанный переход между этими состояниями описыва-
ется следующей дивергенцией Шарма-Миттала  
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  1/(1 ) 1/(1 )
{ , } { } { }

1 1
ln exp ( ) lnq q
r q q q r q q r q

q q

c t c
c c

       
 

 

   

  { , } { , } { , } { } { }

1
( ) ln exp ( )q r q r q r q q r q q

q

S t S c t
c

       
   

    (15.48) 

 

c равенством { , } : 0q r P P     при распределении P P . 

При выполнении условия Гиббса q q  (см. Климонтович,1990) 

и с учётом свойства знакоопределённости (15.46) дивергенции Брег-

мана { , } :q r P P 
   из (15.48) следует справедливое при 1, 1q r  , или 

0 1, 1q r    неравенство:  
 

{ , } { , } { , }( ): ( ) 0q r q q r q rP t P c S t S         
,                      (15.49) 

 

Это неравенство обобщает теорему Гиббса на неэкстенсивную стати-
стику Шарма−Миттала. Согласно этой теореме, для замкнутой систе-

мы энтропия Шарма−Миттала { , }( )q rS t  { , }{ , } q rq r qS c  возрастает до 

экстремального её значения { , }q rS  при 0q   одновременно с умень-

шением положительной  дивергенции { , } :q r P P 
  . Таким образом, 

дивергенция Брегмана здесь в виде отрицательного вклада в теку-
щую энтропию Шарма−Миттал и потому может быть названа негэн-
тропией (Шредингер, 1947). 

Поскольку информация различия Шарма−Миттал является зна-
коопределенной функцией Ляпунова, то для того, чтобы состояние 

равновесия { , }q rS  было устойчивым, необходимо выполнение следу-

ющих неравенств 

 
          

{ , } { , } { , }: ( ) 0q rq q r q rc P P S t S
t t

,                   (15.50) 

 

когда  1, 1q r , или   0 1, 1.q r      

 
Из этих соотношений следует неравенство для энтропии Шар-

ма−Миттал:  
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{ , }( )
0

q rS t

t
   при  1, 1q r , или   0 1, 1q r ,              (15.51) 

 

которое выражат H -теорему для стохастической ( , )q r -системы, опи-

сываемой энтропией Шарма−Миттал: при временной эволюции к 

равновесному состоянию энтропия замкнутой системы { , }( )q rS t  

должна возрастать до экстремального её значения { , }q rS , так и убы-

вать в зависимости от выбора численных значений параметров неэкс-
тенсивности q  и r . 

15.5. Структура уравнений Фоккера−Планка− 
Колмогорова, связанных с энтропией  
Шарма−Миттал 

Аномально-диффузионные явления весьма распространены в 
природе и могут быть адекватно описаны с помощью нелинейных 
уравнений Фоккера−Планка−Колмогорова, которые нашли широкое 
применение в различных естественно-научных областях, таких как 
астрофизика, физика плазмы, квантовая механика, общая и 
специальная теории относительноти, нелинейная гидродинамика, 
биофизика и т.п. Рассматриваемые в них явления имеют общий 
физический механизм, возникающий благодаря кооперативному 
взаимодействию между отдельными подсистемами совокупной 
системы. Кооперативные взаимодействия приводят к уменьшению 
большого числа степеней свобода систем многих тел и тем самым 
связывают отдельные подсистемы посредством процесса 
самоорганизации в синергетические объекты. Подобные 
синергетические системы допускают низкоразмерные описания в 
терминах нелинейных уравнений ФП, которые характеризуются 
специфическими типами нелинейных диффузионных вкладов.  

Подобные вклады могут быть связаны, в частности, с 
неэкстенсивной статистической механикой. В научной литературе 
наиболее подробно изучены ситуации, когда диффузионные вклады 

записываются как степень плотности вероятности ( , )P x t  (см., 

например, Plastino, A. Plastino, 1995; Tsallis, Bukman, 1996; Comptey, 
Jou, 1996; Shiino, 2001, 2003; Scarfone, Wada, 2007; Schwämmle и др., 
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2007; Wada, Scarfone, 2007, 2009; Casas, Nobre, 2019; Plastino, 
Wedemann, 2020).  

В последнее время широкое распространение получил метод 
конструирования уравнения ФПК для любой неэкстенсивной 
физической системы, связанный с учетом локального производства 
ее энтропии. Этот метод был разработан на основе линейной 
неравновесной термодинамики Т. Франком (см. Frank, 2000, 2002), и 
его содержание подробно изложено в монографии (Frank, 2005). 
Сущность этого метода состоит в следующем: 

Исходным является локальное уравнение непрерывности для 
плотности вероятности для распределения вероятности состояния 

( )P r  системы в фазовом пространстве   1 1: ,... ; ,...n nr x x v v  физиче-

ского статистического ансамбля Гиббса (описывающего микросостоя-
ние хаотической системы) 


 


( , ) ( , ) 0P t t

t
rr J r ,                                     (15.52) 

 

которое имеет место как в физическом пространстве x , так и в 
векторном пространстве скоростей v . При этом нелинейный поток 

вероятности ( , )tJ r  задается соотношением  

 
    

 

( )
( , ): ( , )

P
t P t

P
rJ r r ,                             (15.53) 

в котором величина    ( )/P Pr  является термодинамической 

силой, а ( )P  − свободная энергия  для рассматриваемой  системы 

(Frank, 2005). 
Далее при построении уравнения ФПК на основе энтропийного 

функционала ШМ мы для простоты ограничимся рассмотрением 
классического стохастического марковского процесса в пространстве 
скоростей v , которое описывается функцией распределения 

( , )P tv , информационной энтропией { , }[ ]q rS P  и средней энергией 

{ }q . Тогда функционал  задается выражением (15.42)  
 

 { , } { } { , }q r q q rD S ,                                        (15.54) 
 

в котором  
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 { , }( ) ( ) ( )q r P P dv v v ,    


 
1/( 1

{ , } 2[ ]: ln
q

q
q r rS P P dv ,              (15.55) 

 

где 
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1

ln ( )
1

r

r
x

x
r

;   1/D  − коэффициент диффузии (или 

коэффициент интенсивности шума), играющий роль температуры в 

пространстве скоростей (в общем случае 1 /D   );   2
2

( ) mv v  ─  

кинетическая энергия частицы (далее предполагается, что 1m  ). 

Принимая во внимание формулу 
  2

2ln ( )/ 1/ r
rd x dx x , при 

вычислении вариационной производной ( ) /P P   получим: 
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(15.56) 
 

Соответственно, для потока вероятности, с учетом (15.56), будем 
иметь 
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Здесь   ( ) ( )F vv v v  − коэффициент линейного дрейфа. Таким 

образом, нелинейное степенное уравнение ФПК в кинетике Шар-
ма−Миттал имеет вид: 
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Здесь и далее для простоты будем предполагать, что коэффициент 

диффузии  ( ) 1/ ( )D t t  зависит только от времени.  

Из (15.58) следует, что одномерные нелинейные степенные 
уравнения ФПК, принадлежащие семейству Шарма−Миталл, имеют 
вид: 
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Здесь коэффициент 
 

  
 

( )/( 1)
[ ]: ( , )

r q q
qP P v t dv зависит только от 

времени; при этом для различных уравнений ФПК, принадлежащих 
семейству Шарма−Миттал, имеем: 
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15.6. Стационарные решения уравнений  
Фоккера−Планка−Колмогорова, принадлежащих 
к семейству Шарма−Миттал 

Уравнение ФПК в рамках статистики Шарма-Миттал. Стацио-

нарная плотность вероятности ( )
st

P v удовлетворяет уравнению 
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решение которого имеет вид   
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При выводе (15.65) использована формула 

 


 
  

1/( 1)
2exp ( ): 1 ( 1) ,

q
q x q x  в которой выражение, стоящее в 

квадратных скобках, либо положительно, либо равно нулю, 

max[ ] : ( ,0).X X   

Уравнение ФПК в рамках статистики Тсаллиса. Стационарная 

плотность вероятности ( )
st

P v имеет вид: 
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где 
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Уравнение ФПК в рамках статистики Реньи. Стационарная плот-

ность вероятности ( )
st

P v имеет вид: 
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где 
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Уравнение ФПК в рамках статистики Ландсберг–Ведрала. Ста-

ционарная плотность вероятности ( )
st

P v имеет вид: 
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15.7. Решение нестационарных уравнений ФПК,  
связанных с энтропией Шарма−Миттал 

Для решения нестационарного диффузионного уравнений ФПК 
(15.59) (записанного в одномерном пространстве скоростей v ) c 

начальным условием    0( ,0) ( )P v v v , используем анзац-подход. 

В качестве пробной функции выберем функцию  
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Подставляя (15.76) в уравнение (15.59), получим следующие диффе-

ренциальные уравнения первого порядка для величин { , }( )q s tZ  и  

( )mv t : 
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Отсюда следует решение (Plastino, Plastino,1995) 
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0( ) exp( )t t   .                                             (15.81) 

 
В заключение заметим, что среди неэкстенсивных энтропий 

двухпараметрическая энтропия Шарма−Миттал (ШМ) занимает осо-
бое место, поскольку она позволяет получить ряд однопараметриче-
ских распределений, которые наблюдаются в различных физических, 
природных и искусственных системах. 

В данной главе функционал Шарма-Миттал рассматривается как 
форматор семейства классической и деформированных однопара-
метрических энтропий, состоящего из энтропий Реньи, Тсаллиса, 
Ландсберга−Ведрала, Гаусса и Гиббса. Все эти энтропии связаны ра-
венствами, представляющими чередования обычных ( ln ,exp ) и де-

формированных (lnq , expq ) логарифмов и экспонент. Здесь было по-

казано, что энтропия Шарма−Миттал подчиняется псевдоаддитивно-
му закону для двух статистически независимых систем. Построена 
двухпараметрическая термодинамика неэкстенсивных систем для 
этой энтропии и показана её взаимосвязь с обобщёнными однопара-
метрическими термодинамиками, основанными на указанных выше 
деформированных энтропиях семейства ШМ. С учетом свойства вы-
пуклости дивергенции Брегмана показано, что для энтропии ШМ со-
храняется принцип максимума равновесной энтропии и доказаны 
теорем Гиббса и Н-теорема, описывающая эволюцию хаотической си-
стемы во времени. Рассмотрен вывод степенных уравнений Фокке-
ра−Планка− Колмогорова, соотнесенных с энтропией ШМ. При этом 
получаемые диффузионные уравнения записаны таким образом, что 
их стационарные решения являются вероятностными распределени-
ями, максимизирующими энтропию ШМ для неэкстенсивных систем. 
Использован анзац-метод для получения нестационарного решении 
одномерного уравнения ФПК. Сконструированные указанным спосо-
бом степенные уравнения Фоккера−Планка−Колмогорова могут найти 
применение в различных областях науки. В частности, выведенные 
здесь нелинейные диффузионные уравнения ФПК могут быть исполь-
зованы в эпидемиологии при предсказании распространения эпиде-
мий и пандемий.  
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Приложения 

Приложение А:  
Статистические операторы квантовых систем 

Напомним некоторые понятия статистической механики кванто-

вых систем в той мере, насколько это требуется для понимания даль-

нейшего (см., например, Зубарев, 1971; фон Нейман, 1064) 

Чистые квантовые состояния. В отличие от классической стати-

стической механики, в которой микроскопическое состояние системы 

описывается точкой { }n n r x p 1 1{ ,..., ; ,..., }n nx x p p  в 6n -мерном фа-

зовом пространстве, а эволюция состояния во времени − уравнения-

ми Гамильтона, в квантовой механике состояние динамической си-

стемы описывается волновой функцией 1( ,..., , )n t x x (или, короче,

( , )t x , где x  − совокупность координат 1 ,..., nx x ), заданной в гиль-

бертовом пространстве и зависящей от времени и координат частиц, 

или от другой системы одновременно измеряемых физических вели-

чин. Заметим, что используемые в квантовой механике волновые 

функции в общем случае комплекснозначны и нормированы на еди-

ницу: 

 *( , ), ( , ) 1t t  x x ,                                             (А.1) 

где звездочка означает операцию комплексного сопряжения. Скобки 

означают скалярное произведение функций в гильбертовом про-

странстве состояний, т.е. 

 * *
1 2 1 2, ( ) ( , )t d     x x x .                                      (А.2) 

Динамические переменные в квантовой механике представляют-

ся линейными самосопряженными (эрмитовыми) операторами57) Â , 

                                                           

57) Оператор Â


 называется сопряженным оператору Â , если для 

каждой пары функций 1  и 2  имеет место  соотношение 

1 2 1 2
ˆ ˆ, ,A A


     .  Эрмитов (или самосопряженный) оператор Â  сов-
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действующими в  гильбертовом пространстве состояний на волновые 

функции   (далее операторы будем обозначать буквой со «шляп-

кой» над ней). Их спектр определяет возможные наблюдаемые зна-

чения физических величин. Среднее значение динамической пере-

менной Â  в произвольном квантовом состоянии   определяется 

выражением 

 *ˆ ˆ,A A   ,                                                    (А.4) 

Эта формула дает только вероятностное предсказание о наблюдае-

мых значениях любых физических величин. Лишь в частном случае, 

когда   есть собственная функция оператора Â , формула (А.4) дает 

точное значение величины Â  в состоянии  . 

Статистические аспекты квантовой механики описываются с по-

мощью ансамбля невзаимодействующих «копий» системы, находя-

щихся в одном и том же квантовом состоянии  . Введенный таким 

способом статистический ансамбль называется чистым квантовым 

ансамблем.  

Смешанные квантовые ансамбли. В более общем случае в кван-

товой статистической механике вводятся так называемые смешанные 

ансамбли, которые основаны на неполном наборе данных о системе. 

Рассмотрим ансамбль, состоящий из большого числа тождественных 

невзаимодействующих копий данной системы, которые могут нахо-

диться в некоторых различных квантовых состояниях r  ( 1,2,...r  ). 

При этом определены лишь вероятности rw ( 0rw  , 1)rrw   обна-

ружить систему в каждом из возможных квантовых состояний.  

Тогда среднее значение любой динамической величины A  в 

смешанном ансамбле определяется выражением  
 

 *ˆ ˆ,r r r
r

A w A   ,                                                (А.5) 

                                                                                                                                                                                     

падает со своим сопряженным: ˆ ˆA A


 . Собственные значения эрмитовых 
операторов являются действительными  числами. 
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где  * ˆ,r rA   − квантово-механическое среднее оператора Â  в со-

стоянии r . В случае чистого ансамбля все вероятности rw равны нулю, 

кроме одной, равной единице. 

Для изучения смешанных ансамблей вводится статистический 

оператор ̂ следующим способом. Для этого запишем линейный опе-

ратор Â  в матричном x -представлении, определив его с помощью 

матричных элементов 

ˆ ( ) ( , ) ( )A A d    x x x x x .                                         (А.6) 
 

Подставляя (А.7) в (А.6), получим 
 

ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , ) Tr( )A A d d A      x x x x x x ,                                 (А7) 

где 
*ˆ( , ) ( ) ( )r r r

r

w    x x x x                                        (А.8) 

− статистический оператор в матричном x -представлении, который 

называется матрицей плотности. Статистический оператор (А.8) зави-

сит от 2n  переменных 1 ,..., nx x ; 1 ,..., n x x .  

Заметим, что статистический оператор ̂ является эрмитовым, он 

положительно определен, т.е. не имеет отрицательных собственных 

значений, и подчиняется условию нормировки  

ˆ 1 Sp ,                                                       (А.9) 

так как  *ˆ ˆ( , ) , 1r r r
r

d w      Sp x x x . Кроме того, если число ча-

стиц в квантовой системе не фиксировано, то n играет роль дополни-

тельного квантового числа, характеризующего возможные состояния, 

и смешанный ансамбль должен включать системы с различными чис-

лами частиц.  

Формула (А.7) удобна тем, что шпур матрицы инвариантен отно-

сительно унитарных преобразований операторов. Поэтому формула 

(А.7) не зависит от представления операторов Â  и ̂. 
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Уравнение Лиувилля в квантовом случае. Рассмотрим эволюцию 

во времени статистического оператора для ансамбля систем с га-

мильтонианом Ĥ , который может зависеть от времени. Статистиче-

ский оператор в момент времени имеет вид (А.7), где rw  не зависят 

от t , так как они соответствуют распределению вероятностей при 

0t  . Функции ( , )r t x  − решения уравнения Шредингера (А.5), удо-

влетворяющие начальному условию 
0

( , ) ( )r rt
t


 x x , где ( )r x − 

некоторая система волновых функций, определяющих статистический 

оператор при 0t  :  
*ˆ( , ) ( ) ( )r r r

r

w    x x x x .                                   (А.10)  

Статистический оператор (А.8) удовлетворяет следующему урав-

нению движения (квантовому уравнению Лиувилля в операторной 

форме)  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ( )i H H H
t


    
 

,                                      (А11)  

где ˆ ( , )H x x   − самосопряжпенный оператор (гамильтониан), дей-

ствующий в гильбертовом пространстве на матрицу плотности ̂;  − 

постоянная Планка; ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ( )i H i H H   
 

 − квантовые скобки Пуассо-

на. В частностном случае для системы из n одинаковых бесспиновых 

частиц массы m, взаимодействующих между собой с потенциалом 

( ) x , оператор энергии Ĥ  имеет вид: 

2 2

2
1 1

1ˆ ( , ) ( ) ( )
2 2

n N n

j k i i
j j k ij

H
m   

  
        

  

  x x x x x x
x

.             (А.12) 

Коммутативность операторов ̂ и Ĥ  и их эрмитовость показыва-

ют, что они имеют общую систему собственных функций. Поэтому 

статистический оператор в случае статистического равновесия можно 

представить в виде (А.10), где ( )r x  − собственные функции гамиль-

тониана ˆ r r rH E   . 
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Заметим, что в квантовой механике не все собственные функции 

являются допустимыми волновыми функциями системы, а лишь те из 

них, которые удовлетворяют необходимым свойствам симметрии. 

Для системы частиц с нулевым или целым, кратным , спином допу-

стимы лишь симметричные относительно одновременной переста-

новки координат и спинов частиц волновые функции. В этом случае 

говорят, что частицы подчиняются статистике Бозе.  

Для системы частиц с полуцелым в единицах  спином допусти-

мы лишь антисимметричные относительно перестановки координат и 

спинов волновые функции. В этом случае говорят, что частицы подчи-

няются статистике Ферми.  

В выражении (А.10) для статистического оператора предполага-

ется суммирование не по всем, а лишь по допустимым квантовым со-

стояниям системы.  

Приложение Б:  Вычисление интеграла 

( )
4

0 2

15
:

exp ( ) 1

n
n
q q

q

x
J dx

x






   

 . 

Преобразуем этот интеграл, сделав подстановку 
 

1/( 1)
2exp ( ) [1 ( 1) ] 1/q
q x q x z
     .                             (Б.1) 

Тогда 
1 1

ln
1

q

q
z

x z
q

 
 


,   2

(1 )
exp 1

qq

q q

z
x

z



    ,                      (Б.2) 

 

(ln ) q
q

d
dx z dz z dz

dz
  ,   

1
( )

4
0

15 ( 1)
:

( 1) (1 )

q n
n
q n q

z
J dz

q z

 
 

  
 .        (Б.3) 

Отсюда следует, что 
(1 )( )1

( )
4

0 0

15

( 1) (1 )

q n kn
n k
q nn q

k

z
J C dz

q z

 



 
  

  ,                          (Б.4) 
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где 
!

( 0,1,2,... 0,1,2,...)
!( )!

k
n

n
C k n

k n k
   


. 

Используя теперь известную формулу для определенного инте-

грала  
 

1

0

(1 ) ( 1)
(1 ) ( 1,1 ) , ( 1, 1)

(2 )
p q q p
t t dt B p q q p

p q
    

       
  

 ,         

(Б.5) 
 

где (1 )( )p q n k   ;  
11

1
0

( ) ( )
( , )

( )(1 )

s

r

t s r
B s r dt

s rt





 
 

 
 − интеграл Эй-

лера первого рода (Бета-функция); ( )s − Гамма-функция,  получим: 
 

 ( )
(1 )( ) 1

4
0

15
1 ,

( 1)

n
n k

q n kq nn
k

J C B q
q

  



    
  

  

 

( ) (1 )( )

4 (1 )( 1)0

15 (1 ) !

!( 1)!( 1)

n n k q n k

n q n kk

q n

k n kq

    

    

   
   

     
 .                    (Б.6) 

В частности,  

 
3

(3)
(1 )(3 ) 134 3

0

15
1 ,

(1 )

k
q kq

k

J C B q
q

  



   
  

   

 

 
3 (3 ) (1 )(3 )

4 3 (1 )(4 )0

90 ( )

!(4 )!( 1)

k q k

q kk

q q

k kq

    

   

   
  

    
 .                        (Б.7) 

Приложение С:  Обобщённое распределение Гаусса 

В классической статистической теории равновесных флуктуаций 

макроскопическая функция распределения (9.12) флуктуирующих 

термодинамических величин jA  записывается в виде (Callen 1960; 

Зубарев, 1971): 

 1 2
1

1 ˆ( , ,..., ) exp X ,
n

n k k k
k

W A A A Q S S A A
k 

  
       

  
        (С.1) 

где  
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/S  X A                                                   (С.2) 

− интенсивные параметры системы, термодинамически сопряжённые 

с осреднёнными экстенсивными параметрами ( )W d   A A A A ; 

( )S  A  − энтропия в квазиравновесном большом каноническом ан-

самбле, характеризующемся полным числом частиц N , объемом си-

стемы V  и набором значений термодинамических переменных )jA ; 

ˆ( )S A − энтропия микроканонического ансамбля, в котором парамет-

ры A  заданы в области dA  вблизи значений A . 

Сделаем существенное для дальнейшего замечание. Вследствие 

термодинамической эквивалентности этих двух статистических ан-

самблей энтропия ( )S X в большом каноническом ансамбле является 

такой же функцией от  A , как энтропия в соответствующем  микро-

каноническом ансамбле от A , т. е. S  и Ŝ  − одинаковые функции, но 

от разных переменных. Это предположение фактически лежит в ос-

нове, так называемой квазитермодинамической теории флуктуации, 

впервые развитой Эйнштейном (Einstein, 1910), который, как изветно, 

исходил из интуитивных соображений. Поэтому разность ˆ( )S S  

можно разложить в ряд по степеням   A A  и ограничиться, из-за 

малости флуктуаций, членами второго порядка. С учетом (С.2) полу-

чим  
2

1 , 1

1ˆ X ( ) X ( ) ( )
2

n n

k k k i k
k i k i k

S
S S A A A

A A 


      

  
  .                (С.3) 

 

Подставляя (С.3) в (С.1) и учитывая, что линейные члены сокращают-

ся, получим функцию распределения для флуктуаций:  
2

1 2 0
, 1

1
( , ,..., ) exp ( ) ( )

2

n

n i k
i k i k

S
W A A A A A

k A A

  
   

    
 ;        (С.4) 

 

при этом константа 0  определяется из условия нормировки  
 

1 2 1 2( , ,..., ) ... 1n nW A A A dA dA dA  .                              (С.5) 
 

Следовательно, вероятность флуктуации величин iA  определяется 

распределением Гаусса (С.4).  
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Распределение Гаусса (С.4) запишем в виде  

0
1

exp : ,
2

W
k

 
  

 
g                                           (С.6) 

где                              
2

ik
i k

S
g

A A


 

  
,    j j j jA A A      ,  

или, после вычисления нормировочной постоянной 0 ,  

0( 1)/2

1
exp : ,

2(2 ) n
W

k

 
   

  

g
g                                (С.7) 

Рассмотренный здесь кратко классический подход к нахождению 

макроскопической функции распределения вероятности флуктуиру-

ющих термодинамических величин jA  может быть обобщён на слу-

чай неэкстенсивной статастической механики Тсаллиса. Ключевым 

моментом является следующее обобщение соотношения (С.4) для 

статистического распределения функции W (см. Cheme, de Mello, 

1994):  

1

1

0
,

1
1 g ( )

2

n q

q ij q j q i
i j

q
W q A A

k

  
     

  
  

0
1

exp ( ):
2

q q q qq
k

 
    

 
g A A ,                                 (С.8) 

где 
1( ) q

q qW
   A A A A  − флуктуация параметра A  в статистике 

Курадо−Тсаллиса (см. Curado,Tsallis, 1991; Зарипов, 2002). Выбор в 

рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса макроскопическая функ-

ция распределения (С.8) для q-флуктуаций q A  определяется суще-

ствующей аналогией между классическим и деформированным ка-

ноническим распределением Гиббса (9.7) (см. Колесниченко, 2019). 

Заметим, что именно такая функция распределения была положена в 

основу обобщения в рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса не-

обратимой термодинамики в работе (Cáceres, 1995). 
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