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О СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ МОНОТОННЫХ
СИММЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

АЛГЕБРЫ ЛОГИКИ КОНТАКТНЫМИ СХЕМАМИ

Е. Г. КРАСУЛИНА
(МОСКВА)

Функция алгебры логики называется симметрической, если она не
изменяется ни при какой перестановке своих переменных.

Из этого определения следует, что симметрическая функция
/(#j, ..., хп), равная единице на наборе o = (ai, a2, ..., ап), равна
единице и на всяком другом наборе, имеющем столько же единиц, сколько
их содержится в а.

Число а называется рабочим числом симметрической функции /,
если на (всяком) наборе, имеющем а единиц, / равна единице.
Очевидно, что всякая симметрическая функция полностью определяется
набором своих рабочих чисел.

Каждой симметрической функции f(xu ..., хп) поставим в
соответствие последовательность длины w+1 из нулей и единиц щ = (я0, зт±, ...
..., пп) —- характеристическую последовательность, определяемую
следующим образом:

!1, если а является рабочим числом функции /,
О в противном случае.

Будем говорить, что симметрическая функция /(#i, z2, ..., хп)
является монотонной, если для ее характеристической последовательности
Я/ = (л0, Jti, ..., Пп) выполнено условие

(О, если i = 0, 1, ..., р— 1,
г ~~ (1, если ъ = р, р + 1, ..., п,

где р — некоторое целое число из отрезка [0, п], р называют порогом
монотонной симметрической функции.

Будем говорить, что симметрическая функция f(xu x2, ..., хп)
является периодической с периодом Td = (x0, т4, ..., Td-i) (или имеет период
rd), если для ее характеристической последовательности Jt/==(n0> Jt±t ...
..., jcn) выполнено условие

jiftd+t = Tf (k = 0, 1, ..., [n/d], i==0, 1, ..., d — 1),

т. е. характеристическая последовательность я> является периодической
с периодом xd (без предпериода).

Для периодических симметрических функций известны контактные
схемы из работы Шеннона [6].

Поскольку^любая симметрическая функция / имеет тривиальный
период тп+1 = Л/, аппарат контактных схем для периодических сим­
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метрических функций может быть использован и для реализации любой
симметрической функции (в том числе и для монотонной
симметрической функции). Число контактов, используемых для реализации любой
монотонной симметрической функции, не превосходит по порядку
п(п+ 1). Это следует из [6]. ^ ^ ^

За счет дробления периода td на два т 1 и т з таких, что di<22 = d >
> п + 1, О. Б. Лупанову [4] удалось получить схему с числом
контактов, по порядку не превосходящим ni+l/2, для реализации любой
монотонной симметрической функции.

На схемном языке — это последовательное соединение двух схем
с периодами xdl и xda некоторым образом между собой. ^

Естественно возник вопрос: а нельзя ли, дробя дальше период т*
(d^ n+ 1), получить оценку, близкую к линейной. Оказалось, что это
сделать можно. Период xd дробится на Б периодов х\ xda, ..., т Бтаких,
что d^d2... dB = d > п + 1. Число контактов в схеме, реализующей
любую монотонную симметрическую функцию, по порядку не превосходит
n(lnra)V(lnln п)2. На схемном языке — это последовательное соединение
Б схем с периодами т*1, т**2, ..., xdB, где Б = ]ct In ra/ln In n[.

Метод описан по индукции и связан с громоздкими
арифметическими вычислениями. Работа содержит две главы.

В первой главе реализована любая монотонная симметрическая
функция со сложностью, по порядку не^ превосходящей тг1+п/3, на основе
дробления периода %d на трит**1, т 2, т^з, Где d1d2<23 = d^ тг+1. В этой
главе содержатся менее громоздкие арифметические вычисления, и здесь
уже просматриваются почти все идеи общего случая.

Во второй главе описан общий случай реализации любой
монотонной симметрической функции.

Работа выполнена под руководством О. Б. Лупанова.

ГЛАВА 1

§ 1. Некоторые факты из теории чисел

Очевиден следующий факт.Лемма 1.1.1. Если*) (6, с)=1, d^d2 (mode), к
—произвольное целое неотрицательное число, то к + dj) Ф к + d2b (mod с).

Обозначим через аи а2, а3 три взаимно простых натуральных числа.
В этой главе, кроме § 4, все суммы, не относящиеся к оценке

сложности схем, понимаются по модулю а^а2а^.
Пусть а, Ъ — некоторые целые числа, где а^Ъ. Отрезком назовем

множество целых подряд идущих чисел. Отрезок, начало которого а,
а конец — 6, будем обозначать через [а, 6].

Лемма 1.1.2. Пусть к — произвольное целое число. Тогда любое
целое число из отрезка [О, а±а2аъ — 1] может быть представлено в виде

k + qia3 + q2a! + qsaia2, где gs^[0, a8 — 1]; 5 = 1,2,3. (*)
Доказательство. В силу того, что в множестве чисел, предста­

вимых в виде (*), содержится а&2аъ чисел, достаточно показать, что
разность между любыми двумя из них не сравнима с нулем по модулю
«ifl2#3. Рассмотрим разность между любыми двумя из них, хх и х2, и
покажем, что если не все числа qiy q2, q3 (qs e [—а8 + 1, а8 — 1], s = 1,
2, 3) равны нулю, то

<lias + q2at + qba^a2 Ф О (moda^^s).

*) Как обычно, символом (6, с) обозначается наибольший общий делитель чиселЬ и с.
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В самом деле, пусть

хг = к + q[a3 + q2a1 + (1ъахаг, х2 = к + q[a3 + g'^i + Чъа\а^
тогда

Х1 ~ Х2 = («1 — ?l) ^3 + (?2 — Я1) «1 + (?3 — ?з) «1^2­

Если gt т^ 0, тогда
gtas + g2^i + £3^2 s ^1^з ^ 0 (modai).

Если gt = 0, qz ^ 0, тогда
дчяз + g20i + ?3ai«2 S #201 ^ 0 (mod a2).

Если qi = q2 = 0, q3 *£ О, тогда
gi^s + facii + дзал = дз«1«2 ^ 0 (mod a3).

Введем обозначения для некоторых множеств чисел. Пусть i^
е [0, а3 — 1]. Обозначим через А{ множество всех чисел, представимых
в виде qi(i3 + q%a^ + ш4а2, где qt ^ [0, ai — 1], д2 е [0, а2 — 1].

j
Пусть, далее, Bj-= \j Аи уе[0, а3 — 1] и В2 = U Л4 (здесь 2 —

произвольное подмножество множества (0, 1, ..., а3— 1)).
Если Л — некоторое множество чисел, к — некоторое целое число,

то через к + А будем обозначать множество всех чисел к + а, где а
пробегает А.

Следствие из леммы 1.1.2. Множества к + А0, к + Аг, ...
..., к + Аа -хне пересекаются, и их объединение дает все целые числа
отрезка [0, а^агаг — 1].

§ 2. Построение контактных схем специального вида
для периодических симметрических функций с периодом ага2а3

Символом Т(п, d, А) обозначим симметрическую функцию от п
аргументов, у которой рабочие числа устроены следующим образом:
каждое а, аеЛ, определяет 4+1 рабочих чисел, и эти 1а+ 1 рабочих чисел

образуют арифметическую
прогрессию а, а + d, а + 2d, ..., а + W, где
а< d и a + lad> п — d. Такие
функции являются периодическими
симметрическими функциями с
периодом тЛЧерез L(n, d, А) будем
обозначать сложность контактной схемы,
которая реализует Т(п, d, A).

Рис. 1

cl-z а-1
Рис. 2

ДЧ? tf-7

Обозначим через Xi циклическую (периодическую) схему счетчика
по модулю d (см. рис. 1). Она состоит из п однотипных блоков (см.
рис. z), соединенных последовательно.

Функция проводимости схемы X* между i-u входом и /-м выходом
равна Т(п, d, а), где а = /-г (modd).
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Очевидно, что число контактов в схеме Хп равно 2dn.
Лемма 1.2.1. Для любых целого к и S, Не {0, 1, ..., а3 — 1),

существует схема такая, что Ь(щ а^агаъ, к + В?)<, 2n(ai + a2-^ as).
Доказательство. Введем обозначения:

PJ = & (modaj), 0<pj<a1?
$ = к (moda2), 0<P?<a2,
р30 = & (moda3), 0<p*<a3,
р^ = к + qta3 (mod ах), 0 < р^ < а1ч
a^ssffi — k — q±a3 = — qxa3 (moda2), 0< а\г< a2,

Pg2 — fe + ?2fli (mod ft2)» ° < Pg2 < a2»
ag2 == p* — к — g2ax s — q2ax (mod as), 0 < a\2 < a3,

p^3 = к + дяа^а (mod a3), 0 < p|g < a3.
Положим aj = a o = a^.
Требуемая схема получается в результате некоторого соединения

трех схем Хп, Хп2, Хп3. val 1
Входом всей схемы является вход схемы Хп с номером а0.
Выходы схемы Хпг соединяются с входами схемы Хп так, что

в результате такого соединения выход с номером P9l будет соединен
о

со входом с номером ag , где qi ^ [0, at — 1].

Выходы схемы Хп2 соединяются с входами схемы Хп3 так, что
в результате такого соединения выход с номером Рд2 будет соединен
с входом с номером ccq^ где q%е [0, аг — 1].

Выход всей схемы получается в результате объединения выходов
схемы Хп3 с номерами (3^, где <?3^2.

Из способа соединения схем следует, что каждая проводящая цепь
(цепь с ненулевой проводимостью) всей схемы должна быть устроена
следующим образом: она идет от входа а0 схемы Хп1 к ее некоторому

выходу Pglt где #i ge [0, at — 1], затем от входа схемы Хп с номером
«^ к ее некоторому выходу с номером pq , где q2 ^ [0, а2 — 1], далее
от входа схемы Хп3 с номером а\^ к ее некоторому выходу с номером
Рдз, где д3^2.

Такую цепь будем называть цепью типа (qu g2, #з).
Никаких других проводящих цепей типа (qu g2, #з) во всей схеме

не может быть, так как, во-первых, схемы Хп1, Хп2, Хп3 являются
разделительными, во-вторых, каждый выход схемы Xns (s = 1, 2) соединен
ровно с одним входом схемы Хп8+1 (это вытекает из леммы 1.1.1),
в-третьих, все выходы схемы Хп3 различны (это также следует из
леммы 1.1.1).

Покажем, что цепи типа (#ь #2» <7з) соответствует рабочее число
а 55 к + q±a3 + q2a1 + g3aA (moda^gOg). Предположим, что этой цепи
(<7ь <7г» <Ы соответствует некоторое рабочее число Ъ, покажем тогда,
что Ь = а.
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а,- а а
Из способа соединения трех схем Хп , Хп2, Хп3 вытекает, что

Ь = $\ (mod^),
4i

Ъ s= §\ — ay (mod a2),Ч2 41
6_р^_аз, (moda3).Ч9 42

Из определения же сф, а**/, (J\, (5^, P^ следует, чтоЧ1 Ч2 Ч1 Ч2 Ч3
Pa' = k + q[a3 (mod^),

К' ~ а1' = к + «аа1 + ^аз (moda2),*2 П
Р*' — a®/ ss ft + qzaxa2 + g^i (moda3).

В силу того, что а, Ъ е [0, aia2a3 — 1], и а имеет такие же остатки
при делении на а1? а2 и а3, что и 6, получаем а = Ъ.

Число контактов в такой схеме не более 2га (ai + a2 + a3).
Следствие из леммы 1.2.1. Для любого целого к

L (га, ага2а3, к + В0) ^ 2га (аг + а2 + а3),
L (га, a^ag, Л + Вг) <1 2га (ах + а2 + а3),

L (га, аха2а3, к + S*-i) < 2га (аг + а2 + а3).
о

§ 3. Факты из теории чисел

Здесь устанавливаются свойства множеств В0, Вг, ..., Ва^2 при
конкретных соотношениях между числами аи а2, аг.

Пусть at = 2^+l, a2 = 2g + 2, as = 2g + 3, где g —некоторое
натуральное число. Очевидно, что аи а2, а3 — попарно взаимно простые числа.

Пусть а' = а (modd), b' = b (modd), где 0<a', &'<d, d —
натуральное число. Тогда через [a, b]d будем обозначать отрезок [а', Ь'], если
а ^ Ъ', и пару отрезков [0, 6'], [a', d— 1], если а' > Ь'.

Пусть 91 — некоторое множество целых неотрицательных чисел.
Будем говорить, что Я пусто на [a, b]d, если Stfl[a, b]d = 0. Множество 9С
полно на [a, b]d, если St П [a, b]d = [a, &]d.

Лемма 1.3.1. Для любого q3 (#зе[2, as]) справедливо неравенство
{ai — l)a3 + (a2 — l)at ^ ^а^г — 1.

Замечание 1.3.1. Для любого q3 (#зе[0, as — 1]) все элементы
множества Aq^ расположены на отрезке [#3aia2> (ai — 1)аз + (а2— l)^i +
+ ^r3aia2]o1a2a3» Элемент qsaia2 назовем первым элементом множества Aq^
а элемент (а4 — 1)а3 + (а2 — l)at + g3^i^2 — последним элементом
множества Aq3­

Введем обозначение t = (at — 1) a3 + (a2 — 1) at — ata2 + 1.
Лемма 1.З.2. Справедливо неравенство t < aia3.
Лемма 1.3.3. Для любого qs (#зе[0, as — 2]) множество Bq пусто

на отрезке [t + (q3 + 1) ага2, ага2а3 -— l]a a a и полно на отрезке [t,
(q3 + l)a!aa —1ЦаЛ­

Доказательство. Тот факт, что #д (й^ДО, а3-—2]) пусто на
отрезке [£ + (g3 + l)«i«2, «i«2«s — 1], вытекает из замечания 1.3.1,
определения величины t и леммы 1.3.1.



СЛОЖНОСТЬ КОНТАКТНЫХ СХЕМ 145

Рассмотрим множества А0, ^i» •••»^os-i- Эти множества не
пересекаются, их объединение дает все целые числа отрезка [0, а^а2аг — 1], и
они получаются друг из друга сдвигом на число, кратное а^аг (это
вытекает из следствия леммы 1.1.2 и определения множеств А0, Аг, .. 9

Каждое из множеств ^g3feG[", «з —■ 1]) расположено на отрезке
[qzaxa2^ (q3 + i)axa2 + i— ^]axa2az (замечание 1.3.1), и, следовательно,
расстояние между последним и первым элементами равно a^ + t— 1 =
= (at — i)a3 + (a2— l)au что меньше или равно 1а^аг (лемма 1.3.1).

В силу того, что для любого qz (?зе [0, а3 — 1]) множество Aq3
сдвинуто циклически относительно ^g3-i Ha ^га2 (если д3 = 0, то -4g3-i =
— ^а^х), на отрезке lq3ata2, *+(#з + 1)а1а2— ^н\% М0ГУТ быть
расположены только элементы множеств ^g3-i» "^V ^Ч+1 (если ?з = 0, то
A3-i = 4*,-i и если qz = а3 — 1, то ^g3+i=А)­

Отсюда также следует, что на отрезке [0, t + (qs + fya^— 1] могут
быть расположены элементы множеств Аа^г А0, А19 .. ., А3+ь т. е.
Aig-i, В%, Аь+Ъ где q3<== [О, а3 —2].

Сравним разность между первым элементом множества A3+i» xq3 =
= (q3 + 1) аха2, где qs e [0, а3 — 2], и последним элементом множества
Ааг-ъ y = t— l = (al — 1)а3 + (а2 — 1)а4 —а^.

В силу того, что xq^ — y = (q3 + 1) а^ — t + 1, (g3 + 1) а^ —*
элементов, расположенных между х з и у, принадлежат множествам Л0, А19 ...
.. #, Ад^ т. е. 5дз. Следовательно, на отрезке [£, (д3 + 1) ага2 — 1]аха а3
множество Вд^ полно (?3 е [0, а3 — 2]).

§ 4. Построение контактных схем
для некоторых периодических симметрических функций с периодом 2аха3

Пусть си с2 — два взаимно простых натуральных числа.
В этом параграфе все суммы, не относящиеся к оценке сложности,

понимаются как суммы по модулю CiC2 (в отличие от остальных
параграфов этой главы).

Лемма 1.4.1. Для любых целого к и р из [О, с^сг — 1]

L (га, сгс2, [к, к + p]Clc2) < 2га (сг + 2с2).

Доказательство. Пусть р = lct + т. Введем обозначения:
8js=A: (modci),

б2,1 =& (modc2),

б,2 s= к + т + 1 (mod с2),

б^ ss к + qx (mod сг),

V?l = бо1 — ft — Qi = — 4i (mod c2),

б^гзй + д,^ (modc2),
Y?* = of — ft — ?i ss m + 1 — qr (modc2),

6|2 s= к + m + 1 + g^ (mod c2),

o<eJ<<;1,
0<621<c2,
0<6022<c2,

0<fij1<c1,
0<уЦ<с2,
0<8£<e„
o<vSJ«*,

0<6222<c2

gIs[0, Ci — 1],

q1^[0,m),
bs[0,/],
^stm + l,

g2<=[0, l-l].
Положим yJ = Yo1 = To2 = 0­
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Требуемая схема получается в результате некоторого соединения

трех схем Хпг, Хп2, Хп2. Входом всей схемы является вход схемы Хпг
с номером yJ.

Выходы схемы Хпг соединяются со входами двух схем Хп2 так,
что при qi e [0, те] выход с номером 85i соединяется со входом первой

схемы Xnz с номером y<£» а при q1^[m+ 1, ct — 1] выход с номером61 « "irC2 22
дх соединяется со входом второй схемы лп с номером уя±.

Выход всей схемы получается в результате объединения выходов
первой схемы Хп2 с номерами 8^ (#2е ДО» ^1) и выходов второй схемы

Хп с номерами 8^, где g2^[0, Z—1].
Из способа соединения схем следует, что каждая проводящая цепь

(цепь с ненулевой проводимостью) всей схемы должна быть устроена1 тгС1
следующим образом: она идет от входа Vo схемы Хп к некоторому
выходу 8^, где qt е [0, ct - 1].

Если qt е [0, те], то цепь идет дальше к входу первой схемы Хп
с номером VgJ и затем к выходу схемы Хп с номером 8^, где
?2^[0, Z].

Если же #1^[иг+1, ct — 1], то цепь дальше идет к входу второй
схемы Хп2 с номером у^ и затем к выходу схемы Хп2 с номером 8д2,
где q2 €= [О, Z - 1].

Такие цепи будем называть цепями типа (qu q2).
Никаких других проводящих цепей во всей схеме не может быть,

так как, во-первых, схемы Хп, Хп2 являются разделительными,
во-вторых, каждый выход схемы Хпг соединен ровно с одним входом либо
первой схемы Хп2, либо с одним входом второй схемы Хп (это
вытекает из леммы 1.1.1).

Покажем, что цепи типа (?i, q2) соответствует рабочее число

c = k + q[ + q&x (modexCa),

причем если gi^[0, те], то g2e[0, Z], а если д£е[те + 1, сх — 1], то

Предположим, что этой цепи (#i, #2) соответствует рабочее число
Ь, покажем тогда, что Ъ = с.

Рассмотрим сначала случай, когда

с = к + gi + g^i (mod схс2) и gi e [0, те], g'2 e [О, Z].с с
Из способа соединения схем Хп\ Хп2 вытекает, что

b = 8]f (modcx), gie[0, те],

6 - e"J - т5 (mod c2), g; e [0, те], <?2 e= [0, Z].„ 21 cl *21
Из определения Y', о /, о / следует, ч;тоЧ2 Ч1 Ч1

8i/ = A + gi (modcx), gie[0, те],
i

б'} - y!J = ft + q'*x + q'i (modc2), q[ e= [0, те], g2 €= [0, I].Ч1 Ч2
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Аналогично рассмотрим случай, когда

с = к +q[ +q/2c1 (той€гс2) и ftslro+l^x-ll, ?2€[0, Z—1].

Из способа соединения схем «Хп1» -^п вытекает, что

Ь = вЬ {mod^), ?ie[m + l, (?! — !],

Ьвв??-т!? <mo(b2), »ie {те+1,^-11, ?J e [О, Z-1].

з определедця су, су, yq, следует, что

8lr = k + q[ (mod^), q[^[m + 1, сг — 1],
4i

8«'"-Y»'= fc + 9Л + ™ + i — тп — 1—gi = /c + g2^i + ?i (modca)„4i ч2
q[^[m+ 1, Cl — 1], q2 e [0, Z — 1].

В сиЛу того, что 6, с^[0, CiC2— 1], и с имеет такие же остатки при
делении на схсг, что и 6, Ъ = с.

Заметим, что все множество рабочих чисел с совпадает с 1К^+Р]еге •
Число контактов в такой схеме не более 2n(ci + 2c2).
Следствие из леммы 1.4.1. Для любых целого к и р из

[0, 2ata3 -1]

L(ra, 2а1а3, [к, к + p]2a1a3)<4w(a1 + а3).

Доказательство. Достаточно в лемме 1.4.1 выбрать ct = 2air
С2 == &з»

§ 5. Специальное соединение контактных схем

Пусть ги г2, г3 — некоторые неотрицательные целые числа, а d —
натуральное число, тогда через D(ru r2, r3, d) будем обозначать класс
множеств целых неотрицательных чисел, которые полны на [г4, rt +
+ г2 — l]d и пусты да [rt + r2 + r3, d — i]d.

Замечание 1.5.1. Для любого qs (#зе[0, a3 —2]) множество Bq^
принадлежит классу D(t, (g3 + l)aia2--19 t, а^а2аг)у где t^(ai — l)az +
+ (,«2— l)al — aia2+ 1.

Это вытекает из леммы 1.3.3 и определения множеств D (ги г2, г3, d)>.
Лемма 1.5.1. Для любых целого к и I из [1, aia2a3 — 2t], некоторого

множества J9, D^D(t, Z, £, а^2аъ)9
Ь{щ а&2аъ, k + D}<An(al + a2 + a3).

Доказательство разбивается на два случая: Z^[l, a2—1], t&
*= [в>2> а%а2а3 — 2t].

При Z^[l, a2 —1] положим ki = k и &2 = А + Z + £ — ata2. Из
замечания 1.5.1 следует, что множества kv + B0 ц kz + B0 принадлежат
соответственно классам kl + D(tJ aia2 —£, t, aia2as) и k2 + D(t, a^ — t, £, a^dzj.

Легко проверить, что множество (kt + B^)f\(k2 + В0) — к (которое мы
обозначим через D) дринадлеждт D(t, Z, £, а&2аг) (см. рис. 3,а) —здесь
и далее черными прямоугольниками будем обозначать подмножества1
множества, которые полны на соответствующих отрезках, белыми
прямоугольниками — йодмножества множества, которые пусты на <юот~
ветствующих отрезках, а заштрихованными прямоугольниками *-~ подмно­
жества множества, ясоторвд мы в данный момент де рассматриваем).
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По следствию из леммы 1.2.1

L(тг, ata2aZy ki + B0)<2n(at + а2 + az),
L (/г, а&2а^ к2 + В0) < 2п (а4 + аг + а*)т

В результате последовательного соединения этих двух схем
получится схема со сложностью

Ь(п, aya2az, fc + Z))<4n(a1 + a2 + a3).

При I e [a2, ata2az — 2t] положим fei = ft и к2 *= А: + Z — £ — (g, + l)'atat9
где ?з — наибольшее целое из отрезка [0, а3 — 2] такое, что (qz+l)aiOz<

Л" /г+£ к+а7а2-7 k+t+afaz к+а7а2а3-7
k+l+t-a7a2+a7a2a3

I
^

к k+L+2t-a7a2 M+t-f k+l+2tи
А A+t A+£+t-7 k+l+2t

а

Щ kz+60
к+а7а2а3-7

1 к+Я
к+а7а2а3-1

wmt /tj+Bq3
A /r+t k+(q3 + 7)atQ2-7 A+fc+f)afa2+t k+afa.za3-1

/{+l+t-fq3-yf)a1az-l

mm,л , 1 1 r1 ***
к k+l+2t-(q3 + 1)a1a2 k+l+t-7 k+l+2t k^afa2a3-7

ежг
It A+t k+l+t-f k+l+2t к+а?а2а3-7

5
Рис. З

А+Я

Из замечания 1.5.1 следует, что множества ki + BqB и к2 + ВЯз
принадлежат соответственно классам ki + D(t, (g3 + lja^ —J, t, а^2а^) и
к2 + D(t, (g3 + l)dia2 — £, ахОгаь).

Легко проверить, что множество (кг + Bq^ (J (fe2 + Bq^ — к (которое
мы обозначим через D) принадлежит D(ty Z, £, ata2az) (рис. 3,6)).

По следствию из леммы 1.2.1

L (га, ага2а3, кг + Sgs) < 2п {аг + а2 + а3),;

L (я, ага2а3, к2 + Bq^ <! 2п (аг + а2 + аг).

В результате параллельного соединения этих двух схем получится
схема со сложностью

Ь(п, а^афг, fc + D)<4n(al + a2 + a3y.
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Пусть h — некоторое натуральное число. Через F(ft, [a, b]d) будем
обозначать множество неотрицательных целых чисел на отрезке [О, А—1]

вида U (la, b]d + id) Л [0, h - 1].
1=0

Лемма 1.5.2. Для любого целого к

L (га, а±а2а3, [к, k + t — ljo^a,) < 4га (2аг + а2 + 2а3).

Доказательство. Выберем fei ~ к — t. Множество &4 + Д где
De=D(t, t, t, аха2аъ), является полным на [к, H^-lJa^n пустым на
[к + 2t, к + ага2а3 — t — 1Ца2а3.

Множ_ество [&, k + t— 1 ]flla2a3 получается в результате пересечения
множества kt + Dc множеством F {ага%а^ [к, к + t — 1]2а]а3)(см. рис. 4).
Надо проверить только, что множество F (а^а^ [к, k + t — lha^) пусто
на отрезках [k — t, к — l]al02a3 и [к + t, к + 2t — 1]ага2ав- Это следует
из того, что F (a^A» l&> k + t — lba^) пусто на отрезках [к — 2ага3 +
+ J, к — l]aia2a3, [k + t, к + 2ага3 — 1Ца2а3, и длина каждого из этих
отрезков, равная 2а^аъ — t — 1 (расстояние между последним и первым
элементами), больше, чем длина каждого из отрезков [к — £, к — lJa^a ,,
[к + t% к + 2t — l]axa2a3» равная t—1. Последнее следует из леммы 1.3.2.

h-t к /r+t-f A+2t /r+afa2aj-t-7

1, HfMMIjU уИу 1 * • • S HI tl JY*f*£*3f&**+t-tf£afa3)
h-t к k+t-1 k+2ajQs /f+2ara3+t-7 k+a1aza3-t-1

\ ЩЩ ]''' ^ i' IhW-lawsk-t h h+t-1 h^a1aza.3-t-1
Рис. 4

По лемме 1.5.1 для некоторого D из D{ty £, t, aia2az)
L (га, aia2a3, ky + D) < 4ra (a4 + a2 + as).

По следствию из леммы 1.4.1

L(ra, 2axa3, [k, k + t — 1]2оЛ) <4»(a1 + a3).

При последовательном соединении этих двух схем получится схема
со сложностью

L(га, ага2а3, [k,k + t — l]alV3)<4га(2а± + а2 + 2а3).

Лемма 1.5.3. Для любых целого к и р из [О, a<Mh — 1]

L (га, ага2а3, [к, к + р]ага2аг) < 4га (5ах + За2 + 5а3).

Доказательство. Положим fei = &, fc2 = & + р — £ + 1.
Доказательство разобьем на три случая:

ре[0, t- 1]; ре[г, 2*- 1]; ре[2t, a&zab- 1].
В первом случае рассмотрим множества R± = [ки кх + < — lja^a^

И R2 = [ft2, л2 + 2 -г- lja^Og­
Легко видеть, что Rx П #2 = [A, fc + p]a]aaa3 (рис. 5, а).
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По лемме 1.5.2
L(n, aia2a2, И1)^4п(2а1 + аг + 2а3)9
L (щ а^а2аъ, R2) < 4га (2ai + а2 + 2as).

При последовательном соединении этих двух схем получим схему
со сложностью

L(n, axa%az, [к, к + p]a1a2as)<8n(2a1 + a2 + 2а3).

Во втором случае рассмотрим множества R± = [кг, кг + t~- 1Ца2а3
Ш i?2 = [&2> k2+ t — ^]axa2as>

A+t-7 A+a^a2a3 -1

A+p

A+p a

m *,

A-hafa2aj-7

A+t-7 A+a7a2a3-7

A A+p-t-7 H+p к+а1а2а3-7

[kMp]c
h+a1a2a3-l

!a7a2a3

A+t-7 А+а7а2а3-7

A+p -t + 1 A+p A+a7a2a3 - 7
-*2

к A+t
НИ

A+p-t

шшт

k+p A+afa2a3-7
h+V

fak+pjt
A+p A+a1a2a3-7

б
Рис. 5

Легко видеть, что R1[}R2 = [к, к + р]аЛо8 (рис. 5, б).
По лемме 1.5.2

Ь(щ а^а2аг, Ri)< 4га(2а1 + а2 + 2а3),
L (га, а^а2аъ, R2) < 4ra (2at + a2 + 2a3).

a7a2aj
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При параллельном соединении этих двух схем получим схему со
сложностью

L (п, ага2а3, [&, к + p]aia2as) < 8п (2аг + аг + 2а3).

В третьем случае рассмотрим множества R1 = [k1, kx + t — i]aia2a3
вй2 = [к21 к2 + t — 1]аха2а , к + D, где D — произвольное множество из
D (£, р — It + 1, t, ata2a3).

Легко видеть, что Rx U #2 U (& + Щ = [&» * + РЦ^ (рис. 5, в).
По лемме 1.5.2

£(га, а^г^з, i?i)<4n(2ai + a2+2a3),
L (п, а^а2аъ^ R2) < 4тг (2at + а2 + 2а3).

По лемме 1.5.1 для некоторого D, D^D(t, p~2£+1, £, aia2a3),
существует схема со сложностью

Ь{щ aiaza3, к + D)<4n(ai + a2 + a3).
При параллельном соединении этих трех схем получим схему со

сложностью

L(rc, ага2а3, [к, к + р]а1а2а3)<4гг(5а1 + За2 + 5а3).

§ 6. Реализация монотонных симметрических функций
контактными схемами

Через Мп обозначим монотонную симметрическую функцию от п
аргументов с порогом г.

Теорема 1.6.1. Для любого р из [О, п] существует схема,
реализующая Мп, со сложностью по порядку не более п1+1/3.

Доказательство. Это следует из леммы 1.5.3, если положить

аг = 2 ]Vn/2[ +1, a2 = 2 ]Vn/2[ + 2, аъ = 2 ]Vn/2[ + 3,
k = p, p = w — p.

При этом сложность схемы для Мп не превосходит 104 (у^лг/2 + l) n*

ГЛАВА 2

§ 1. Свойства некоторых множеств натуральных чисел

Пусть Б — натуральное число, не меньшее d In гг/ln In гг, где Ci —
некоторая константа. Через ри р2, ..., р2ъ обозначим 2Б простых чисел,
идущих подряд, где pi > ЗБ. Через а% обозначим числа вида at =
= ^5-1+1^25-1+1, где i s [1, Б]. Пусть с — натуральное число из
отрезка [2, Б]. Через &!, Ъс2, ..., Ъ\ обозначим с взаимно простых
натуральных чисел таких, что bci = au Je[l,c-ll; (l)К = Рб-c+i. (2)

Будем обозначать через ае и Ъе числа следующего вида:

г=1 г=1
В этой главе все суммы, не относящиеся к оценке сложности,

рассматриваются как суммы по модулю ас либо Ъс (какой модуль брать,
ясно из контекста).
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Лемма 2.1.1. Пусть к— произвольное целое число, с^[3, Б], тогда

любое целое число из отрезка [О, ас — 1] быть представлено в видес-1 / с \ с-1
*+2|?. П <Ч|+?сП*ь (**)s=l \ i=l / г=1

где
gs^[0, а.-1], *е[1, с].

Доказательство. В силу того, что в множестве чисел, пред­
ставимых в виде (**), содержится ае чисел, достаточно показать, что
разность между любыми двумя из них не сравнима с нулем по
модулю а\

Для этого достаточно показать, что если не все числа qi9 §*, ...
..., qc (g.'S [—aa + 1, а8 — 1], s ^ [1, с]) равны нулю, тос-1 /с \ ^ с-1

2 [ q8 П ai I + ffc П а% ^0 (mod ac). (***)s=l \ i=l / г=1х i^sts+l У
Пусть г — наименьшее натуральное число из отрезка [1, с] такое,

что в выражении (***) gr = 0. Возможны два случая: г<с и г = с.
Если г < с, тос—1 / с \ с—1 ^ с

2(£ П «il + 9cIIais?r П сцфО (modar).s=l \ i^l / г=1 i=l^ i^=s,s+l / i^r,r+l
Если г = с, то

с—1 / с \ ^ с—1 ^ с—1
2|2S П ai ) + ЯсИа1 = Яси.а1Ф® (modac).s=il г=1 / г=1 1=1

\ i^=s,s+l /
В обоих случаяхс-1 / с \ ^ с-1

2 \qs П аЛ + qсЦагф0 (modасУs=i\ i=l / г=1^ i^s,s+l / Гг
Лемма 2.1.2. Пусть к— произвольное целое число, се[3, Б],

тогда любое целое число из отрезка [0, Ьс — 1] может быть представлено
в виде

U + W& й"ь{] + ф$ПЫs=l I i=l / г=1\ i^SyS+l У
где

&€=[0 &sc-l], sell, с].
Доказательство аналогично доказательству леммы 2.1.1.
Введем обозначения для некоторых множеств чисел. Пусть qc&

^[0, ac — 1], Фс*=[0, 6с— 1]. Обозначим через Dqc множество всех чисел,
представимых в видес-1/ с \ с-1

2|£s П а% \ + чЛ1аъ где gs€=[0, as — l], 5G[l,c-l],1 i=l / i=l
i^s,s+l /

s=l \ i=l

а через 2?£>c — множество всех чисел, представимых в виде

2] (& П Ь^ + ЛП*?. где &е[0,Й-1], *е=[1,с-1].6=1 I г=1 / г=14 i^s.s-t-1 /
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Пусть, далее,

*7= U ^с> /е[0,ас-1], ft,- U Dl

(здесь 2' — произвольное подмножество множества {0, 1, ..., ас — 1})'
и пусть

#; = U £*• /е[0,Й-1], Л| = U Д£#с=о дбс€=2"
(здесь 2''— произвольное подмножество множества {0, 1, ...,6с — 1})*

Следствие из леммы 2.1.1. Множества к + jDJ, A + Z?S, ...
..., к + Z>ac-i «е пересекаются, и их объединение дает все целые числа
отрезка [О, ае — 1].

Следствие из леммы 2.1.2. Множества к + Е^ k + E\f*.„
.. ,,/с + Есс _г не пересекаются, и их объединение дает все целые числа

с

из отрезка [О, ЬС — 1].

§ 2. Построение специальных контактных схем
для периодических симметрических функций с периодами ае и bG

Лемма 2.2.1. Для любых целого к и 2, S£ {0, 1, ..., ас—1),
с

L(n, a\ k + Fl)^2ny£iai.i=l
Доказательство. Введем обозначения:

Ps0 = & (modas), 0<p*<as, *€=[!, с],
$s==k + q$ П ai (modas), 0<pgs<as, 5G=: [1, c—l]r

c-i
Pjc = ft + gc Ц af (mod ac), 0 < p^c < ac,

c-i
П
i=l

a.V^K- & — ?a-i П «i = —?a-i П «i (modas),i=l i=l
i^S—1,S i^S—1,S

0<«JI_1<ae, se[2,c].
Положим aj = 0 (sg[1, с]). Требуемая схема получается в

результате некоторого соединения с схем Хп1, ЗГтЛ ..., Хп.
Входом всей схемы является вход схемы Хп с номером а0.
Выходы схемы Хп соединяются со входами схемы % так, что

в результате такого соединения выход с номером Pgs будет соединен со
входом с номером а^Л где ge е [0, as — 1] (s e [1, с — 1]).

Выход всей схемы получается в результате объединения выходов
схемы Хп с номерами р$с, где gc s 2.

Из способа соединения схем следует, что каждая проводящая цепь
(цепь с нулевой проводимостью) всей схемы должна быть устроена сле­-val 1
дующим образом: она идет от входа схемы Хп с номером а0 к ее не­
которому выходу р?1, где qi ^ [0, at — 1], затем от входа схемы Хп
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с номером ccgs_1 к ее некоторому выходу Pgs, где qa & [О, а8 — 1] («е

е[2, с—1]), далее от входа схемы Хп с номером ajc-1 к ее некоторому
выходу Р£с, где gc s 2.

Такую цепь будем называть цепью типа (gt, g2, ..., gj.
Никаких других проводящих цепей во всей схеме не может быть,

так как, во-первых, схемы 1/(5е[1, с — 1]) являются
разделительными, во-вторых, каждый выход схемы Xn8(se[l, с — 1]) соединен ровно

<* одним входом схемы Xns+1 (это вытекает из леммы 1.1.1), в-третьих,
все выходы схемы Хп различны (это следует из леммы 1.1.1).

Покажем, что цепи типа(#1, д'2» • •.» q'c) соответствует рабочее числос—1 / с \ с—1
as&k+ ]&\q'a П cii] + q'cjjai (modас).S=l I 2=1 / i=l

Предположим, что этой цепи (gi, g'2, ...» gc) соответствует
некоторое рабочее число 6; покажем тогда, что Ъ = а.

Из способа соединения схем Хп , Jifn , ..., Хп вытекает, что

6 = Pj' (mod**!),

й = р*, — a*/ (modas), js[2,c],

а из определения as/ («g [2, с?]) и p%(se [1, с]) следует, что
С

P2' = ft + ?iIIai (modfli),*1 2=3с с
P/"-ag' = & + ?! П Яг + gs-iUaf (modas), ss[2,c-l],e **-l г=1 i=l

с—1 с—2
Ре" — ag' s * + ?c П я* + &-i П ai (mod ac).*c *c-i i=l i=l
В силу того, что а, бе[0, ac — 1], и а имеет такие же остатки при

делении на as (^g [1, с]), что и b, a = 6.

Число контактов в такой схеме не более чем Ъг 2 ai­
г=1

Лемма 2.2.2. Для любых целого к и 2', 2's {0, 1, ...,# — 1}»

L(n,bc,k + Hl,)^2n 2 6$.
г=1

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.2.1.
Следствие из леммы 2.2.1. Для любого целого к

с

L(w, a\ k + Fc0)^2n %аь
с

Ь(#г, ac, fc + ^)<2» 2«ьi=l

с

L (и, ac, ft + FL-i) < 2и 2 «»•t=i
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Следствие из леммы 2.2.2. Для любого целого к

Ь{п,Ъ\ к + Нс0)^2п S&
г=1

с

L(n, bc,k + Hl)^2n 2Ы,
г=1

Ь(п,Ъ\к + Нсс ]<2тг2ь:V Ьс-1/ i=1
§ 3. Некоторые свойства множеств Fjj, F£, ..., FJL_2 и #о> #i» ...» Я'■с

Лемма 2.3.1. При всех г, / таких, что i < /, i, / s [1, с],«г>^, Ь\>Ь). (3)
Доказательство. Пусть i, / е [1, с] и г < /. Тогда

а так как

получаем аг>а$.
Пусть j е= [1, с], / е= [1, с - 1] и г < /. Тогда

pB-i+l > Рв-j+l, /?2B-t+i > />2B-j+l>
а так как

bi = PB-i+lP2B-i+l, bj = PB-j+lP2B-j+l,

получаем Ъ\ > Ь^.
Если же i e [1, с — 1], / = с, то р2в-*+1 > />2B-c+i, а так как

Ъг = PB-i + lPzB-i+l И Ьс = Р2Б-С+1?

имеем 6i > 6с.
Лемма 2.3.2. Справедливо неравенство

c2(«s-i) П в|<(с-1)Пв,.в=1 г=1 г=1
Доказательство. Покажем, что для любого se[l, с — 1]

справедливо неравенство

(в.-1) П ai<&«i. (4)i=l i=l
Для 5 = с — 1 неравенство (4) верно, так как

с—2 с—1
(ac-i — l)Htti<IJai или ас_! —1<ас_!.г=1 г=1

Если же 5 е [1? с — 2], то (4) эквивалентно более простому
неравенству

(а8 — l)ac< asas+iy

следующему из неравенства
ас < #s+b

справедливость которого следует из (3), так как c>s+ 1.
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Лемма 2.3.3. Справедливо неравенство

S(«-i) П Ы<(с-1)П«.s=l i=l i=l
i^s,s+l

Доказательство. Покажем, что для любого s^[lt с — 1]
справедливо неравенство

(Ы-1) П 6!<П»!- (5)i=i i=l
i^s.s+l

Для 5 = с— 1 неравенство (5) верно, так как

(6S-i-i)n*i<H*i ™и бсс-1-кьс-1.г=1 i=l
Если же se[l, с —2], то (5) эквивалентно более простому

неравенству

(tf-l)6S<tf«+i.
следующему из неравенства &£< bs+i» которое справедливо по лемме 2.3.1,
так как с > 5 + 1.

Введем обозначения:

*е=21(а.-1) П а*-П<Ч + 1«s=i г=1 г=1
i=£s,s+l

re-eS(«-i) П ь|-ПЫ + 1.s=l г=1 г=1
i=^s,s+l

Лемма 2.3.4. Справедливо неравенствоtc > rc. (6J
Доказательство. В самом деле,с—1 с с—1

*=1
*е-гс = 2(а4-1) П о*-П<Ч + 1­

-fsW-O П 65-ПЫ + i)-(«.(1))­\s=l i=l i=l /
= 2(a.-i){ae-bl) П «i­s=i i=l

По определению, ас > йсд следовательно, £c — r° >0.
Лемма 2.3.5. Справедливо неравенство

Доказательство. В самом деле,

^-rl-2(«-i) П б!-Ц«-1­s=l i=l i=l
i^s,s+l(C"~~2 C-~~T C-"2 \

S(«.-l) П аг-Пя* + 1) = (см.(1)) =s=l i=l i=l /i^s,s+l /
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-SV.-1) П a^bl-l) + (ac-1-2)U*i-Il*i =
ММ+1c^—Z c^~2 c~*~2

-2(а.-1)П«ч(Ье-1)-2Пв| =
C^3 C—— 3 c—3

= 2 («. - 1) П «i (Й - О + П «i ((«o-2 -1) (be -1) - 2ac_2).

В полученном выражении первое слагаемое положительное.
Рассмотрим второе слагаемое. Легко видеть, чтоС~"Ч С~^2 С~~3
(ас-2 -1) П «* (Й - 1) - 2 П «I = П «I (К-2 — 1)(Ьс —1) — 2ас_2) > О,i=l i=l i=*l
так как

(ас-!-1)(#-1)-2ае-2>0
(по определению, ас_2>3 и из (2) следует, что Ьс>3).

Следовательно, rc > tc"\
Лемма 2.3.6. Справедливо неравенство

с-12*c + rc<n«iPB-c+i. (7)
i=l

Доказательство. Ввиду (6) неравенство (7) следует из более
сильного неравенства

с-13«С<П*1РВ-е+1* (8)
г=1

По лемме 2.3.2 и определению £с,

tc^(c-2)Uai.
i=i

Отсюда и из (8) имеем с-1 с-1
3 (с - 2) П *i< П <ИРБ-в+1. (9)i«i <=!

Неравенство (9) эквивалентно более простому неравенству3(с-2)<рБ-с+1. (10J
Докажем (10). В самом деле,
а) из определения с и (3) имеем рв-с+1>Ри
б) по определению, pt > ЗБ,
в) ЗБ>3(Б-2)^3(с-2).
Из а)—в) следует справедливость (10), а следовательно, и (7).
Лемма 2.3.7. Справедливо неравенство

1?(«-1) П Ъ\<(с-2)Т[ЪК + 11Ъ1 (И)«=а 1=1 i=l fc=l
Доказательство. Неравенство (11) будет доказано, если будет

показано, что:
1) для любого 5^[1, с — 2](«-0 П «<«П«; (12)1=1 i-1
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2) для $ — с — 1

(Ьс-1-1)Нб*<Н*?. (13>г=1 г=1
Докажем (12). Оно эквивалентно неравенству

справедливость которого вытекает из (3).
Докажем (13). Справедливость его вытекает из эквивалентности

неравенству
Ы-г-KbU.

Лемма 2.3.8. Справедливо неравенство

2гс + ГЧП^. (14)
Доказательство. Из леммы 2.3.5 и (14) следует, что3rc<lJbl (15>
Из (11) и определения гс имеем

гс<(с-2)П&^,
г=1

поэтому из (15) следует, что

З(с-2)ПЬ^<ПЬ1. (16)
Неравенство (16) эквивалентно более простому неравенству3 (с-2) #<#-!. (17)

В силу того, что 6с = Pb-c+ij a 6c-i = Рв-с+гРгБ-с+г» (17)
эквивалентно неравенству

3 (б — 2)/?Б-с+1 < ,РБ-с+2/>2Б-с+2. (18)
Докажем (18). По определению чисел Б^ с и /?*, где ie[l, 2Б],
а) Рб-c+i<Ргв-с+2, так как Б-с+К2Б-с + 2;
б) /?2в-с+2 > Pi, так как К 2Б — с + 2;
в) р^ЗБ;
г) ЗБ>3(Б-2)3*3(с-2).
Из а)—г) следует справедливость (18), а следовательно, и (14).
Лемма 2.3.9. Для любого qc из [с, ас—1] справедливо неравенствоС—1 С С—1

2 (**—!) П fli<?cl[**s=l 1=1 i=l
Доказательство следует из леммы 2.3.2.
Лемма 2.3.10. Для любого фс из [с, Ьсс — 1\ справедливо

неравенство

2(«-i) П ъ1<фЖь1s=l г=1 i=l
Доказательство следует из леммы 2.3.2.
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Замечание 2.3.1. Для любого целого qe из [О, ас — 1] все
элементы Dqc расположены на отрезке1с—1 с—1 с с—1 "1

?сЦв|> 2(«з — 1) П <И + (*с — 1) П *i 'i=i «=1 i=l i=l
c-1

Элемент gcIIfli назовем первым элементом множества Dcq, а элемент
г=1с—1 с с-1

2 (as — 1) II fli + ?cllfli — последним элементом J9gc.s=l i=l 2=1
iVs,s+l

Замечание 2.3.2. Для любого целого фс из [О, Ъ%—1] все
элементы Ефс расположены на отрезке

ГлПЫ.'S(«-i) П ь\ + (Ы-1)Пь{\ .i=l s=i i=l i=l J Л
c-l

Элемент $c Ц Ъ\ назовем первым элементом множества Ефс, а эле­i=lc-l
мент ^j (бе — 1) Ц &i +$c D bl—последним элементом Е%

2=1
i^s,s+l

Лемма 2.3.11. Для любого qc изс—1 с
*!+(?с + 1)П«Ь П«г-1г=1 г=1на отрезке

[О, ас — с] множество F\c пусто

и для любого qc из [с — 2,

ас— 2] множество .F\c полно на отрезке f, (qe + 1)Ц ai — 1

Доказательство. Тот факт, что Fcq^ где qc ^ [О, ас — с], пустоГ с с_1 1
на отрезке U° + {qc + 1) П аи яс —1 ч вытекает из замечания 2.3.1,L 8=1 Jac
определения величины tc и леммы 2.3.9.

Рассмотрим множества D%, D\, ..., Z>ac-i. Эти множества не
пересекаются, их объединение дает все числа отрезка [0, ас — 1], и они по­

с—1

лучаются друг из друга сдвигом на число, кратное Ц а% (это вытекает
2=1

из следствия леммы 2.1.1 и определения множеств D\, D{, ...,Z>ac-i).
Каждое из множеств DCqc(qc^ [0, ас— 1]) расположено на отрезке

[с—1 с—J с с—1 "1
ЯсЦаь 2(as — 1) П <4 + ?cIl*i| *i=l s=l г=1 г=1 1Ms,s+1 Jac

и, следовательно, расстояние между последним и первым элементамиС—1 С С—1
равно 2 (as —' 1) II аь что меньше или равно с Ц а* (это вытекаетs=—l i=l i—1

Ms,s-Hl
из леммы 2.3.9).

В силу того, что каждое из множеств DcQc(qc^[Q, ас—1]) сдвинутоеств i?c
с-1

циклически относительно J9gc-i на Ц а* (если qc = 0, ToDcqc-i = D^-x)*



могут быть
расположено К Г- КРАСУЛИНАГ с-1 с-1
на отрезке

ны только элементы множеств Dqc-(C-i), Z>gc-(C-2)> • • •» ^gc-i> -Dgc»
Z)gc+1, ..., Z)gc+(c_2), Dgc+(C-i) (если qc — i = 0, где ie [0, с — 2], то надо
положить Z>gc_i-j = Dcac-j для всех / е [1, с — i — 1], если же gc + J =
«= ac — 1, где i ^ [0, с — 2], то надо положить Z^+i+j = D|-i для всех / s

Отсюда также вытекает, что на отрезке 0, tc + (gc + 1) [J a* — 1L i=i
могут быть расположены элементы множеств

Dac—(с—1)> -Dac-(c—2)? • • • » -L/ac—1» D0» *?ц • • •» Dac+(c—1)>
т. е.

Dac—(c-l)i .Dac-(c-2)» • • •» ^ac-l> ^gc> -Oac+l» ...» Дхс+(с-1)>

где gc e [0, ac — c].
Сравним разность между первым элементом множества -Dgc+i> #gc ==

с-1

— (Qc + 1) II ai> и последним элементом множества #ac-i> */ = te — 1, где

9се [0, ас - с]. С-1 С-1
В СИЛУ ТОГО, ЧТО Xq—У = (?с + 1) П «г — *° + 1» (?с + 4) П ai — *°г=1 г=1

элементов, расположенных между г/ и #дс> принадлежат множествамГ С-1
Do» Dl, ..., Z>gc, т. е. Fqc. Следовательно, на отрезке f, (qc + 1)11/4-­L i=x
— 1 множество F\c полно (qc ^ [0, ac — с]).

Лемма 2.3.12. Для любого фс из [0, Ьсс — с] множество НсФс пус­с-l с "1
го на отрезке 1гс + (д5с + 1) Ц ЬсСг, Ц bi — 1 » и 9дл любого фс изг=1 г=1 Jbc
[с — 2, Ьс — 2]лш0жес/пв0 НСфс полно на отрезке гс,(фс+ 1) Ц &i — 1 .L г=1 J Ьс

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.3.И.

§ 4. Специальное соединение контактных схем

Замечание 2.4.1. Для любого qc из [с —2, ае — с] множество F\c

принадлежит классу D I £c, (qc + 1) 11 ai — £°» *с» я° ]•
Это вытекает из леммы 2.3.11 и определения множеств D (гь г2, r3, d).
Замечание 2.4.2. Для любого фс из [с — 2, Ьс — 2] множество

Нфс принадлежит классу D I гс, ($с + 1) JI Ъ\ — гс, гс, Ъс I.

Это вытекает из леммы 2.3.12 и определения множеств D{r^ r2, r3, d).

Лемма 2.4.1. Для любых целого &, Ze 1, JJa$— 2JC и
некоторого множества Di(D1^D(t% Z, Г, ас))

с

L (?г2 ac, A + Dx) <! 4?г 2 ai­
г=1
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Доказательство разбивается на два случая:

1) U

2) U

с-1

1, (С — 1) И «г — i"
2 = 1

с-1п
г=1

(с-1)Цаг-1с + и а-2£

В первом случае положим kt = k и к2 = к + I + t — (с— 1)11 аг*

Из замечания 2.4.1 следует, что множества кг + Fc_2 и &2 + Fc-2
принадлежат соответственно классам

k± + D U, (с - 1) Д ai - *с* fr <f)

к2 + Я (*с, (с- 1)Пл|-*с, Л лс].

Легко проверить, что множество (&х + Fc-i) П (&2 + ^с-г) — &
(которое мы обозначим через D) принадлежит классу D(t% Z, t% ae\
(рис. 6, а).

с-/
k+tc+fc-l)T\aLi-t

**+ъс-г
Л h+tc A+fc-rjTlai-t к+ас-1

У/ЖЩШ^

r c~1

1"Ц **+&
к A+2t0+l-liai k+l+2tc

}^////////Щ^
A k+tc k+t°+i-i k+i+2tc

k+ac-7

1 k+2
k+aa-7

W////M,

к k+tc A+fy+fjfla--? k+(q+1)Y\at + tc k+a
k+l + tc-(<l +1)11^

^ZW/,
тш

k+tc

1
k+l + tc-1 k±l+2tc

5
Рис. 6

? *'*Ffc

k2+FL%
к к+г+2£^/Ь + 7)Ш; k+Z+tc-7 k+l+2tc k+ac-7

/Y5 J i-1

1 к+Л
k+ac-7

По следствию из леммы 2.2.1

с с
L (п, ас, кг + FSL2) < 2п 2 аь L («» a°» &2 + ^-2) < 2га 2 «i*i=l i=l
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При последовательном соединении этих двух схем получится схема

со сложностью
с

L (п, ас, к + D) <! An 2 ai­

Во втором случае положим ki = к и к2 = к + I + tc — (qc + 1) JJ au
г=1

где ?с — наибольшее целое из отрезка [с — 2, ас — с], такое что
с-1

(<7с + 1)Пяг<*с + г.
*=1

Из замечания 2.4.1 следует, что множества кг + F\c и к2 + Fgc
принадлежат соответственно классам

bi + D (f> tic + 1) U (H - f, t\ ac)

&2 + D (t\ (qe + 1) Ц *i ~ 'C> *c. *e).

Легко проверить, что множество (*i + Flc) U (К + FCJ - к (которое
мы обозначим через D) принадлежит классу D(t% Z, Г, Ьс) (рис. 6,6).

По следствию из леммы 2.2.1

с с
L (гг, ас, /сх + FJL) < 2п 2 «г, £ U, ac, fc2 + F£c) < 2тг 2 сц­г=1 г=1

При параллельном соединении этих двух схем получится схема,
у которой

с

L(п, ас, к + #)<4лг S a4.

Лемма 2.4.2. Для любых целого к, I из
рого множества Д> (D2^D(r% Z, r% 6е))

1, 11*1-21*
г=1

и некото­

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.4.1.
Теорема 2.4.1. Для любых целого к, I из [0, ас — 1] и с из [2, Б]

существует схема со слооюностъю

L(n, ac, [к, к + Z]aC) ^ (?агп.

Доказательство. Вначале будут получены схемы со
сложностью

L {п, ас, к + D%) ^ с^а^п, L (гс, ас, к + Dc^) ^ с2а1п,

где Z>:<=Z)(0,Uc,ac), ^eZ)(f, Z, 0, *), le[l, tf-tc-l].
Схемы будут построены по индукции, по числу с.
Построим схему со сложностью L(n1 ас> к + D\) ^<?axn.
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Для с = 2 по лемме 1.4.1 для любых целого ft и I из [0, а2 —1]
можно построить схему со сложностью

L (га, а2, [ft, к + Ца%) < 2га (аг + 2а2).

Проверим, что 2га {аг + 2а2) Ц 22ахга. Это верно, так как

2га {аг + 2а2) <! 6гаах ^ 4ахга.

Заметим, что множество [к, к + Z]a2, где Z^[0, a2 —1], принадлежит
классу к + Dl D\ €= D (0, Z, t\ a2).

Предположим, что для любых целого ft, Z из [0, ас 1 — £с 1 — 1] и
некоторого Z>*~\ D0'1 е J9 (О, Z, J0-1, ac_1), существует схема со сложностью

L (га, ас~\ /с + О*"1) <^(с— l)2axra.

Покажем, как, исходя из этой схемы, получить схему со
сложностью L (га, ас, ft + Dl) ^ с2ахга, где Dl<=D (О, Z, tc, ac), A — любое
целое, Z е [0, ас — *с — 1].

Докажем две вспомогательные леммы.
Лемма 2.4.3. Для любых целого к, I из [О, ас — tc — 1] м некото­

рого D:(d:€=D(O,Uc,*0)
£ (га, ас, & + D*) ^ c2axra.

Доказательство разбивается на два этапа.
На первом этапе будет получена схема со сложностью

L (га, Ьс, k + Z>i) ^ А^га,

где Dl<E=D (О, Z, гс, 6е)» ft — любое целое, I е= [О, ЬС - гс - 1].
На втором этапе будет получена схема со сложностью

L (га, ас, к + Z)e) ^ с2агп9

где Dl<=D (О, Z, *с, ac), ft — любое целое, Z е [0, ac-tc- 1].
Первый этап. Выберем kt = k — rc. Множество kx + D\, где

Z^e ^(t*, гс, гс, 6е), является полным на [ft, ft + гс — 1]ьС и пустым на
[k + 2r*,k + bc-rc-l]bC.

Множество А: + Dl, где Озе/)(0, гс, гс, 6е), получается в
результате пересечения кх + D\ с множеством к + Dl"1, где Dl"1 s Z) (0, гс,

Множество fti + Dl"1 пусто на отрезке [ft — а0"1 + re + tc'\ ft— l]aC.
Из леммы 2.3.8 следует, что 2гс + Г"1 < ac_1, поэтому длина отрезка

[к — ас~1 + гс + tc~\ к— 1]ас-1 (равная ас"1 — ic_1 — гс — 1) больше длины
отрезка [ft — rc, к — 1]&с (равной гс — 1).

По лемме 2.4.2 для некоторого D\, где D%^D(гс, гс, гс, 6е),
существует схема со сложностью

£(га, 6c,ft1 + Z)c2)<4rai]&t
г=1

По индуктивному предположению существует схема со сложностью

L (га, ас"\ к + DT1) ^ (с - 1)2ахга

для любого целого ft и Z^i"1 e Z> (0, rc, f""^ б0-1).
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При последовательном соединении этих двух схем получится схема

со сложностью
с

L (п, 6е, к + Dl) ^ 4лг 2 Ь\ + (с — lfa-^n < inc^ + (с — l)2axw ^ А^тг,
г=1

где /с — любое целое, Dl^D (О, гс, гс, 6е).
Чтобы получить множество к + J5J, где Dl^ D (О, Z, гс, 6е),, к -*

любое целое, Z е [0, 6е — гс— 1], надо объединить два множества ft + 1>з
и /с + Z>4* где £сз s J9 (0, гс, гс, 6е), £>£ €= J9 (гс, Z—гс, гс, 6е).

По лемме 2.4.2 для некоторого Dl, где D^gB(rc, Z — гс, гс, 6е), Ze
€=[rc, 6c-2rc-l]bc,

L(n, 6е, A: + Z)e)<^2bi.

При параллельном соединении двух схем со сложностями

h (и, 6е, k + Dc3)^ с2агп, L (и, 6е, ft + £>0 < 4д 2 Ъ\
г=1

получится схема со сложностью
с

L (п, 6е, к + Dl) <^с2ахп + An 2 Ь\ ^ c2axn + 4rccax ^ с2агщ
г=1

где Z)i е (О, Z, гс, 6е), /с — любое целое, I е [0, 6е - гс - 1].
Второй этап. Выберем ft2 = ft —£с. Множество ft2+ Dcbi где

fl5cG Z>(*c> Ze, f, ae), является полным на [к, к + tc — l] и пустым на
[& + 2*c,ft + ac-*e-l]aC.

Множество ft + Dl, где /)Це (О, £с, tc, ас), получается в
результате пересечения множества к2 + D\ с множеством ft + Z>i, где J9i е
еД(0, f, гс, 6е).

Множество ft + D\ пусто на отрезке [ft — 6е + £с + г% к — 1]ьс.
Из (1), (2), определения 6е и леммы 2.3.6 следует, что 2tc + rc<b%

поэтому длина отрезка [ft — 6е + rc +1% ft — 1] (равная 6е — гс — tc — 1)]
больше, чем длина отрезка [ft —Jc, ft —l]ac (равная te — 1), и поэтому
множество ft + Z>i пусто на отрезке [к — £е, ft — ljbc.

По лемме 2.4.1 для некоторого Dl, где flc5s D(f,f,fxac)%
существует схема со сложностью

с

L (га, ac, ft2 + D\) < 4га 2 <*г*

На первом этапе была построена схема со сложностью

Ь(п, 6е, ft + DO^A*^,

где D\^D (0, £е, гс, 6е), ft — любое целое.
При последовательном соединении этих двух схем получится схема

со сложностью
с

L (n, ac, ft + Dl) ^ 4га 2 а% + <?а\п < 4racax + сЧхп ^ с^га,;
1=1

где к — любое целое, Dl е D (О, Jc, f, ас).
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Чтобы получить множество ft + #*, где Dl<=D (О, Z, f, ac), ft —
любое целое, Z^[0, ac — tc— 1], надо объединить два множества к + Dl
и ft + Всъ где Dl е= Z) (0, *с, Zc, ас), J)c7 е= £> (*с, Z - *с, *с, ас), Z е [*с, ас ­
—2tc—l].

По лемме 2.4.1 для некоторого Dc7, где DjeZ)(tc, Z-— *СЛ *ca ас) и
Z е [г, ас — 2tc — 1], существует схема со сложностью

с

L (/г, ас, ft + D?) < 4и 2 <Ч­

При параллельном соединении двух схем со сложностями
с

Z (и, ас, ft + Z)e) ^ с^и, L (л, ас, ft + /)?)< 4л S ai

получится схема со сложностью
с

L (тг, ас, к + J9*) ^ c^a-ji + 4тг 2 аг ^ с^и + 4?гсах ^ с2ахп.
г=1

Лемма доказана.
Построим схему со сложностью L(n, ас, к + Dl+) ^ с2агп.
Для с = 2 по лемме 1.4.1 для любых целого к и Z^ [О, а2 — 1] можно

построить схему со сложностью

L (и, a2, [ft, ft + Z]fla) < 2и (ах + 2а2).

Проверим, что 2га (а^ + 2а2) ^ 22atrc. Это верно, так как
2п {аг + 2а2) ^ 6raax ^ 4агп.

Заметим, что множество [ft, ft + Z]a2, где Z^[0, a2 —1], принадлежит
классу ft + £>**> #** е Z> (Z2, Z, 0, а2).

Предположим, что для любых целого ft и Z, Z е [0, ac~l — 1], и
некоторого Dl~x e Z) (zc~\ Z, 0, а0"1) существует схема со сложностью

L (л, a6"1, ft + 1С1) ^ (с — l)2 alW.
Покажем, как, исходя из этой схемы, получить схему со

сложностью

L(n, a% k + Dl^^c^n,
где Dl* g= D (f, Z, 0, ac), ft — любое целое, Z e= [0, ac - tc - 1].

Лемма 2.4.4. Для любых целого ft, Z из [0, ac — £c — 1] и
некоторого C4Efl(f,i,o,4

L (n, ac, ft + Dl*) ^ A^ra.

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.4.3.
Продолжим доказательство теоремы. Оставшаяся часть

доказательства разбивается на три случая:
1) je[0, tc-l];
2) l^[t% 2*e-l];
3) l^[2t% ac-l].
В первом случае I е [0, £с — 1]. Положим ftt = ft, ft2 = ft + Z — 2tc + 1.
Рассмотрим множества ftt + Z>i, где Dt^D(0j te, tc, ac), и k2 + DZy

где Dz^D(tc, t% 0, ac). При пересечении они образуют [ft, ft + Z]aC.
По лемме 2.4.3

L (n, ac, ftx + Dx) ^ c2axw.
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По лемме 2.4.4

L (тг, ас, к2 + D2) ^ с*агп.
Эти две схемы надо соединить последовательно.
Во втором случае I е [fc, 2t° — 1]. Положим kt = к, k2 = k + l — 3tG + l.

Рассмотрим множества ki + Di и k2 + D2, где Di^D(0, 2tc, Г, ас), D2&
^1>(£с, 2£с, 0, ас). При пересечении они образуют [к, к + Z]flC.

По лемме 2.4.3

L (тг, ас, кх + Вг) ^ бг2ах?г.
По лемме 2.4.4

L (тг, ас, к2 + D2) ^ с^тг.
Эти две схемы надо соединить последовательно.
В третьем случае I^[2£с, ас — 1]. Положим ki = k3 = k, к2 = к + 1 —

-2гс + 1.
Рассмотрим множества к^ -Ь Z)lf &2 Н- -Ог» ^з ~J~ -Оз> где 2?i s= 2) (О, £с, £ef

ас), D2^D(t% t% О, ас), D3ezD(t% l + l-2t% t% ас). Объединение этих
множеств дает множество [К к + Z]aC.

По лемме 2.4.3

L (тг, ас, кг + DJ ^ с2агп.
По лемме 2.4.4

L (тг, ас, к2 + D2) ^ с2агп.
По лемме 2.4.1

с

L (тг, ас, &3 + D3) <! 4тг 2 аг ^ (см. (3)) ^ 4тгсях.

Эти три схемы надо соединить параллельно.
Очевидно, что в каждом из трех случаев

L (тг, ас, [к, к + Z]aC) ^ с2агп + с2агп + 4псаг ^ с2агп*

Теорема доказана.

§ 5. Реализация монотонных симметрических функций
контактными схемами

Теорема 2.5.1. Для любого р, р е [0, тг], существует схема для Мп
такая, что ее сложность не превосходит по порядку

тг(1птг)4/(1п1птг)2.

Доказательство. В теореме 2.4.1 положим

1=п-р,
с = Б = ]ci In тг/ln In тг[,

где Ci — некоторая константа. Тогда
Р2В ^Ч 1П W»

«1 = РбР2б ^ 1п2тг,

ata2... aB = РбР2б/?б-1/?2б-1 ... PiPb+i > тг + 1.

Поэтому
Б^тг ^ тг (In тг)4/(1п In тг)2.
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Добавление

Пусть /—монотонная функция (не обязательно симметрическая!)\
L(f)—наименьшее число контактов, достаточное для реализации
функции / контактной схемой, и L+ (/) — схемой, содержащей лишь
замыкающие контакты.

Пусть K(f) = L+(f)/L(f) и Я (га) = max Ц/) (максимум берется по
всем монотонным функциям от п аргументов).

Н. А. Карпова показала [1], что

О. Б. Лупанов показал [3], что

%(п)-*°о (w-^oo)t
точнее,

X (п) ^ log n/log log п.
Из результатов Р. Е. Кричевского [2] следует, что

% (п) ^ log п.
О. Б. Лупанов показал [4], что

Докажем более сильное утверждение.
Теорема Д.1.1. Х(п)^ га (In In га) 7 (In n)\

Доказательство. Рассмотрим монотонную симметрическую
функцию Mn/2]+1.

А. А. Марковым [5] показано, что в классе контактно-вентильных
схем, содержащих лишь замыкающие контакты, функция м£п/2]+1
требует для своей реализации [(га+ 1)/2](га+ 1 — [(га+ 1)/2]) ~ га2/4
контактов.

Отсюда следует, что L+(M™*+1)^nK (19)
С другой стороны, в силу теоремы 2.5.1

L (MLn/2]+1) ^ га (In ra)4/(lnln га)2. (20)
По (19) и (20)

% (М[п/2}+1) > га (In In ra)2/(ln га)4,
и, следовательно,

X(га) ^п(In In га)2/(In га)4.
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