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О ГЛУБИНЕ ФОРМУЛ В НЕПОЛНЫХ БАЗИСАХ

А. Б. УГОЛЬНИКОВ
(МОСКВА)

В работе рассматривается задача о реализации булевых функций
из замкнутых классов формулами над конечными системами, которые
состоят из функций, принадлежащих этим же классам (определение см.
в [1, 2, 7]). Э. Пост [9] описал все замкнутые относительно операции
суперпозиции классы булевых функций. Описание этих классов
содержится в [8]. Мы будем использовать терминологию и обозначения
последней работы.

Пусть St — произвольная конечная система булевых функций, Ф —
формула над St. Обозначим через Ь(Ф) сложность формулы (число
переменных и констант, входящих в Ф), а через 1(Ф)— глубину формулы Ф.
Величина 1{Ф) определяется индуктивно: ЦФ) = 0, если Ф состоит из
символа переменной или константы, I (Ф) = 1 + max L (Ф|), если Ф име­

ет вид ф(Ф4, ..., Фт) (cp^St). Сопоставим каждой функции / из
[St] два числа L%(f) = ппп£(Ф), l%(f) = ттг(Ф), где минимум
берется по всем формулам Ф над St, реализующим /. Пусть Н — произвольное
множество булевых функций. Обозначим через Н(п) совокупность всех
функций из Н от переменных хи ..., хп. Положим 1% (Н (п)) = max /^ (/),
где максимум берется по всем функциям / из Н(п).

О. Б. Лупанов [1] показал, что для любой полной конечной системы
булевых функций St и любой булевой функции /n(#i, ..., хп)
выполняется соотношение L% (fn) ^ 2>n/log2n. На основе этого соотношения
автором [3, 4] установлены аналогичные соотношения для следующих
классов Поста: С2, С3, С4, Du D3, F? (i = 1, 4, 5, 8).

В работе на основе специального представления монотонных
функций получено полное (с точностью до порядка) описание поведения
функции 1% (Н (п)) для всех замкнутых классов Н алгебры логики и
любой конечной системы St такой, что [St] = # (см. также [5, 6]).

Говорят, что функция удовлетворяет условию <ац> (|л^2), если
любые (I наборов, на которых функция равна нулю, имеют общую
нулевую компоненту. Обозначим через F% множество всех булевых
функций, удовлетворяющих условию <ац>, а через F% — множество всех
монотонных булевых функций, удовлетворяющих условию <ац> (ц = 2, 3, ...).
Положим w(х, y,z) = xV yz, d» (хг, . .., х^) = V x&j • Нетрудно пока­

зать (см., например, [8]), что [{#-»-у, d^+J] = F£, [{1, w, cVn}] = ^з (^ == 2,3,...).
Пусть хг = (xl, ..., х\-и х\+ъ ..., хгр), р^ 2. Положим Хр = (#\ ...

..., хр). В набор Xv входят р(р — 1) переменных #}. Набору Хр сопоста­
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вим(р, р)-матрицу АР(ХР) следующим образом:

___ \х), если i Ф р
г; """" \0, если i = /,

где ац — элемент матрицы АР(ХР), стоящий на пересечении i-я строки
и /-го столбца. Таким образом, с каждым двоичным набором а длины
р(р— 1) связана булева (р, р)-матрица Ар(а) с нулевой главной
диагональю. Определим функцию QP(XP) следующим образом:

QP(XP)= \/ 4&4 =

= V {x[ v ... V 4-i V 4+i V • • • V 4) & Ы V • • •

... v^r'v^v... v*?).
Положим p(\i) = 2»-l + l (и, = 2, 3, ..., fx<oo).

Лемма 1. Для любого фиксированного \i (\х^2) функция Q№)
удовлетворяет условию <ац>.

Доказательство. Будем доказывать требуемое утверждение
индукцией по \х. Пусть ц, = 2. Покажем, что функция Q3(^3)
удовлетворяет условию <а2>. Имеем

Q, (X») = (х\ V х\) {х\ V х\) V (х\ V х\) (х\ V х\) V
V (*? V *1) (*\ V 4) >d3 (xl xl х\)«

Легко видеть, что функция dB удовлетворяет условию <а2>. Поэтому Q3
также удовлетворяет условию <а2>.

Предположим, что при р1 = р {\х) = 2й"1 +1, \х > 2, функция Qpi
удовлетворяет условию <au>. Покажем, что при р=> p(\i + 1) = 2»+ 1 функция
Яр удовлетворяет условию <яц+1>. Рассмотрим произвольные \х + 1 наборов
а\ ..., с£+1 из нулей и единиц длины р{р — 1) такие, что Qp(oc1)=...
= Qp(a**+1) = 0, и связанные с ними (р, р)-матрицы А1 =гЛр(а1), ...
..., Лц+1 = Лр(ац+1) соответственно.

Рассмотрим г'-ю (l^Kp) строку матрицы А1. Если в ней есть
хотя бы одна единица, то i-й столбец в А1 целиком состоит из нулей.
Таким образом, в матрице А1 найдутся по крайней мере р нулевых строк
и столбцов. Поэтому в А1 можно выделить по крайней мере ]р/2[ =
= 2^~1+1 = /?1 различных нулевых строк (или столбцов) с некоторыми
номерами /ц ...,/ь Выделим в матрицах А\ ..., А*+1 элементы,
стоящие на пересечениях строк и столбцов с номерами ]\, ..., /pi. Получим
(р\ р1) -матрицы В1, ..., 5й"1 соответственно. Обозначим через (J4, ..., (5й"1
наборы из нулей и единиц длины pi(pi — i), соответствующие матрицам
В\ ..., 5й"1. Наборы pj являются поднаборами наборов а5 (/ = 1, ...
..., |Lt+l) соответственно. Легко видеть, что
<;Qp(cr?) = 0 для всех / = 2, ..., jn + 1. По предположению индукции
функция Йр1 удовлетворяет условию <а**>. Поэтому наборы j}2, ..., ^+1
имеют общую нулевую компоненту. А значит, и наборы а1, ..., а**+1
имеют общую нулевую компоненту. Таким образом, функция Qp
удовлетворяет условию <ац+1>. Лемма доказана.

Пусть р — натуральное, р > 3. Рассмотрим произвольную
монотонную функцию /„(#i, ..., уп), п>р. Определим функции Y): У)=*
= /п (Уи ..., Уэ-ъ Уи yj+u • • •, Уп), г, / = 1, ..., р, i Ф /. Нетрудно устано­
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вить следующие свойства этих функций при всех допустимых
значениях г, /.

2. й&УК/п.
3. Для любого набора а = (а4, ..., ап) такого, что аг=ая г, j^Pr

Y}(Z) = Yi&) = U&).
Обозначим через ¥ набор функций длины р(р — 1), получающийся

из ранее определенного набора переменных Хр заменой переменных х)
на функции Y) соответственно (г, /= 1, ..., р, 1Ф}).

Лемма 2. Для любого натурального р, /? ^ 3, и любой монотонной
функции /n(*/i, ..., уп), п^*Р, выполняется соотношение

/n = Qp(F)= V Yl&Yl

Доказательство. Пусть fn (yu ..., уп) — произвольная
монотонная функция (п>р>3), a Y)— функции, определенные выше (£, / —
= 1, ..., р, ъФ]). С одной стороны, в силу свойств 1, 2 для всех £, /, к —
= 1, ..., р, г, к Ф у, имеем У] & Г£ < Y) & (^ V fn) < /п, а значит,
Qp(F)^/n. С другой стороны, в силу свойства 3 выполняется
неравенство Qp(F)>/n, поскольку в любом двоичном наборе а среди первых р
разрядов обязательно найдутся два одинаковых.

Лемма 3. Для любой функции /, удовлетворяющей условию <а">,
\\>2, существует монотонная функция g, удовлетворяющая условию
<ац> такая, что g < /.

Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию /(хи ...
..., хп) из F?- Положим Я ={х-*у, dp+т}, [%] = Fj. Пусть Ф —
формула над 91, реализующая /. Обозначим через N число импликаций,
входящих в Ф. Если N = 0, то / — монотонная функция, и утверждение
леммы очевидно. Пусть Ф имеет вид W(G0-^Gi, G2, ..., Gk), k>l, G0, ...
..., Gft— формулы, Ч? е [Ыц+1}]; в частности, Ф может иметь вид G0 ->■ Gt.
Положим Ф1 = Чг(Сг1, G2, ..., Gfe). Формула Ф1 реализует некоторую
функцию gj из Fjf, причем число Nt (импликаций в ней) не более N — 1,
и gi^f. Если Ni Ф 0, применим к формуле Ф1 аналогичное
преобразование и т. д. В конце концов получим формулу Ф2 над {dM+1}, которая
реализует некоторую монотонную функцию g из ^4 такую, что g^f.

Теорема 1. Для любой конечной системы булевых функций St и
любой функции fn{xu ..., хп) из [Щ выполняется неравенство

где с — некоторая константа, зависящая от Я.
Доказательство. Утверждение теоремы легко устанавливается

для классов Си Аи Lu S{, Ри О», Fj°, Du D3 (см. также [3, 4]) при всех
допустимых значениях i. Учитывая соображения двойственности,
достаточно рассмотреть следующие случаи.

1. [Я]=^, * = 2,3, (г = 2,3, ...
2. СТ = #2.
3. [И]=*Ъ «-1,4, |1 = 2,3, ...
В первом случае утверждение теоремы непосредственно извлекается

из лемм 1, 2, в силу которых каждая функция fn(xu ..., хп) из ^(илж
F2) при п>р(\х) может быть представлена в виде формулы конечной
глубины над 91, все главные подформулы которой реализуют некоторые
функции из [Щ от меньшего числа переменных.
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Рассмотрим второй случай. Пусть [Щ = В2 (множество всех
монотонных самодвойственных булевых функций), a fn{xu ..., хп) —
произвольная функция из Dz. Тогда [St U {1}] = Pi- В силу рассмотрений
случая 1 существует формула Ф над St U Ш, реализующая /п, такая, что
1(Ф)<с(п + 1), с — константа. Заменим всякое вхождение 1 в Ф на
переменную у. Получим формулу Ф£ над St; Z(<Di) =/(<!>). Нетрудно
убедиться в том, что она реализует / (см. [6]).

Рассмотрим третий случай. Пусть [St] = F%, a fn(xu ..., хп)
произвольная функция из F% (jn = 2, 3, ...). Очевидно, что [{St U 0}] = Ct.
В силу леммы 3 найдется монотонная функция gn из [St] такая, что
gn<fn- Пусть Ф — формула над StlHO), реализующая /п, такая, что
l(0)<Ci(n+1), а Ф0 —формула над $, реализующая gn, такая, что
1(Фо)<с2(п+ I) (она существует в силу случая 1), си с2 — константы.
Заменим всякое вхождение 0 в Ф на формулу Ф0. Получим формулу Ф2
над St. Легко видеть, что формула Ф3 = Ф0 V Ф2 над St реализует /п,
причем выполняется неравенство I (Ф3) ^ с3 {п + 1), с3 — константа. При
[St] = Fi (\i = 2, 3, ...) утверждение теоремы устанавливается
аналогичным образом.

Замечание. На основе теоремы 1 и мощностных нижних оценок
нетрудно получить следующее описание поведения функции Шеннона
(по глубине) для всех замкнутых классов алгебры логики.

Пусть Я—один из классов Си А{ (£ —1, 2, 3, 4); Dt (2=1, 2, 3),
Ffr F^t ($ = 1, 2, ..., 8, |i = 2, 3, ...). Тогда для любой конечной
системы булевых функций St при [St] = # выполняется соотношение
1%(Н(п))хп.

Пусть Я —один из классов 5«, Pt (i=l, 3, 5, 6), L* (i — i, ..., 5).
Тогда для любой конечной системы булевых функций St при [SI] = Я
выполняется соотношение % (Я (п)) ж log п.

Для всех оставшихся классов булевых функций соответствующие
функции Шеннона равны 0 (для классов Ot — 03, Оь — Os) или 1 (для
классов 04, 09).

Из теоремы 1 непосредственно извлекается следующий результат.
Теорема 2. Для любой конечной системы булевых функций St и

любой функции fn(Xi, ..., хп) из Щ выполняется неравенство

L% (fn) ^ 2 ,
где Ci — константа, зависящая от St.
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