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О ПОЛНОТЕ В КЛАССЕ ЛИНЕЙНЫХ АВТОМАТОВ

А. А. ЧАСОВСКПХ

(МОСКВА)

При изучении свойств функциональной системы возникает задача о
существовании алгоритма проверки полноты конечных подмножеств.
Один из сложившихся подходов к решению этой задачи состоит в
нахождении максимальных замкнутых подсистем (так называемых пред
полных классов) данной функциональной системы. При этом для ряда
функциональных систем невключение некоторого множества функций ни
в одну из максимальных подсистем равносильно его полноте. Таким
свойством обладает класс Р0.д. конечных автоматов с операциями
композиции [8].

В работе [7] показано, что мощность множества предполных
классов в Р0.д. равна континууму. Отсюда следует отсутствие эффективного
критерия полноты в терминах предполных классов. Как показано в [6],
никакой другой подход также не приводит к построению алгоритма,
распознающего полноту конечных систем в Род. Алгоритмическая
неразрешимость этой задачи ставит перед необходимостью рассматривать
аналогичную задачу не для всего Р0.л., а для подклассов, обладающих теми
или иными интересными свойствами. В этом направлении различные
классы о.-д. функций изучались в [1] и [3].

В настоящей работе рассматриваются проблемы полноты в классе
L линейно-автоматных функций. Линейные автоматы, вычисляющие
линейно-автоматные функции, представляют интерес для вычислительной
техники, связи, моделирования и т. д.

Для класса L строится счетная система / всех предполных классов,
а критерий полноты, формулируемый в терминах предполных классов,
приводит к алгоритму распознавания полноты конечных множеств.
Находится длина кратного эксперимента, проверяющего полноту конечной
системы. Изучаются базисы в L. Показано, что не существует
универсальных линейно-автоматных функций, но для каждого &, к ^ 2,
существует базис, состоящий из к функций. Описаны в определенном смысле
минимальные базисы. Кроме того, изучаются вопросы Л-полноты в L.

В работе использован ряд понятий и теорем, имеющихся в [8].
§ 1. Линейные автоматы и линейно-автоматные функции

Множество, состоящее из всех натуральных чисел 1, 2, ... и нуля,
обозначим через N, а поле из двух элементов 0, 1 — через i?2.
Множество слов а из нулей и единиц длины s обозначим Е%. Положим Е2 =

оо-U К
Множество всех бесконечных последовательностей из нулей и

единиц
(ala = a(0)a(l)... а(^£2, * = 0, 1, ...},
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т. е. множество всех сверхслов над Еч обозначим Е™. Если М
—множество, то через Мк обозначим IXMX...Xl. Пусть {а, |3} с Е\. Пе

риодическое сверхслово a{J|J... обозначим оф°°. Множество всех
периодических сверхслов обозначим Р*.

Будем пользоваться переменными из трех счетных алфавитов

U1, U*, U*: t/* = lMJ|/ = l,2, ...}, i = l,2f3.

Для переменных из J71, С/2, С/3 используем метаобозначения #, г/, q.
Каждая из введенных переменных принимает значения из Е™, если не
оговорено противное. Таким образом, х = х(0)х(1)..., у = 2/(0) г/(1)...,
q = q(0)q(l)..., где переменные #(£), */(0> ^(0 принимают значения
из £2. Запись У = (е^)8хт мы используем для обозначения того, что У—
матрица, имеющая s строк, т столбцов и элементы eti, i = 1, 2, ..., s,
7 = 1, 2, ..., га, а запись У = (е,-)в — для обозначения того, что
7—столбец высоты s с элементами е,-, / = 1, 2, ... s.

Матрицу, получаемую из У транспонированием, обозначаем У*.
Столбец матрицы У с номером i обозначаем Уг.

Линейный автомат % задается следующей системой канонических
уравнений над полем 2?2*.

q(0) = qoq(t + l) = ilq(*) + &(0, (1)
y(t) = Cq(t) + Dx(t),

где go =(бг)г, 4 =(ay)rxr, 6 = (bij)rXn, С = (c*)r, # = (di)n, tf (0 =
= (0<(О)г, ^(0 = (^(0)п и аъ, Ь«, с,-, d», ег —числа из 2?2.

Линейный автомат St работает во времени, которое предполагается
дискретным t = 0, 1, ...

Значением столбца переменных x(t) или д(£) назовем столбец
значений этих переменных. Значения векторов q(t), x(t) и переменной
y(t) назовем состояниями, входами и выходами автомата St в момент t.
Вектор qo — начальное состояние St.

Равенства (1) по входам a(v), a(v) = (af(v))n, в моменты v, v =
= 0, 1, ..., t, позволяют вычислить выход St в момент t:

t-i
Р (*) = CAfq0 + 2 СА*-*-гВа (v) + Da (t). (2)

v=o

Таким образом, линейный автомат St вычисляет функцию F(x\, #2, ...
...,*п)ив(Я?)пв Я~,

F(ab a2, ..., an) (*)■=£(*).

Нетрудно видеть, что F{x\, #2, ..., #п) — о.-д. функция [8]. Будем
называть ее линейно-автоматной функцией (л.-а. функцией).

Лемма 1.1. Для любой л.-а. функции F(#i» X2, ..., хп) найдутся
Роогч г-*, • •., г-» - » — 2 гаиие, отоn f

F (XV X2, . . ., .ХП) (*) = 2 2 ^г (* - V) Х| (V) + у (t). (3)
г=1 v=0

2. Для любых |Ы1, |Ы2, ..., |ып и 7 из Р~ найдется л.-а. функция
F{x\, X2, ..., #п), задаваемая равенством (3).

Доказательство. Докажем утверждение 1 леммы. Пусть л.-а.
функция F(xu X2, ..., #п) вычисляется линейным автоматом SI с систе
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мой канонических уравнений (1). Положим

II, = А, СВи CAB,, ..., СА*~1Ви ..., i-l, 2, ..., п, (4)
4 = Cq0,CAq0, ..., tM'-'gro, ... (5)

Утверждение 1 леммы вытекает теперь из равенства (2) и
периодичности последовательности матриц А, А2, ..., А\ ...

Докажем утверждение 2 леммы. Пусть |ыь Ц2, ..., |хп и 1~элементы
Р£\ Тогда найдется г' из 7V такое, что справедливы равенства

r-MOJrW, y = y'(yT,
Hi = И* (1) Hi (2) ... ц-i (г'), ц1 =< Hi (r' + 1) Hi (r' + 2) ... Hi (2r')
Y' = Y(0)Y(1) • • • У(г'- 1), Y" = Y(OY(r' + l). . .. Y(2r'- 1).

Пусть линейный автомат 5t задается системой канонических
уравнений (1), причем

Л = 1-| д„\, А' = (dijjr'xr', А" = \aij)rrXr,,
(1, если i = у + 1,

Л = (0)г,Хг„ а«=(0| если ^/ + 1,
( 1, если * = / + l(modr'), R__(B'\

aij = 1 0, если 1ф] + 1 (mod r'), = \В'у
В = ^Зууг'Хп» -О = \Оу/г'хп'

Ь« = Hi (г' — * + 1) + Hi (2r' — г + 1), by = Hi (2r' — i + 1),

{1, если i = г' или г = 2r',

О, если г=И=г' и г=И=2г', Z> = ([г* (0))n,

?о = L° 1 ?о = (Y (г' — 0 + V (2r' — i))r', go = (V (2r' — *))г'.

Нетрудно проверить справедливость равенств (4), (5), поэтому л.-а.
функция, вычисляемая автоматом Я, задается равенством (3). Лемма
доказана.

Л.-а. функции Ы(х), F(+} (xv х2, . .., хп), I (х), 1г(х), заданные
равенствами

U(x){t) = x(t),
Р(?(х1ч ...,*„)(t) = хг(t) + x2(t)+ ... + хп(*),

0, если t = 0,
^^ I *(* —1), если *=И=0,

| 1, если t = 0,
5i(*H*)e| *(*_!), если *=И=0,

называются соответственно проводником, сумматором от п переменных,
задержкой с начальным состоянием 0 и задержкой с начальным
состоянием 1.

Переменная Xi> называется фиктивной переменной л.-а. функции
F(x\, #2, ..., Хп), если для любых сверхслов av a2, . ..,ап, а* имеет
место F (аг ..., ап) = F (а1? .. ., а^ъ а\, ai+1, ..., ап). Функция Fc(#i,
#2, ..., #п), все переменные которой фиктивны, называется константой.
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По лемме 1 для константы Fc{x\, #2, ..., хп) найдется р, |5^Р~, такое,
что для любых oti, аг,..., ап из 2?£° имеет место Fc (ai, аг,..., ап) = р.
Константу Fc(x\, X2, ..., #п) в дальнейшем обозначаем ее значением (J.
Множество всех констант обозначим Lc.

Если #< не является фиктивной переменной функции F, то она
называется существенной переменной F. Через X(F) обозначим множество
существенных переменных функции F. Пусть X(F) = X(F') и X(F)=*
= {#!, ..., х'п»}. Тогда если значения функций F, F' совпадают на
любом наборе значений переменных из X(F), то функции F и F' равны.

Будем считать, что если задана какая-либо л.-а. функция, то заданы
все л.-а. функции, равные ей. Таким образом, мы рассматриваем л.-а.
функции с точностью до отношения равенства.

Л.-а. функция F(x\, хъ, ..., хп), заданная равенством (3), зависит
от переменной хг со сдвигом, если |Ыг(0) = 0. В случае [х*(0)=1 xt
называется непосредственной переменной функции F. Если F — функция с
одной существенной переменной' х^ которая является непосредственной
переменной, то F называется взаимнооднозначной [8].

§ 2. Операции композиции. Схемы линейных автоматов
Множество всех л.-а. функций обозначим буквой L. На L введем

операции композиции. Пусть F(x\, X2, ..., хп)^Ь и F'(xn+1, xn+2, ...
. .., Хп+п') ^ L, х\Фх], 1 <С £ < 7 <]тг + п'. Будем говорить, что:

Г Функция Fu(x\, ХЧч . . • > Хп—\ ), отображающая (Е™)п г в Е™ по
правилу Fn(ai, ..., an-i) = F(ai, • -., an-2, an-i, an-i), получена из F
отождествлением переменных хп-\ и хп и обозначать F11 через F(x\,
X^i • • ч Хп—Чч Xn—\i Хп—\).

2° Функция F111 (х[, х2, ..., х'п), х\ Ф x-v 1 < i < / < гс,
отображающая (Е™)п в Е™ по правилу FHI(ai, ..., an)=:F(ai, ..., an), полученаг г г
переименованием переменных F с х\, х%, ..., хп на xv x2, ..., хп и
обозначать FUI через F (х[, х2, ..., х'п).

3° Функция FIV(xv ..., Xn+nf-i), отображающая {Е™)п+п'~г в Е™
по правилу FIV(av . .., «„+„/_!) = F'(an+1, ..., an+n'-i, ^K, . . ., an)),
получена подстановкой F (xv .. ., #п) вместо переменной xn+nt\ функции
F'(xn+11 ...,яп+п,)и обозначать FIV через F'(;rn+1, ..., -Pn+n'-i^ (*i» ...

4° Пусть F(xi, ..., хп) зависит со сдвигом от переменной хп. Из F
построим новую функцию FY(xu ..., хп-\), отображающую (Е^)п~х в
Е™ следующим образом. Рассмотрим произвольный набор oti, с&2, ..., an-i
сверхслов из 2?~. Через р(0) обозначим число F(«i, ..., a»-i, 0°°)(0).
Если $(t— 1) определено, то положим

Fv(ab ..., a„-i)(0 = F(ab ..., a»-,, P(0)... $(t- 1)0°°) (t).
Будем говорить, что Fv получена из F применением операции обратной
связи к переменной хп функции F и обозначать FY через 06Xfl (F (дг1? . ..
. .., xn)j.

Введенные операции отождествления переменных, переименования
переменных и подстановки будем называть суперпозициями.
Суперпозиции и обратная связь называются композициями. Множество всех л.-а.
функций, которые можно получить, используя операции композиции, из
множества 5И, 5W^L, обозначим К(Ш).

Будем говорить, что л.-а. функция F(xu ..., хп) сохраняет
сверхслово 000, если F(0°°, ..., 0оо) = 0°о. Положим

L0 = {F\F е= L и F сохраняет сверхслово 000}.
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В L выделим множество Ь\ всех функций, зависящих от одной
переменной. Имеет место включение LcczL{.

Положим L\ = L° f| Lv Множество всех функций из L\,
зависящих от переменной х, обозначим L\(x).

Справедливы включения:

{Id(s), F(?(xv ...,*»), l(x)]czL*,
{Щх), g (*),£!(*)> с Llf
{U(x),t(x)}czLl

Лемма 2. 1. Пусть F(x\, ..., #n)^L. Тогда найдутся функции
F\(x\), ..., Fn^n) из L\ и найдется f из Lc, доставляющие равенство:

) = F%+1>(F1(x1),...,Fn(xn),y). (6)
2. Для любых F\(x\), ..., Fn(xn) из L\ и любой у из Ьс ^функция

F(x\, ..., хп), заданная равенством (6), содержится в L.
Доказательство. Докажем утверждение 1 леммы. Пусть л.-а.

функция F(x\, ..., хп) задается равенством (3). Из утверждения 2
леммы 1 вытекает, что найдутся л.-а. функции Fi(xi), i = l, 2, ..., п,
задаваемые равенствами

t
Fi(xi)(t)= 2 va(t — v)Xi(v)t i = l,2 л. (7)

v=o

Используя л.-а. функции F(++1) (xv ...,хп+1), Fi(xi), г=1, ..., n, у
и операции подстановки, получим функцию
равную F(xu ..., хп).

Докажем утверждение 2 леммы. Пусть F\(x\), ..., Fn(xn) —
некоторый (произвольный) набор л.-а. функций из L\ и у — некоторая
(произвольная) константа. Тогда для некоторых \iv fx{ e P~, i = 1, ...,га,
имеют место равенства (7). Поэтому для функции F, F=F+ (F1(x1),...
..., Fn(xn), ?)> выполнено (3). Отсюда и из утверждения 2 леммы 1
вытекает Fe=L. Лемма доказана.

Рассмотрим л.-а. функцию F(x\, ..., хп). Найдутся такие Fi(xi),
i = l, 2, ..,, к, и к, что выполнено (6). Через F0 обозначим л.-а.
функцию F(+)(F1(x1), ...,Fn(xn)), а через U(F)— множество {Ft(x)\i=l, ...
..., п). Для любого 2Я, Wl^L, множества {F0\F^SR} и [} U(F) обозна

Fe2R
чим Зй° и С/(ЗИ) соответственно.

Пусть Р{(х)е=Ь\, i = l, 2. Через F\F2 обозначим F2{F\(x)), а через
Ft + F2 — F(+\(F1(x), F2(x)). Для любых а, р из Е™ положим

а + И«(0)+|»(0), а(1)+р(1), ...
Нетрудно видеть, что в случае F e LJ выполнено

F(« + p) = F(a) + F(P). (8)
Через E2[z] обозначим кольцо многочленов переменной z над полем

/?2 с обычными операциями сложения и умножения многочленов

E?[z] = {а0 + a\z + ... + anzn\ne=N, а{е=Е2, i = 0, 1, ..., п}.

Лемма 3[5]. 1. Пусть u(z)^E2[z] и z не делит u(z). Тогда
найдется п, n^N, и найдется и (z) такие, что u(z)u'(z)= 1 + zn.

2. Многочлен 1 + zn делит 1 + zm тогда и только тогда, когда п
делит т.
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Дроби — и —, {и, и, и, v'} <= £"2 [z], равны, если для некоторых
многочленов щ, и>г из ZikMNtO} справедливы равенства: ищ = и'и2, vu{ =
— v'ii2. Дроби будем рассматривать с точностью до отношения равенства.

Рассмотрим множество (Ы^):

<?2 (*) = (v | и €= Я2 [z], i; е= Я2 М\{0}

и если ~ несократимая дробь, равная —, то и' не делится на zj

е обычными операциями сложения и умножения дробей. В дальнейшем
используем множества zQ2(z) и l + zQ2(z):

Лемма 4. 1. Существует изоморфизм Ф множества L\ на (Mz)
такой, что Ф(И)=1, (9)

<D(Fi + Fs)=<D(^i)+<D(F2), <D(Fi-Fa) = <D(Fi)<I>(Fa). (10)
2. Операция обратной связи применима к переменной Х\ функции

и только тогда, когда0(F2)^zQ2(z). (11)
#с/ш (11) имеет место, то

Ф ((ХЦ(^(^(х), F2Ы)) = ±*£^. % (12)
Доказательство. Пусть F^Lj. Найдется [г, tu e P£°, такое,

что

*»(*)- Sf*(«-v)*(v).

Формальный ряд u.(0) +ji(l)z + ... + u.(£)z* + ... обозначим |ы2.
В работе [8] показано, что множество Ь\ с операциями + и •

образует кольцо и отображение Oi, задаваемое равенством Ф\(Р)= \iz, есть
изоморфизм L\ на множество PR2(z), PR2{z) = [\iz\ u.<= P™\,
рассматриваемое с обычными операциями сложения и умножения рядов. Кроме
того, имеют место равенства:

<Di(Id)=l, <Di(6) = z. (13)
Рассмотрим сверхслово и. из Р™. Пусть и.=<сф°° и (J = Р(0)(}(1)...

...р(Г — 1). Тогда найдется многочлен u(z), удовлетворяющий равен
ству |ы2(1 + zT) = u(z). Введем отображение Ф2 из PB.2{z) в (Mz)>
положив:

14-zJ

Воспользовавшись леммой 3, нетрудно показать, что Фг — изоморфизм
PR2(z) на (М^). Кроме того, справедливы равенства:

Ф2(1)=1, <S>2(z)-z. (14)
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Обозначим композицию Ф2Ф1 через Ф. Отображение Ф —

изоморфизм L\ на Q2(z). Поэтому имеют место равенства (10). Из (13), (14)
вытекает (9). Утверждение 1 леммы доказано.

Докажем утверждение 2. Пусть Ф1^2)=|ы2. По правилу 4°
операция обратной связи применима к переменной х\ функции F{+ (F± (х),
F2(x\)) в точности тогда, когда и.(0) = 0, что в свою очередь равносильна
свойству (11).

Таким образом, для завершения доказательства леммы осталось
показать справедливость равенства (12). Нетрудно видеть, что л.-а.
функция 06Xl(F+}(Fx(x), F2(x1))) получается подстановкой F\(x) вместо
переменной х' л.-а. функции Fz{x% F3(x') = Обх {F(+(x', F2(x1))).

Для некоторого |л, jx ^= Р~, имеет место

^(*)(9=2i*(*-v)*(v).

Пусть \i таково, что
t

р(0) = 1, ?(*)= 2 ?(* —v)|a(v), «=1,2,
v==l

Докажем, что для всякого t, t = 0, 1, ..., имеет место
*F3(x)(t) = 2vi(t-v)x(v). (15)

V=0

При t = 0 равенство (15) справедливо. Пусть (15) выполнено для
всех t, t^t\. Справедливость (15) для t — t\ + l получим следующим
образом

*-i
F3(x)(t) = x(t)+^ |i(t-v)if(v)

V=0

= F(0)*(*) + S|i(*-v) 2?(v-v)*(v) =V=0 ^=0t-1 t-1 t _ ^ _
= p(0)x(t) + J£x(v)^ii(t — v)p{v--v)= S }!(« —v)x(v).V^=0 V=*V V=0

Равенство (15) доказано для любого t, £ = 0, 1, ...
Покажем, что F8(F4 (*)) = *, (16)

где F^(x) = F(^(x, F2(x)). Имеем
Рз(Ра(х)){0) = Ра{х)(0) = х(0).

Пусть выполнено Fz(Ft{x)) (t)~ x(t). Тогда
F,(Ft(x))(t+i) =

t t
= x(* + l)+ S n(t+ l—v)x(v)+ 2n(*+l-v)i(v)-a(l+l).v=o v=o

Следовательно, соотношение (16) имеет место.
| 1, если t = 0,Положим и/(г) = { /JX л , * Выполнено
1^(0» если *¥=0'

FA*)(t)= 2l*'P-v)x(v).
v=o



О ПОЛНОТЕ В КЛАССЕ ЛИНЕЙНЫХ АВТОМАТОВ 147

В [8] показано, что найдется л.-а. функция F4, удовлетворяющая
соотношению

K(Fa(*)) = FAK(*)) = *- (I7)
Обозначим через (io сверхслово /^(Ю00). Из (16) и (17) вытекает
^(^«(Ро))-^.(^4(Ро)). откУДа

f;(1000) = F3(1000). (18)
Для некоторого \i", у." e P™, имеет место

t

^WW = 2f'('-^(v), * = о, 1, ...

Поэтому /^4 (l0°°) = [г''. Кроме того, из (15) следует F3(10°°)=|li. Отсюда,
учитывая (18), получим \х^Р%. Таким образом, Fs(x) — л.-а. функция
и (Id + Fi) -Fa — И, откуда вытекает равенство (12). Лемма доказана.

По лемме 4 для любой л.-а. функции F (x), F (x) e L\, найдутся
а0, аг ..., as+s/ из 2?2, удовлетворяющие равенству

F (х) = 06Xi (F(+2) (a0 Id (x) + аг1(х)+ ...+ as$s (.r), as+1% (xj + . ..

... + as+S'£s'(*i)))>

где
(Id(,r), если aQ = 1,a0Id(;r) = Loo л0 ' [0 , если a0 = 0,
\¥(x), если ai= 1,^ И = Loo n10 , если di = (J.

При этом справедливо

ao + V + • • • + У*0(F) =
l+«s+12+...+«s+s,SS'

В дальнейшем (когда это не приводит к путанице) для л.-а. функции
Id мы используем обозначение 1, для 0°° — обозначение 0, а для л.-а.

% + аЛ + • • • + asVфункции F — обозначение г тт. В этих обозначениях
! + «,+!&+••■ + «.+•'&

Ь\ есть введенное ранее кольцо (М£) и для любых —, — из L\ спра
Vl V2

ведливы равенства:
_l + _« _ _la2—*-L, (19)"l V2 V»

(20)

ф^ГЧ («+?)•
причем операция Об применима в точности тогда, когда — ф 1 + ££?.

Замыкание множества ЯЯ, ЯЯ ^ Lj, по операциям +, • обозначим ^£ {Щ,
а по операциям +, • и Об обозначим ^(ЗЯ).
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Из леммы 4 следует
Лемма 5. 1. Пусть Ш^Ь\и F е= К\{Ш). Тогда найдутся Fih ] =»

k

= 1,2,..., п(, i = 1, 2, ..., к такие, что выполнено F = 2^iie ^гг* • • • • ^ш$
г=1

2. Множество К\{\, £} есгъ кольцо многочленов 2?2[£].
3. Яг/сгь 3K<=L° 1^ ^е^(ЗЙ). Гогда найдутся Fu F2 из КЦЩ

F
такие, что имеет место F= * и F2^ gLj.

4. Пусть 4<^LC. Тогда найдется л.-а. функция F(x) из L\{x)i
удовлетворяющая равенству *Y=F(10°°). (22)

Если для константы у имеет место (22) и F' е ££?, то через . _/„,

обозначается константа А , „, (10°°). Степень многочлена и из Z?2[§]
обозначим degu. По определению полагаем deg0°° =—°°. Если щ, ^2 —
многочлены из 2?г[£], то их наибольший общий делитель обозначается
(щ, U2). Известно [4], что для любых щ, щ, из jE^II] найдутся и', и"
из 2?2[|] такие, что щи' Л-и^и" =(ии и2).

Многочлен р, Jp^iE,2[g], называется неприводимым, если он не
имеет делителей в множестве ^2 [§] \{1, р). Для любого и из jE^^JVE^
найдется набор различных неприводимых многочленов р\, /?2, ..., рт такой,
что для некоторых натуральных чисел i\, h, - -., Un справедливо и =
= Pi 'P2 ' • • • 'Рт и это разложение и на неприводимые многочлены
единственно с точностью до перестановки сомножителей p)J.

В дальнейшем для задания функций из Lx используем
несократимые дроби. Степенью дроби F,F = —, называем число max(degn, deg v)
и обозначаем его degF.

Лемма 6. 1. Операции композиции в L сохраняют равенство л.-а.
функций.

2. Пусть функции F и F' таковы, что
F (xv .. .г хп) = F(++1) (Fi (*i). • •.. Fn (4 Y). (23)

F9 (xn+1, ..., xn+nr) = F(+ '+1) (Fn+1 (xn+1), ..., Fn+n' [xn+n,), y'). (24)

Тогда для функций, построенных из F и Ff no правилам 1°—4° имеют
место равенства:

FJl e ^(n) (Fi (^ ^ ^ ^ (^_^ (^^ + рп) {Хп_^ у) (25)pin e F(n+1) (^ (^ ^ ^ ?) (26)
Fiv = F(n+nn {Fn+n,Fi{Xi)i mme9 Fn+n,Fn (x„),

Fn+i0**7i+i)> . • •> Fn+n'-i (#n+n'-i), Fn+n'Y + Y')' (27)

i?c/&w F зависит со сдвигом от хп, то

pV - **? [т+т-п <^' • • •' гт^: {Xn-i]* i+ку
(28)

3. Операции композиции не выводят из L.
4. K{F%)(xvx2),l1(x)} = L.
Доказательство. Утверждение 1 леммы доказывается с

использованием определения равенства л.-а. функций.
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Докажем утверждение 2. Равенство (25) вытекает из утверждения
1 и соотношения

F+ (Х^ . . ., Xn+i) = Г _|_ \%i, . . ., Хп— 2> ^+ («2*71—1> #n)» #n-f 1/*

Справедливость равенства (26) следует из определения операции
переименования переменных.

По свойству (8) функций из L\:

г+ v^n+i» • • •» %п+п'—1-> Fn+n' \F+ (Xv • • •> #n> «2:);? x ) =

(Xn), г n+nf

Отсюда с использованием утверждения 1 и равенства (25) получим (27).
Из 06XnF(^+1)(xv ..., хп-г, Fn(xn), x) = 06XnF^ (F(? (xv ...

..., xn-v x), Fn(xn)) с учетом свойства (8) функцийиз L\° получим
06*nF(-f+1) (xv ..., a:n-i, Fn (sn), a:) =

= F(+n)(06Xn(F(+2)(%, fnW)), ..., 06,n(F(+2)(^n-!, Fn(xn)))>

06Xn{F(?(x,Fn(xn))j).
Отсюда и из утверждения 1 вытекает (28). Утверждение 2 доказано.

Утверждение 3 нетрудно доказать, используя лемму 2 и равенства
(25)-(28).

Докажем утверждение 4. Нетрудно видеть справедливость включения
{(Г, 10", F(+n), I, Id} s Я {F(+2), gj. (29)

Покажем, что Fez К \lv Ff} (30)
для любой л.-а. функции F из L\.

Пусть F^ L\. Найдутся числа а0, av ..., as, ..., as+sr из Еч такие,
что F= тт. Построим л. -а. функцию г {г\ г = 0,1,...
..., 5 + 5', следующим образом. Функцию Fm получим подстановкой
л.-а. функции аохо вместо переменной хо л.-а. функции F++s'+1)(^0, xv ...
..., xs+sr). Если функции F{i\ i = 0, 1,..., /с, построены, то F(h+l) получим
подстановкой ahi.i^h+l(хк+\) вместо хк+{ л.-а. функции F{k\ если k+l^s
или подстановкой a^ic?*1'8 (xk+\) вместо ^ft+i л.-а. функции F{h\ если
s<A+Ks + s'. Имеет место равенство

' (х) = 06^ (F(s+Sf) (х1^1_х, xv . .., хЛ\.

Отсюда вытекает (30).
Любая константа содержится в K\{F+, gj}), что следует из

утверждения 4 леммы 5, включения (29) и свойства (30), справедливого
для любой F из L\.

Используя произвольный набор функций F\(x\), ..., Fn(xn) из Lv
константу 7» сумматор F+ и операцию подстановки, можно получить
функцию

i^n+Vi(*i), ...,Fn{xn),y).
Поэтому с учетом леммы 2 получаем, что любая л.-а. функция
содержится в K[lltF^). Лемма доказана.
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Из леммы 6 следуют соотношения:
K(W>) = (K(Wl))0,

K({l,Ff}) = L°,
и(К{Ш))^Ю(и{Ш)).

(31)

(32)

(33)

Функциям из L будем сопоставлять схемы следующим образом.
Л.-а. функциям F+(zv х2), ^(х) и Ъ,(х) сопоставим схемы,
изображенные на рис. 1,а, 1,6 и 1,0 соответственно.

r+ (Xf9&2.)

Рис. 1

&) ъ
%&)

Если л.-a. функциям F\ (хи ..., хп) и F' (хп+1, ..., хп+пг) уже
сопоставлены схемы, то функциям Flly FIU, FIV, FY, полученным из F и F' с
использованием операций 1°—4°, сопоставляем схемы в соответствии с
правилами, имеющимися в [8]. В [8] также вводится понятие
функционирования схемы.

Каждая схема, таким образом, реализует некоторую л.-а. функцию.
Если две схемы (два линейных автомата) реализуют (вычисляют)
равные л.-а. функции, то будем говорить, что они эквивалентны. В
дальнейшем будем считать, что если задана какая-либо схема (задан какой
либо линейный автомат), то задана любая схема (задан любой
линейный автомат), эквивалентная (эквивалентный) ей (ему). Таким образом,
мы рассматриваем схемы (линейные автоматы) с точностью до
отношения эквивалентности.

Из утверждения 4 леммы 6 следует, что любая л.-а. функция
реализуется некоторой схемой.

§ 3. Система замкнутых классов J

Множество Эй, 9Й s L, называется замкнутым классом, если
К(Ж) = Ш.

Приступим теперь к описанию замкнутых классов из системы /.
Положим

Ta = {F\F e= L и для любого набора сверхслов ai, ..., ап имеет
место F(aa\, ..., аап) (0) = а}, а = 0, 1,

V\ = {F\F e L и F имеет не более одной непосредственной
переменной},

VH = {F\F e L и F имеет нечетное число непосредственных
переменных},

Rc — {F\F^LnF имеет одну существенную переменную},
RH = {F\F^L и F имеет одну непосредственную переменную}.
Упорядочим все неприводимые многочлены из Ь\ в порядке

возрастания степеней: /?i, /?2, ..., Ри ..., deg р\ < deg /?2 ^ • •. < deg /?*<..., так,
что р\ = |.

Рассмотрим дробь — из L\. (Любую дробь мы задаем в
несократимом виде, о чем уже говорилось выше.) Л.-а. функция F, F = —, об
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ладает ^-свойством, «ели имеет место 1) или 2):

1) -^ <= ftH, deg и = deg и,

2) -^-<^ftH, deg и < deg v.
Если a+ i; или и делится на Ъ,р{, то F обладает г-свойством, i=l, 2, ...

Л.-а. функция F обладает 0'-свойством, если deg и < deg и, л F
обладает 0"-свойством, если deg и< deg у. Л.-а. функция F обладает
i'-свойством, если и делится на р{, и F обладает i"-свойством, если и не
делится на pi, i = 2, 3, ...

Положим

М^ = {F| F обладает j-свойством}, i = О, 1, ...,
^?iX> = {i^| F обладает i'-свойством}, £ = 0,2, ...,

Mi = {F\FeEL, U(F)czM(i1)}, i - 0, 1, ...,
ft? = {F| F g= L, F = F(++1) (F1 fo), ..., Fn (xn), p), если s, 

единственная существенная переменная F, то Fj обладает i"-свойством, в
противном случае Fj обладает г'-свойством},

R? = {F\Fs=L, F = F(+n+1) (F-г (хг), . .., Fn (хп), р), если^ х, 
единственная непосредственная переменная F, то Fj обладает £"-свойством,
в противном случае Fj обладает ^'-свойством).

В дальнейшем для множеств ftc и Ra мы используем метаобозначе
ние ftp, а для Щ и ft? — метаобозначение ft?.

Через /(1) обозначим множество [М^\ R(jl) \ i = 0, 1, ..., / = 0, 2,
3, . . .}, а через /— множество

{Т0, TvVvVH,MhRpj\p = c, н, i = 0, 1, ..., / = 0,2,3, ...}.
Теорема 1. Для каждого 9, 9 ^ /,K(Q) = Q, дФЬ. (34)
Доказательство. Пусть 9^= {Го, Т\, V\, VJ. Рассмотрим

функции F и F' из 9, заданные равенствами (23), (24). Нетрудно видеть, что
л.-а. функции F11, FIU, Flw, Fw, полученные из F и F' с использованием
операций 1°—4°, содержатся в 9. Отсюда следует К(9) = 9.
(Использованный здесь прием доказательства замкнутости 9 называется индукцией
по построению.)

Используя соотношения F + ф. T1\j V1[) VK, gx ф. Т0, получим (34)
для каждого 9 из {Т0, Т\, V\, FH).

Пусть Q = M{. Заметим, что для любой F, Fe=K(Mi), из
соотношения (33) и равенств (19) —(21) следует U(F)czM^\ Поэтому Fc= M{
и Мг = К(М().

Кроме того, \ФМи Соотношения (34) в случае 9 = Мг доказаны.
Доказательство (34) для 9 = Д? проведем индукцией по

построению элементов из K\R?). Для этого рассмотрим л.-а. функции F и F'
из ftj, заданные равенствами (23), (24). Пусть F11, Fnl, FIV, Fw
получены из F и F' применением операций 1°—4°. Тогда справедливы
равенства (25) — (28). Очевидно, что F11 е Щ. Докажем соотношения

ГеД?, со = 11, IV, V. (35)
Пусть Fi = —, i = 1, 2, . .., п + п'.
Рассмотрим л.-а. функцию F11. Будем считать, что хп-\ и хп —

существенные переменные F, так как в противном случае (35) при со = II
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очевидно. Следовательно, F & Rc. При этом справедливо равенство

Fn-i + Fn= ц"-^+;^-1 (36)
Если F<£R9, то F\, ..., Fn обладают /'-свойством. Поэтому из (36)

следует, что Fn-\ + Fn обладает /'-свойством, т. е. U(Fn)^R(j1).
Отсюда следует соотношение (35) для со = 11.

Осталось доказать, что в случае F <^RH справедливо Fn e R*.
Действительно, в этом случае F11 еДни имеет место 1) или 2):

1) {Fn-u Fn) П Ra = 0, 2) {Fn-U Fn) П Rn Ф 0.
Если имеет место 1), то Fn-\ + Fn обладает /'-свойством. Поэтому (35)
справедливо при со = II. Если выполнено 2), то Fn-\ + Fn обладает /"
свойством и Fn-\ + Fn^RH, т. е. здесь также справедливо (35), со = 11.

Таким образом, операция отождествления переменных не выводит
из Д?.

Докажем (35) при со = IV. Предположим Fn+nt Ф 0°°. (В противном
случае доказательство тривиально.) Для всякого г, i = 1, 2, ..., п,
справедливо равенство Fi.Fn+n, = ^±^. (37)
Если F'<£RP, то из (37) следует, что всякая л.-а. функция из U(FIW)
обладает /'-свойством. Поэтому (35) справедливо при со = IV.

Пусть F' ^ ДР.
Если F'^RC, то число существенных переменных у FIV и у F

совпадают. Поэтому из равенства (37) и F e R] вытекает FIve R].
Если F' ^ RH, то рассмотрим два случая:
1) Fn+n' ф. R*, 2)
В первом случае имеем FIY^RH, и из (37) следует, что Fi-Fn+nr

обладает /'-свойством, t=l, 2, ..., тг. Поэтому здесь имеет место Fiye=RB.
В случае 2) множества непосредственных переменных у FIV и у F

совпадают. Кроме того, множество f/(FIV)\/?j1) непусто лишь при Fe
iEflH, Отсюда и из (37) следует справедливость соотношения (35),
co = IV.

Таким образом, (35) при со = IV доказано.
Докажем справедливость (35), co = V. (Л.-а. функция FY может

быть построена, когда F зависит со сдвигом от хп.) Пусть хп—
существенная переменная функции F (в противном случае доказательство
(35), со = V, несложно) и пусть Fv ^ Lc.

Имеет место равенство FY = (Fn + l)~l(F(x\9 ..., хп-\, 0°°)). Отсюда,
учитывая (35), со = IV, и включение [(Fn + I)""1, 000} cz R){\ Rj,
получим (35), co = V. Следовательно, операция обратной связи не выводит
из Щ и Rpj замкнут.

Заметим, что Ff ф R% F(? ф R], / = 0, 2, 3, . ..
Теорема доказана.

§ 4. Критерий полноты в L
Множество ЗИ, Ш^Ь, называется полным, если К(Щ=Ь.
Теорема 2. Множество 3W полно в точности тогда, когда Шс£.Та

для каждого а, ае{0, 1}, и, кроме того, для некоторых констант (J и (i'
в К(Щ содержатся функции F\(x\, #2), F2(x),

F1(xvx2) = Ff(xvx2,$), (38)
J?2(x)-F<?(l(x),F). (39)
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Доказательство. Необходимость утверждения теоремы следует
из определения полноты.

Достаточность. Предположим, что функции Fi, F2 из К(Ш)
удовлетворяют равенствам (38), ,(39), Р*^Ж\Т0, Р**е=Ж\Т{.

Тогда P = Fi(;r, х). Множество (р, F*(p, ..., р), F**(£, ..., р)>
включает константы (Зо и pi, po — Opo, pi = lpi.

Докажем соотношение 0°°^К(Ж). (40 >
Если Ро = 0°°, то (40) доказано. Пусть ро=^0°\ По лемме 5 найдутся F'
и F" из LJ, F' = £, F'^jr, такие, что p0 = F,(10°°), Pi = F" (10-).
Положим m = max(deg u'v", degu"v'). Для некоторых ai, аг, ..., a™*
b\, 62, ..., bm имеют место равенства

и" v' = 1 + ail + ЪЪ2 + ... + Оп.Г. b'i;" = biE + Ы2 + ... + bn.6m

Через Fi(x\, xi, ..., X2i+\) обозначим л.-а. функцию

F(+2i+1) (*lf g (*,), g (x3), |2 <s4), g2 (*6), ..., Г (*8l), Г (*»i+i)).

Заметим, что

F1=F(f(xvF2(x2),F2(x3)),
F%+1 === Fi(Xv X2, . . .9 X2i» ^1\Ж2г+1» #2i+2> #22+3))'

Таким образом, Рт^К(Ш). Вместо переменной х\ и переменных ягн-г
л.-а. функции Fm, где i таково, что а« = 1 и & = 1, 2, ..., иг подставим
константу ро. Получим л.-а. функцию Fm. Для каждого у, 7=1, 2, ...
..., т, константу Pi подставим вместо переменной X2j л.-а. функции Fm
в точности тогда, когда Ь/ = 1. Отождествим все переменные полученной
л.-а. функции. Полученная функция F(x) содержится в £?\ДН и имеет
место*)

O6x{F(x)) = 0".

Очевидно, справедливо включение

\F(?1i\^K([Ff,0ao,F1}).

Из (32) следует jprPi = 10°°, 10°° е К(Щ. Поэтому из равенства 1Х=*
= F+ \£,(х), 10°°) вытекает полнота множества 971.

Теорема доказана.
В дальнейшем нам понадобятся некоторые сведения о многочленах.
Рассмотрим кольцо многочленов от двух переменных над полем Еч\{т п \

j==0 i=0 J
Полной степенью многочлена X(z\, z<£),

m n
К (Z1? Z2) ==s <2j JL ^ij^l^2y

3=0 i=0
называется число max U + ]\а^Ф0)^ которое обозначается degoX(zi, 22).

*) Пусть л.-а. функция F(x) зависит со сдвигом от х. Найдется л.-а. функция
F'(x, xr), равная F(x), переменная х' которой фиктивна. Функцией, полученной
применением операции обратной связи к переменной х функции F(x) мы называем
Обж(*"(*.*')).
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Лемма 7 [4]. Для любой пары F\, F2 из L^\E2 найдется

ненулевой многочлен %{zu z2) такой, что X(F\, F2) = 0.
Порядком зависимости л.-а. функций F\ и F2 из L>l\E2 назовем

число п,
n = min{deg0X(zu z2)\k¥=0, k{Fu F2) = 0),

а любой многочлен X(z\, z2) со свойствами X¥=0, X(F\, F2) = 0, degoA,=
= n — многочленом зависимости F\ и F2.

Пусть для F имеет место (6). Через E(F) обозначим множество
{Fi\ переменная xt не является единственной существенной переменной

или единственной непосредственной переменной функции F).

Для множества 2Я, Wl^L, положим Е (Ш) = U E(F). Таким образом,
FeSR

Е(Ж)^и(Ш)\\0}.
Лемма 8. Пусть 2Я <=/Д mgyv %R(£VH и {Fu ..., Рп)<=Е(Щ.

Тогда найдется такое Z, что для л.-а. функции F, F (xv х2, . .., х2п) =
= F(*n) (F? (хг), F? (x2), Ft (*8), F\l (*4), ..., Ft (*2n-i), F*n Ы) имеет
место F^K{Wi). (41)

Доказательство. Мы наметим лишь основные этапы
доказательства леммы 8. Более подробное доказательство не представляет
принципиальных затруднений.

Этап 1. Устанавливаем, что (0°°, F(xu х2)} <=К(Ш), где F(xv x2) =
= F{? {F'(xx), Ff {x2)), F's=Rk.

Этап 2. Предположим, что F{+ ^К(Ш). (В противном случае
*(41) устанавливается для / = 0.) Отсюда следует, что 1&Е(Ш).

Этап 3. Для каждого i, i = 1, 2, ..., п, в К(Щ содержится л.-а.
функция _ F*, = F*F(+2) (Fi (xlfi), F\ (^2,г)), где F\ е= Ян, если F, €= Дн.
Положим Fi = F'-Fi. Из предположения, сделанного на этапе 2,
вытекает Fi^: L\\E2. Пусть Xi(z\, z2) — многочлен зависимости функций F{
и Р{, и dego Xi = гсг. По лемме 3, для каждого i найдутся натуральные
числа /г и /г, /i</i, и многочлен X(zi, 22), удовлетворяющие равенству

*?+ *?-?£,(*■„?«). (42)
Положим Z* = /i — /V Из (42) для некоторых л.-а. функций

IIi,v» n^v = F ' F г' ,
Wi,v, 4v|v = 1,2, ..., гь г = 1,2, ..., n) cziV

и некоторого p,-, p* ^ j/V, справедливо:

F'C

M2 n^~ .t
*4

если Fi*£ RK,

У nifV f* , если Fi €= i?H.v=l x i^ г ~x г
n

Этап 4. Положим г = 2-2г*. Выберем r0, r0^N, удовлетворяю
г=1

щее неравенству 2 \>г. Положим ттг = 2 ° — 1. Для функции /<\, /^ =



О ПОЛНОТЕ В КЛАССЕ ЛИНЕЙНЫХ АВТОМАТОВ J55

= F¥(F?(x1), ...,F?(x2ri), F^(x2ri+1)
,.., Fn(xrj) имеет место Fk<= К(Щ.

Этап 5. Для л.-а. функции F,,v,

Fi,v = {

n?r°_^i—1J-i,v r »

пЙ ^
если Fi ф RH1

—, если F| <= Дю
1 + ^«'i + y»i»'

имеем

FiiVe=K({Ft F, 0})

Справедливо включение
Для л.-а. функции F?,,

F'k = *х (Fia fo), Тиг {xj, ..., FltTt (xj, ?w (x2), F1>2 (x2), ...

• • •» ^1,^ (#2)' ^2,1 (#3)' ^2,2 (^з)' ' ' •' ^2,r2 (#з)> ^2,1 (#4)'

^2,2(^4)' • ••» ^2,r2(^4)> • ••? Fntl(x2n—1)? Fn)2(я'гп—1)> . • .

• ••* ^ ntrn(x2n— l)? ^n,l(#2n)» ^n,2 (^2п)? • ••» ^n,rn(^2n)/»

справедливо

/£Гв(*4>. ..., F^Van-i). Fln2r°(x2n)). (43)

Пусть Z, leiV, таково, что 2* ^max(/V2 °)« Тогда (41) следует из (43).
г

Исследование операций композиции в L мы сводим в известном
смысле к рассмотрению операций +, •, Об на множестве L\. Поэтому
нам понадобится следующая лемма.

Лемма 9. Пусть W^L\, 2Я£Э(1) для каждого в(|), Э(1) е /(1>,
и среди элементов 5Й найдется хотя бы одна взаимнооднозначная л.-а.
функция. Тогда Кг{Щ = L\.

Доказательство. Докажем, что для некоторых F и F' из Lx
имеют место соотношения

Жя^К1 ({1, F}), {F', FF'} с К\ (SW), F' ^= 0. (44)
На множестве £°»

L°2 = {Ff (F, (.rx), F2 (*,)) I Fx e /£ F2 e L?\{0}},

введем d-эквивалентность следующим образом. Функции Fa, Fb,
Fa = /^ (^ (*i), ^2 (*,)), *b = ^ (^3 (*l). ^4 (*.)) (45)

будем называть d-эквивалентнымщ если найдутся F\ и ^2 из ^i\{0}
такие, что справедливо равенство

Ff {F1F1 (x,), F,F2 (x,)) = F(? (P2F3 (хг), F2F, (x2)).
Для обозначения d-эквивалентности Fa и Fb используется обозначение
Fa~Fb, а совокупность функций {F|F~Fa} обозначается через IFJ.
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На множестве L\J~, L\j~ = {| F\ |Fg ££}"* введем операции

сложения и умножения следующим образом

I Fa I + | Fb | = j Ff ((F1Fi + F2FS) (xj, F2Fi (x2)) \,

| Fa | • | Fb | = | Ff {FVFZ (хг), F2F, (x2))\

(для Fa и Fb имеют место равенства (45)). Нетрудно видеть, что эти
операции определены корректно и превращают L\j'~ в поле, которое
мы обозначим через Рг. Поле Рг изоморфно полю отношений £"2(2),

Е2 (z) = [^ | и е= #2 И, р е= 2?2 И\{0}},

где, как и раньше, — =-jjr» если ищ = и'и2 и ywi = i/иг для некоторых
и\ и ^2 из iE,2[z]\{0}. Изоморфизм полей Рг и 2?2(z) устанавливается
отображением

где Ф — изоморфизм £? и (М2)» рассмотренный в лемме 4.
Пусть

Ш = {[ F(+2) (F* fo), ,т2) 11F* <= 9Я}.

Через Ф(2)(1й) обозначим множество {Ф{2) (F) \F esfflt}. Тогда в
Ф(2)(2Я)\£2 найдется дробь ^J-.

Совокупность всех дробей, получаемых из элементов множества 91,
91 ejE^z), с использованием конечного числа операций сложения,
умножения и^ деления, обозначим <9t>. Нетрудно видеть, что 91', 91' =
= <Ф(2)(9Й)>, поле и Е2^ 91' ^E2{z). По теореме Люрота [4] существует
\i(z), ju,(z)e9T, удовлетворяющий равенству 91' = <{p,(z)}>. Из ^(z)^^
следует

<{|ii(z)}> = <l\rl(z)}> = <{|ф)+ 1».
Поэтому достаточно рассмотреть случай \i(z)<^ zQ2{z). Для некоторой
F, F ^ Z/J, имеет место

(Ф(2))-1(^(г)) = 1Л2)(/;'(^).^)1.
Теперь несложными рассуждениями можно показать, что найдется

F\ удовлетворяющая вместе с F соотношениям (44).
Заметим, что ввиду соотношений SWglAf/*, 7 = 0, 1, ..., имеет

место F£ U М{р. Таким образом, для F выполнено Fe lg, ГчПг

Из (44) для некоторой взаимнооднозначной функции F", F" = -^
и некоторого &, k^N, следует

{g*+iF^ £**•"} с Я1 (ЗИ). (46)
Можно показать, что для ЗИ ввиду соотношений

имеет место хотя бы один из следующих двух случаев.
Случай 1. Найдется взаимнооднозначная функция Fa, Fd^K}(Tt)f

udFd = — такая, что deg ud > deg i;*

Случай 2. Найдется Fe, Fe e Ю (ЗИ), F<> = —, со свойствами
deg ue = deg ye, Fe e Rc\Ra.
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В случае 1 положим Fg = F"Frj>, где ro>0, ro > degv" — deg и",
prr

в случае 2 — Fg = -, где 28 > deg i?" — deg и". Для несократимой
1 + F2

дроби -^-, -jp- =/^, имеем deg^>degi;g, ~-e1 + £(?2(s)- Кроме того,

Теперь покажем, что для некоторого г из N и любых i, j из iV\{0)
справедливо li2rFf €=&(№). (47)

Через п\ и пъ обозначим degu8 и degVg соответственно. Тогда для
некоторых чисела0, av ..., ап^ bv b2, ..., 6Пз из Е2 имеют место равенства

п —1 п'
и8 = ао + ail + ai£2 + • • • + %-il 1 + | 1,

Vg = i + b1i + btg« + ... + &„,_!!"2_1 + ь«/2,
где &Па = 1 в точности тогда, когда щ > 0. Кроме того, ао = 1 при
условии rci > 0.

В случае щ = 0 для любых i, / из N (47) справедливо для г,
удовлетворяющих неравенству 2Г > /с2.

Рассмотрим случай п\>1. Предположим, что &>0. Через Ri и Д
обозначим следующие множества пар целых чисел:

Ri = {(t, l)\l = (k+l)t+i; te=№,
B, = i(t, l)\l = kt-j- t^N; le=N),

i^N\{Q},j^N\{0}.

Пусть if, So, A\, ...— множества пар натуральных чисел,
определенных следующим образом:

A = {{t, l)\t<=N, 1<=N, t^k + nv Z>fc(fe +wx)},
A0 = {(*, I) I (*■ i)el,fe<K(Hl) t),

2г = 4п(д(^и^)иЛ| j = 1,2,...
Используя соотношение справедливое для каждой

пары (£, /) из Ло и равенства

S'*S- 6i6,+1^i + &2|г+2П + • • • + ьп£1+п% + 11р^ +

1% = g^**» + b^-^F^ + Ь2|г-П1+2.П+1 + • • •

справедливые для (£, 1)^Б{ и (£, Vj^Ri соответственно, получим
fF^^K1^)

для любой пары (£, Z) из X
Таким образом, для любого натурального г, удовлетворяющего

неравенству 2г>к(к + п\), и любых i, 7 из 7V\{0} выполнено (47).
При /с = 0 доказательство (47) проводится аналогично, необходимо

лишь исключить из рассмотрения множества Д,.
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Докажем теперь, что для любого неприводимого многочлена Pi(£),

р{ Ф |, найдутся многочлены иР{ и uPi такие, что FPi = г—, (иР{, рЛ =

= 1, FPie=KH*Sl).
Действительно, по условию леммы в Ж найдутся л.-а. функции F\

и F2, не содержащиеся в М* и R* соответственно. Тогда множество
{Fv F2, Fx + F\, Рг + F2\ содержит л.-а. функцию Fh из (L01\M(^))\RK.

uh
Рассмотрим несократимую дробь —, равную Fh. Если р{ делит vh, то

vh
положим FPi = Fhl и в этом случае справедливо FPi <= К1 (9W). В
противном случае рассмотрим многочлен зависимости X(z\, z2) л.-а. функций
Fh и pi. Имеет место равенство X(Fh, Рг) = 0. Для некоторых
неотрицательных чисел ц, £2, ..., h, U < i2 < ... < *ft, где к> 2, имеет место

X (zv z2) = z[i + 42 + • • • + 4k + z& (zv з2).

Положим Fp = т-^- т— тггг~- Тогда Fp совпадает [с
i + F4 h + Fh 4+...+*■* '1

wp.
некоторой несократимой дробью —~—.

Из (47) и Рще=КЦЗЯ), (48)
справедливого для любого pi, 1Ф 1, вытекает?г еЕКЦЩ (49)

Действительно, для любых £, / из iV\{0):

?*ruf €= jfj ({|Т2>ГГ I C /€= JV\{0>}.
Мы воспользуемся разложением ug в произведение неприводимых
многочленов ug = p^Pil - • • Pik' Для любых i, j из N\{0) справедливо

6йГ(«Х^*ге^(ая).
Отсюда для некоторого многочлена и* (£) взаимнопростого с Pi , получим:

Г2Г Ц)*г е= Я1 (ЯП), *,/€=ЛГ\{0>.

Для некоторых целых неотрицательных чисел /2»/з» • ••»/&>
некоторых /** и /*** из £"2Ш и функции Z7**, F** = (и^, wg), справедливы:

F** = F*w-f + F**ug,

Отсюда получаем

¥zr(F**fr<=P(m), i = l,2, .... /=1,2,...
Соотношение (49) доказывается индукцией по числу к

неприводимых многочленов pi , />i2, . .., p%k с использованием рассмотренного приема.

Найдется F, Fe SDlX^. Тогда л.-а. функция F + F2 совпадает с
произведением \Fa, где Fa взаимнооднозначна.
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Теперь из взаимнооднозначной функции F, Р^=Ш, и функции £2Г
построим проводник следующим образом. Пусть дробь
l + Cll + c2t2+...+cmt™,,,,,,.2, , . t« несократима и равна F. Тогда

1 = F* + dtf'F* + ... + dmlm2rF*r + ctf* + ... + cmlm2\
т. е. 1е^(Я).

Из (46), (49) получим (£v+1, £v) <= ^(ЭД), где через у обозначено
число 2гк. Теперь нетрудно видеть, что Ю(Щ содержит |* для любого

t, t>v2. По лемме 3 для некоторого Ти Т\ >v2, Fa = %г-,тде иа^
1 + Г1

е1 + №[?]. Поэтому \йа^К1Щ). Для некоторого еч из £2 имеет место
\йа = § + в2|2 + §3иь. Найдется в3, еъ е #2 такое, что выполнено:

^a + e2(^a)2 = | + e3g3 + ^c.
Для некоторого е' из Еч и Hd из Еч[\] можно показать справедливость
соотношения

t + e'lv2 + l1+*2Zde=KH*Sl).

Отсюда следует, что К1 (3W) содержит задержку |.
Для завершения доказательства леммы осталось воспользоваться

равенством Кг({1, £}) = £г.
Лемма 10. Пусть $R^L° и для всякого 0, 0 е= /\{Го, Tj,

справедливо 2Я(£0. Тогда для некоторого множества л-а. функций Зй' и
любого е(1), е(1) ^/(1), isri <~, ж'^щж), Е(Щ£в{1).

Доказательство. Множество К(ЗИ) содержит константу 0°° и
ФУНКЦИЮ F, F = F(+2) (^a (Х2), Fa (*2)), с двумя непосредственными
переменными.

Мы рассмотрим случай Fa Ф 1. (В противном случае доказательство
леммы не представляет затруднений.)

Положим иг = [г \Fa e A/j1*}. Множество £Л конечно. По условию
леммы U$Щ\М{г) Ф 0 для каждого г из J7i. Пусть

Я»! = {F (# fo), f; (*2)), Ffo, *2) I F'r €= t/(2»)\M(r1}, reUj.
Нетрудно видеть, что SJli удовлетворяет соотношениям

ISKx^oo, 2»! с= if (ЗИ), ^(Шу^М^, f = 0, 1, ... (50)
Теперь построим множество Шч со свойствами:

|2»2|<оо, 9Я2с=Я(2Я), #(2»2)£M1}, * — 0, 2, 3, ... (51)
Нетрудно видеть, что множество 17ч всех чисел г из j/V, для которых

выполнено Fa е Н^, конечно. Для каждого г, r^ 17ч, имеет место хотя
бы один из следующих трех случаев.

Случай 1. ВЗЙ содержится функция F"r, множество E{F"r)
которой не обладает /-свойством.

Случай 2. Среди элементов множества С/(ЗЙ) найдется F, не
обладающая г "-свойством.

Случай 3. Найдутся Fr и Fr такие, что
?ге=(ДнП2Я)\Дг, Fre=(Rc(]W)\RHr.

В каждом из перечисленных случаев для некоторой Fr, r e Uv
выполнено К <= К (Щ, Е (F'r) £ tfp.
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Через Зй2 обозначим множество {F, F"r \r e U2). Множество Ш2
удовлетворяет соотношениям (51).

Положим Ш' =ЗЙ1 USJfe. Учитывая (50), (51), получим: |9И'|<°°,
Ш'^К(Ш), E(W)gQ(1) для любого в(1), 0(1)е/(1). Лемма доказана.

Теперь сформулируем и докажем критерий полноты в L.
Теорема 3. Пусть Ш^Ь. Равенство К(Ш) = Ь справедливо тогда

и только тогда, когда Ш не содержится ни в одном из классов системы /.
Доказательство. Необходимость утверждения теоремы следует

из теоремы 1.
Достаточность. Пусть 9И(£0 для любого в из /. При этом 5М° не

-содержится ни в одном из классов системы J\{To, Т\). Мы докажем
равенство jSl(SW°) = L°. После этого достаточность утверждения теоремы 3
вытекает из теоремы 2.
' По лемме 10 найдется конечное множество Зй', Ж с K(Wl), W(£.VV
Ш'QlVH, удовлетворяющее для каждого 9(1), 0{1)е/(1) соотношению
E(W)g;Q(t>. Пусть E(m') = {Fu F2, ..., FJ. По лемме 8 имеет место
<41).

Для некоторых F' и F" из КС(Е(Ш')) имеет место 1 , р„ =
^откуда 1=F/ + F//. Таким образом, по лемме 5 для некоторых функций
Пь Ш, ..., Пг, построенных из элементов множества Е$1') с
использованием лишь операций умножения, справедливо: 1 = П1 + Пг + ...
... + Ш.

Выберем натуральное тп, удовлетворяющее неравенству 22™ ^ Ът и
положим т = I + ш, т' = 22 _1.

Функцию ^,

£ = FTm,) [Ffix,), ..., FjT(*lw,), F*x(xtn,+1), ...

• • •» ^2 («^тл')' • • •» **w (#2(ra—1)771'+ l)> • • •> Fn (*^2nm')J>

получаем из F и 0°° с использованием операции подстановки. Из
элементов множества {F, F\, F2, ..., Fn, O00}, используя операцию
подстановки, получаем функцию

F^Ff^nfixJ, nf(x2), . ..,ПГ2Т(*Г), U\T(xr+1), nf (*r+1), . .., П2Т(*2Г)).

Сумматор F+ (^j, xr+i) получаем отождествлением переменных
x\, X2, . .., xr и переменных #r+i, #r+2, .. ., x2r функции F.

Из лемм 9 и 5 вытекает, что для некоторых Fa и Fb из К\{Е (5Ш'))

выполнено | = ^ g^ . Отсюда следует |^./ЦйК0). Равенство K(3R°) =L°
вытекает теперь из (32). Теорема доказана.

Множество замкнутых классов / называется критериальной
системой, если для любого ЗЯ из L выполнено: ЗИ полно в точности тогда,
когда ЗЭТ £ 0 для любого 0, 0^7. Критериальная система J называется
приведенной, если никакая собственная подсистема 7 не является
критериальной.

Замкнутый класс 9й, ЗИ ^ L, называется предполным, если Ш Ф L,
но для любой F, F ^ Ь\Ш, выполнено: К(Ш) U {F} = L.

С использованием известной конструкции [8] доказывается
Лемма 11. Приведенная критериальная система в L является

множеством всех предполных классов.
Теорема 4. Система J есть приведенная критериальная система в

L и представляет собой множество всех предполных классов.
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Доказательство. Из теоремы 3 следует, что / —критериальная система. ^
Каждому Э из / сопоставим множество 0 л.-а. функций следующим

образом:
Т0 = {£, П}1 Т, = [Ff (|, 1(Г), Ff (xv xv Ю00)},

^-ll-.^Gfo),^))},
VK = [Ff (!(*!>, £(*,), *„ xv x5, 10°°)),

% = {f(+2) (npi (*i), т^! (*«)). ^ Цг1 (*i). ю-)},
Й? = |g, F?> (p,^), Pife), 10°°)}, i = 2, 3, ....

^o =(^)(4i^i)' ГТ1(Ж4 ^(^'Г+р^*10°°))'
Ji? = {F(+3) (zlt gp< (£)(*.)> 10°°), tf?(Pi(£)(*i). pi (6) (*,))),

t = Z, o, . ..,

^-{^.^«(iM^io")},
• Mi = {F(Z\F(?(tPi(x), 10°°)}, £ = 2,3,...

Для каждого 0 из / выполнено Ocfl и для любого 0', в' е /\Ш,
справедливо 0(£0'. Отсюда следует, что /—приведенная
критериальная система. Для завершения доказательства теоремы осталось
воспользоваться леммой 11.

§ 5. Алгоритмическая разрешимость задачи о полноте
Теорема 5. Проблема полноты конечных систем л.-а. функций

алгоритмически разрешима.
Доказательство. Пусть Ш s L, 19RI < «>.
Если 9Й^М0, то в Ш\Мо найдется л.-а. функция Fa и в U{Fa)\MP

найдется л.-а. функция F, что F = —. Нетрудно видеть, что Fa не
содержится ни в одном из классов множества /',

/' = {М^\\р5 не делит и (и + и)},
и Wj\j = 0, 1, .. .)\J' — конечно.

Путем аналогичных рассуждений в случае 9Я <£Уг можно построить
совокупность классов /",

/* = {/$|ш1£ДЯи{ДЛк£дЛ>
такую, что {Д?, Д* | / = 0, 2, 3, ...}\/" — конечно.

Таким образом, для ЙЯ можно построить /ед, /эд ^ /, | /эд | < оо,
такое, что 9Я полно в точности тогда, когда для любого 0 из /эд
выполнено 301(20. Конечность процедуры проверки включения 901^0 для
любого 0 из / очевидна. Теорема доказана.

Область определения л.-а. функции расширим следующим образом.
Пусть F e L и F вычисляется линейным автоматом с системой
канонических уравнений (1). Для любого набора слов сц, с&2, ..., ап из
Е\ положим

F(a,, ...,«.)= р(0)Р(1)...р(»-1)\
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где [}(£) задается равенством (2). Таким образом, л.-а. функция F
отображает множество (El)n в Е\.

Теорема 6. Пусть функции из 9ft, 9tt^ L, могут быть реализованы
схемами, содержащими не более I задержек. Тогда полнота Эй
проверяется на словах длины 21+ 1.

Доказательство. Пусть F(x\, ..., хп)^Ш. Тогда имеет место
(6). Индукцией по построению F из л.-а. функций F+\ £i> £» используя
равенства (23) —(28), нетрудно доказать следующие свойства F:

4=Fn+l(lO~), Fi^Kl({l,t}) и degF,<Z, (52)
i= 1, ..., п+ 1.

Для любого а из Е2 имеет место равенство
^(а) = ^(0... О, ..., 0... 0, а, 0 ... 0, ...8 8 8

...,0...0) + F(0j_^0, ..., 0^_0).8 8 8
Если

Fi(10^LiL0) = Fi(l 0...0)

для некоторой л.-а. функции Fiy deg ^ ^ Z, то
(F< + ?i)(10...0) = 0 0...0. (53)* 21 21+1

Так как deg(F* + Ft) < 2Z, то из (53) вытекает Ft = Ft.
Таким образом, если л.-а. функции F(x\, ..., хп) и F*(x\, ..., #п)

реализуются схемами, содержащими не более I задержек и для любых
ai, «2, ..., а„ из!2"1"1^ выполнено ^(ai, ..., an) = F*(ai, ..., ап), то
р = F*. Для завершения доказательства осталось воспользоваться
теоремой 5.

§ 6. Базисы в L

Полная система, не содержащая собственных полных подсистем,
называется базисом. Базисом является, например, множество lF+£ г}.
Из существования в L конечных полных подсистем следует конечность
любого базиса. Длиной базиса называется число л.-а. функций,
содержащихся в нем. Из L s To U T\ U Vu вытекает отсутствие базисов
длины 1.

Пусть F -е L. Число существенных переменных F обозначим Ь (F).
Через c(S) обозначим число задержек схемы S, а через c(F) —
— mm{c(«S,)l«S' реализует F). Если Ш^Ц |2й| < <*>, то положим

Ь(«)« 2 b(F), *(«)- 2 e(F).

Для базиса Ш имеют место
\Ш>2, Ь(2Я)^2, с(Ж)>1.

Базис ЗИ называется минимальным, если
№=2, Ь(2Я)=2, с(2Я) = 1. (54)

Теорема 7. Пусть

24, = {F(+2) (*lf (1 + E)(s2), 10~), О00}, ЗЯ2 = {f (+2)(^i, ГТ1^)» 1<Х>)' 0°°}*
Множества Ш\ и WI2 — минимальные базисы. Любой минимальный базис
может быть получен из ЗЯ\ или 2)?2 переименованием переменных.
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Доказательство. Пусть $fl={Fu F2) и Эй — минимальный
базис. Не ограничивая общности рассуждений, будем считать, что
F\(xu х2) — л.-а. функция с двумя непосредственными переменными.
Тогда нетрудйо показать справедливость равенства c(Fi)=l. Таким
образом, найдется схема S, построенная из схем л.-а. функции * + с
использованием операции композиции и реализующая F*l. Нетрудно видеть,
что F2 = 0°°.

Найдутся л.-а. функции F' и F" из L\ такие, что имеет место
равенство Fx(xv х2) = FfiF'ixJ, F"(x2), у), где у = Fx (0°°, 0°°). Из
доказательства теоремы 6 следуют неравенства degF' <Cl, degF"^.l. Отсюда

{F\ F") s {l, 1 + g, —p-|}. По теореме З множества {Ff (xv x2, у), О00},

И}((1 + 6)(*i), (l + 6)(*,), Y). 0°°}, {Ff (^(^x), y^*,), y), 000}
полны.

Покажем, что л.-а. функция F,

не

^-^((И-б)^,^^),?).
не может быть реализована схемой с одной задержкой. Предположим
противное. Тогда схемой с одной задержкой реализуется функция Fa,

Fa = F*+ (rVt (x)i YJ» получаемая отождествлением переменных из F.
Это противоречит свойству deg |ы < 1 для р, е U(Fa).

Таким образом, если SDt — минимальный базис, то может иметь
место один из следующих двух случаев.

Случай 1. F1^ff(xv(l+l)(x2),y).

Случай 2. F^Ff^^ix^yj.
Через S обозначим схему с одной задержкой, реализующую F\.

Задержка схемы S имеет начальное состояние 1, так как в противном
случае F\ ^ L0 и Ш не является базисом. В S заменим задержку |i (x)
схемой функции £ \F+ (х, 10°°)). Получим схему для функции
Ff(F'(xJ, F"(x2),F (10°°)), причем л.-а. функция F%\F'(Xl), F" (*2), F(*3))
реализуется схемой с одной задержкой. Эта задержка имеет начальное
состояние 0. Найдется а' из Е% такое, что для любых ai, 0&2 из Е™
имеет место

Ff(F'(0аг), F"(0a2), F (10°°)) = a'F^a» a2).

Из равенства ^(10°°) = а"ч следует ^(10°°) (1)= 1. Учитывая это и
неравенство deg^" + F)< 1 в случае 1 получим F'« {£, 1 + |}, а в

случае 2 — ^7 е Ifqrt» TTlr ОтсюДа следует, что Ш совпадает либо с HJti,
либо с % (с точностью до переименования переменных).

Функции Ff(xv (1 + g)(*2), 10°°), tf?^, j^te), 1°°) и 000
реализуются схемами, изображенными соответственно на рис. 2, а, 2, б и 2, в
и отвечающими наложенным требованиям.
По теореме 3 системы SMi и ЗЯг полны. Теорема доказана.

Как было показано в [7], класс всех о.-д. функций обладает
базисами любой конечной длины i, J>1, В L ситуация в общем
аналогична. Отличие состоит лишь в том, что в классе линейноавтоматных
функций отсутствуют базисы длины 1.
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Теорема 8. Для всякого k, k^N, W> 2, в L существует счетное
число базисов длины к.

Доказательство. Через F$ обозначим л.-а. функцию F+ (xv
х2, 1р), где ре=Р~.

Пусть к > 3. Рассмотрим систему различных неприводимых
многочленов ри Р2, ..., Рк-\ из 1 + |ft [|]. Положим

ft = р\р2 ... Pi-iPt+i ь.. pk-u i = 1, 2, ..., к - 1,
8»(*. P) = <£ft, £ft, .... §ft-bft>.

Множество (6, ft} обозначим через 9Й(2, (3).
со,

х

J\

L.

#2

Яf ii
v+

^%,0+V(x2),v°°) 9f+Sx

Рис. 2

v-b

Из теоремы 3 вытекает, что Зй(&, р)— базис в L для любого к, & >
^ 2, и любого р, Р е -РГ- Множество Р~ счетно. Поэтому для
каждого к, к > 2, в L найдется счетное число базисов длины к. Теорема
доказана.

§ 7. Л-полнота

Пусть Fi^L, £ = 1, 2. Л.-а. функции рассматриваются с точностью
до отношения равенства. Поэтому, не ограничивая общности
рассуждений, считаем, что F\ и F* зависят от переменных Х\, Х2, ..., хп.
Функции F\ и ft называются х-жвивалентными (обозначение F\%F2), если
для любого набора c&i, tt2, ..., ап из Е2 справедливо равенство
ft(ai, ..., an) = ft(ai, ..., ап). Множества Ш\ и 8й2 ^-эквивалентны
(обозначение ЗЙ1ТЙЙ2), если для любой F\ из Щ найдется F^ из ЗЙ2, ftift
и, для любой ft из ЗЙ2 найдется ft из Зйь ft-eft. Л.-а. функция F Л-#ьг
разима через множество Зй, ЗЙ^Д если для любого т, т ^ 1, найдется
F(T), F(T) е= ./ЦЗЙ), FxF{x). Через А(Ш) обозначим свокупность всех л.-а.
функций, Л-выразимых через Зй. Множество Зй называется А-полным,
если АЩ) = Ь. В случае ЗЙ = 24(9Й) назовем Зй А-замкнутым. Пусть
£^Л(ЗЙ) и для любой Fy Fe=L\m, выполнено A(*BIUJF}) = L. Тогда
Зй называется А-предполным классом в L. Система AJ Л-замкнутых
множеств А-критериалъна, если для любого Эй, ЗЙ^Д Л-полнота Зй
равносильна невключению Зй ни в один из классов Э, G e AJ, Л-критери
альная система, не содержащая собственных Л-критериальных
подсистем, называется приведенной.

Рассматриваемые здесь понятия введены для Р0.д. в [3, 8], где
показано, что в Р0.д. задача определения Л-полноты конечных систем
алгоритмически неразрешима. В классе L ситуация другая.
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Через AJ обозначим (Г0, Ти Vu VH, Mx}.
Теорема 9. Система AJ есть приведенная А-критериальная

система и представляет собой множество всех А-предполных классов.
Доказательство. Нетрудно видеть, что любой класс 0 из AJ

является Л-замкнутым и не является Л-полным в L.
Докажем, что AJ — Л-критериальная система.
Пусть множество 2Я, 2Я ^ L, не содержится ни в одном из классов

системы AJ.
Замыкание К(Ш) содержит л.-а. функции F с двумя

непосредственными переменными, а также константы (i и [}', р (0) = 0, {J'(0)=1.
Выберем произвольное т, x^N, т^1, и покажем справедливость

соотношения К{Щ)%Ь.
Пусть т', i'^N, таково, что 2Т ^т. Через F\, F^ обозначим л.-а.

ФУНКЦИИ F(X\, p), F($, X2). ПОЛОЖИМ

F' = F(Ff-i{x,),Ff-*{x2)).
Тогда для некоторой (J из Р™ справедливо

F'(xvx2)tFf(xvx2,$).

Пусть F ^ Ж\М\. Из функций F, F', [J путем операций суперпозиции
нетрудно получить л.-а. функцию F" (х), F" (х) = F(+} (£F* (x), р*),
где F* (х)— взаимнооднозначная функция из L\, p*eP~. Как следует
из доказательства леммы 9, в К1({1, £>F*(x)}) содержится функция F**,
т-эквивалентная |. Аналогично можно показать, что замыкание
K({F'(xu X2), F" (х)}) содержит л.-а. функцию Fa(x), т-эквивалентную

Через Ж и ЭЯ" обозначим множества

{F', F«, p, р'} и {F(f(xv х2, p), Ff(l(x), pa), p, р'}.
Имеет место ЗЯЧ2Я", (55)К(Ш") = Ь. (56)
Индукцией по построению л.-а. функций из элементов множества 2Я"
с использованием (55), (56) доказываетсяК(Ж')%Ь. (57J
Соотношение (57) выполнено для каждого т, т 3* 1, следовательно, ЙЯ'
Л-полно в L.

Таким образом, Л/ — Л-критериальная система. Нетрудно видеть,
что AJ — приведенная Л-критериальная система.

Множество AJ состоит из предполных классов, не являющихся
Л-полными. Поэтому все классы, содержащиеся в AJ — Л-предполные.
Нетрудно видеть, что AJ содержит все Л-предполные классы. Теорема
доказана.

Множество 2Я, ЭЯ ^ L, называется А-неприводимым, если для любого
ЭЯ', ЗЯ' s 2Я, 2Я' ^ ЗЯ, выполнено

л(ая')^л(ая).
Множество 9Я называется -4-базггсож, если ЗЯ Л-полно и Л-неприводимо.
Длиной Л-базиса 2Я называется число л.-а. функций, содержащихся в ЙЯ.

Теорема 10. А-неприводимые А-полные системы существуют.
Длина I любого> А-базиса ЯЯ удовлетворяет неравенствам 2<Z<4.
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Множества Ш2, 9йз, 3^4,

fflt4-{0~ r,F<+3),F(+2)(|(x),x')],
суть А-базисы длины 2, 3, 4 соответственно.

Доказательство. Используя теорему 9, нетрудно убедиться,
что ЗИг, 9йз и SJU есть Л-базисы. Из включения L ^ T0 U I7! U 7Н вытекает,
что всякий Л-базис содержит не менее двух л.-а. функций. Из
теоремы 9 для длины I всякого Л-базиса Зй получим I < 5. Предположим,
что длина некоторого Л-базиса ЗЙ5 равна 5, ЗЙ5 ==: {/^ь ^2, ^з, ^4, ^б).
Тогда Ft не содержится ровно в одном классе системы AJ\ i = 1, 2, ..., 5.
Если F{<£Q л F,&B', то 6^9' при i¥*j. Отсюда (^ Л 7Н П Г0)\Г1 •?* #,
что неверно. Таким образом, длина всякого Л-базиса не больше 4.
Теорема доказана.

Теорема 11. А-полнота любой конечной системы проверяется на
словах длины 2.

Доказательство. Л.-а. функция F(x\, #2, ..., хп) принадлежит
Та, а'^{0, 1}, в точности тогда, когда F(a, ..., а) = а. Переменная Xj
л.-а. функции F является непосредственной переменной, если

F(0, ...,0)ФР(01_1^110, 1,0, ..., 0).

Поэтому при помощи слов длины 1 можно подсчитать число
непосредственных переменных у F и проверить соотношения F<^V\, F^VB.
Л.-а. функция F не принадлежит М\ в точности тогда, когда для
некоторого /, 1 < ] < п, для слов р, (i',

Р = F(00, 00, ..., 00), Р'= F(00, ..., 00, 10, 00, ..., 00)

справедливо Р(1)^ Р'(1)-- Теорема доказана.
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