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УНИВЕРСАЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

JO. В. РОГОЖИН

(КИШИНЕВ)

§ 1. Введение

В настоящем обзоре рассмотрены классическая Тьюринговская модель
вычислений и современные модели биомолекулярных вычислений,
основанные на операции рекомбинации молекул (sp/fcmg-операции).

Создание и изучение различных формальных моделей компьютеров
и вычислительных алгоритмов очень важно для понимания истинной
природы универсальных вычислений. Из этого анализа могут возникнуть
новые подходы для построения будущих компьютеров (квантовых,
генетических, молекулярных или каких-либо других). Исследование ограничений
этих формальных моделей позволяет глубже понять возможности
современных и будущих компьютеров.

Одну из первых теоретических моделей компьютера в 1936 г.
предложил А. Тьюринг [48], один из основателей информатики и вычислительной
техники. Она называется, в его честь, (одноленточной) машиной Тьюринга
(МТ) и является базовой для других моделей компьютеров и вычислений.
Основная причина этого заключается в ее простоте, элегантности и
гибкости и в том факте, что шаг вычисления машиной Тьюринга элементарен как
с операционной, так и с коммуникационной точек зрения.

Одним из основных результатов информатики и вычислительной
техники является возможность построения конкретной машины Тьюринга,
которая при подходящем кодировании может выполнять работу любой другой
машины Тьюринга. Универсальная машина, построенная Тьюрингом,
содержала несколько сот команд. Поиски универсальной машины Тьюринга
минимального размера начались в 1956 г. с работы К. Шеннона [47]. С тех
пор многие ученые пытались строить минимальные универсальные машины
Тьюринга. Основными мотивами здесь были теоретический и практический
научный интерес, поиск принципов, обуславливающих мощь генетических
информационных процессов, и стремление уменьшать размер и повышать
производительность компьютеров.

Мы будем рассматривать обычные одноголовочные машины Тьюринга
с одной одномерной бесконечной в обе стороны лентой.

Как уже говорилось, К. Шеннон в 1956 г. сформулировал проблему
построения минимальной универсальной машины Тьюринга и в качестве меры
сложности предложил использовать произведение тп числа состояний (т)
и числа символов (п) машины Тьюринга, т. е. максимально возможное
количество команд в программе машины Тьюринга. В качестве меры сложности
можно рассматривать также число команд, реально используемых в
программе машины Тьюринга. Одной из целей, преследуемых в данной работе,
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и является построение малых универсальных машин Тьюринга,
позволяющих существенно приблизить решение задачи Шеннона нахождения
минимальной по объему универсальной машины Тьюринга.

В литературе имеется несколько различных вариантов определения
универсальной машины Тьюринга (УМТ) (см. [13, 1, 14, 33, 34, 43] и др.).
В § 3 охарактеризованы два существенно различных подхода к определению
понятия универсальной машины Тьюринга, которые можно назвать
функциональным (универсальная машина — это такая машина, которая
способна вычислять любую частично рекурсивную функцию) и имитационным
(универсальная машина — это такая машина, которая способна
моделировать работу любой машины Тьюринга, нормального алгорифма Маркова,
таг-системы или других подобных алгоритмических систем). Отметим, что
мы не рассматриваем «нетрадиционные» варианты определения УМТ,
например, с «динамическим остановом» (т. е. «универсальные» машины,
которые не останавливаются в процессе работы, а результат считывается с
ленты в случае выполнения некоего условия для последовательных
конфигураций машины), а также определения, допускающие «универсальную»
машину, результатом работы которой может быть конечное множество значений.
В теореме 1 устанавливается эквивалентность соответствующих этим
подходам определений универсальной машины Тьюринга. Отметим, что
доказательство этого результата достаточно просто, а сам результат характеризует
позицию, занимаемую автором в вопросе определения понятия УМТ.

В § 4 изучается возможность существования универсальных машин
Тьюринга в зависимости от ограничений, накладываемых на операционные
возможности и на мощности алфавита символов и алфавита состояний
машин Тьюринга. Соответствующую иерархию подклассов машин Тьюринга
впервые предложил П. Фишер [18]; ее изучение продолжили С. Аандераа
и П. Фишер [8]. Автором эта иерархия была дополнена и изучена (см. [5]);
полученные в § 4 результаты дают для этого круга вопросов в некотором
смысле окончательную картину.

Машина Тьюринга может за один такт выполнить три операции:
а — записать символ в рассматриваемую ячейку (может быть, тот же

самый, что был там ранее),
6 — сдвинуть головку на одну ячейку ленты вправо или влево, или

оставить ее на месте,
q — перейти в новое состояние (которое, вообще говоря, может

совпадать со старым).
Пусть X, Y е {а, 5, д}, запись XY обозначает, что за один такт могут

выполняться операции X и У, запись X V Y обозначает, что за один такт
может выполняться либо операция X, либо У (но не обе одновременно).
Тогда, например, условие qaV аб обозначает, что за один такт машина
может либо записать символ и перейти в новое состояние, либо записать
символ и сдвинуть головку. Используя эти обозначения, определим 9 классов
машин Тьюринга (табл. 1).

Указанными классами исчерпываются все логические возможности (мы
рассматриваем только классы машин Тьюринга, которые могут выполнять
все три операции: а, 6 и д). Классы 5М, DM и UM ввел П. Фишер, классы
AM, BMt СМ и FM введены автором. Соотношения между этими класса

Таблица 1

Класс

ТМ
FM
SM

Условие

qaS
qaV qd V aSqaV аб \

Класс

DM
PM
AM

Условие

qS V aS
qaV qdqVa6 \

Класс

BM
CM1 им

Условие

qaV 6
q6Va

qVaV 6
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Рис. 1. Иерархия $ УЖ
подклассов машин
Тьюринга

ми показаны на рис. 1. Обозначим иерархию этих подклассов машин
Тьюринга через &ЗМ (formalisms for Turing machines —формализмы для
машин Тьюринга).

Класс ТМ — это класс обычных машин
Тьюринга. Класс РМ (называемый также классом
машин Поста) — это подкласс машин Тьюринга,
которые за один такт работы не могут одновременно
выполнить операции а и 5, т. е. записать символ и
сдвинуть головку. Машины Поста, наряду с машинами
Тьюринга, широко используются в литературе по
теории алгоритмов и информатике. Класс DM — это
подкласс машин Тьюринга, которые не могут
одновременно выполнить операции q и а. Класс SM —
это подкласс машин Тьюринга, которые не могут
одновременно выполнить операции q и <5. Класс UM —
это подкласс машин Тьюринга, которые за один такт
работы выполняют только одну из трех операций: a, q
или 6. Наконец, FM% АМ% ВМ и СМ — это промежуточные классы,
которые позволили автору дополнить и завершить иерархию &Э Ж.

Как показал К. Шеннон, универсальные машины существуют как
в классе ТМ с 2 состояниями, так и в классе ТМ с 2 символами (известно
также, что УМТ с одним состоянием невозможны, как невозможны УМТ
с одним символом). Будем обозначать это утверждение через ТМ(2,2);
здесь первый аргумент — минимальное число состояний универсальной
машины в классе ТМ, а второй — минимальное число символов
универсальной машины в этом же классе.

С. Аандераа, П. Фишер и П. Хупер доказали утверждения РМ(3,2),
DM(2,2) и SM(2, 3). Здесь представляется важным тот факт, что запрет
на одновременное выполнение операций а и 6 влечет невозможность
построения УМТ с 2 состояниями, а запрет на одновременное выполнение
операций q и 6 — невозможность построения УМТ с 2 символами.

Автору удалось показать, что в классе UM универсальную машину
можно построить как с 3 состояниями, так и с 3 символами, т. е. доказать

утверждение (7М(3,3) (теорема 2).
ТМ(2,2) gce известные и полученные автором

результаты суммированы на рис. 2.
Далее мы рассматриваем вопрос

о существовании универсальных
машин в классе ТМ в зависимости от
числа символов и состояний. Класс
универсальных машин Тьюринга с гасостояниями и п символами
обозначим ЧЗМ^т, п).

В § 5 описываются принципы
построения малых универсальных
машин Тьюринга, моделирующих так
называемые таг-системы.
Универсальные машины Тьюринга можно

строить по-разному, в частности, напрямую моделируя другие машины
Тьюринга. Однако последний способ требует сложного кодирования и
декодирования программы моделируемой машины и, соответственно, объем
программы универсальной машины, полученной таким образом, будет значителен
(см., например, [49]). М. Минский [33] предложил в качестве очень
простого алгоритмического формализма использовать таг-системы и построил
универсальную машину Тьюринга с 7 состояниями и 4 символами, которая
моделировала таг-системы с га=2. Универсальная машина Минского в клас

SM(2, 3)

ЛМ(2,3)

РМ(3,2)

СМ(3, 2)

Ш(3,3)
Рис. 2. Универсальность подклассов
машин Тьюринга в иерархии &5 Ж
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се °U&Jl(7y 4) имеет неразрешимую проблему остановки, но имеет также
серьезный недостаток, который был отмечен автором в 1982 г.: эта машина
перед остановкой повреждает результат на ленте, и его восстановить
нельзя [6]. Р. Робинсон в 1991 г. также отметил этот дефект универсальной
машины Минского [42] и предложил свой правильный вариант
универсальной машины в классе ШЗМ{7,4).

Также в § 5 представлен усовершенствованный автором метод
Минского построения универсальных машин, свободный от вышеупомянутого
недостатка. С помощью этого усовершенствованного метода и удалось построить
наименьшие по объему из известных универсальные машины Тьюринга.

Отметим, что поиски универсальных алгоритмов, минимальных по
объему (т. е. по количеству команд в программе), ведутся и в других
алгоритмических формализмах. Например, П. Хупер построил универсальные машины
Тьюринга с 2 состояниями, 3 символами и 2 лентами, а также с 1
состоянием, 2 символами и 4 лентами [22]. Л. Призе рассматривал задачу Шеннона
для двумерных машин Тьюринга [40], а М. Марженстерн —для так
называемых нестирающих машин Тьюринга [27]. Результаты по малым регистровым
машинам представлены И. Корец [25]. Хорошие обзоры по данной
проблематике опубликовал М. Марженстерн [28, 29]. Обзор по универсальным
полиномам представлен Ю. В. Матиясевичем [32]. Построение минимальной
универсальной машины Тьюринга также рассматривалось в книгах Й.
Грушки [19] и Г. Пэуна, Г. Розенберга, А. Саломаа [38].

В § 6 строятся семь универсальных машины Тьюринга,
моделирующих таг-системы, и тем самым доказывается теорема 3, согласно
которой универсальные машины Тьюринга существуют в следующих
классах: <4lffM(22,2), ^3-^(10,3), <%2U£(7,4), ЧЗМ(Ь,Ь), <%Э\^(4,6),
°11^Ж(3,10), Ш^Л{2, 18).

Как уже говорилось, М. Минский построил универсальную
машину Тьюринга в классе °И&М(7,4) с помощью моделирования таг-систем.
Мы также используем этот метод, но представленные в настоящей работе
универсальные машины в классах ЧСЗЯЦЬ, 5) и ЧС$М{А, 6) будут
моделировать некоторые специальные подклассы таг-систем.

Р. Робинсон рассматривал также число команд, реально используемых
в программе машины Тьюринга [42]. Его универсальная машина из
класса 4i3М(7,4) использует 27 команд, в то время как аналогичная машина
автора использует 26 команд [44]. Отметим также, что представленная

автором универсальная машина из класса
число символов ЪЗМ^Ь) использует 23 команды,^ а из класса °USM{A, 6) — 22 коман

• (2»18) ды, что является наименьшим (на
настоящее время) числом команд
универсальной машины Тьюринга.

Как показала Л. М. Павлоц
• <3> 10> кая, классы °И°ГМ{3, 2) и 6U&M{2, 3)

универсальных машин пусты [3, 4].
Используя другие методы, В. Дей

#(#4,/ср5) кеРт и М. Кудлек [16, 26] установи
'• (7,4) ли аналогичный результат для классаа •(Ю,3) Ч13М{2,2).

BR (22>2) *% Из теоремы 3 и результатов
23456789 10 число состояний Л. М. Павлоцкой следует, что пока не.. о -. * исследованными (пусты они или нет)Рис. 3. Таблица малых универсальных ма- Ari x J ^ie7t yy/ /

шин Тьюринга. Обозначения: .-УМ! су- остаются 49 классов <Ч?(М{т,п\
ществует; D — УМТ не существует СМ. рис. 3.
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В §§ 7-12 рассматриваются математические модели молекулярных
вычислений (DNA-computing), основанные на операции рекомбинации
молекул (sp/j'cmg-операции).

Молекулярные вычисления (называемые также биомолекулярными
вычислениями, биовычислениями или ДНК-вычислениями) привлекают в
настоящее время большое внимание многих специалистов в области химии,
биологии и информатики. Они являются новым подходом к вычислениям
и используют биомолекулярные операции для решения вычислительных
проблем. Первые успешные эксперименты в этом направлении были
проведены Л. Адлеманом [9, 10] в решении задачи нахождения гамильтонова
пути в графе. Основная идея заключалась в кодировании данных
последовательностями ДНК и применении к ним технологий молекулярной биологии
для выполнения вычислительных операций. Как показали первые
эксперименты и теоретические исследования, молекулярные вычисления обладают
большим потенциалом, чтобы превзойти вычисления на обычных
электронных компьютерах. Ожидается, что для определенного класса задач (которые
хорошо распараллеливаются) ДНК-компьютеры будут иметь огромное
преимущество перед ныне существующими по скорости, энергетической
эффективности и экономному хранению информации [23, 24].

Однако, несмотря на достигнутый прогресс, существуют серьезные
препятствия различного рода (технологические, теоретические) на пути
создания реального биокомпьютера. Исследования в этом направлении только
начаты, а потому проводятся в двух направлениях:

изучение различных технологий молекулярной биологии для
вычислительных целей,

поиск удобных формальных моделей для биовычислений.
В последнем направлении разрабатываются формальные модели и

дается их математическое обоснование (например, способность осуществлять
универсальные вычисления или порождать любой рекурсивно
перечислимый язык), а также разрабатываются молекулярные алгоритмы решения
известных трудных задач (ограниченной проблемы соответствия Поста,
проблемы выполнимости для булевских формул и т. п.).

Т. Хед в статье [20] описал связи между молекулярными вычислениями
и теорией формальных языков. В своей модели (называемой Н-системами
или системами Хеда) он рассматривал молекулы как слова над некоторым
конечным алфавитом, а энзимы*) — как правила рекомбинации молекул.
Правило рекомбинации может применяться к двум молекулам: они
разрываются в некоторых фиксированных местах, определяемых правилом
рекомбинации, и рекомбинируются, т. е. начальный отрезок одной молекулы
соединяется с конечным отрезком другой. Идеи Т. Хеда привлекли внимание
многих ученых, занимающихся теорией формальных языков. Так, например,
Г. Пэун, Г. Розенберг, А. Саломаа [37] интересовались тем, какие классы
формальных языков порождаются молекулярными компьютерами, если
первоначальные молекулы и энзимы выбраны из заданных классов формальных
языков. Э. Чухай-Варью, Л. Кари, Г. Пэун [12] модифицировали
концепцию Т. Хеда и предложили систему п пробирок (test-tube) — n-tt-систе
му, другое название — communicating distributed H-system. Здесь любая
пробирка есть система Хеда (Н-система) с дополнительным
фильтром-алфавитом. За один макрошаг работы каждая пробирка порождает новые
молекулы согласно своим стартовым молекулам и своему множеству правил
рекомбинации. После этого результаты каждой пробирки проходят через
фильтры остальных пробирок — молекулы, целиком состоящие из букв
алфавита-фильтра г-й пробирки, 1 ^ t < п, удаляются из исходных пробирок

*) Ферменты, расщепляющие белковые молекулы. —Ред.
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и переходят в г'-ю, образуя стартовый набор молекул для следующего
макрошага этой пробирки.

Процесс фильтрации результатов одной пробирки в другую увеличивает
вычислительные возможности молекулярного компьютера. Назовем n-tt-си
стему конечной, если первоначально каждая пробирка содержит
(бесконечно много) копий молекул из конечного множества молекул и обладает
конечным набором правил рекомбинации. Известно, что конечные l-tt-си
стемы порождают только регулярные множества молекул [39].

Тем не менее конечная 2-и-система может порождать не только
регулярные множества молекул. К. Ферретти, Ж. Маури и К. Зандрон
показали [17], что любое рекурсивно перечислимое множество молекул
порождается соответствующей конечной 9-и-системой (или конечной б-И-системой,
если допустить простое кодирование порожденных молекул).

Напомним, что проблема вхождения неразрешима для рекурсивно
перечислимых языков. Это означает, что не существует алгоритма d, который
по любому данному слову w и данному языку L определяет,
принадлежит ли слово w языку L. Более того, найдется такой язык (7, что не
существует алгоритма si, распознающего принадлежность произвольного слова w
языку U. Тривиальное следствие из этого результата следующее: не
существует алгоритма, вычисляющего, какие молекулы порождает конечная
6-и-система. Иначе говоря, результаты работы конечной 6-и-системы не
могут быть алгоритмически предсказаны (определены).

В § 7 приведен пример моделирования Н-системой праволинейной
грамматики. В § 8 показано, что результаты конечной З-М-системы не могут
быть алгоритмически предсказаны (теорема 4). В § 9 показано, что
конечная расширенная 3-и-система может порождать любой «чистый»
рекурсивно перечислимый язык (теорема 5). Отметим, что позже Г. Пэун представил
другое доказательство этого результата [36]. Его работа содержит также
хороший обзор по данной проблематике. В § 10 построена универсальная
расширенная 3-и-система (теорема 6). Вопросы «существует ли конечная
универсальная 2-М-система?» и «любой ли рекурсивно перечислимый язык
порождают конечные 2-и-системы?» остаются открытыми; однако известно,
что конечные 1 -tt-системы порождают только регулярные языки.

Г. Пэун [35] предложил другую модификацию концепции Н-систем —
так называемые TVDH-системы (time-varying distributed H-systems)
степени n, n ^ 1.

TVDH-система степени n, n ^ 1, есть Н-система, которая имеет
специальные свойства: в различные моменты времени она использует различные
множества правил рекомбинации (эти множества правил называются
компонентами TVDH-системы, а количество компонент — степенью
TVDH-системы), переход от одного множества правил к другому цикличен. Как
показал Г. Пэун [36], TVDH-системы степени 7 и выше порождают любой
рекурсивно перечислимый язык (другими словами, вычислительная мощь
таких TVDH-систем совпадает с вычислительной мощью машин
Тьюринга). Этот результат нами был улучшен: в § 11 показано (теорема 7), как
с помощью TVDH-систем степени не менее 2 порождать любой
рекурсивно перечислимый язык, а в § 12 построены универсальные TVDH-системы
степени не ниже 2 (теорема 8).

Вопросы «можно ли построить универсальную TVDH-систему
степени 1?» и «любой ли рекурсивно перечислимый язык порождают
TVDH-системы степени 1?» остаются открытыми.

Результаты §§7-10 получены совместно с Л. Призе (Кобленц,
Германия) и М. Марженстерном (Мец, Франция). Результаты §§ 11, 12 получены
совместно с М. Марженстерном.
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§ 2. Основные используемые понятия и обозначения

Укажем основные используемые понятия и обозначения. Мы
рассматриваем обычные детерминированные машины Тьюринга (МТ) с одной
одномерной лентой*) и одной головкой, а также используем понятие
конфигурации МТ (см., например, [15] или [1]). Программа машины Тьюринга
состоит из конечного числа команд (инструкций) вида**) (д., ая ап <5, qk),
где г, *€{1,..., п}; ^ /б{1,...,ш}; <5е{Д, L, ЛГ}.

Множество {gj, г = 1,..., п, называется алфавитом состояний,
а множество {а•}, j = 1,..., т, — алфавитом символов МТ.

Как обычно, требуется, чтобы для каждой пары (qiy а,.) программа МТ
имела не более одной команды, начинающейся с этой пары.

Выполнение команды машиной Тьюринга интерпретируется следующим
образом: если МТ находится в состоянии qi и ее головка расположена
на ленте над ячейкой, содержащей символ а;, то за один такт работы МТ
заменяет символ в этой ячейке на а,, сдвигает головку влево или вправо
или же оставляет на месте в зависимости значения 6 (L, R или N) и
переходит в состояние qk. После этого МТ готова выполнить следующую
соответствующую команду. Если в процессе работы встретится ситуация, когда
для пары (д., а.) (где д. —текущее состояние МТ, a aj — рассматриваемый
символ) в программе нет соответствующей команды (или есть
специальная команда остановки вида (gn ajy STOP)), то МТ прекращает вычисления
(останавливается).

Конфигурацией машины Тьюринга называется совокупность,
образованная последовательностью символов, содержащихся в ячейках ленты МТ,
состоянием, в котором находится МТ, и номером (или положением на
ленте) ячейки, над которой находится головка.

Конфигурацию машины Тьюринга будем иногда обозначать Aq^jB
или А, В (возможно, с дополнительными индексами), где q. — текущее
состояние МТ, о, — рассматриваемый символ, А — содержимое ячеек ленты
до рассматриваемой ячейки (не включая ее), В —содержимое ячеек ленты
после рассматриваемой ячейки; тем самым А и В — бесконечные
последовательности символов (если предполагать, как это обычно принято, что
первоначально лишь конечное число ячеек не пусты, т. е. содержат
символы, отличные от специального символа «пробел», то эти последовательности
можно считать словами в алфавите символов, не включая в них
бесконечные «хвосты» из пустых ячеек).

Через /3 I будем обозначать тот факт, что /3 есть заключительная
(финальная) конфигурация. Пусть /3^ -»/3^ обозначает, что машина Тьюринга М
переходит от конфигурации /3. к /3- за один шаг. Запись /3- =£• /3.
обозначает возможность перехода от конфигурации /3^ к /3{ за несколько шагов
(/э.Д/з.Д...^Ц).

Обозначим через 38 множество всех конфигураций всех машин
Тьюринга, а через 38 м — множество конфигураций фиксированной машины М.
Хорошо известно, что множества 38 и 58м являются рекурсивно
перечислимыми. Определим функцию FM: 58м —►ЗЗд, следующим образом:

F» = /?^a4A a,/3e33M, /3 i .
*) Предполагается, что лента бесконечна в обе стороны и ее ячейки занумерованы целыми

числами. —Ред.

**) Иногда мы будем записывать команды проще, в виде q^-^Sq^ т. е. опуская скобки
и запятые.
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Область определения и множество значений функции / обозначим
через Def(/) и Val(/).

С каждой машиной Тьюринга можно стандартным образом связать
вычисляемую ею функцию. Обычно предполагают, что алфавит символов
содержит символы «пробел» и «1», целое неотрицательное число п кодируется
последовательностью из п + 1 ячеек, содержащих символ «1», информация
на ленте машины Тьюринга записывается подряд, аргументы отделены друг
от друга пустыми ячейками, все ячейки после последнего аргумента также
пустые, машина начинает работу в состоянии д,, а ее головка
расположена над первой непустой ячейкой. Когда машина Тьюринга останавливается,
ее головка опять должна оказаться над первой непустой ячейкой, а
результатом вычисления считается информация на ленте до ближайшей (вперед)
пустой ячейки. Известно, что класс функций, вычислимых машинами
Тьюринга, совпадает с классом частично рекурсивных функций.

Напомним определение частично рекурсивных функций. Пусть Z+ —
множество целых неотрицательных чисел. Отображения вида /: М—^Z+,
где MCZ+, называем частичными функциями. При M = Z+ функцию
называют всюду определенной. Введем базовые функции (здесь а%, ж,,.. .eZ+):

£(:%) = О,
S(x0) = x0+li
Uin + i(x0,xlJ...,xn) = xiJ neZ+, O^i^n.

Класс частично рекурсивных функций можно определить как
наименьший класс функций, содержащий базовые функции и замкнутый
относительно следующих трех операций.

1. Рекурсивная схема (рекурсия) определяет по n-местной функции g
и (п+2)-местной функции h новую (п+1)-местную функцию /:

/(О, ж,,..., xn) = #(xp..., жп),
/(г + 1, ж,,..., хп) = h(/(i, ж,,..., жп), г, ж„ ..., жп), г > 0.

2. Операция композиции функций h и #0,..., gk определяет функцию /
следующим образом: /(xq, ж,,..., жп) = ft(^(a^,..., жп),..., &(хо,..., жп)).

3. Операция минимизации строит по (п + 2)-местной функции g новую
(п + 1)-местную функцию / следующим образом [1]: значение /(яь,..., хп)
определено и равно целому неотрицательному числу у в том и только том
случае, когда g(y, Xq, ..., хп) = 0, причем при всех zt для которых 0 ^ z < у,
значения g(zy Xq, ..., хп) определены и отличны от нуля; в противном случае
функцию / считаем не определенной на наборе (xq, ..., жп).

Функция / называется частично рекурсивной, если она является
базовой функцией либо за конечное число шагов получается из базовых
применением операций композиции, рекурсивной схемы и минимизации.

Всюду определенная частично рекурсивная функция называется обще
рекурсивной функцией.

В информатике принят тезис Тьюринга — Чёрча, который говорит
о том, что любой «интуитивный алгоритм» можно представить подходящей
машиной Тьюринга, а любая «интуитивно вычислимая функция» есть
частично рекурсивная функция.

Рассмотрим произвольную систему Щ числовых частичных
одноместных функций. Частичная функция V>(-,«) называется универсальной
для семейства <#, если выполнены следующие два условия:

для каждого фиксированного числа г одноместная функция ф(ц •)
принадлежит <#;

для каждой функции / из <# существует такое число г, что для всех ж
выполняется равенство ф(г, х) = /(х).
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Иначе говоря, функция V(*> *) универсальна для семейства <#, если
последовательность ф(0, •), V>(1, •), ф(2, •),... содержит (возможно, с
повторениями) все функции этого семейства.

Наряду с числовыми частично рекурсивными функциями мы будем
рассматривать словарные частично рекурсивные функции [1]. Таковыми
являются введенная выше функция FM(a) и определяемые ниже кодирующие
и декодирующие функции, причем кодирующие и декодирующие функции
являются также и рекурсивными словарными функциями.

Одним из главных результатов информатики является существование
универсальной машины Тьюринга, т. е. конкретной машины Тьюринга С/,
которая по кодам любой другой произвольной машины Тьюринга Р и
входных данных для нее а выдает тот же, что и машина Р, результат (или код
этого результата), см. [48].

Этот результат можно перефразировать для частично рекурсивных
функций. Например, существует частично рекурсивная функция двух
переменных и( •, •), универсальная для семейства всех одноместных
частично рекурсивных функций, т. е. существует последовательность и(0, •),
гх(1, •),..., гх(г, •)>•••• содержащая (возможно, с повторениями) все
одноместные частично рекурсивные функции.

Тезис Тьюринга — Чёрча можно перефразировать и так: не существует
универсального компьютера, превосходящего по вычислительным
возможностям универсальную машину Тьюринга.

Зафиксируем некоторое стандартное эффективное перечисление
(нумерацию) всевозможных наборов команд (программ) машин Тьюринга, т. е.
каждому целому неотрицательному числу х взаимно однозначно поставим
в соответствие набор команд, стоящий на (х + 1)-м месте в этом
перечислении. Процесс перечисления понимаем в двух смыслах: как алгоритм для
перехода от произвольного числа х к соответствующему набору команд Тх
(машине Тьюринга Тх) и как алгоритм перехода от набора команд машины
Тьюринга Т к такому числу х, что Т = Тх. Число х называется индексом
или гёделевым номером набора команд Тх (машины Тьюринга Тх), а
соответствующее перечисление — гёделевой нумерацией. Хорошо известно,
что результаты теории рекурсивных функций не зависят от выбранной
гёделевой нумерации.

Множество si, si С Z+, называется рекурсивно перечислимым, если
оно является множеством значений соответствующей частично
рекурсивной функции. Множество si называется рекурсивным, если существует
алгоритм, который по любому числу п может определить, принадлежит ли
оно этому множеству (т. е. решает проблему вхождения для множества si).

Числовое множество к называется m-сводимым к числовому
множеству 38, если существует такая общерекурсивная функция /(ж), что

xesi <*=* /(ж) 6 SB

для всех значений х. Множество ЧС называется га-универсальным, если
выполнены следующие два условия: 1) ЧС рекурсивно перечислимо; 2) каждое
рекурсивно перечислимое множество m-сводится к 41.

Мы будем использовать следующие стандартные обозначения из
формальной теории языков. Алфавит есть конечное непустое множество,
элементы которого называются буквами. Слово в некотором алфавите Е есть
конечная (возможно, пустая, т. е. длины 0) последовательность букв из Е.
Слово длины 0 называется пустым словом и обозначается е. Множество
всех слов в алфавите Е обозначается через Е*. Языком (в алфавите Е)
называется произвольное подмножество множества Е\ Пусть а и 6 —
слова в алфавите Е, имеющие длины п и т, т. е. а= aj ... ап, 6 = 61 ... Ьт.
Запись а • 6 или аЬ обозначает конкатенацию этих слов, т. е. слово
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а, ... апЬх ... Ьт длины n -f га. (Легко видеть, что для любых слов а, 6, с
выполнены соотношения ае = еа=аи а(6с) = (а6)с.)

Формальная грамматика G есть четверка G = (iV, 2} Д, 5), состоящая
из алфавита N нетерминальных букв, алфавита Т терминальных букв,
где iVnT=0, начальной буквы 5, S eN, и конечного множества Д правил
вида u-» v, где u,ve (NUT)*.

Наличие правила и —► v понимается как возможность строить по
слову w, w € (NU Т)*, новые слова, заменяя любое вхождение слова и на
слово v. На множестве слов в алфавите NUT введем бинарное отношение =>G,
полагая утверждение w =>G w' истинным в том и только том случае, когда
существует такое правило и -> v из R и такие слова wx, w2 в алфавите
N U Т, что w = wxuw2 и w' = w{vw2. Бинарное отношение => G определим
как рефлексивное и транзитивное замыкание отношения =>G, т. е.
утверждение w =>G w' обозначает наличие такого числа п и таких слов wu ..., wnt
что w = wx, го' = wn и w< =>G гу. + J, 1 ^ г < п. Допустим также случай п = 1,
так что утверждение w =>G w всегда верно. Если грамматика G однозначно
понятна из контекста или ее выбор несущественен, мы часто будем опускать
индекс G и вместо => G писать просто =».

Последовательность wx => w2 =>...=> wn также называется
вычислением (говорим, что слово wn есть результат вычисления длины п - 1 из
слова wx). Терминальное слово есть слово в алфавите Т. Все терминальные
слова, вычислимые из начальной буквы*) 5, образуют язык L(G)y
порожденный грамматикой G. Более формально, L(G):={we T*; S =>*w}. Язык
называется рекурсивно перечислимым, если существует машина
Тьюринга, порождающая его. Одним из фундаментальных фактов в информатике
является следующий: язык L является рекурсивно перечислимым в том
и только том случае, когда существует такая формальная грамматика G,
4ToL=L(G).

Под (абстрактной) молекулой мы будем понимать слово в некотором
алфавите. Абстрактный энзим (другие названия — правило
рекомбинации или splicing-правило) есть четверка (их, щ, и,', г^) слов, которые часто

Ч
записываются в виде двумерной таблицы

«2их

Говорим, что правило рекомбинации г = (иХ) щ, и[, г^) применимо к
молекулам тх и гщ, если mx = wxuxu2w2 и тщ = ь)[и[у^ь)2у где wu ги2, w{
и w2 — некоторые (возможно, пустые) слова в том же алфавите;
результатом применения правила рекомбинации являются новые молекулы т[
и т2, где т[ = w^vJ^w^ и га^ = w[u[u2W2. В этом случае мы пишем
{mn m2}\^r {га{, m^}. (Иногда мы будем также использовать сокращенную
запись mx hr m[.)

Н-система (система Хеда) есть тройка # = (Е, М, Е)% состоящая из
алфавита Е, множества М первоначальных молекул в алфавите Е и
множества Е правил рекомбинации, Е С (Е*)4. Н-система называется конечной,
если конечны множества М и Е. Для любого множества молекул L, L С Е*,
определим

aH(L) := {w € Е*: (Эй;,, w2 € L)(3ti/ € E*)(3r e E) {wx, w2} hr {w, г//}},

т. e. <rH{L) есть множество всех молекул, порождаемых из L однократным
применением правил рекомбинации. Далее,

a%{L):=L, ^+l№):=^(b)UcrHK(L))f <*(£):= U *№).
i*0

*) Точнее, из однобуквеиного слова 5; здесь и ниже мы не различаем букву и однобук
венное слово, состоящее только из этой буквы.
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Результатом Н-системы Я является множество сг(Я), определяемое
как о(Н)\=о*н(М), т. е. множество всех молекул, получающихся в
результате итеративного применения правил рекомбинации, начиная с
множества М первоначальных молекул.

Пробирка (test-tube) T есть пара Т = (Н, F), состоящая из Н-системы
Я = (Е, М, Е) и алфавита F С Е, называемого фильтром.

Н-система с п пробирками, или просто n-tt-система, есть набор Ж =
= (Е, Тх,..., 3^), состоящий из алфавита Е и п пробирок Т{ = (Я0 F-) =
= ((Е,М„^),^), Ui^n.

Для языков I/,,..., Ln, L\y...yL'n в алфавите Е мы пишем (Ln...
..., Ьп)\-Ж(L{,..., LJJ, если верны равенства

£i=U(^(^n^)u(ai(ti)n(E'\UF;))l г = \,...,п
(под c7j.(Ly) мы понимаем а*н (L^). Иначе говоря, для получения
множества L\ порождаются результаты af (L,.) всех пробирок Тр считая Lj
первоначальным множеством молекул, и в L\ помещаются все те результаты
<rf (by), которые проходят через фильтр F{. Добавим, что в Ь'{ остаются все
те молекулы, произведенные в Т{ из L{ (т. е. молекулы множества а^(Ь{))у
которые не могут пройти никакой фильтр F^ системы Хеда Т-. Обозначим
через Ь^ рефлексивное и транзитивное замыкание отношения Ьж.

Результатом р(Ж) рассматриваемой n-tt-системы Ж считаем все то,
что находится в первой пробирке:

p(JP):={L1CE^(3L2,...,LnCE*)(MI,...,Mn)h^(L1,...,Ln)},
т. е. молекулы, порожденные в первой пробирке Тх, если первоначально
пробирки Tif 1 ^ г ^ п, содержали соответственные множества молекул М-.

Очевидно, что Н-система Я = (Е, М, Е) и l-tt-система Т = (Н, F)
определяют один и тот же результат.

Расширенная n-tt-система Ж = (Е, 7],..., Тп, Г) есть n-tt-система
Ж' = (Е, Т|,..., Тп), дополненная терминальным алфавитом Г, Г СЕ.
Ее результат р(Ж) определяется как р(Ж) := />((Е, TJ,..., Тп)) п Г, т. е.
множество всех порождаемых в первой пробирке слов-молекул,
содержащих только буквы алфавита Г.

TVDH-система (time-varying distributed H-system) степени n, n ^ 1,
есть набор Г = (V, Т, А, Я,, Д2,..., Яп), где V — алфавит, Т — его
подмножество (терминальный алфавит), А — конечное подмножество
множества V* (множество аксиом), Л,,..., Rn — конечные множества правил
рекомбинации в алфавите V. Множества R{ называются компонентами
TVDH-системы, а их количество п — ее степенью.

В каждый момент k = nj + i, где j:^0, 1 ^ г ^ п, компонента Ri
использует для операций рекомбинации доступные в настоящий момент молекулы.
А именно, мы определяем

L,=A, Lk + l = ai(Lk)1 i = k (mod n), fc^l,
где ^(L), 1 ^ i ^ n, обозначает однократное применение правил
рекомбинации Ri к множеству молекул L, причем молекулы из L, к которым
не применимо ни одно правило из Rit удаляются. Таким образом, от А;-го
шага к (fc + 1)-му передается только результат правил рекомбинации,
применяемых к молекулам множества Lk согласно правилам из R{ для i = k
(mod n); молекулы множества Lk> которые не могут участвовать в
операциях рекомбинации, удаляются. Язык, порожденный системой Г, определяется
соотношением L(Г) = Т*П |J Lk.



158 Ю. В. РОГОЖИН

§ 3. Эквивалентность определений УМТ

Доказательство эквивалентности двух определений УМТ будет
проведено менее формально, чем доказательства в других разделах данной
работы. Это сделано с целью упрощения изложения результатов, поскольку
формальное доказательство можно без труда восстановить.

Определение 1. Пусть ф( •, •) — некоторая универсальная
частично рекурсивная функция для множества всех частично
рекурсивных функций одной переменной. Машина Тьюринга U называется
универсальной, если существуют такие рекурсивные функции р( •, •)
(кодирующая функция), где Val(p)Cg8^, и А(-) (декодирующая функция), что
для всех п и х выполнено равенство \(Fu(p(ny х))) = ф(п, х).

Замечание 1. Это определение УМТ отличается от предложенного
М. Дэвисом [14] лишь несколькими несущественными деталями.

Определение 2. Машина Тьюринга М моделирует
машину Тьюринга Т, если существуют такие рекурсивные функции р( )
(кодирующая функция), где Val(p) С 38м, и Л(-) (декодирующая
функция), где Val(A)C38T, что для всех а из 53г имеет место равенство
\(FM(p(a))) = FT(<*).

Замечание 2. Это определение основано на определении
моделирования одной абстрактной вычислительной машины другой, предложенном
Г. Германом [21].

Пусть мы выбрали некоторое стандартное перечисление (гёделеву
нумерацию) программ всех машин Тьюринга. Пусть в этом перечислении Тп
есть обозначение для машины Тьюринга с гёделевым номером п.

Определение 3. Машина Тьюринга U называется
универсальной, если она может моделировать каждую машину Тьюринга Т, причем
кодирующая и декодирующая функции могут быть эффективно определены
по программе моделируемой машины, т. е. существуют такие рекурсивные
функции р( •, •) (кодирующая функция), где Val(p) С 58а, и А( •, •)
(декодирующая функция), где Val(A)C33, что для всех п из Z+ и всех а
из 53 имеет место равенство

А(п,^(р(п,а)))=^(а). (1)
Замечание 3. Легко показать, что декодирующая функция А

может быть функцией одного аргумента (не зависящей от п), и выражение (1)
можно переписать в виде X(Fu(p(ny a))) = FT(a).

Теорема 1. Определения 1 и 3 универсальной машины Тьюринга
эквивалентны.

Доказательство теоремы 1 основано на следующих трех леммах.
Лемма 1. Пусть М является универсальной машиной Тьюринга

в смысле определения 1. Тогда она вычисляет любую бинарную
частично рекурсивную функцию.

Доказательство очевидно.
Пусть, как определено выше, Тп — машина Тьюринга с гёделевым

номером п. Пусть G( •) — некоторая гёделева нумерация множества 38
всевозможных конфигураций машин Тьюринга. С каждой машиной Тьюринга М
свяжем числовую функцию <рм:

<рм(х) = у^(хб С-ЧЯ*)) &(у€ G-'(»*)) & (FM(G(x)) = G(y)). (2)



УНИВЕРСАЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 159

Эта функция — частично рекурсивная, поскольку, очевидно, 53 м есть
рекурсивное множество.

Пусть значение FM(a) не определено, если а $2&м. Из (2) следует, что

(V* € Z+) <рм(х) = G"' о FM о G(x). (3)

Лемма 2. Машина Тьюринга, универсальная в смысле
определения 1, универсальна также и в смысле определения 3.

Доказательство. Очевидно, что функция t (•, •), заданная
соотношением £(п, х) = <рг (х), является частично рекурсивной.

Пусть машина Тьюринга М универсальна в смысле определения 1.
Тогда согласно лемме 1 существуют такие рекурсивные функции Лир, что
для всех п и х имеет место равенство AoFMo p(n, х) = <рТ (х). Пользуясь
соотношением (3), запишем (Vn, x e Z+) <рг (х) = G_1 oFro G(x). С
учетом предыдущего соотношения получаем Л о FM ор(п, х) = G-1 о FT о G(x),
откуда Go A oFMop(n, x) = Fr oG(x),

Пусть x=G"1(a), где a€SB. Тогда (Va€SB) GoA oFMop(n, G-!(a)) =
= Fr(a).

Пусть Л(/3) = G оЛ(/3) для всех /3 из 38м и p(n, a) = p(n, G_I(a))
для всех а из 38. Тогда Л о FM о ^(п, а) = FT (а) для всех а из 58 и всех п
из Z+. Следовательно, М есть универсальная (в смысле определения 3)
машина Тьюринга. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Машина Тьюринга, универсальная в смысле
определения 3, универсальна также и в смысле определения 1.

Доказательство. Пусть машина Тьюринга М универсальна
в смысле определения 3. Тогда в соответствии с замечанием 3 найдутся
такие рекурсивные функции А( •) и р( •, •), что для всех целых
неотрицательных п и всех а из 38 имеет место равенство \oFMop(n, a) = FT (a).

Пусть машина Тьюринга Т^ универсальна в смысле определения 1.
Тогда, в частности, А о FM о р^, a) = FT (a), и согласно определению 1
существуют такие рекурсивные функции А( •) и р( •, •), что для всех п и х
выполнено равенство A oFT op(n, х) = ф(п1 х), где ф( •, •) есть некоторая
универсальная частично рекурсивная функция для класса всех одноместных
частично рекурсивных функций. Из двух последних равенств следует, что
AoAoFy^op^riQ, p(n, x)) = AoFr op(n, х) = ф(п} х).

Пусть А,(а) = А о А(а) и р,(п, х) = р(щ, р(п, х)). Тогда имеем
Ajoi^op^n, x) = ^(n, х), что и требовалось доказать.

Определение 4 (А. И. Мальцев [1]). Машина Тьюринга Т
называется универсальной, если Def(Fr) есть m-универсальное множество.

Замечание 4. Принадлежащее А. И. Мальцеву определение
универсальной машины Тьюринга в действительности шире, чем приведенные
выше два определения, так как возможна ситуация, когда машина Т
имеет m-универсальное множество Def(Fr), а результатом ее работы является
конечное множество значений (в частности, множество значений может
состоять из одного элемента). Определение А. И. Мальцева для строгой
универсальной машины Тьюринга эквивалентно приведенному выше
определению 3.
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§ 4. Ограничения, накладываемые на машины Тьюринга,
и универсальность

В этом параграфе изучается возможность существования
универсальных машин Тьюринга в зависимости от ограничений, накладываемых на их
операционные возможности и на мощности алфавита символов и алфавита
состояний. Полученные автором результаты дают в некотором смысле
окончательную картину в этом круге вопросов.

Рассмотрим подклассы машин Тьюринга из иерархии &&М, введенной
в § 1. Программы машин из различных классов могут быть нескольких
типов. В табл. 2 для каждого из 9 классов иерархии 93М указаны возможные
типы команд. (В этой таблице, как и в § 2, д. — начальное состояние МТ,
ау — исходный символ, а, — новый символ, 6 — перемещение головки, qk —
новое состояние.)

Утверждение 1. Для каждой машины А из класса ТМ с п
состояниями и т символами можно построить моделирующую машину В
из класса AM, имеющую п состояний и не более m(n+l) символов.

Доказательство. Пусть дм ..., qn— состояния машины А,
а а,,..., ат — элементы ее алфавита символов. Построим машину В с
теми же состояниями, а в качестве ее алфавита символов возьмем множество
{ап ..., ат, ап,..., а,т, а^,..., а^, ..., ап1,..., апт}.

Составим программу для машины В. Если программа машины А
содержит команду (qiy ая at,6,qk)> где i Ф fc, введем в программу машины В
три команды: (gt-, oy, aijy N), (q^ aip qk) и (qk, а^р ап 6); если же i = k —
всего одну команду: (q{1 а^ап 6).

Опишем кодирующую и декодирующую функции, с помощью которых
машина В моделирует машину А.

Каждой конфигурации aq-a-13 машины А соответствует та же
конфигурация aq^fi машины В. Каждой конфигурации aq^j/З машины В (где а
и /3 — слова в алфавите символов машины А) соответствует та же
конфигурация aq^j/З машины А.

Теперь нетрудно убедиться, что машина В моделирует машину А.
Пусть, например, aq^a^ —► ota,qkat(iy где г ф к. Тогда согласно
построению машины В имеем одауа,/3 —^^{а^}аг/3-^aqkai^jat(3-^aaiqkat(3.

Следствие 1. В классе AM существует универсальная машина
с двумя состояниями.

Доказательство. Это следует из утверждения 1 и существования
УМТ с 2 состояниями [47].

Таблица 2
Форматы команд машин Тьюринга из различных классов

Класс
МТ

ТМ

FM

SM

Возможные
форматы команд

(Ча^г^ЛЯк)

(Чг>ара1уЯк)

{чо^Лчк) \

(qitajtalt6)

Класс
МТ

DM

РМ

1 AM

Возможные
форматы команд

(Яг>а,,6>Чк) \

fai, «у» «!.**)

(Яц*з*Як)

Класс
МТ

вм

см

1 им

Возможные
форматы команд

(ЯцйрйцЯк)

(Чц*1*ЬЯк)

(4i>*jtqk)
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Утверждение 2. Для каждой машины А из класса ТМ с п
состояниями и т символами можно построить моделирующую машину В
из класса СМ, имеющую т символов и не более n(m+l) состояний.

Доказательство. Пусть g,,...,gn—состояния машины А,
а ар ..., ат — элементы ее алфавита символов. Построим машину В с
теми же символами, а в качестве ее алфавита состояний возьмем множество
{«.,...,9.. ftp • • •» ftm> #21» • • •> #2m> • • •> ft»l> • • •> QnmJ

Составим программу для машины В. Если программа машины А
содержит команду (д0 ая а,, $ д4), где i / f, введем в программу машины В
три команды: (д., оу, ЛГ, ди), (дцЯ ау, а,) и (д. я а,, <$, д4); если же У = Z —
всего одну команду (д., ау, S,qk).

Опишем кодирующую и декодирующую функции, с помощью которых
машина В моделирует машину А. Каждой конфигурации otq^fi машины А
соответствует та же конфигурация ад,а;/3 машины В (и обратно).

Нетрудно убедиться, что машина В моделирует машину А. Пусть,
например, шьс^-а,/? —* aa,gfca,/3. Тогда согласно построению машины В имеем
ag,.ayat/? -> ag^a^a,/? -> ag^a,/? Д- aatqkat(3.

Следствие 2. 5 классе СМ существует универсальная машина
с двумя символами.

Доказательство. Это следует из утверждения 2 и существования
УМТ с 2 состояниями [47].

Перейдем теперь к исследованию класса UM.
Утверждение 3. Для каждой машины А из класса ТМ с п со

стояниями и т символами можно построить моделирующую машину В
из класса UM, имеющуюЪ состояния и не более4m(n+l) символов.

Доказательство. Пусть g,,..., qn — состояния машины А,
а о,,..., ат — элементы ее алфавита символов. Состояния машины В
обозначим д, qR и gL, а ее символы — а^,, \^а и aj<r> где w = 1,..., п + 1,
г = 1,..., п, У = 1,...,гаистЕ {Л, L}.

Программа машины В строится следующим образом. Каждой
команде (д0 ая aM ЛГ, gfc) машины А в программе машины J5 соответствуют две
команды (д, аи„ а^,) для a = R и a = L. Команде (g0 ау, а,, 5, д4), где
5 е{Д, L}, также соответствует пара команд (д, а^,, Ьп_4 + |дЛ) для <г = R
и (7 = L. Остальная часть программы машины В зависит только от п и т:

(ft ьи*» $«>> г = 1,..., n; (gtf, a^,, an+ 1 ^);
(ftan + i,jitf>a,;*); (^»an+lfj.^,g);
(ft aAtf, 5); (gtf, butf, а^6), г = 1,..., n;
(ft>au*><S)> г = 1,..., n; {QbihiS^s), г = 1,...,п;

(всюду также подразумевается, что j = 1,..., m и <5 e {Д, L }).
Опишем кодирующую и декодирующую функции, с помощью которых

машина В моделирует машину А.
Каждой конфигурации ag,.a-/? машины А соответствует конфигурация

a'qa^ia/3' машины В, где слова а' и /3' получаются из а и /3
соответственно заменой символов аг на агД (или на arL, что безразлично), а <т
есть Л (или L, что также несущественно). Обратно, каждой конфигурации
aqa^ia/3 машины В, где а, /? G {аг7, г = 1,..., га, 76 {Д, L}}*,
соответствует конфигурация a'g,^/?' машины А, где слова а' и /3' получаются из a
и /3 соответственно заменой символов аг7 на ar.

Поясним идею построения машины В. Всякий раз, когда эта машина
находится в конфигурации aga^,/?, где а и /3—слова в алфавите {ar7,
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г = 1,..., га, j е {Л, L}}, это означает, что моделируемая машина А
находится в конфигурации a'gtay/3', где слова а' и /3' получаются из а и /3
соответственно заменой символов ат,7 на а,

ЯЬп-к+1ЛЯа^-гР

^«п-Л + ЦЯ*^'

an-k + ltltR4RbltttL0'f

ап-* + 1ДЯ01а1,«,^'

fc6» Jb+2,/,fl°l,l,L /?'

4Rbn-k+2>l,Ra\>ttLP

0Яап-*+2ДЯа1,«,/^

an-k+2JtR4Lb2tttbl3'

<lLan,URak,t>LP'

4Lan+\tl,Rak,ttLf
9ап+1ЛЯаМ;^'
4at,R%t,bPt
%R<lak,t,LP'

Рис. 4

Информацию о переходе моделируемой
машины А в новое состояние gfc, записи нового символа а,
и сдвиге головки машины Л в направлении 6
моделирующая машина В кодирует записью в
рассматриваемую ячейку символа Ьп_к+1Л6. Затем она переходит
в состояние q6l заменяет символ Ьп_*+,Л6 на ап_к+] t s
и сдвигает головку в направлении 6. Далее
происходит «процесс перекачки информации». Всякий раз,
когда машина В находится в состоянии qa и
рассматриваемым символом является а^*, она заменяет его
на Ь..А, ..*, переходит в состояние qff1 затем заменя• + 1.Л*»

ет ^»+1,л* на ai+i,A* и совеРшает сдвиг а. «Перекачка
информации» закончится, когда В окажется в
состоянии qs и текущим символом будет а^16; рано или
поздно это случится, поскольку первый индекс растет.

В этот момент в ячейке, соседней (в
направлении 6) с текущей, будет находится нужный
символ aMg. Теперь машина В заменяет символ али
на au, переходит в состояние g и перемещает
головку к ячейке, содержащей символ ak t 6.

Поясним сказанное примером. Пусть agtayat/3 -»
^aatqkat(3. Тогда oc,qai^aatl/3,Aa,alRqakitL/3,1 где
a, 7 € {Д, L} и слова а и (3 получаются из а' и /3'
соответственно заменой символов ar7 на ат (на рис. 4

работа машины В показана такт за тактом).
Утверждение 4. Для каждой машины А из класса ТМ с п

состояниями и т символами можно построить моделирующую машину В
из класса UMy имеющую га-И символов и не более 7п(га+1) состояний.

Доказательство. Пусть д,,..., дп — состояния машины А,
а а,,..., ат — элементы ее алфавита символов. Пусть машина В имеет
все эти же символы и дополнительный символ Ь, а также все указанные
состояния и новые состояния д"у, где г = 1,..., n, j = l,..., m, ti = l,..., 7.

Зададим программу машины J5. Каждой команде (gt, ay, a,, ЛГ, gfc)
машины А соответствует в машине В группа из 5 команд: (д0 ая д^), (д^у, ая Ь),
(^,Л д*,)> (^2я^а/) и (??яа1>9*)- Команде вида (д., ay, а,, <5, gfc), где
5 G {Д, L }, соответствуют три группы команд машины В:

(*•)

(?,.«>. 9о>;
{^яоу,ь);
<4яМу>;
<<&,ь- *>••

(й)
(9ц2яо(,9.->>;

<g3y, Oi.a/-i>;
(9ц?яО|-1,^>);

<?ty> Ъ, а,);
(4tpah6Y<
<9*у.в|-|.в'>>;
(9*у> a,_„a,);
<?*у. a„ ft);

(гп)
<9*у> Ог, 9*у),

<9*у> «г, «5),

<9*у. Ь, «/):

(947yiOii*>;
(«4У1 «,i «*)•

г = 1,.
г=1,.

г=1,.

., т,

., т,

., т,

r#J;
r^i;

гф1

(В записи команд группы (и) полагаем а0 = ат.)
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Опишем кодирующую и декодирующую функции, с помощью которых
машина В моделирует машину А. Каждой конфигурации ад.ау/3 машины А
соответствует та же конфигурация ода,./? машины В. Каждой
конфигурации otq^fi машины В, где а и /3 —слова в алфавите символов машины А,
соответствует та же конфигурация aq^j/З машины А.

Поясним идею, лежащую в основе построения машины В.
В случае моделирования сдвига головки (6 е {Д, L}) машине В

придется в конце концов покинуть ячейку с новым символом at и сдвинуть
головку (не меняя — в силу операционных возможностей машины В —
своего состояния), а потому мы должны быть уверены в том, что машина В
не встретит в той ячейке, куда сдвигается головка, такой же символ at.
(Если это случится, машина В проскочит нужную ячейку и про- Q
должит движение в направлении <5.) Поэтому машина В про- аЪ**а1"
веряет содержимое ячейки, куда потом предстоит сдвинуться a4yajaiP
головке. Если в этой ячейке находится символ at (см. группу a4ybaiP
команд (и)), машина В заменит его на at_{ (напомним, что aqi,ibai0
а^с^). Затем машина В возвратит головку к первоначаль- ab4LjaiP
но рассмотренной ячейке, запишет там символ at и сдвинется «&&у«|£
к ячейке с символом а,_,. Здесь машина В восстановит перво- «^уо,_|/?
начальный символ at. После этого машина В готова выполнить ад? ба,_,/?следующий шаг своей работы. aqijba^rf

Если в ячейке, куда надо сдвинуть головку машины В, на- а^^а,,,/?
ходится символ аг, г ф1у то (см. группу команд (г'й)) машина В aatqf at_xp
возвращается к ранее рассмотренной ячейке и записывает туда аа^'.а^р
символ а,. В ячейке, к которой должна быть перемещена голов- аа £\а p
ка, находится символ ar, отличный от а,, а потому машина В aa^arf
просто сдвигает туда головку и после этого готова выполнить ри 5
следующий шаг своей работы.

Поясним сказанное примером. Пусть aqiajalf3 —♦ aalqkal(3. Тогда
ag.aya,/3 A aalqkal(3. За работой машины В можно проследить на рис. 5
(применяются команды из групп (г) и (И)).

Теорема 2. В классе UM существуют как универсальные
машины с 3 состояниями, так и универсальные машины с 3 символами.

Доказательство этой теоремы следует из утверждений 3 и 4.
Соответствующие результаты для классов AM, BMt CM и FM

следуют из указанных и отражены на рис. 1.

§ 5. Общие принципы построения
универсальных машин Тьюринга, моделирующих таг-системы

В § 6 мы построим универсальные машины Тьюринга, которые
моделируют таг-системы. Пусть га — натуральное число, А — алфавит
{а,,..., ап, ап + 1}. Преобразование слов в этом алфавите т-таг-системой
можно описать следующим образом: первые га букв слова удаляются, а к
результату справа приписывается слово, зависящее от первой (самой левой)
из удаленных букв. Этот процесс повторяется вновь и вновь, а
заканчивается в двух случаях: если очередной результат будет короче т букв или если
первой его буквой окажется an + 1. Дадим формальное определение.

Определение 5. Таг-система есть тройка Т = (га, A, P),
где га — натуральное число, А — конечный алфавит, А = {а,,..., ап + 1},
Р — отображение, ставящее в соответствие буквам из множества
{аи ..., ап} слова в алфавите А, а букве ап +, — особое значение STOP.
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Таг-система Т = (т,А,Р) называется т-таг-системой. Слова а-,
г = 1,..., п, где а{ = Р(а{), называются продукциями таг-системы Т.
Буква ап + 1 называется остановочным символом. Продукции часто
записываются следующим образом:

Г а{^ап гб{1,..., п};\ an + 1-STOP. W
Вычисление таг-системы Т, Т = (т, А,Р), над словом /3 в

алфавите А есть конечная или бесконечная последовательность /30, /?,,... слов
в этом же алфавите, в которой /% = /3 и /30 -> /3, -> /32 -»..., т. е. каждое
следующее слово (3k + l образуется из (Зк удалением первых т букв и
присоединением справа к результату слова а{ — в том случае, если слово /Зк
начинается с буквы а{, 1 ^ i ^ п. Если слово /Зк имеет длину менее га
или начинается с буквы ап+1, вычисление прекращается (останавливается).
В этом случае говорят, что вычисление конечно и состоит из к шагов.

Транзитивное замыкание отношения —♦ будем обозначать =$►.
Пример. Пусть 2-таг-система Тх задана продукциями а, —♦ а^а^,

a*L —> а{ и аз —* STOP. Для начального слова /3 = а2а1а{ вычисление этой
таг-системы есть a2al a, —* а, а, —*• a*iax a3 —♦ 03а,.

М. Минский доказал существование универсальных 2-таг-систем [33].
Поэтому мы будем, учитывая это доказательство, использовать только
2-таг-системы со следующими двумя дополнительными свойствами:

1) остановка таг-системы происходит только из-за слов, начинающихся
с остановочного символа an + 1;

2) продукции aiy г 6 {1,..., п}, не пусты.
Универсальная машина Тьюринга U моделирует таг-системы*)

следующим образом. Пусть Т — некоторая таг-система с алфавитом Ау
А = {а,,..., ап + 1}, и продукциями а{ -» а{. С каждой буквой а{ мы
связываем натуральное число N{ и коды А{ и А{ (возможно равенство А{ = А{),
имеющие вид А{ = uNi = ии .. .и и А{ = uNi, где и и и — слова в алфавите
символов машины СЛ, *,

Коды А{ (или А{) на ленте машины U разделяются метками (метка
также есть слово в алфавите символов машины U Тьюринга). Мы для
сокращения записи обычно будем опускать метки, явно выделяя их только
при особой необходимости или чтобы избежать разночтений.

Продукция а{ —♦ а{ таг-системы Т, где а{ = aiXai2... aim , тп{ —длина
слова ait г = 1,..., п, кодируется словом Р{ вида**) Р{ = А{т Aim_x.. .Ai2Au.

Перерабатываемое таг-системой Т начальное слово /3, /3 = ara8at.. .аю,
кодируется словом 5, где S = ArAsAt.. .Aw (или S = ArAsAt.. .Aw).

Начальная лента УМТ имеет вид QL Рп ,Р ... P{P0ArA8At. ..AWQR,N s, 'N v 'P S
где QL и QR — бесконечные (соответственно влево и вправо) части
ленты, содержащие только пустые символы, Рп + 1 —код остановочного
символа an+1, P0 — добавочный код, содержащий несколько меток, в
начале работы машина находится в состоянии qv причем головка помещена
на самую левую букву части S (в случае универсальной машины из***)
а1С?1Ж{2, 18) — на самую правую букву кода Р0).

*) Здесь и в дальнейшем под таг-системами будем понимать 2-таг-системы.
**) В этой записи опущены метки, как было оговорено чуть выше. — Ред.

***) Напомним, что ШЗЖ(т,п) означает класс универсальных машин Тьюринга с m
состояниями и п символами.
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Пусть Т — произвольная таг-система, 5, и S2 — коды слов /?, и /32
соответственно. Пусть Д —♦ /2j. Тогда УМТ U должна выполнять
преобразование

QLPn + lPn...PlP0SiQR^QLPn + lPn...PlP0RS2QR
(отрезок R соответствует ячейкам, содержащим коды удаленных первых
двух символов).

Работу УМТ можно разделить на три этапа:
1) УМТ ищет код Рг, соответствующий коду Аг, и затем удаляет

коды Ат и А8 (т. е. удаляет метку между ними);
2) УМТ пишет код Рт (в обратном порядке) на участок QR ленты;
3) затем УМТ восстанавливает свою ленту для нового цикла

моделирования.

Число Niy соответствующее символу а{ таг-системы, 1 ^ г ^ п + 1,
обладает тем свойством, что на каждом цикле моделирования имеется в
точности Nr меток между кодами Рг и Ат (в случае машины из ЧС$М{2, 18)
имеется NT + 1 меток, но дополнительная метка в Р0 удаляется немедленно
в начале первого этапа).

На первом этапе моделирования головка УМТ проходит в части Р
столько меток, сколько символов и содержит код Ат. После этого этапа
лента выглядит следующим образом:

ЧьРп + \Рп • • • *т + \*т*т-\ * * * P\PqR ArAaAt ... AWQR;

головка находится на метке между А'т и А8. Здесь Рк, A'rJ R' и ниже РД R"
обозначают соответственно варианты кодов Рк1Аг и измененное
содержимое отрезка R. Затем УМТ удаляет эту метку (стирает коды первых двух
символов перерабатываемого слова) и переходит ко второму этапу
моделирования. После него лента выглядит так:

QbPn+\Pn • • • "г + иг *Y-i " * Р\ Ро R At ... AwArXAr2... ArmQR;

головка находится на левом конце Рг", и машина переходит к третьему этапу
моделирования. После него лента имеет вид

Ql^u+ \Рп • • • *\PoRAt • • • АпАтХАт2... ArmQR^

головка находится на правом конце участка R и начинается новый цикл
моделирования.

В § 6 строится серия из 7 универсальных машин Тьюринга и тем самым
доказывается

Теорема 3. Классы <К#ЛК(22,2), °112ГМ{10,3), <№М(7,4),
^3^(5,5), %2Г^(4,6), ЧдМ{Ъ% 10) и °U?fM{2,18) универсальных
машин Тьюринга не пусты.

Как было отмечено выше, из этой теоремы и результатов Л. М. Пав
лоцкой [3, 4] следует, что пока не исследованными (пусты они или нет)
остаются 49 классов 0ll3'M(m1 n), см. рис. 3.

§ 6. Универсальные машины Тьюринга

Пусть a,, Og,..., afc, Ьи Ь2,..., Ьк — символы машины Тьюринга. Пусть
запись а,02.. .akRbxb2.. .bk (соответственно, аха2.. .акЬЪхЪ2.. ,Ьк) означает,
что при движении головки УМТ вправо (влево) группа символов а,^... ак
заменяется на Ьх Ь2... Ък.

Запись Да,02 ... ak(b{b2... bk)L (соответственно, Laxa2... ak(bxb2...
...bk)R) означает, что головка УМТ проходит группу символов о,^...
... ак слева направо (справа налево), заменяя их на ЬХЬ2... Ьк, после чего
начинается движение влево (вправо).
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Ниже такие записи мы будем обычно использовать как числитель
условной «дроби», указывая в знаменателе последовательность
выполняемых при этом команд машины Тьюринга.

6Л» УМТ с 22 состояниями и 2 символами (см. [46]). Предъявим
машину из aU&Ji{22, 2), имеющую состояния д,,..., q22 и символы 0
(пустой символ) и 1; ее программа показана в табл. 3.

Пусть ЛГ, = 1, Nk+l = Nk + тк + 1, fc = 1,..., п. Пусть продукция
а. = aiXai2 ... aim таг-системы, г = 1,..., п, кодируется словом Р1% где
Р, =01 lWl(Ol)^'101001(01)^'... 101001(01)^'101001, т. е. ^=(01)"',
j = 1,..., п + 1, а ОНО и 011010 — метки. Пусть, кроме того, Р0 = 0110
и Рп+1=0001. Пусть начальное слово /3 = ara8at ... aw, преобразуемое
таг-системой, имеет код 5, где S = (01)М1(01)М 1(01)"<... 11(01)"-, т. е.
А . = (01)"', j = 1,..., п + 1, и пара 11 —также метка.

Таг-система моделируется следующим образом. На первом этапе
имеем 01L00 00L00 L0110(0010)H 0010L0010

qx\0Lq2 q2QQLqx* q{00Lq2 q20OLqlt q{00Lq2 q2\\Lq$ q^\0Rq4 * q{00Lq2 q2\\Lq3*
qAWRqb q500Rq4 q30OLq2 q200Lqi

L011010(001010)fl 00Д00 10Д10 R0\(0O)L
q{00Lq2 q2\\Lq3 g300Lg2 ?2^^% Q3IQRQ4 ' q4O0Rq7 * q4\\Rq5 qA0ORq7 q7\0Lq2 '
q3\0RqA q4URq5 q50ORq4 q4URq5 q5OORq4 q700Rq4 q5O0Rq4 q200Lq{

Когда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку 11, первый этап

моделирования заканчивается: пд ^^ 1QL , и начинается второй.ц 00L01 10L10 1IX, 11
На втором этапе имеем -шг_-д^—, _г__пг_ и %UL% %nL%.

qls0\Lq22 q2200Lqs
Если УМТ находится в состоянии qs и слева от текущей позиции

находится 0101, происходят шаги ^hl» ^°С£"Д^ и УМТ пишет пару 01
ql700Rqlb qls\0Rql7^ о 01Я00 11Я11 \0R\0 R00(01)Lв Qo. В этом случае имеем гЛв » iip , „» , — ^Л"А/ —#^Д J 9!7°°Я9!8 ?!711Я9!9 9i711A9l9 «|7°°Л«18 9l801L?22

qlB\0Rql7 ql9\\Rql7 ql90ORql7 q22^Lqz
Если слева от текущей позиции находится 101001, УМТ выполняет ша

ги »ш» ^обь^'ДТ.п^,, ?,2ооД„4 и пишет меткУ 11 в <?«•вэтом
«1411Л016 ^6°°R9i4 9l4°°^15 9!510Л91401Д00 ИДИ 10Д10 Д00(11)Ь

случае ^qor^ ql5\0R4l4> ql4\\Rqlb qlbURql4> д|4ПЯд|б И <7,4ООЯ<715 gl501L% •
ql600Rql4 ЯъЫЬЯв

Когда головка, двигаясь влево, встречает группу 0001 = Pn+v УМТ
останавливается, выполняя команды g8l lLg9, g900Lg10, g1000Lg,, и g,,0 —.А
если головка, двигаясь влево, встречает группу 011001, второй этап моделиро

L011001(01100ПЯвания заканчивается: —пт тет ллг Чтт ттъ—. и начина
qs\\Lq9 q90OLql0 ql00OLqu qu\\Lql2 ql2URq^*

Я20ПЕЯ21 ?21°°Л?20 Я20°°ЯЯ12 ?!211Я?20

ется третий. На третьем этапе имеем —п-в tuts— и —jvTd ттъ—.К К ?2011Л921 92!°°Л920 920°°Л?12 q^WRq^
Таблица 3

ql0OLq2
qx\0Lq2
q200L qx
q2MLq3
q30OLq2
q3\0Rq4

Программа УМТ с 22 состояниями

q4OORq7
<?4n^5
qs00Rq4
ЯьПЬЯ&
q60\Lqs
qb\0Lqs

q7O0Rq4
q7\0Lq2
qs00Lql3
qsMLq9
q900Lql0
q$\\Lqb

ql000Lqu
ql0\\Rql7
яиО
qn\\Lqx2
ql200Rq{4
Я\2ПЯЯ20

q[300Rqls
^!311L98
ql40ORq[S
ЯцИЩь
Я^МЬЯб
qls\0Rql4

и 2 символами

ql600Rql4
^!611Л^!4
ql7O0Rq[s
ql7\\Rql9
qls0\Lq22
qlb\0Rql7

ql9Q0Rql7
д19ПЛд17
q20OORql2
q20\\Rq2l
q^OORq^
q2l\0Lq22

q22OOLqb
q22\0Rq7
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Когда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку 11 (перед
кодом At), третий этап (и вместе с ним — весь цикл моделирования)
заканчивается. УМТ удаляет метку 11, и начинается новый цикл моделирования:ПДОО
q^\\Rq2\ q2l\0Lq22 q22\0Rq7 q7OORq4'

6.2. УМТ с 10 состояниями и 3 символами (см. [7, 45]).
Предъявим машину из °U3M(\0, 3), имеющую состояния q{1..., ql0 и символы О
(пустой символ), 1 и Ь. Ее программа показана в табл. 4. Пустьит л at at , Г 2, т. четно, . ,

1 k + l к к к к { 1, тк нечетно, п.

(Очевидно, что все числа JVj,..., J\Tn + 1 четны.) Пусть продукция а< =
= a.jai2.. .aim таг-системы, i = 1,..., п, кодируется словом fj, где

р = Г ЬОЬОО^ООЬОО^'ООЬ ... 00600"''0, т. нечетно,
• I Ь0Ь0Ь0О^0ОЬ0О^-'0ОЬ...0ОЬ0О^0, т. четно;

т. е. А}. = 0Nj:, У = 1,..., п +1, а слово 60 есть метка. Пусть, кроме того, Р0 =
= ЬОЬОЬ и Рп+1 = 10. Пусть начальное слово f3 = ara8at.. .aw1 преобразуемое
таг-системой, имеет код 5, где S = lN'bblN'bblNt ... bblN*t т. е. Aj = l\
j = 1,..., n +1, и пара символов ЬЬ — также метка.

Моделирование таг-системы протекает следующим образом. На пер„™ ~ro™ „w^w 61L60 1L0 00L00 1,60(61)Двом этапе имеем —пг? ггт—» —глг—» —ллт лл?—» —ллг —^гб—>
q2\0Lq2 q2bbLq2> q2\0Lq2> q20OLq3 q30OLq21 q20OLq3 q3bbRqx '60Д61 0Д1 Д1(0)Ь tyOlA?,

^66Лд4 ^OlA?,' tyOlA?,' gilOL^*
Первый этап моделирования завершен, когда головка УМТ, двигаясь

вправо, встречает метку ЪЬ. Она заменяется на 11: bbR '—^ > за"
тем УМТ пишет метку ЬЬ в QR и начинается второй этап моделирова„ 66L66 61L61 1L1
ния. На этом этапе происходит следующее: —ггт—, —ггт ггт—, "ттт—.F м AJ qbbbL4&i %^Lqe qbbbLqef qe\\Lqe

Если УМТ находится в состоянии д6 и слева от
текущей ПОЗИЦИИ находится СЛОВО 00, ПРОИСХОДЯТ шаги Таблица 4

^Жъиъ,»умт "»шет «"^ • • ««• лккй?»".
В „ом случае ^.^„^Щ.

Если же слева от текущей позиции находится ООЬО,

происходят шаги %0lLq? д^ф110 g|006^5 и УМТ

пишет метку ЪЪ в Q.. В этом случае ^-, ^

и 3 символами

tlO(66)L
" qbWRqb q50bLq3 q3\bLq6'

Когда головка, двигаясь влево, встречает пару
Ю = Рп+1, УМТ останавливается (qs0lLq7t q7l —).
А если головка, двигаясь влево, встречает
группу ЬОЬО, второй этап моделирования
заканчивается- Lb0b0(b0b0)R начинает

qb0\Lq7 q7bbLq9 q90\Lql0 q^bbRqQ q9\0Rql0'
ся третий. На третьем этапе происходят следующие
действия- __*L™L_ 1Д0

• 9ю^^9 ftlOH^o1 qx0l0Rql0
Когда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку ЬЬ, третий этап

(и вместе с ним — весь цикл моделирования) заканчивается. УМТ удаляет

метку ЬЬ, и начинается новый цикл моделирования: —^ гат^ ГГТ—•
Через несколько шагов головка окажется на левом конце участка S.

ql0\Rql q60\Lq7
ql\0Lq2 qbWLqb
qxbbRq4 qebbLq6
q20OLq3 q700Rqs
q2\0Lq2 q7\ —
q2 bbL q2 q7 bbL q§
q300Lq2 qsO\Lqe
q3\bLqs qs\\Rqs
q3bbRq{ qbbbRqs
fyOlAf, q90\Lql0
44nR4s 4*lORq\o
q4b\LqA q9bOLq4
q50bLq3 qlQ0ObRq5
45^Rq5 qio^Rql0
q5bbRq5 ql0bbRq9
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6.3. УМТ с 7 состояниями и 4 символами (см. [6, 45]). Предъявим
машину из °11&М(7, 4), имеющую состояния д,,..., q7 и символы 0 (пустой
символ), 1, Ь и с. Ее программа приведена в табл. 5. Таблица 5

Программа УМТ с 7 состояниями и 4 символами

Я1О0ЬЯ{
c7ilOLc7i
qfj bcRq2
qxcbLqx

q20\Rq2
q2\0Lql
q2bcRq2
q2c\Rq5

q30\Lq4
q3\\Rq3
qzbcRqz
q3cbRq3

q40\Lq7
q4^Lq4
q4bcLq4
q4cbLq4

q50cLq4
Яьи11Яь
q5bcRq5
qbcbRqb

q60ORq5
qe\0Rqe
q6bbRq&
q6cORqx

q70ORq3
Я71 
q7bbLq6
q7c 

Пусть N{ = 1 и Nk +, = Nk 4- mk + 1, fc = 1,..., п. Пусть продукция а{ =
= anai2 • • • aim. таг-системы, i = 1,..., n, кодируется словом Р{, где Р{ =

= ЬЬОО^ ЬОО^-'... 600*4004 т. е. Aj = (У\ j = 1,..., n +1, символ b —
метка. Пусть также Р0 = 60, Рп +, = 10. Пусть начальное слово (3 = агаяа,...
.. .а^, преобразуемое таг-системой, имеет код 5, где 5 = l^cl^cl^.. ,clN-,
т. е. Ау = 1^, j = 1,..., п + 1, символ с —также метка.

На первом этапе моделирования таг-системы имеем —пп^ c6L ,1L0 0L0 М)Дс1 LbO(c\)R 0Д1 R\(0)L
<7i lOZ/qr, ' ql00Lql * q2bcRq2 ^OlA^' ^i 00^01 Я\^с^Я2 фМДф' ф^Лф Я2^^Я\'

Первый этап моделирования завершен, когда головка УМТ, двигаясь

вправо, встречает метку с. Она заменяется на символ 1: °cXR , затем УМТ
пишет метку с в QR и начинается второй этап моделирования. На втором

этапе происходит следующее: ^^, ^^, ^JfjU.
Если УМТ находится в состоянии q4 и слева от текущей позиции

находится слово 00, выполняются шаги —щ^ дол ГГя~~ и ^МТ пишет1 ^ о сЯ6 6Rc 1Я1 R0(\)L
символ 1 в дя. В этом случае ^щ, ^^, ^- и ^_

Если же слева от текущей позиции находится 0Ь0, происходят шаги

^01Ь^ ^ft^^^g^^teR^ ^11Д^ И УМТ ™ШеТ МеТКУ С В «я- В 9Т0М
случае _£** «Е 1*L_ и д0(с)ь

J Я5сЬЯЯь' ЯьЪсЯЯь* ЯъПКЯъ ?50cL?4*
Когда головка, двигаясь влево, встречает пару 10 = Рп + 1, УМТ

останавливается (q40lLq7, q7\ —).
Если же головка, двигаясь влево, встречает группу ЬЬО, второй этап

моделирования заканчивается: —ттгт птг—итв 1ЛР > и начинаетсяF g401Lg7 q7bbLqe qebbRqe qe\0Rq6>« и 61Я60 1R0
третий. На третьем этапе имеем ,.p 1ЛР и 1ЛР .r r qebbRq6 q6WRq6 g6WKg6

Когда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку с, третий этап
(и вместе с ним — весь цикл моделирования) заканчивается. УМТ удаляет

метку с, и начинается новый цикл моделирования: cc0R .
6.4. УМТ с 5 состояниями и 5 символами (см. [6, 45]).

Предъявим машину из класса °113М(Ь, 5), которая моделирует следующий класстаг-систем: , , . ^ м ^
а{->Ъсх{а, г б{1,..., п};

a„,-STOP
(здесь a^ = a^a^... aim есть непустое конечное слово в алфавите {ар ...
• • •» an+i}» e — пустое слово).
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Замечание 5. Процесс преобразования слова (За таг-системой Т'
типа (5) описывается последовательностью (За^ (Зха ^ ... -^ /Зуа -^ ...,
причем слова (3jy которые не начинаются с символов а и Ь, имеют вид
0j\a>bfij2ab ... (3jk _xab(3jk, где подслова (3jr при г = 1,..., fcy не содержат
символов а и Ь, /?я /ей /ЗуА. / е.

Универсальность таг-систем типа (5) доказывает следующая
Лемма 4. Для каждой таг-системы Т типа (4) существует

моделирующая ее таг-система Т" типа (5).
Доказательство. Формально преобразуем данную таг-систему Т

к типу (5), добавляя новые буквы а и Ь к правой части каждого правила
вывода а{ —> а{, а также вводя два новых правила: а-^еиЬ-^е.

Покажем, что если (3=>jt то (3a=>j'at где первая буква в слове У
отлична от а и Ь, а слово 7 получается из 7' удалением всех вхождений
символов а и Ь. Применим индукцию по числу шагов преобразования (3 =>j.

База индукции. Пусть а- а,/3 -»/За<. Тогда а{ а^а -> /?аЬа< а.
Если (3 = е, то а{а-а—>aba{a—>а{а. Но а^ /е, а потому все доказано.

Индуктивное предположение. Пусть/3=>7< -^7 и /fo=^7«'a»
где первая буква слова 7/ отлична от о и Ь, а слово 7* получается из 7/
удалением всех вхождений букв а и Ь.

Шаг индукции. Рассмотрим два случая.
1. Пусть 4't=aiaj6'v где г = 1, 2,..., n, j = 1, 2,..., п + 1. Тогда

7f = aiaj6t> где слово <$, получается из <5f' удалением всех вхождений
символов а и Ь, и a{a-8t —>6ta{ (7 = <$*<*.), но а{а^8'га-> 8[аЬа{а.

Если <5е = £, то с учетом замечания 5 и 8[ = е. Тогда 8[аЬа{а = аЬа{а->
—> a{a, и требуемое 7' — это а^.

Если 5, ф е, то с учетом замечания 5 либо первая буква слова 8[ отлична
от а и Ь (тогда У = 8[аЬа{), либо 8[ = аЪ8", где первая буква слова 8"
отлична от а и Ь, и <5е получается из 8" удалением всех вхождений букв a
и Ь. В последнем случае аЬ6"аЬа{а-* 8"аЪа{а, и требуемое j' есть 6'г'аЬа{.

2. Пусть 7« = сцa<5/, где г = 1, 2,..., п. Тогда 8[ = 65/' и 7« = a, <5,, где 8t
получается из 6" удалением всех вхождений букв а и Ь.

Пусть <5( = ay<5tl, i=l,2,..., п + 1. Тогда a^ay<5n -^ <5na., ^ = 8txa{.
Учитывая замечание 5, имеем 8" = aj6,t]; слово <5М получается из 8[х удалением
всех вхождений букв а и Ъ. Значит, а{аЬа,8'1Ха^ Ьа^б^аЬ^а—* 8'хаЪа{а.

Если 8tx = £, то и 5(1 = £. Тогда ^^aba^a^ a{a и j' = a{. Если &n ^ е,
то либо первая буква слова 6{{ отлична от а и Ь (в этом случае 7' = ^/i^ba-),
либо <5/, = аЬ8"х% где первая буква слова 8"х отлична от а и Ь, а 5М
получается ИЗ 6"х удалением всех ВХОЖ- Таблица б
дений букв а и Ь. В последнем
случае аЬ6?хаЬа{а-> 8"хаЬа{а и
требуемое слово у есть 6"хаЬаг

Лемма 4 доказана.
Теперь перейдем собственно к

построению машины из ^3^(5, 5).
Она имеет состояния др...,<75 и
символы 0, 1, Ь (пустой символ), с
и d; программа приведена в табл. 6.

Пусть Nx = 3, Nk+X = Nk + mk + 4 при fc = 1,..., n, Na = Nn+X + 2
и Nb = 1. Пусть JV — произвольное число, большее iVa. Пусть
продукция а{ = aiXai2... aim таг-системы, г = 1,..., п, кодируется словом Р., где

Р< = ШМм"мМ1*-'-'Ь..ЛМ1М&ИлЧЬ, т. е. Ау = 1"', j = l,..., п + 1,
А = !*•, В = 1*», символ Ь — метка. Пусть также Р0 = ЬЬЬ, Рп+Х = 1Mb.

с 5

qx0\Rqx

Программа
состояниями и

q20ORq2 q30cLq4
qx\0Lqx q2\0Rq2 q^lORq^
qx bdRqx q2bOLqA q^bbRqb
qxcORq2 q2ccRq2 q^ccRq^
qx dbL qx

УМТ
5 символами

q40\Lq4
q4\0Rq2
q4bdLq3
q4ccLq4

q2ddRq2 q^ddRq^ q^ddLq^

<750 
95пя95
ЯъЬ —
q5c\Rqx
qsdbRq5
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Пусть начальное слово j3 = ara8at.. .aw, преобразуемое таг-системой, имеет
код 5, где5 = 1^с1^с1^...с1^сГ-,т.е. А,. = 1\ j = l,...,n+l, А = 1\
В = 1**, символ с —также метка.

На первом этапе моделирования таг-системы имеем —ttj—, —7777—,Lb(d)R 0Д1 bRd R\(0)L q^dhL^ *10L*
qxbdRq{> qx0\Rqx' qlbdRql И ql\0Lql'

Когда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку с, первый этап
моделирования заканчивается. УМТ заменяет метку с на символ 0:

qicORq2>
и начинается второй этап моделирования. На втором этапе происходит слеdLb cLc 0L1
Дующее: qAddLqA> q4ccLq4 И q40\Lq4

Если текущее состояние — д4, а текущий символ — 1, выполняется

^М| и УМТ пишет символ 0 в QR. В этом случае имеем ^g^-, ^g^,1R0 / 0Я0 VMT л\ Rb(0)L
-&0Щ (или да^' если Ранее УМТ написала символ 0], затем ^L.

После первого этапа моделирования код Р£, к = 0,..., г — 1, отличается
от Рк только тем, что метки Ь заменены на метки d, поэтому УМТ запишет
в QR столько же символов 0, сколько символов 1 было между кодами Рт
и 5. В результате получим новый код А символа а.

Если текущее состояние — д4 и влево от головки имеем сочетание 1Ь,

выполняется ^bdL^\^%ddR^ и УМТ пишет меткУ с в ®*' В этомdRb cRc 1Я0 „ R0(c\Lслучае имеем ^^, ^^, ^щ и ^^.
Если головка УМТ, двигаясь влево, встречает группу 1ЫЬ = Рп+1,

то машина попытается записать в QR две метки с подряд и в
результате остановится (q3bbRq5l q5b —).

Если же головка УМТ, двигаясь влево, встречает пару ЬЬ, второй этап

моделирования завершается: ^bdL^b^i ^^ът
Если к началу нового цикла моделирования имеем Ат = А, то на

первом этапе головка обязательно выйдет в зону QL и на втором этапе в QR
будет записано столько символов 0, сколько символов 1 содержалось в Р.
В результате получится новый код А символа а. Затем (на втором
этапе) УМТ встретит в QL пару bbt что и вызовет переход к третьему этапу
моделирования.

Если к началу нового цикла моделирования окажется Ат = В, то на
первом этапе в Р0 встретится пара bbt что немедленно вызовет переход к

третьему этапу. На третьем этапе моделирования имеем dbR и пд .
Когда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку с, третий этап

(и вместе с ним — весь цикл моделирования) заканчивается. Метка с
удаляется, и начинается новый цикл моделирования: ^ .

6.5. УМТ с 4 состояниями и 6 символами (см. [6, 45]).
Предъявим машину из класса ЧСЗМ(А, 6), которая моделирует следующий класс
таг-систем: , „ _ г'е{1,...,п},

(6)\ О, —► О, О, .
IC-TstfoP;

здесь а{ = апап& и Д. ф е.
Универсальность таг-систем типа (6) утверждает следующая
Лемма 5. Для каждой таг-системы Т типа (4) существует

моделирующая ее таг-система Т типа (6).
Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 4.
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Перейдем к описанию машины из класса ЧСЗМ^, 6). Она имеет
состояния д,,..., qA и символы 0 (пустой символ), 1, Ь,Ъ,Ъ и с. Ее программаприведена В табл. 7. Таблица 7

Пусть Nx = 1, Nk+l = Nk + 2тк Программа УМТ
при к = 1,..., п, Заметим, что тп = 2. с 4 состояниями и 6 символами
Пусть продукция а{ = ananai3 ... aim
таг-системы, г = 1,..., п, кодируется
словом Р., где i? = MM"'m<bbl"'m<'...
...Ш^Ш^-Ш"-""', т. е. ^ = l\
j = 1,..., п + 1, а символ Ь — метка.
В частности, Pn = blblN»bb. Пусть так

qx0bLqx q20\Lq2 q30cRqx qA0cLq2
qx\%Lqx q2\0Rq2 q3\ j_Rg3 ?410Яд4
qxb bRqx q2bbLq3 q3b bRqA qAb cLq2
qxbbLqx q^SbRq2 q3bbRq3 qAS%RqA
qxbORqx q2bbLq2 q3b — qAb —
qxcORqA q2cbRq2 q3c\Rqx qAcbRqA

же P0 = bt Pn+X =ЪЬ. Пусть начальное слово /3 = arasat ... aw,
преобразуемое таг-системой, имеет код 5, где 5 = lN'dN>clNt ... clN-, т. е.
символ с — также метка. На первом этапе моделирования таг-системы имеем

\L% 0L% tbb Lb(S)R *bR0 bR% R\(b)L
qx\bLqx* qx0bLqx* qxbbLqx* qxbbRqx* qxbORqx' qxbbRqx qx\bLqx'

Первый этап моделирования закончен, когда головка УМТ, двигаясь
вправо, встречает метку с. В этот момент лента имеет вид

головка находится над символом с, расположенным между кодами А'Т и Ал%
где Ау = 0^, j = 1,..., п + 1. Коды Pkt fc=0,..., r-l, отличаются от Рк тем,
что метки Ъ изменены на ]>, а Aj — на А'р j = 1,..., п+1, т. е.

Рк^Шом^ЪЪо"ы>\.ЛЪо"»ЪЪо"»Ш"»-^.

После этого УМТ удаляет метку с (команда qxcORqA) и переходит
ко второму этапу моделирования, записывая метку с в зону QR. На вто

ром этапе^происходит следующее: ^, ^-, ^^ ^ ^^ .
Затем -£$££-, и УМТ записывает символ 1 в <?я. 9'с0Л9< «•*** *0,L*

g2 Ь 6ftg<'2
После первого этапа моделирования между кодами Рг и 5 имеется

в точности Nr меток Ъ, поэтому УМТ запишет Nr символов 1 в Qr. После
этого (когда головка будет находиться внутри кода Рг), в Qr будет записано
еще Nn-Nr символов 1. В результате получится код Ап.

Далее, ^ , и УМТ пишет символ 1 в QR. В этом случае имеем

>*0 -™Lt 4lsRb и НЩ, Након "»ff* и умТ
q2\0Rq2> q2bbRq2 q2cbRq2 q20\Lq2 q2bbLq3 q3bbRqA qAbbRqA~ D 1Я0 ^R*b cRb R0(c)L
пишет метку с в (?д. В этом случае имеем ^^, ^^-, ^щ и ^Ц;.
УМТ останавливается, когда головка, двигаясь влево, встречает пару ЪЬ
(команды q2bT)Lq3 и q3*b —).

Второй этап моделирования закончен, когда головка УМТ, двигаясь
влево, встречает пару 1Ь. В этот момент лента имеет вид

QbPn+l^n • • • *r+\*r ■*>- 1 • • • -Ч ^0 & At - ' AwAnAnAr3ArA • • • ^rmT Qr

и головка находится над вторым (слева) символом кода Р" (код Рк,
fc=0, ...,r, отличается от Pfc тем, что метки Ь заменены на Ъ), Затем
—-=* -А—*—-» , и УМТ переходит к третьему этапу моделирования.
q2bbLq3 q3MRq3 q3bbRq3
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На третьем этапе моделирования УМТ восстанавливает ленту в

части Р: -л , пд . Третий этап (и весь цикл моделирования)
завершены, когда головка, двигаясь вправо, встречает метку с. УМТ удаляет эту
метку и начинается новый цикл моделирования (команда q3clRqx).

6.6. УМТ с 3 состояниями и 10 символами (см. [44, 45]).
Предъявим машину из класса °113М(Ъ, 10), имеющую состояния q{1 q2
и q3 и символы 0 (пустой символ), 1, Т, Т, Ь, Ъ, Ъ, с, с и с.
Ее программа приведена в табл. 8. Пусть N{ = 1, Nk + x=Nk + 2тк + 2,

к = 1,..., п. Пусть продукция а, = aiXai2... aim
а о л и ца » таг-системы, г = 1,..., п, кодируется словом /V,Программа УМТ с 3 состо- тт^т^ i LMiV .nw

яниями и 10 символами где Р. = ЫЪЪЫ ""' Ш ,т' ' ... ЪЫ"»ЪЫ"", т. е.
Л у = l\ i = l,...,n + 1, а символ Ь —
метка. Пусть, кроме того, Р0 — Ь и Рп+1 = сЬ.
Пусть начальное слово /3 = arasat ... aw,
преобразуемое таг-системой, имеет код 5, где
5 = lN'dN-clNt ... clN*ct т. е. символ с —
также метка.

Таг-система моделируется следующим обраu ilT TlT
зом. На первом этапе имеем

qx0cLq3 q20^Lq2 q30 —
qillLq{ q2lXRb Я^Щ
^ТТЬд, q£Jbq2 q3\\Lq3
^TTfy, q2fTRq2 q3~T \Rq3
9j6 bRqx q2bbLq3 q3b bRqx
qx b bLqx q2b bLq2 q3b bLq2
qx b bRqx q2b bRq2 q3b bRq3
qxc\Lq2 q2ccRq2 q3c\Rqx
q\Zj~ q2cchq2 q£cLq3
qxc cRqx q2ccRq2 q3c —

qxMLqx' qx\ \Lqx'
ЪЬЬ Lb(b)R ТДТ 6ДТ R\(f)L R

qxbbLqx' qxbbRqx' qx 1 1 Rqx ' qxbbRqx qx\\Lqx'
гда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку с, первый этап
моделирования заканчивается. УМТ удаляет эту метку и начинается второй этап
(команда qxclLq2).

На втором этапе моделирования УМТ пишет метки с и символы Т в QR.
Более того, метка с записывается только после символа Т.

Если УМТ пишет символ Т в QR после записи метки с или после первоHr*E ТяТ 1лТ
го этапа моделирования, происходит следующее: -==z—, —=п=—-, —т=—,cR-c Я0(Т)£ _ VMT т *"** *ИЯ* *ПЛ*
—*=—- и Л; . Если УМТ пишет символ 1 в QR после записи такого жеq9ccRq9 q90\Lq9 _> «_ _♦ «- _» «_ %Z l r l bRb \R\ cRc R0(\)L - w.._
символа 1, имеем -и- , -4VD > -"-» и Л; . Головка УМТ после

q2b bRq2 q2i \Rq2 q2ccRq2 q2\j\Lq2■г» ^ 1L1 cLc 6L 6
записи символа 1 в ц/д движется влево: —«~=r-—, -т=*-—, —т~=г-—.

g2l 1^92 Я2СС^Я2 Я2^^^Я2
Затем, встретив символ 1 в Рг, головка изменит направление

движения, заменит символ 1 на Т и запишет в Q» символ Т: XI • Если в Р_
q2\\Rq^

встретятся метки ЬЬ, УМТ запишет в Q» метку с: —-=г- 1=—-—=*=—,
?Я* ТЯТ сЯс Я0(с11 ^бЫ^б&Я^ббЛ,,затем —==—-, vv» > -»*-» и Av .

qxbbRqx* qx\ \Rqx* qxccRqx q\0cLq3
Когда головка УМТ движется влево после записи символа с в Qfi)

имеем и. —, —1=-7—, и УМТ восстанавливает часть S на ленте. Затем?311L?3 ЯзссЬЯз ^ _^ ^
УМТ встречает метку Ъ в Р: *-+ с=-—, Wr—•

q3b bLq2 q2b bLq2 q2\ \Lq2
УМТ останавливается, встретив пару cb (команды q2b%Lq3 и q3~c —).
Второй этап моделирования закончен, когда УМТ встречает пару 16.

Затем —^7 г~*—-^.р , и начинается третий этап моделирования.
q2bbLq3 q3\\Rq3 q3bbRq3
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На третьем этапе УМТ восстанавливает участок Р ленты (участок S вос^ ч Тл1 1Д1 Тяб
становлен после записи метки с в QR): _* , м р и -=г——.

^R' q3\\Rq^ ЯзИПЯз q3bbRq3
Когда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку с, третий этап

(и весь цикл моделирования) закончены. УМТ удаляет метку с, и
начинается новый цикл моделирования (команда q3clRqx).

6.7. УМТ с 2 состояниями и 18 символами (см. [45]). Предъявим
машину из класса аИЗ'Ж{2у 18), имеющую состояния qx и q2 и символы Т
(пустой символ), 1, Т, Т,, Тр Ь, Ъ, Т, Ъх, 71,, Ь2, Ь3, с, с, с, ср с, и с^.
Ее программа приведена в табл. 9. Пусть JVj = 1, Nk + X = Nk + 2тк + 1,
к = 1,..., п. Пусть продукция а{ = aiXai2... aim таг-системы, г = 1,..., п,
кодируется словом i?, где /J = Ш ""• Ш ""•"'... 161**1 М*11, т. е. Aj = \Nj,
j = 1,..., п +1, а символ 6 — метка. Пусть, кроме
того, Р0 = ЬЬ и /^.^с,*:,. Пусть начальное слово
(3 = ara8at ... awt преобразуемое таг-системой, имеет
код 5, где 5 = lN'dN'clN*.. . cl^c, т. е. символ с —
также метка.

Таг-система моделируется следующим образом.тт lLco lLco bLb
На первом этапе имеем —;—f—, v * , —=—:—,r gjlc^Lg, q{lc2Lql qxbbLqx
Lb(b)R c^flT 6ДТ R\(C2)L
qxb%Rqx* qxC2\Rqx* qxb%Rqx q^Lq^

Таблица 9
Программа УМТ
с 2 состояниями
и 18 символами

Первый этап завершен, когда головка УМТ,
двигаясь вправо, встречает метку с. Эта метка
удаляется и начинается второй этап моделирования (команда
g,ctLg2). Лента УМТ в этот момент имеет вид

QLpn+xpn...pr+xprp:_x...p{P{R'At...AwQR,

Я\\%ЬЯ\ Я2±*1 ЯЯ2
qx~l 1, Rqx q2~l T Rq2
Я\% °2ЬЯ\ Я2%Х ЬЯ2
fljjj, КЯ\ Я2$_\1\&Я2
qx\x\_xLqx q2\x\ Lq2
qxb b Rqx q2b b^Rqx
qx Ь 6j Rqx </2 b b Rq2
qxb b Lqx </26 b Lg2
qxbyb^ Rqx q2byj>i Яф
qxbxbx Lqx q2b{b Lq2
qxb2b^Lq2 q2b2^ Rq\
qxb3bjiLq2 ^ЗД^г
qxc 1 Lq2 g2c c ^g2
qxc с Rqx 92е с -^^2
</|C cx Lq'j q^c с Lq^
qxcxcx Rq2 ^с^Яф
Я\с\— Я2С\°2^Я\
qxc^\ Rqx q2C2C Lq2

где в /V, г = 0,..., г - 1, символы 1 заменены на 1,
а метки Ь — на Ъ. Участок R' содержит Т и Т,
головка УМТ находится в Д', текущее состояние — д2.
На втором этапе моделирования УМТ пишет метки с^
и символы Т в <2Д, причем метки с^ записываются
только после символа Т.

Если головка УМТ, двигаясь влево в коде Prt встречает символ 1, то
направление движения меняется на противоположное, символ 1 заменяетсят гл т Ь1(Т)Я
на 1, а в О» записывается символ 1: tLn .^R _^ Я2"ПЯ2

Если УМТ пишет символ Т в QR после записи метки с^ или после первоТяТ ТяТ 1яТ cRc rT(1)L
го этапа моделирования, имеем -==-—, _*<- , lVrt , —*=—- и Wr—.

q2bbRq2 g2l 1^2 92**^2 q2CcRq2 92* *^^2
Если же УМТ пишет в QR символ Т после записи такого же символа Т,

выполняется следующее:
bRb

■4<-т
1Я1 cRc Я1(1)Ь

q2bbRq2 g2l 1 Яд2 q2CcRq2 g2l ^^2
Когда головка УМТ движется влево после записи символа Т в QR,TlT cLl %l%

имеем —j==r
g2l 1^^2 Я2СС^Я2 Я2^^^Я2

Если головка УМТ, двигаясь влево в коде Рг после записи символа Т^ l ^ £6(62)Я ТяТ.
в Qfl, встречает метку о, то в QR записывается метка с^\ bb *' , ^ ' ,

1Я1,
g,l ^Яд,' ^ссЯ^

сЯс Я1(с2)Ь
qx\c2Lqx
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Когда головка УМТ движется влево после записи символа с^ в QR,l.Ll, cLct btLbt
имеем v v r—> <—* г—> и v v r—•^lllllL^ 4icciL4i fliMiLg,

УМТ останавливается на втором этапе, достигнув символа *сх в
состоянии дх (команды q2clc2Lql и qxcx —).

Теперь возможны два варианта: головка УМТ, двигаясь влево,
встречает пару 1Ьо или ЬЬо, соответственно.

Г 1 Л 1\ п \ R
В первом случае имеем Тгъ —, v р ; УМТ восстанавлива

9i 6263^ ?2 ^211 ЛФ 42h °\ R(l2 f л*\
ет на ленте участок 5, продолжая второй этап моделирования: -Jv 1—»йлЪ ?,Лс2 Лс2(с)Ь T.LI CoLc S.L"? _ w*2v ,Л^А ' , J „ , „ ;\т' , v ir . тттпг> ч---tr • Теперь УМТ может
q2blblRq2i q2clc2Rq2 Й2с2сЬЯ2 q2\\\Lq2 Ъс2сЬЯ2 q2bxbLq2 Y
записывать символ Т в QR. ... /LL4r>,-> "■ Lbb0lbb)R

Во втором случае имеем —гтт гг-^ rVr гт^ т* L» »
qxb2bzLq2 q2bb2Rq{ qxb3bxLq2 q2b2bRql qxbxbRqx

и начинается третий этап моделирования. На третьем этапе
восстанавливать Т.Л1 &Л6ется участок Р ленты: Jtn , J"» 

Когда головка УМТ, двигаясь вправо, встречает метку с,, эта метка
меняется на с, (команда дх2х *cxRq2); затем УМТ восстанавливает участок 5
ленты-Л^Ь l\Rc* Rc*W T,Ll и <^Lc

* ^21! ЦЛф' 42C\C2R42 ЪС2сЬЯ2' q2UlL42 ЪЬ'&Ъ'
Наконец, когда головка УМТ, двигаясь влево, встречает метку с,,

третий этап (и весь цикл моделирования) завершаются. УМТ удаляет метку *сх
и начинается новый цикл моделирования (команда д2*слс2Ьд1).

§ 7. Пример Н-системы

Грамматика G = (N,T, Д, 5) называется праволинейной, если все ее
правила (элементы множества R) имеют вид х —* ау, х —* а или х —* е, где
х, у G ЛГ и ае Т. Таким образом, любое вычисление имеет вид 5 =» о,ж, =»
^a^a^s». ..=» a, cij.. .anxn=»a1a2.. .an+1, где a{ 6 Т, x{eN.

Язык L называется регулярным, если существует порождающая его
праволинейная грамматика G, т. е. если L = L(<3). Очевидно, что
регулярные языки порождаются вычислениями специального вида: подстановки
выполняются не внутри слова, а только для правого его конца. Но такая
«подстановка для правого конца» легко выражается операцией
рекомбинации: wx =>G way есть результат разрезания слова wx и специального
слова Zay перед символами х и а, соответственно, и рекомбинирования их
в way и Zx. Таким образом, праволинейное правило х —♦ ау становится
правилом рекомбинации f Г .

Следующая праволинейная грамматика G0 порождает все слова в
алфавите {а, 6}, имеющие четное число вхождений буквы а и кратное 3 число
вхождений буквы Ь. Пусть G0 = (N0, 2J, Д0, 5), где N0 := {5, а^0, а^ р Xq 2,

•Ь —♦ ахх 0, Xq q —*• Ьа^р а^ 2 ~~* ОДо.О' ж1,1 ~~* ^1,2» ^ ~~* ^b, i» **b, i ""* аж1,1»
•^l.O""* aat),0' ^1,2""* aat),2> ^b.O""* £> ^b, l *" ^^,2» ^l.O""* ^1,1» x\,2 "~* ^1,0J*

Пример вычислений в G0: 5 =$► ax, 0 =^ abx, , =^ abbxx2 => abbax^2 =»
=Ф- abbabxQQ => abbab.

Очевидно, эти действия нетрудно промоделировать посредством
операций рекомбинации. Рассмотрим Н-систему # = (Е,М, Е), где
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Е := N U T U {Z} (Z — новая буква, не принадлежащая N U Т);
М := {5, ZZ} U {Zaxuj} U {Zte^.}, г = 0, 1, j = 0, 1, 2; £ есть следующий
список правил рекомбинации:

£

Z

е

Z

е

Z

е

^,2
ах, 2

^,2
Ц),0 '

х1,0

ааЬ,0

*1,0

z\bxu '

13)

14)

15)

16)

е

Z

е

Z

е

Z

е

ж1,1

ааЬ,1 '

*1,1

6х, 2

х1,2

ааЪ,2

х1,2

Z\bxXQ

Теперь легко моделируются любые вычисления в С?0. Рассмотрим
приведенный выше пример. Как моделировать S =>ахх 0? В Я мы имеем
молекулы 5 и Zaxx 0 и можем применить правило 2), чтобы получить {5, Zaxx 0}\г2
Ь2 {ZS, ах, 0}, где ах, 0 есть желаемая молекула плюс «мусор» ZS. Мы
можем продолжить и применить правило 12) к молекулам ах, 0 и Zbx{ ,,
получая {ах, 0, Zbx, ,} h,2 {Zxx 0, аЬх, ,}, т. е. аЬх, , плюс «мусор» Zx, 0. Легко
проверить, что S \-2 ах, 0 h,2 abxx , Ь,4 аЪЪхх 2\-хъ аЬЬах^ 2 Ь,0 аЬЬаЬх^ 0h4 аЬЬаЬ
есть возможная цепь реакций в Я. Роль символа Z состоит в работе с
«мусором», т. е. с некоторыми нежелаемыми результатами.

Предположим, что мы работаем без символа Z. Тогда правило 10)
должно иметь форму

£ ^,2
Ц),0

Мы могли бы применить правило МУ) к аЬЬаЬх^^ и к «мусору» а% 2
(вместо Zxq2). В результате получим «обратное» вычисление {аЬЬаЬх^^
х^2}У-х(У {аЬЬахь 2> Ц>,о}« Эти «обратные» вычисления безвредны для G0, так
как G0 имеет так называемое свойство реверсивности («backward
deterministic»). Тем не менее, обычно обратные вычисления «ведут к бедствиям»
и поэтому мы от них избавляемся с помощью специального символа Z.
(Отметим, что К. Беннетт [11] показал, как имитировать детерминированную
машину Тьюринга другой машиной, которая имеет свойство реверсивности.)

Используя примененную в этом примере технику, легко показать, что
каждый регулярный язык есть результат расширенной l-tt-системы; больше
сведений об этом можно найти в [37].

§ 8. З-М-системы имитируют любую грамматику

В отличие от праволинейных грамматик, в общем случае правило
и —> v формальной грамматики определяет подстановку внутри слова:
wxuw2 =ф> wxvw2. В то время как правила рекомбинации тривиально
моделируют правила праволинеинои грамматики, они не могут непосредственно
моделировать общую подстановку. В [12, 17, 50] введен метод ротации
слов, превращающий wluw2 в w2wxu; подстановки применяются
исключительно к концу слова, как и в случае праволинейных грамматик.
Дополнительная буква В отмечает правильное начало слова. Так, w2Bwxu есть
ротационная версия слова Bwxuw2. Для «технических» целей вводятся еще
две дополнительные буквы, X и У, отмечающие начало и конец
ротационных слов. Представителем слова w в алфавите N U Т является любое
слово вида Xw2Bwx Y, где X, B,Y£NuT и w = wx w2.

n £[> zz

9\ --4
z> z\
Ъ\ -H6f z\
4) £"' zz

\s
~F'
s
axxo >

S
4i '
Ко

i

5)

6)

7)

8)

£

z
e

Z

e

Z

e

Z

^,0
ax, 0

^,0
Ц.1
*ь,1

ax, ,

*Ъ,1

Ц),2

9)

10)

11)

12)
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Для любой грамматики G, G = (ЛГ, Т, Л, 5), мы построим такую 3-и-си
стему, чтобы для любого слова w из (N U Т)*, где 5 =>G w, в первой
пробирке нашлись все его представители Xw2Bw{Y. Здесь мы следуем идеям
работ [12, 17]. Правило и-> v из Д, применяемое к wxuw2, моделируется

правилом рекомбинации J г у, применяемым к представителю Xw2Bw{uY
слова wxuw2. Мы хотим быть уверены в том, что все представители слова wt
порожденного из 5 в G, будут находиться в первой пробирке. Для
этого надо использовать ротацию слов между X и F, которая выполняется
с помощью дополнительных пробирок 2 и 3 и кодирования букв алфавита
ЛГиТи{В}. Пусть ЛГиГи{Б} = {/п...^п}. Мы кодируем 1{ словом/За'/?,

где а* = а ... а, а и /3 — новые буквы. Правило рекомбинации
hY

/Sa^Y
г

кодирует последнюю букву 1{ перед Y в слове /За'/?. Если эта последняя
буква есть /3 (или а), мы удаляем ее и меняем Y на Yq (или Ya). Никаких
дальнейших реакций с буквами YanY0 в первой пробирке не происходит.

Слова с буквами Yp (или Ya) могут проходить только фильтр
пробирки 2 (или 3), где новые буквы /3 (или а) добавляются сразу после X, Когда
полное преобразование кода /За*/3 выполнено, дальнейшее правило

рекомбинации декодирует /За'/З обратно в I.:
Х0а10

XI,
Итак, с каждой формальной грамматикой G, G = (N,T, Л, 5), мы

ассоциируем 3-и-систему #G. Обозначим элементы множества ЛГи Ти{В}
через /,,..., /п. Тогда ЯС = (Е, Т1У Т2, Т3), где Е = JVU Ти{£, X, Г, а, /3,
X', Уа, ГД Т, = (М0Я„3), t = 1,2,3; далее,

F, = JVuru{B,-X;i;a,/3};F2 = ^uru{B,a,AX',^};F3 = J\ruru
U {Да,/?,*', Гв};

М, = {Х5БУ; XBSY; ZYQl ZY0, Х'£}и{£/За</ЗУ: г = 1,..., n}u{Zt>F:
(Зи) ((u^v)eR)}u{Xl{Z: г = 1,..., п}, М2 = {^ X/3Z}, M3 = {ZY, XaZ};

множества £?,, Е2 и £3 состоят, соответственно, из указанных ниже
правил рекомбинации 1)~6), 7) и 8), 9) и 10):

1)

2)

3)

4)

5)

C|UJ
'Z\vY'

е\

Z\
е

Z\

£

Z\

X
X

hY
/Sot^Y
PY

Ye '
aY
ya •
le

, » = !,. , n;

6)

7)

8)

9)

10)

Х/За'/З
XI,

el

z\
Yfl .
У '

X'\e .
X0\Z '
el

z\
X

*;.r '
'le

e

Z ' i = !,...,**;

Ja

Предположим, что S =>*G wxuw2 =>G wl vw2 верно при (и —> v) G Д. В
пробирке 1 мы имеем XBSY как молекулу в М,. Пусть в пробирке 1 уже
сгенерированы все представители слова п)хищ. Тогда в пробирке 1 также
содержится Xw2BwxuY\ и возможна следующая цепь реакций:

Пробирка 1: {Xw2Bw{uY, ZvY} h, {Xw2BwxvY, ZuY}. Пусть
v = v'lt для некоторых г/ и 1{\ тогда {Xt^Bt^t/^F, Z^al(iY} Ь2
^{Хш^у/За'/ЗГ, Д.Г}, {Хш^у/За'/ЗУ, Zl£} Ь3 {Xm>J3w,t//3a%
Z/ЗГ}, {Хги2Вг^73а% X'Z}b5{X'w2Sw,t//3a% XZ}.
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Пробирка 2: {X'w2Bwxv'f3aiY(i,ZY}l-1{X'w2Bwxv,pOLiY,ZY&},
{X'wzBw.v'fia'Y, X(iZ}Y-b{X(3w2Bwxv'(3a'Y, X'Z).

Пробирка 1: {X^Bw^fia^^Y, Zi;}h4{X/3ti%Bti;It;,/3ai-|l^l
ZaY}y {ХРщВыхь'№-хГа% X' Z}l-b{X' f3w2Bwxv' (ia'-'Y^ XZ).

Пробирка 3: {X,/3w2Bwlv,pai~lYQi ZY}\-9{X,(3w2Bwlv,/3ai-lY)
ZYa}/{X'(iw2Bw{vlfiai^YtXaZ}h^{Xafiw2Bwxv,fiai-'YyX,Z}.

Продолжая такие реакции, мы в конце концов получим в пробирке 1
слово Х/За{/Зю2Вп}хь'У. Далее, {Х(5а*f3w2Bwxv'Y% XliZ}h6{Xliw2Bwxv,Y)
Xfia'fiZ}; здесь последняя буква 1{ перед Y в результате ротации стала
первой буквой после X.

Используя эту технику, в пробирке 1 легко получить любой
представитель слова wxvw2.

Результаты работы всех трех пробирок можно также описать
следующим образом. Определим отображение с: {/,,..., /п}* —♦ 2{1{ 1»*а'0У
(где 2м обозначает множество всех подмножеств множества М), положив
c(l{):= {lt1 /За{/3} и c(wxw2) := c(wx)c(w2). В частности, l2/3aaa/3lx0af3 e
€c(khhh)- Далее> отображение р: {/,,..., /n, а, /3}* -» 2{l*'-J»'Q'0r
определим так, чтобы соотношение w2wx € p(w) было выполнено в том и только
том случае, когда w = wxw2 для некоторых wx и w2. Положим <Г:=рос.
В частности, а/З^/За/З^/Заа е cfahhhY Определим

С, := {s4uQ: (jrf € {X, X'}) &(Q = Y)& (3w) {и е c(Bw) &S=>*w)V
V(tf = X)&(Q = YQ)&(3w) (ua e c(Bw)&S=>*w)V
V(tf = X)&(Q = Y0)&(3w) (и/3 е c(Bw)&S=>* u/)},

C2 := {s*uQ: [(rf e {X', Xp}) &(Q = Y0) V (A = X') &(Q = Y)] &

& (3w) (u/3 e c(Bw) & 5 =>* w)},
G3 := {s4uQ: [(jrf e {X\ Xa}) & (Q = YQ) V (A = X') &(Q = Y)] &

& (3w) (ua 6 c(Bw) &S=>* w)};
G, := {ZuY: (3v) ((u^v)eRW(v^u)eR)}U

U{Z0a{(3Y, XPa'fiZ, ZltY, Xl{Z, i = l,...,n}u
U{Z(3Y, ZY0, ZolY, ZYaXZ, X'Z},

G2:={ZY, ZYp, X(3Z, X'Z), G3:={ZY, ZYa, XaZ, X'Z).
Теперь легко доказать, что результат р{ в г-й пробирке, г = 1, 2, 3, есть

в точности Q U G{. Здесь G{ обозначает «мусор», а С{ —желаемое
содержимое. Для доказательства соотношения р. Э С{ U Gt применима описанная
выше процедура: для любого слова из С{иС< индуктивно находим цепь
реакций, производящих его. Для получения обратного соотношения (С) просто
отметим, что применение правила рекомбинации пробирки г к двум
словам из С{ U G; имеет результатом вновь два слова из С{ U G{, Итак, если
рассматривать только «некодированные» слова (т. е. с(1{) = 1{), то, как уже
показано, имеет место следующая

Теорема 4 [41]. Ъ-И-система HG может произвести в
пробирке 1 слово Xw2Bwx Yt где w{ и щ —два слова в алфавите N U Т, в том
и только том случае, когда имеет место соотношение S =>*G wx w2.

Будем говорить, что класс n-tt-систем ^ является n-tt-предсказуемым,
если существует алгоритм si, позволяющий по любой системе Я из
класса % и любому слову w в алфавите системы Н определить, будет ли оно
порождено в первой пробирке этой системы.

Предположим теперь, что класс всех З-М-систем предсказуем. Тогда мы
можем решить проблему вхождения для любой грамматики G следующим
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образом. Пусть G = (iV, T, Д, S) и w e Т\ Рассмотрим систему HG и слово
XBwY. С помощью алгоритма d проверим, производит ли система HG
в пробирке 1 слово XBwY. В этом случае соотношение S =>*G w истинно,
в противном — ложно. Но проблема вхождения для грамматик общего вида
неразрешима, а потому имеет место

Следствие 3. Конечная З-И-система непредсказуема.

§ 9. Расширенная З-й-система может порождать
любой «чистый» формальный язык

Расширенная n-tt-система Ж = (Я, Г) порождает данный язык L, если
выполнено соотношение L = р(Я)пГ. Пусть G —формальная
грамматика, L = L(G); тогда для 3-и-системы HG из § 8 имеем р(Нс)пГ Ф L.
Мы «всего лишь» доказали, что для слов w в алфавите Т соотношение
XBwY € p(HG) выполнено в том и только том случае, когда w€L(G).
Для порождения «чистых» слов w из L(G) в пробирке 1 можно применять
расширенную 3-и-систему Жс> используя Т в качестве терминального
алфавита (т. е. Ж0 = (НС, Т)); мы будем избавляться от символов X, В и У.
Стандартная идея из теории формальных языков состоит в том, что мы
порождаем слова XBwY, где w e T* или w e E*, и просто предполагаем, что
weT* может быть верно. Если теперь удалить ХВ и У, результатом может
быть чистое терминальное слово (но все терминальные слова будут
получены таким образом). Исходя из вышесказанного, можно ввести два новых
правила рекомбинации для пробирки 1:

у\ хв\£ У)ZZ ' ' ZZ\e *
Однако, как будет видно из дальнейшего, это приведет к «хаосу».

Предположим, получено слово XBwY, где we Г*, так что weL. Применяя
к нему правило 1'), получаем wY. Теперь можно использовать правила всех
трех пробирок для того, чтобы удалить последнюю букву слова w перед У,
не воспроизводя ее (в ротационной форме) сразу за X. Таким образом,
мы можем получить любое слово w'Y, где w = w"w' для некоторого w\
Согласно правилу 2') можно получить и w\ хотя этот суффикс слова w
не принадлежит L(G).

Тем не менее, эту ситуацию можно исправить. Для этого предлагается
метод, где букву Y можно удалить только после того, как она «сообщает X,
что удаляется, и рекомендует сделать то же самое».

Когда мы предполагаем удалить ХВ и У, мы сначала
преобразуем У в слово 7/3f3Y, где j — новая буква; теперь ротация сдвигает
/3/3 к началу слова, как было сделано выше. Таким образом,
получаем XBwY h XBwy/3/3Y h* X'f3/3BwyY. Буква 7 — новая, поэтому правил
для jY в HG нет. Мы просто удаляем *yY. Тем не менее, слова X'/3(3Bw
теперь могут войти в пробирки 2 и 3, и новые буквы а и (3 могут быть
произведены после X. К счастью, это приведет только к появлению
«мусора» не из Г*, так как мы удаляем X и В только вместе, в форме Х(3(ЗВУ

X0/SB
с помощью правила ^—. Заметим, что слово f3(3 не кодирует никакихZZ'
букв li% только слова (За{(3 при г > 0 кодирует буквы. Таким образом, Х/З/ЗВ
есть уникальное сообщение для удаления X.

Пусть Gt G = (iV, 7^ Л, 5), — произвольная формальная
грамматика. Обозначим элементы множества N U T U {J5} через /,,..., /п.
Пусть Жс — расширенная 3-и-система, определяемая следующим образом:
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Жс = (Е, Т{, Т2', Г3', Г), где Г = Т, Е = NU TU{В, X, X', Y, а, (3, %Ya,Y,},
T/ = (M;,E;,F/), г = 1,2,3; далее,

Fi' = NuTl>{B,X,Y,a,f3,1}, Щ = V U T U {В, а, Д 7, *', Г,}, F3'=

М; = {Х5В^ XBSy; ZF0, Z^, X'Z, ZZ, Z0a'/?^..., Z/3an/3Y, XI, Z,...
..., XlnZ}u{ZvY: (3u) ((u^v)eR)}, M± = {ZY, X0Z}, M; = {ZY, XaZ};

множества Е[, Щ и £3' состоят, соответственно, из указанных ниже
правил рекомбинации 1)-9), 10) и 11), 12) и 13):

1)

2)

3)

А\4)

5)

е\

z\

е\

z
£

z\
£

z\
X
X

uY ,
vY ' *

kY
№№
PY

Y0 '
ocY

yQ •

Iе
IF1

v)eR;

i = 1,..., n;

6)

7)

8)

9)

10)

U)а{/3

Xl{

el
z\

t

Z2

Y
ififr

:\lY
Me

X00B\
e\

e\

z[
Y0.
Y '

\e

U

7'

->'

e

ZZ

i = l, , n;

11)

12)

13)

x'
X0

X'
Xa

Теперь, используя доказательство теоремы 4 со слегка
модифицированными множествами С{ и Git г = 1, 2, 3, для слов w в алфавите Т легко
показать, что w е L(G) в том и только том случае, когда XBwY e p(#G),
а это равносильно соотношению w 6 p(J^G).

Таким образом, L(G) = p(#€G)y и доказана следующая
Теорема 5 [41]. Любой рекурсивно перечислимый язык

порождается расширенной Ъ-И-системой,
Расширенная n-tt-система (Е, 2],..., Тп, Г) обладает терминальным

алфавитом Г. Его можно опустить в Жс> если использовать дополнительную
пробирку Т0 вида (0,0, Т), которая фильтрует все слова над терминальным
алфавитом Т. Отсюда получаем тривиальное

Следствие 4. Любой рекурсивно перечислимый язык можно
породить A-tt-системой.

Итак, мы представили достаточно простое доказательство того, что
любой рекурсивно перечислимый язык порождается конечной 4-М-системой
или конечной расширенной 3-и-системой. Более того, не существует
алгоритма, предсказывающего результат работы конечной 3-и-системы. Для
конечных 2-и-систем этот вопрос остается открытым.

§ 10. Универсальная расширенная З-й-система

В этом параграфе предлагается другой способ доказательства
универсальности расширенных 3-и-систем, обладающий по сравнению с
предыдущим определенными преимуществами, хотя и более сложный. Мы
покажем, как с помощью расширенных З-М-систем моделировать произвольную
таг-систему с т = 2. Но такие таг-системы эквивалентны машинам
Тьюринга, а потому существует универсальная расширенная 3-и-система [30].

Лемма 6. Для любой таг-системы Т существует
моделирующая ее расширенная З-И-система Т'.

Доказательство. Возьмем произвольную таг-систему Т:
Я, i = 1,..., п;

*п+\ STOP.
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Опишем построение расширенной З-И-системы Т'. Пусть Q = {a{,...
..., ап+1}; символ ап + 1 иногда будем обозначать через h. Пусть система Т'
состоит из пробирок А, В и С.

Пусть Е = Q U {X, Y, Y\ Y", Z, Z\ А, А', В, В\ В", В'\ Q а, Д /3', (3"}\
пусть терминальный алфавит Г совпадает с множеством Q.

Пусть система Т стартует со слова w в алфавите £2. Тогда к
аксиомам первой пробирки 3-и-системы Т' добавляется аксиома XwY. Если
таг-система Т заканчивает вычисления на слове v из ff, то это слово —
и никакое другое слово в терминальном алфавите Q — оказывается в
пробирке А как результат. Таким образом, З-М-система Т" моделирует работу
таг-системы Т.

Полностью пробирки системы Т' описаны в табл. 10. (В аксиомах и
правилах имеется в виду, что г = 1,..., n, j = 1,..., п + 1.)

Таблица 10

Пробирка А Пробирка В Пробирка С

Аксиомы XPa'p'Z, ZP{Y\ ZY\ X/3an+l0"Z} CZ>
BZ, B'Z, B"Z} B'"Z} ZZ, ZZ\ XwY

Z0Y, XZ, ZZ. ZY,
AZt A'Z

ZaY, XZ,
ZZ

Фильтр Ги{Х, YyA,A'} Ги{В, В', В", £"'*",>"'} Г U {С, У'}

Правила

4)

7)

10)

Ха. о ■

XfkSf?
Ха\е

C\Z
pa{pY

5)

8)

2)

хр'

хр
в 3)

в' 6)

Z
хр"

ру" ' В"
* 0an+xpY

9)

В
Xh

Z ;Х0ап+1р"

ZZ 11)
А'

ZZ'

20)

21)

22)

23)

Y'
Z

а,Р
ocY

Y'

Z
ар\

Z
С

ocY
Y'

Опишем теперь работу З-М-системы Т'. Начальное слово Xa^wY,
г = 1,..., n, j = 1,..., п + 1, соответствующее начальному слову a^w
таг-системы Т, перерабатывается З-й-системой Т' следующим образом.

Пробирка А. Заметим, что любое слово вида WY, где W 6 Е*,
преобразуется в W, т. е. (W | Г, Z | Y')\s (W, ZY), или просто WYЬ3 WY'.
Переработка слова ZY не приведет к появлению новых слов. (В дальнейшем
легко проверяемые факты подобного рода мы будем опускать.)

Итак, Xa^wY Ь3 Xa^wY'. Затем (Ха^ \ wYy Xfia'P' \ Z) h,
hj (Ха{а^> Xfia^'wY'), (С помощью слова /За'/?' кодируется
первый слева символ at перерабатываемого слова). Потом (Х(3 \ a'ft'wY',
В | Z)xr2(X(3Z1 Ba'fi'wY'). Слово Ba'fi'wY' в пробирке А далее не
перерабатывается и попадает в пробирку В.

Пробирка В. Любое слово вида BW, где W е Е*,
преобразуется в XW: BWV-XbXW. В частности, Bol^'wY1 h15 Xa^'wY'. Далее
X^fi'wY'h^X^fi'wfiY. Слово X^fi'wfiY в пробирке В далее не
перерабатывается и попадает в пробирку А.

Пробирка А. Здесь происходят реакции Xa'P'wfiY Ь3
Y-zXai(i,wl3Yl = Xaai-x(i,wl3Y,Y-ACai-x(i,wl3Y\ и слово Са{~х 0'w(3Y'
попадает в пробирку С.

Пробирка С. Слова вида CW, где W е Е*, преобразуются
в XW: CW\-2ZXW. В частности, Са*~х f3'wfiY' h23 Ха<~х (i1 w(3Y'. Далее
Xai~xfi,wf3Y,xr2{ Xa{~1 /3''wfiaY', и Xal~x f3'wfiaY попадает в пробирку А.
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Пробирка А. Здесь происходят реакции Ха*~хt3'w(5aY h3
^^Xa'^p'w^aY1 = Xaa{~2 p'wPaY'^^Ca'^P'wpotY'.

И так далее. В конце концов в пробирку А из пробирки С будет
передано слово XP'wPa'Y. Далее Х0'т/За{У ^X^'w(iotiY,Y-bB,w(iaiY\ и слово
В'ю/За':У попадает в пробирку В.

Пробирка В. Здесь происходят реакции B'wfia*Y' Ь13
h^ J3'w/fal/3Y>16 Awfia'ftY, и слово Awfta'ftY попадает в пробирку А.

Пробирка А. Рассмотрим два варианта переработки слова
AwflatpY.

1. Преобразуем Aw/3a{/?Fh3 Aw/fa* /?У'Ь8£''<ш/Заг/3Y'.
Пробирка В. Здесь происходят реакции В"т/За*рУ h17

h17 Хь)0а{/ЗУ'\"1А XwPa^Z, и слово Xw/Sa^Z остается в пробирке В,
не участвуя в дальнейших реакциях.

2. Преобразуем (Aw |/За'/ЗГ, Z | Р.У»)\-7(Ах»Р£¥", Zfia'fiY).
Слово Z/За1/ЗУ преобразуется в Zf3al(ЗУ' и остается в пробирке А, не
участвуя в дальнейших реакциях. Затем АюР(У" h8 Вп,и)Р{У", и слово
BuwPiY" попадает в пробирку В.

Пробирка В. Здесь происходят реакции В"узР{У" h17
Ь17 ХтР{У" h18 ХтР{У, и слово XwP{Y передается в пробирку А. Тем
самым смоделирован один шаг работы таг-системы Т.
Рассмотрим теперь ситуацию, когда в процессе переработки

таг-система Т прекращает свою работу, т. е. перерабатываемое слово имеет вид hv,
где veQ* (напомним, что h = an+x). Соответствующее слово З-и-системы Т'
имеет вид XhvY,

Пробирка А. Здесь XhvY Ь3 XhvY' Ь9 X0an + lP"vY' Ь2
h2 Ban + lP"vY't и слово Ban + xl3"vY' попадает в пробирку В.

Далее происходит описанный выше процесс «перекачки информации»;
в конце концов в пробирку А будет передано из пробирки С слово
XP"vPan+lY. Затем XP"vPan + lY\-zXP"vPan+xY'h6 B,,,vPan + xY'1 и
слово B,f,vPan+lY' попадает в пробирку В.

Пробирка В. Здесь BmvPan+lY'b-lzBmvPan+lpYt-l9A'vPan+lpYt
и слово A'vPanJrXPY попадает в пробирку А.

Пробирка А. Рассмотрим два варианта переработки слова
A'vPan + xpY.

1. Преобразуем A'v/3an+lPY\-3 A'vPan + lPY'b-n vpan + l(3Y', и
слово vflan + lpY' попадает в пробирки В и С.

Пробирка В. Здесь vPan+l/3Y' h14 v/3an+x/3Z, и слово
vPan + lpZ остается в пробирке В, не участвуя в дальнейших реакциях.

Пробирка С. Здесь vPan+lpY' Ь22 vPan+lpZ, и слово
vPan+lpZ остается в пробирке С, не участвуя в дальнейших реакциях.

2. Преобразуем A'vPan+lpYh„ v/3an+1/3F. Затем {v \ /?ап+1/ЗУ,
ZZ\)t-l0(v, ZZPan+lpY). Далее ZZPan+lpYh3 ZZp<xn+lpY'. Слово
ZZ/3an + l/3Y' остается в пробирке А, не участвуя в дальнейших
реакциях и не приводя к возникновению новых слов.

Полученное слово v (состоящее только из букв алфавита Q) и есть
искомый результат. Легко видеть, что в пробирке А нет других слов
в алфавите Q.
Лемма 6 доказана.
Непосредственно из этой леммы и существования универсальной

2-таг-системы следует
Теорема 6 [30]. Существует универсальная расширенная

Ъ-Н-система.
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§ 11. TVDH-системы степени 2
порождают любой рекурсивно перечислимый язык

Обозначим через RE множество всех рекурсивно перечислимых
языков, через VDHn — множество языков, порожденных TVDH-системами
степени не более п, а через VDH, — множество всех языков этого типа.

Теорема 7. TVDH-системы степени 2 порождают
любой рекурсивно перечислимый язык, т. е. имеют место равенства
RE = VDH2 = VDHZ =... = VDH,.

Основные шаги доказательства. 1. Для простоты
вместо рекурсивно перечислимых языков мы будем рассматривать рекурсивно
перечислимые множества натуральных чисел.

2. Известно, что каждое рекурсивно перечислимое множество L
порождается некоторой машиной Тьюринга TL: существует общерекурсивная
функция fL(x), у которой Val(/L) = L, и машина TL вычисляет ее, т. е.
для каждого числа х имеет место соотношение g,01x4>g001/L<x)0.. .0.

Множество всех таких заключительных слов (без символа д0)
обозначим через L', т. е. L' = {01^(x)0...0: x = 0, 1,.,.}.

3. Используя машину Тьюринга TLl мы построим машину Т[у
работающую следующим образом: g,01x=£01* + 1g001/i(x)0.. .0.

Для этого мы используем простую вспомогательную машину
Тьюринга С, преобразующую д,01х£01 X+Ig0°Iх, так что TL' = TLoC.

4. Мы строим TVDH-систему HL степени 2, которая моделирует Т[
и такова, что L(HL) = L'. Система HL имеет аксиому XqxY и работает
так:Хд1Гг-Х01д,10Гг-Х01д001/^0)0...0Уг-{01^(0)0...0, XqfiXY). Имея
01^<0)0...0, продолжим: XqfilY h Х011дп01У h X011д001'ь(1)0 ... 0У h
h {01^(1)0... 0, Xg,011Y}. Результатом является 01/i0)0... 0. Продолжая,
получаем все слова 01/t(x)0.. .0. Ясно, что L(HL) = L'.

Детали доказательства. Машина Т[ имеет символы 0
(пустой символ) и 1 и состояния q0, g,,..., qn (g, — начальное состояние, q0 —
финальное). Опишем TVDH-систему #L, которая моделирует машину TL\

Терминальный алфавит Т системы HL есть {0, 1}. Алфавит V таков:
V = {0, 1} U {X, У, Г, g„ .. ., qnt g[, . .., q'n, g[', ..., tf, tx, ..., *5, tR) tL% Q,
Z, -», <—}. Множество аксиом есть A = {XqxYt txq'i0Y, t2q{0Y, Zqk, tRatZt
*LgftayZ, XtfOa,^, XqktA, Z->, tRQZ, t^Z, *5<-, Zap t4+-Z, Y't +-У,
XqxZ}; здесь г = 1,..., n, fc =0, 1,...,пи ay, a, =0, 1.

Замечание 6. В компонентах Я, и R2 системы HL для каждой
(за исключением XqxY) аксиомы а из множества А имеются правила ^ч|-.
Таким образом, все (за исключением Xqx Y) аксиомы доступны для
применения на каждом шаге вычислений системы HL.

Пусть ag.ay/?— произвольная конфигурация машины Т[. Систему HL
мы строим таким образом, чтобы слово Xaq^ffY было доступно
компоненте Rx системы HL, но не компоненте Д2.

1. Специальный случай. Система HL моделирует правый край ленты
машины Тьюринга Т[: Xag.yhXag.0F. Для этого применяем правила*)

|<7,У а,б{0,1,Х}, i = l,...,n,1.1)

2.1)

я[0У '
q'OY

а,€{0,1,Х}, i = l,...,n.
qfiY

*) Первый элемент номера правила обозначает, к какой компоненте системы HL оно
относится.
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Применяя их, имеем {Ха \ q{Y', tx | g-ОУ} \~lx {Xaq'fiY, txq{Y)
и {Ха | gt'0F, t> | q{0Y} h2, {XaqfiY, t^OY}. Молекулы txq.Y и t^OY
будут удалены. (Молекулы txq'fiY и l^qfiY — аксиомы системы HL.)

2. Когда машина Тьюринга Т[ переходит от конфигурации ад^а,/?
к aatqkat/3 (применяется команда д.а^Дд^), тогда система HL>
обрабатывая молекулу Xaq^a^Y', получает молекулу Xaa{qkat0Y (эти молекулы
появляются как обрабатываемые молекулы в компоненте Rx).

Для команды qiajalRqk машины Т[, i = 1,..., n, fc =0, 1,
€ {0, 1}, в HL имеются следующие правила рекомбинации:

№ ар€{0,1,Х},

п, а., а, G

1.2)

2.2)

2.3)

*ifc
atqk

tRqiaj

г=0, l,...,n, ауе{0, 1}.
Применяя их, имеем {Xa\qiajatPY^ tR \ alqk}\-l2{Xaalqk1 tRqiajat/3Y}

и {Xaatqk |, *дд.ау | а,/?У} Ь22 {Хаа,д*а,/?У, *д$ау}. Молекула *дд.ау
будет удалена. Далее, {Z | q{1 £лау \ Z} Ь23 {ZZ, <лауд,-}. Это правило из
аксиом Zqk и t^^Z готовит молекулу tRatqk, требуемую правилом 1.2).
Молекула ZZ удаляется.

3. Аналогично, когда машина Тьюринга Т[ переходит от конфигурации
аа^а^Р к aqkatat/3 (применяется команда q.a^^Lq^ тогда система #L,
обрабатывая молекулу Xaa^a^Y', получает молекулу Xaqkatal/3Y (эти
молекулы появляются как обрабатываемые молекулы в компоненте Rx).

Для команды q.a^Lqf, машины Т[% г = 1,..., n, fc=0, 1,..., п, ая, а, е
е{0, 1}, в HL имеются следующие правила рекомбинации:

1.3)

2.4)

2.5)

atqiaj
qkatat

а, € {0,1.x},

аре{0,1,Х},

г=0, 1,..., п,

Применяя их, имеем {Ха \ a^aftY

hat4iaj

h*i*j

ate {0,1},

at €{0,1},

аяа,б{0, 1}.

tLatQiajPY} и {Xagfca,a, |, гьа^а3:\ PY}\-2A {Xaqkatatf3Yt *La,gtay}.
Молекула £L a,^ay будет удалена. Далее, {Z\at, tL q{a^Z}h25 {ZZ, ^ <fcaya,}.
Это правило из аксиом Zat и tLqkatZ готовит молекулу tLqkatat1
требуемую правилом 1.3). Молекула ZZ удаляется.

3'. Специальный случай — система HL моделирует левый сдвиг и левый
край ленты машины Тьюринга Т[: Xq^ffYV Xqk0at/3Y. Для этого
применяем правила

x«a>b s€{o,i,y>.1.4)

2.6)
хя!
Xqt

г =0, 1,..., п.

Применяя их, имеем {Xg,.oy | /ЗУ, Xq'^Oa, 113} 1-ы {^Qiaj4< Xq£0atf3Y}
и {.Xtf |0a,/JY, Xqk | t4}h26 {Xq'k44, Xqk0a,(3Y}. Молекулы Ходе, и Xq'{t4
будут удалены. (Молекулы Xqk0at t3 и Xqt £4 — аксиомы системы HL.)

4. Напомним, что система HL имеет аксиому XqxY и выполняет
преобразование XqxY\-l, 2, XqfiY. Затем HL моделирует машину Т[, и после
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нескольких шагов мы получаем молекулу Jf01g001/i(0)0... OF для
компоненты Rx системы HL.

Используя приводимые ниже правила, мы получаем молекулу 01 /i(0)0...
... 0 как результат (поскольку она содержит только буквы терминального
алфавита системы HL) и молекулу Xqx0l У для дальнейшей работы.

Итак, мы имеем молекулу Х01х + 1д001^(х)0.. .0У для компоненты Rx
системы HL. Запишем эту молекулу как Xaq0/3Y. Тогда нашей целью
является получение молекулы /3 как результата и молекулы Xql <xY для
дальнейшей работы. Потребуются следующие правила рекомбинации (всюду
подразумевается, что aj e {0, 1}):

1.5)

6)

°р

«я

°р

*3

?о°ук
а.->

7)

8)

9)

1.10)

-у

t4 <»,•«

Q+-Y'

ор€{0,1};

ap€{0,l,Q};

2.7)

2.8)

2.9)

2.10)

2.11)

2.12)

2.13)

Q

*д9о
Z

*rQ

haj

ape{X,Q, 0,1};
Q

e
X+

Xqx

ai
Y'

аз
Z

Y для компонен

Преобразование проходит следующим образом. Вначале выполняем
{ZK tRQ\Z}Y-zb{ZZt tRQ->}*{Z\->t t3a.\Z}\-2A0{ZZ,
^.^.изготавливая из аксиом системы HL молекулы tRQ —♦ и t^ —> для правил 1.5)
и 1.6). Молекула ZZ удаляется. Затем {Ха \ q0/3Y, tR \ Q -»} hL5 {XaQ -»,
*дflb/3^}. №<2 ~Ч *а% I /ЗУ} Ь-2.7 {*<*<? -> £У' *я&}- Молекула *лд0
удаляется. Далее, {XaQ/3' |-> a^nYy t3 | ау ->} Ь1>6 {XaQ/?'ay ->, t3 -> а^"У}>
{XaQ/3'a^l t3-^ aj\(inY}y-2^{XaQ^ a^ finY, t3-*ay}. Молекула £3->ay
будет удалена.

После нескольких шагов получаем молекулу XaQ/З 
ты Rx системы HL.

Далее, {XaQ/? \-> У, *51 <-} h, 7 {XaQ/3^, t5 -> У}. Молекула *5->У
будет удалена. (Молекула *5«- есть аксиома системы #L.)
Преобразование {Z | ay, £4<— | Z) hL9 {ZZ, *4<-ay} из аксиом системы #L
готовит молекулу £4<-ay для правила 2.11). Молекула ZZ удаляется.
Затем {XaQ/З' | ay^-/3", t4 | «-а,} Ь2Л1 {XaQ/JV-a,., *4ау<-/?"}, {XaQ/?'<-ay |,
t4ay<-|^"}h18{XaQ/3'<e-ay/3w, *4ау<-}. Молекула £4ау<- будет удалена.

После нескольких шагов мы получим молекулу XaQ<—/3 для
компоненты R2 системы HL.

Далее, {XaQ<-\(3, \ Y'}\-2A2{XaQ<-Y't /3}. (Молекула У —аксиома
системы HL.) Таким образом, мы получили молекулу /3 как результат. Затем
{Xa\Q*-Y't |«-У}Ки0{Ха«-Г, Q «- У}. Молекула Q^- У будет удалена.
(Молекула <— У есть аксиома системы #L.)

Итак, после нескольких шагов мы получим молекулу X±-olY для
компоненты R2 системы HL.

Наконец, {X<-\aYt Xqx \ Z}\-2X3{X<-Z, XqxaY} и мы получим
молекулу XqxaY = Xqx0lx+lY для компоненты RX системы HL для дальнейшей
работы (XqxZ — аксиома системы HL). Молекула X+-Z удаляется.
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§ 12. Универсальная TVDH-система степени 2

Теорема 8 [31]. Существует универсальная TVDH-система
степени 2.

Легко видеть, что эта теорема немедленно получается из
следующей леммы.

Лемма 7. Для каждой таг-системы Т существует
моделирующая ее TVDH-система Т' степени 2.

Доказательство. Рассмотрим таг-систему Т:

р» i = 1,..., п;
*п+1 STOP.

Пусть £2 = {а,,..., an+i}. Построим TVDH-систему Т". Пусть ее
терминальный алфавит есть Q, алфавит V есть V = fiu{X, X', Х'\ Y, Zt t{,..., ts,
—*,...,n—*, <—}. (Символы an + i и n—* мы иногда будем обозначать h и —*,
соответственно.) Множество аксиом А таково: А = {X'—*Z,..., X'-^Z,
Z—*,..., Z—*, J^Z,..., txan + lZ, <—Z, Za{t2i..., Zan + 11>, t5PxZ,..., t5PnZ,
h-^Z, Z-^*4, *3a,Z,..., *3ап + ^, X"Z,XZ, ZZ, Z^-У}.

Множество правил рекомбинации таково (вновь первый элемент
номера обозначает, к какой компоненте, Я, или Я2, правило относится; всюду
г = 1,..., п и J, J = 1,..., п-Ь 1):

l.i)

1.Г)

1.2)

1.3)

Ха^

Ха- а.

Х'Д

*1~*а>

о,4-|У
J.4) °

Z >

имеются правила

1.5)

1.6)

1.7)

1.8)

1.9)

а/*|
-Oil
X'*

X"

Xh\c

~/Г4
}

t3-+a

А
hai\

ai
Ч'
ai
z

V

Чи1 )

Ч
z >

1.10)

2.1)

2.2)

2.3)

2.3')

Ч'
X'

Ч

аЛ

*\
аЛ

~ч\

X'
Ч\

1\<-Yw~
X

a,

°7—

Ду
^—У

|-*»r

2.4)

2.5)

2.6)

2.7)

о я\

Z
e|(
e <

X'
X

ai

h

aihz '
гз*-Ч-* '
Ь
■\z '

h .

e\±Y
ZZie

Замечание 7. Для каждой аксиомы а из множества А в Rx и R2

Система Т" работает следующим образом.
1. Если таг-система Т стартует со слова w в алфавите £2, то

TVDH-система Т" стартует со слова XwY; оно добавляется к аксиомам системы Т"
без добавления новых правил рекомбинации. Если таг-система Т
останавливается на слове hv из Q\ то система Т' производит то же самое слово hv
и никаких других слов в терминальном алфавите Q.

Пусть XwY = Xa^a^w'Y, где %€{1,..., п}, ji>, ^ *Ь € 0> • • •
...,п + 1}.

2. Все аксиомы а из множества А доступны для операций
рекомбинации на каждом шаге работы TVDH-системы Т" благодаря правилам -|||-.
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3. Когда управление передается компоненте Д,, в силу правила 2.4)
доступны молекулы <—а;£2.

4. Когда управление передается компоненте Д2, доступны молекулы
£,ау-Ч *за>-~**4 и *5^-«—Увсилу правил 1.3), 1.9) и 1.10), соответственно.

5. Имеем {Ха^ \ a^w'Y, X'± \ Z} Ь,, {Xa^Z, X'^a^w'Y}.
Таким образом, Lx=Au{XwY} и L2 = {X'-ta^a^w'Y, Xa^a^Z, 1ха^>
t3aAt4, t5^7}uA.

6. Молекулы Xa^aJoZt txa^ (зф^, г фг^), £3ay—>tA и £5Р{<—F не могут
участвовать в операциях рекомбинации в Д2 и поэтому удаляются. Далее,

{Х'1-Ца^w'Y, t, |a^}h2., {X\\ t^a^w'Y}. Итак, L3 = {X'a^,
£,—*a, at tt/У, <-а^2}иА.

7. Молекулы <— a.L не могут участвовать в операциях рекомбина
ции в Д, и поэтому удаляются. Далее, {Х'а^—* |, tx —»a^ | a^^'F} h, 2
hj 2 {Jf 'a, —*а^ tt/У, ^—*а, }. Итак, LA = {X'a, —*а^ tt/У, £,—*a,, ^ау—*,
*3аА*4, *5Р;<-У}иА.

8. Молекулы tx —*а^, ^ау-^ {j Ф 1%, i ф %), ^за>"^^4 и ^s^*-^ не мо'
гут участвовать в операциях рекомбинации в Д2 и поэтому
удаляются. Далее, {X'а^ \ -*a^w'Yt tx | \-*} Ь22 {X'a^a^-*, tx->a^w'Y}. Итак,
L5 = {X'a, a. —*, £,—*а. tt/У, <—ayfcJuA.

9. Молекулы <—ау£2 не могут участвовать в операциях
рекомбинации в й, и поэтому удаляются. Далее, {Х'а, а, —* |, tx->a^ \ w'Y} Ь, 2

h12 {X'a^a^v/Y, t^aj. Итак, L6 = {X'a^a^w'Y, t^a^ t,aA,
t3aAt4, t5P^F}uA.

Так мы моделируем движение информации от одного конца
перерабатываемой молекулы к другому.

Через несколько шагов получаем Lt = {X'w"a —>У, tx->a (^=1,...
..., п+1), *,а,А ^аД^4, ^.4-У}иА.

10. Молекулы £,—*а , £,ау-Ч Ьъа^ЬА и £5i?«-F (г / го) не могут
участвовать в операциях рекомбинации в Д2 и поэтому удаляются. Далее,

{X'w'a^Y, ts\Pit+-Y}hZi{X'w"amtPit+-Y, tb±Y}.
Мы приписываем к правому краю обрабатываемой молекулы

необходимую продукцию Р^. Пусть X'w"amfiPio<— Y = X'va^a^*-У, где jXi fc,, Z, е
e{l,...,n + l}.

Итак, Lt + x = {X'vaJiak)+-Y, tb^Yt^ajt2}uA.
11. Молекулы t5-*Y и <-ay£2 (j 7^ fc,) не могут участвовать в

операциях рекомбинации в Д, и поэтому удаляются. Далее, {X'va3-c^*- | У,
<-<**, lUh^-X'^A4""^» *"^у}- Итак> ^i + 2 = {-y't«yl^4-*2. +~\Y>
t,aA, *3aA*4, *5Р,<-У}1М.

12. Молекулы t,ay-4 £3ау—*£4 и tbP{*—Y не могут участвовать в
операциях рекомбинации в Д2 и поэтому удаляются. Далее, {X'vay | а^ <— ^,
l^-^n^^'Wy^a^y, a^ <-*,,}. Итак, Ь, + 3 = {ХЧю^а^ У, ^4-^,
4-a.tJuA.
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13. Молекулы a^<r-t2 и <—а;£2 (j ф j\) не могут участвовать в
операциях рекомбинации в Rx и поэтому удаляются. Далее, {X'va3? <— | а^У,

txa^\ tza^tA, *5Р.<-Г}иА.
14. Молекулы txa3-^t *3aj~~**4 и t5P{*—Y не могут участвовать в

операциях рекомбинации в R2 и поэтому удаляются. Далее, {X'v \ aj <— ^,
l^-а^од, У}!-^*'^^ Г, a^t2}. Итак, LtJ,b = {X,v^aiakY% a^^

Таким образом, через несколько шагов получаем Lp = {Х'<— a, г/У,

15. Молекулы а/(<—£2 и <~ау*2 не могУт участвовать в
операциях рекомбинации в .Rj и поэтому удаляются. Далее, {X'*- \ a^v'Y,
Xn\Z}V-xb{Xl,alv,Yy X'+-Z}. Итак, Lp + X = {XHa^Y% X'«-Z, цЛ,

16. Молекулы Х'<—Z, txa}.-^t t^a^tA и t^^-.Y не могут участвовать
в операциях рекомбинации вй2и поэтому удаляются. Далее, {X" | a, v'Y,
Х\г}\-2Л{Хакя/У, X"Z}. Итак, Ьр + 2 = {Ха^'У, <-ay*2}lL4.

Таким образом, один шаг работы таг-системы Т смоделирован
системой Г'. После этого система Т" переходит к п. 5 и начинает моделировать
следующий шаг работы таг-системы Т.

Если длина перерабатываемой молекулы равна 2, т. е. \w\ = \а^а3- | = 2,
работают правила 1.1') и 2.3'), см. пп. 17 и 18.

17. Молекулы <— а}Ц не могут участвовать в операциях
рекомбинации в Д, и поэтому удаляются. Далее, {Xa^aJo | У', Х'-^ \ Z} hLl, {Х'-^У,

Xa^Z}. Итак, L8 = {X'^Y, Xa^Z, t,a,A «зоЛ«4, *5Р,<-У}1Ь4.
18. Молекулы Xa^a^Z, txa^t tza^tA и ^P^Y (i Ф %) не могут

участвовать в операциях рекомбинации в R2 и поэтому удаляются. Да
лее, {X'\±Y, Ч\Р^¥}\-гз, {X'P^Y, t5±Y}. Итак, L. + 1 = {X'P^Y,
t^Y, <—a^tJlM, и система Г' переходит к п. 11.

19. Рассмотрим тот случай, когда вычисления таг-системы Т
прекращаются, т. е. обрабатываемая ею молекула w имеет вид ha^a^w'^ а
соответствующая молекула, обрабатываемая системой Т', имеет вид Xha^a^w'Y.

Молекулы <—ау£2 не могут участвовать в операциях рекомбинации в Rx
и поэтому удаляются. Далее, {Xh \ a^a^w'Y, /i—* | Z} \-Х7 {h—ta^a^w'Y,
XhZ}. Итак, L^ih^a^u/Y, XhZ, t,a,A t3a^t4, *5Р.<-У}иА.

20. Молекулы XhZ, *,а,.-^, £зау-*г4 (j ф j0) и £5^<— У не
могут участвовать в операциях рекомбинации в R2 и поэтому
удаляются. Далее, {h \ —>a^a^w'Y, tz\a^tA}h27 {ha^tA, t^a^a^w'Y}. Итак,

21. Молекулы <—ау£2 не могут участвовать в операциях
рекомбинации в Л, и поэтому удаляются. Далее, {ha^-* | t4, t3-> \ a^a^w'Y} Ь1>8
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22. Молекулы £3~~*ау t4, txa^, t^a^t^ (j Ф /%) и t5P{+-Y не
могут участвовать в операциях рекомбинации в R2 и поэтому
удаляются. Далее, {ha^ \ -ta^w'Y, tz\ak^tA)y-21 {ha^a^t^ t3-+a^w'Y}. Итак,

£/ + з = {ЧоЧ~^' t3-^akow,Yt^-a3t2}uA.
23. Молекулы «-а^ не могут участвовать в операциях

рекомбинации в Д, и поэтому удаляются. Далее, {ha а.—> | tv tz-^aK\ у^^}\-хъ

!-|.8{Hoa*b^^'r' V^V^' ИТЗК- Lf + 4 = {h%%^W'Y> Ч^\*4> *1ауЛ
*за>~**4> *5^'(-^}и^- Таким образом, через несколько шагов получаем
£, = {«'"<ЧЛГ' *зДо*ъ*4. <.вуД.ЦЧ ^^-ПиА.

24. Молекулы £3~~*a £4, *iay~~*> ^a^—*t4 и t^^—Y не могут участвовать
в операциях рекомбинации вй2и поэтому удаляются. Далее, {w"a | -+У,
ZZ |}Ь2ф8{ги"а , ZZ-^Y}. Молекулы ZZ-*F будут удалены.

Молекула w"a =w и есть искомый результат!
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