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О ДЛИНАХ СИММЕТРИЧЕСКИХ И ЗНАКОПЕРЕМЕННЫХ
ГРУПП ПОДСТАНОВОК В РАЗЛИЧНЫХ СИСТЕМАХ ОБРАЗУЮЩИХ

(ОБЗОР)

М. М. ГЛУХОЕ, А. Ю. ЗУБОВ
(МОСКВА)

Введение

Роль порождающих элементов любой алгебры при ее изучении и при
использовании в приложениях хорошо известна и определяется самой
природой алгебры как множества с операциями. При конструктивном
определении основных операций алгебры перечисление порождающих ее элементов
по существу является одним из способов ее задания. Именно на этом
пути зачастую удается всю информацию о «большой» и даже бесконечной
алгебре записать в небольшом объеме памяти. При этом сложность
извлечения нужной информации существенно зависит от системы образующих.
Наиболее ценными с этой точки зрения являются такие системы
образующих, в которых каждый элемент алгебры однозначно представляется
некоторым каноническим словом. Ярким примером тому служат канонические
представления натуральных чисел в виде произведения простых чисел
(порождающих полугруппу (N; •)).

Наличие хороших представлений элементов алгебры через ее
образующие используется при нахождении определяющих соотношений алгебры
(см. [39]), облегчает решение различных алгоритмических вопросов (см.,
например, [42, 57]) и изучение строения самой алгебры. Так, например,
Э. Картан и Ж. Дьёдонне (см. [1, 28]) широко использовали образующие
симметрии при исследовании симплектических и ортогональных групп;
Дж. Диксон, А. А. Марков [43, 84] и другие авторы существенно
использовали так называемые нормальные формы слов в канонической системе
образующих при изучении групп кос и т. д. С помощью образующих
элементов и определяющих соотношений были определены многие интересные
классы алгебр, например, свободные группы, группы Коксетера [13] и др.

Системы образующих используются для технической реализации
элементов алгебр в теории автоматов, в криптографии и других областях. В
связи с этим для групп подстановок полезно знать различные системы
образующих и некоторые их характеристики.

В данной работе дается обзор результатов о системах образующих
для симметрических и знакопеременных групп подстановок конечных
степеней. Наряду с опубликованными результатами авторы обзора сочли
целесообразным привести отдельные результаты по этой теме, известные им
из различных научных отчетов. В таких случаях ссылки на первоисточники
не приводятся, указываются лишь авторы и годы появления результатов.
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Работа состоит из двух параграфов. В § 1 по существу перечисляется
ряд известных систем образующих для указанных групп, в § 2 приводятся
сведения о длинах групп в различных системах образующих. Заметим, что
ряд результатов по этим вопросам изложен в обзорной статье Ю. В. Голун
кова [26]. Эти результаты здесь, как правило, не приводятся, хотя в
библиографию соответствующие работы включены [10-12, 14-24].

Авторы отдают себе отчет в том, что приведенные здесь сведения
по рассматриваемому вопросу недостаточно полны, и заранее приносят свои
извинения всем авторам, результаты которых оказались не отражены.

В обзоре используются следующие обозначения:
S(Q) и A(Q) — соответственно симметрическая и знакопеременная

группы подстановок множества Q с операцией умножения подстановок;
5П и Ап — указанные группы при П = {1,2,..., п};

Р(£2) — симметрическая полугруппа преобразований множества Q
с операцией умножения преобразований;

GF(q) — конечное поле из q элементов;
Vm(q) — линейное пространство строк (векторов) длины m над полем

GF(q); пространство ^(2) будем также сокращенно обозначать Vm;
(М) и (<?i,...,<?m) — группы, порожденные множествами

подстановок М и {#,,..., дт}> соответственно;
М1 —множество всех элементов группы (М), представимых словами

длины I (множество М1 иногда называют 1-м слоем группы G
относительно системы образующих М)\

М~х — множество подстановок, обратных к подстановкам из М;
L(g;M) — длина элемента g относительно системы

образующих М, т. е. минимальная длина слова в алфавите М, представляющего
элемент g€ (M);

L(G; М) = max L(д; М) — длина группы G относительно системы
g € G

образующих М.

§ 1. Образующие элементы групп Sn и Ап

Для решения вопроса о порождении группы 5П или Ап заданным
множеством подстановок чаще всего применяют следующие методы.

1. Метод, основанный на алгоритме представления любой подстановки
в виде произведения подстановок из заданного множества. Так, например,
из хорошо известного алгоритма представления подстановки в виде
произведения независимых циклов следует, что множество всех циклов из 5П
порождает 5П.

2. Метод сведения к известным системам образующих. Например,
каждый цикл из 5П можно представить в виде произведения транспозиций.
Следовательно, множество всех транспозиций также является системой
образующих группы 5П. Аналогично, произведение любых двух транспозиций
представляется в виде произведения циклов длины 3 (3-циклов), поэтому
множество всех 3-циклов из группы 5П порождает группу Ап.

3. Метод, который основан на использовании графа Гл, определяемого
по системе подстановок А из Sn следующим образом: вершинами графа ТА
являются числа 1,2,..., п, ребро (%j) содержится в ГА в том и только
том случае, когда в А существует такая подстановка ду что g(i) = j. В
общем случае граф ГА является ориентированным, однако при А'1 = А его
можно считать неориентированным. В терминах свойств графа ГА
очевидным образом выражаются такие свойства группы (А), как транзитивность,
примитивность, наличие транспозиции и др.
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4. Методы, использующие различные характеристические свойства
групп Ап и Sn или группы G, содержащей Ап. Примеры таких свойств
можно найти в книге [125]. Приведем наиболее популярные из них.

Теорема Жордана (1873). Пусть n = p + fc, где р— простое число, fc ^
^ 3. Если подгруппа G группы Sn примитивна и содержит цикл длины р,
то GDAn.

Теорема Маркграфа (1892). Пусть G — подгруппа группы 5П,
Дс{1,...,п} и |Д| > п/2. Если группа G примитивна, а ее поточечный
стабилизатор С?д транзитивен на множестве {1,..., п}\Д, то G3 Ап.

Теорема Миллера (1915). Пусть*) G<Sn, ri = gp + fc,p— простое
число, р > q > 1, fc > g. Если группа G является (fc+1 )-транзитивной, то G Э Ап.

Теорема Бохерта. Если G < 5П, группа G примитивна и \G\ > п\/((п +
+ l)/2)!f TOGD4.

Из работ Жордана (1873, 1875), Маннинга (1909, 1911, 1918, 1919)
и Вайса (1928) можно извлечь следующее утверждение.

Пусть G < 5П, группа G примитивна, n = qp + k, где р — простое число
и параметры q% p, fc удовлетворяют одному из наборов условий из табл. 1.
Тогда если G содержит подстановку порядка р и степени qp% то G D Ап.
(Напомним, что степень подстановки — это число ее мобильных элементов.)

ч
р
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1

^2
>2

2
>ъ
>2

3
>ъ
>3

4
^7
>4

4
^5
>5

5
>1
>6

6
>п
> 6

7
>п
> 8

Габ л ица 1

^8
>2q-\
> 4q - 4

Из результатов Маннинга и Бохерта вытекают определенные
ограничения на минимальную степень fc-транзитивных подгрупп из 5П, не
содержащих Ап.

Пусть G < Sn% группа G является fc-транзитивной, т — минимальная
степень G (т. е. наименьшая из степеней нетождественных подстановок
из G) и параметры кит удовлетворяют одной из пар условий, указанных
в табл. 2. Тогда G 2 Ап.

к

т
*2

1 —з—

п

. п - 3<_т
^4 ^5 £6

Зп
<_5~

Т*

^8

< 3

i6л и ца 2

£25
. 25п

< 31

Весьма полезными при решении вопроса о совпадении подгруппы G
группы Sn со всей группой Sn являются результаты классификации
примитивных групп подстановок степени п, содержащих цикл длины 2т. При
2т < п — 2 такая классификация проведена в работах [116, 117]. Оказалось,
что при 2т < п — 2 группа G совпадает с 5П. При 2т = п - 2 имеются
исключения: если m = 3, то G может с точностью до изоморфизма совпадать
с PGL(2, 9) или с РГЬ(2, 9); если 2т + 1 —простое число, то G может
оказаться изоморфной группе PGL(2, р). В случае 2m = n — 1 ив
наиболее трудном случае 2т = п классификацию указанных групп осуществил
Б. А. Погорелов [49], используя достаточно разнообразные и глубокие
результаты, полученные в ходе описания кратно-транзитивных групп
подстановок и конечных простых групп.

При 2т = п - 1 здесь, как и выше, исключения получаются лишь
для ш = 3и для случая, когда 2т + 1 — простое число. При 2т = п
примитивная подгруппа G группы 5П, содержащая цикл длины 2т, совпадает

*) Здесь и далее запись А < В, где В
пы В.—Ред.

группа, обозначает, что А — подгруппа груп
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с Sn или может оказаться подстановочно изоморфной естественному
подстановочному представлению степени р + 1 проективной линейной группы
PGL (2, р), если р = 2П -1 — простое число.

К последнему утверждению примыкает следующий известный авторам
обзора результат А. А. Нечаева (1978): если n = 2m и примитивная
подгруппа Н группы Sn содержит подстановку, разлагающуюся в произведение
двух независимых циклов длины 2т~2, то НЭАп.

Следует отметить, что в большинстве работ о системах образующих
групп 5П и Ап используется метод сведения к другим системам
образующих. В связи с этим исследователю по рассматриваемой тематике полезно
иметь достаточно широкий набор систем образующих групп Sn и Ап. Много
таких систем приведено в монографии С. Пикар [113], посвященной
специально базисам этих групп (под базисом понимается неприводимая система
образующих). В частности, в этой работе методом сведения
устанавливаются следующие факты.

При любых натуральных m, n и fc, удовлетворяющих условиям п ^ 3,
1 < к < п, 1 ^ т^ п, группа ((1, 2,..., п), (т, т +1,..., т +fc - 1))
совпадает сЛп, если пик нечетны, и с Sn в противном случае (здесь и ниже
при записи циклов из группы Sn сложение и вычитание производится по
модулю п).

При п ^ 4 и любых а, Ь, с из {1,..., п} группа ((1, 2,..., п), (а, Ь, с))
совпадает с Sn (при четном п) или с Ап (при нечетном п) в том и только
том случае, когда выполнено условие НОД(Ь-а, с —Ь, п) = 1.

При п^2иа,Ье{1,...,п} группа ((1,2,..., п), (а, Ь)) совпадает с Sn
в том и только том случае, когда НОД(а- 6, п) = 1.

В [113] содержатся также общие критерии порождения группы Sn
системой транспозиций и группы Ап системой тройных циклов. В обоих
случаях необходимым и достаточным условием порождения является условие
связности заданной системы циклов. Заметим, что в [37] эти критерии
обобщены на произвольную систему циклов простых длин, содержащую хотя бы
один цикл длины р, р ^ п - 3, где n ^ 5.

Наиболее интересным общим результатом монографии [113] является
следующее утверждение, называемое теперь теоремой С. Пикар.

При п ^ 3 (п ^ 4) для любой подстановки д из 5П (из Ап), отличной
при п = 4 от подстановок группы Клейна

КА = {е, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)},
существует такая подстановка h из Sn (из Ап), что (#, h) = Sn ((g, h) = An).
Подстановки из группы Клейна не входят ни в один базис группы 54.

Монография [113] является библиографической редкостью, поэтому
последняя теорема С. Пикар опубликована на русском языке в
«Кибернетическом сборнике» [47] в 1965 г. В том же году она была передоказана
Г. Я. Биндером [5]. Позднее он неоднократно обобщал эту теорему, [6-8].

Для формулировки его результатов введем обозначение Гт для
следующего свойства любой группы G. Будем писать СбГт, если

(Val,...,amGG\{e})(36)((a„6) = G, i 6 {1,..., т}).
Теорема С. Пикар утверждает, что 5П €Г, при п^4. В работе [7]

доказано, что Sn е Г2 при п > 4. В [8] установлено, что Sn $ Г4, если п нечетно
и п > 4. Если п четно и п > 4, то Sn £ Г3.

Аналогичные исследования проводили Дж. Бреннер и Дж.
Витольд [71, 72]. В работе [71] они независимо от Г. Я. Биндера доказали,
что Ап € Г4 \Г5 для четных n, n ^ 8. В [72] они рассмотрели случай
нечетного п. Здесь ситуация более сложная. Так, например, А19еГ, при
некотором t% t >6- 109. Дж. Бреннер и Дж. Вигольд доказали, что Ап е Г3
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при любом нечетном n, n ^ 11, и Ап £ Tt при t = С*г,1 для нечетного
составного п с наименьшим простым делителем d. Особое внимание уделено
группам Apf Sp для «хороших» простых р (простое р они называют
хорошим, если Ар и Sp — единственные неразрешимые транзитивные
группы подстановок степени р). В этом случае значение параметра т найдено
с точностью до слагаемого s, s ^ 3.

В [8] рассмотрен вопрос о дополнении любого элемента а из 5n \ {е}
до базиса {а, 6} группы Sn элементом Ь из некоторого фиксированного
подмножества R группы 5П. В частности, этот вопрос положительно
решен для класса R всех элементов, сопряженных при нечетном n, n > 4,
с подстановкой (а,,..., ат)(ат + 1,..., ап), где 1 < т < п, НОД(т, п) = 1,
и с подстановкой (а,,..., ап) при четном n, n >6.

Заметим, что в работах Г. Я. Биндера имеются вспомогательные
результаты, позволяющие строить новые серии систем образующих для групп Sn
или Ап. Приведем в качестве примера один результат из [8]: транзитивная
группа подстановок степени п, содержащая подстановку, равную
произведению двух независимых циклов длин fc и п - fc, совпадает с Ап или 5П,
если 1 < к < п и НОД(А:, п - fc) = 1.

Теорема С. Пикар и ее обобщения свидетельствуют о том, что группа 5П
имеет большое число 2-элементных базисов. Этот факт еще более
усиливается следующим асимптотическим результатом Дж. Диксона 1969 г. [83]:
при случайном выборе двух подстановок из 5П вероятность получить базис
стремится к 3/4 при п —► оо. Таким образом, при достаточно больших п
вероятность получить базис при случайном выборе двух подстановок
близка к вероятности выбора хотя бы одной из двух подстановок не из Ап.
При доказательстве этого факта использовалась приведенная выше теорема
Жордана, и главная трудность состояла в нахождении оценок вероятностей
примитивности группы (а, 6) и наличия в ней цикла нужной длины.

На этом же пути В. Н. Сачков в 1971 г. оценил
вероятность рп(т) порождения группы Ап или Sn системой из т случайно
выбранных подстановок, т ^ 2. Им доказано асимптотическое равенство
pn(m) = l-0(l/(lnln n)m) при n—>оо и фиксированном т.

Позднее (1980) Дж. Бовей [63], оценивая минимальную степень
группы, порожденной случайной подстановкой, улучшает оценку
вероятности рп(2). Он доказывает, что для любого фиксированного положительного е
при достаточно больших п выполнено неравенство рп(2)> 1 —п"1 + е.

Рядом авторов (см. [4, 78, 91]) исследовалась система образующих Dn
группы Sn,

Д. = К = (0,1), d, =(0,1,2), ..., dn_2 = (0,l,...,n-l)}.
По-видимому, первые результаты по получению кратчайших представлений
подстановок в данной системе образующих получил В. П. Зязин (1971),
который, кроме того, обратил внимание на ее оптимальность (см. § 2).

В [90] показано, что каждая подстановка однозначно представима
несократимым словом d^d^ ... d{; , в котором г, ^ ^ ^ ... ^ гто. В [90] также
найдены определяющие соотношения для системы DnU{e}.

Алгоритм нахождения кратчайшего представления для элемента д
группы Sn приведен также в [4]. Он состоит в следующем:

1) находится число fc, fc=max{x: x<n—1, g~l(x)>g~l(x+l)};
2) для каждого x, O^x^fc, вычисляется величина тх = к-х+д-1(х)

-|Д,|,гдеЯ, = {у: x<y^kt g-{(y)<g~l(x)};
3) вычисляется кратчайшее представление д = дтдт^ (.. .д
Из теоремы Галуа о простоте знакопеременной группы Ап следует, что

при n ^ 5 для любого класса С сопряженных элементов в Sn выполняет
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ся равенство (С) = Ап> если С состоит из четных подстановок, и (С) = 5П
в противном случае. В связи с этим имеется много работ, в которых
рассматриваются различные вопросы, связанные с порождением группы Sn или Ап
подстановками из одного класса сопряженных элементов.

Сравнительно просто такие вопросы решаются для транспозиций.
Классическими примерами систем образующих-транспозиций являются:

Т — все транспозиции;
Т{ —все транспозиции вида (1, г), г б{2,..., п};
Т2 — все транспозиции вида (г, гН-1), г €{1,..., п-1}.
При решении вопроса о порождении группы Sn произвольным

множеством транспозиций А часто используется теоретико-графовый подход.
При этом граф ТА можно считать неориентированным. Если (А) = Sn>
то в силу транзитивности группы 5П граф ТА должен быть связным.
Методом математической индукции нетрудно доказать, что верно и обратное
утверждение (см., например, [45]).

О. Оре в [45] доказывает, что множество транспозиций А является
базисом группы Sn в том и только том случае, когда граф ГА является деревом.
Отсюда видно, что любой базис из транспозиций содержит ровно п - 1
подстановок. В работе [80] найдено число различных базисов из транспозиций;
оно равно пп~2.

Продолжая исследования О. Оре, У. Фрухт [90] находит
рекуррентную формулу для числа F^n систем из га транспозиций, порождающих
группу 5П.

Несколько сложнее сходные вопросы решаются для систем
образующих из тройных циклов и, тем более, циклов произвольной длины. Вместе
с тем, для тройных циклов критерий полноты формулируется точно так же,
как и для транспозиций (см., например, [104]). В [104] приводится и
минимальная по мощности система тройных циклов, порождающая группу 5П:

((1,2,3), (1,4,5), ..., (1, 2га-2, 2т-1), (1,2, г)),
где г = п при п = 2га+1, или г — любое из чисел 1,..., 2т-1 при п = 2т.

Вопросам порождения групп 5П и Ап циклами длины fc посвящена
работа В. И. Сущанского и Р. А. Восканяна [52], где также используются
графы. В этой работе находятся минимальный и максимальный порядки
неприводимых систем образующих группы 5П или Ап из циклов длины fc.
Для минимального числа ч(к, п) циклов длины fc, fc ^ 5, порождающих 5П
или Ап> имеет место соотношение

7(fc, п)=<

2,

з,
п-1
fe-p

\В\_ + i,

*>f
* = *

*<?
fc<f

fc - 1 делит п - 1 ;

fc — 1 не делит п - 1.

При этом системы образующих, состоящие из 7(fc, n) элементов,
характеризуются тем, что в соответствующих графах нет ребер, принадлежащих
двум различным простым циклам графа.

В то же время максимальная по мощности неприводимая система
содержит п — к + 1 циклов, и для любого числа /, удовлетворяющего условию
7(fc, n) ^ / ^ 71 - к + 1, существует неприводимая система fc-циклов,
порождающая 5П или Ап и состоящая из I элементов fc-циклов. В терминах
графа ГА приводится достаточное условие неприводимости системы
образующих. Заметим, что значение величины <у(к, п) при любых возможных fc, n
ранее было найдено в [92].
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В [76] при п > 167 конструируется система образующих х, у, t
группы 5П, удовлетворяющая условиям:

x2 = y2 = {xyy=t2=:{xt)2=={yt)2=:L

В ряде работ, посвященных вопросу о порождении групп Sn и Ап
подстановками из одного класса сопряженных элементов или из объединения
классов, главное внимание обращается нахождению длины группы в
рассматриваемых системах образующих. Поэтому обзор результатов этих
работ будет сделан в следующем параграфе. Здесь же мы отметим лишь, что
в одной из последних работ этой серии [58] показано, что почти в любом
из классов сопряженных элементов группы Ап содержится пара
подстановок, порождающих Ап. Точнее, отношение числа классов, содержащих
такую пару элементов, к числу всех классов стремится к 1 при п —>оо.

Еще один класс систем образующих групп Sn и Ап, состоящий из
циклов (вообще говоря, разной длины), каждый из которых содержит
фиксированный символ, рассматривается в работах [102, 126]. Упомянутые системы
образующих связаны с так называемыми «играми на графах», обобщающими
известную «игру в 15» С. Ллойда.

Более специфические системы образующих групп Sn и Ап
используются в прикладных областях — в криптографии, в теории автоматов и т. п.
Здесь существенное влияние на выбор систем образующих оказывают
требования, связанные с технической реализацией. Именно в силу этих
требований здесь в качестве множества £2, на котором действуют
подстановки, чаще всего берется пространство Vm векторов-строк длины т над
полем GF(2) с операцией покомпонентного сложения в этом поле.
Отождествляя группу (Vm;®) с аддитивной группой некоторого поля GF(2m),
можно ввести на Vm операцию умножения как умножение в поле GF(2 ).
Кроме того, вектор (хи..., хт) из Vm зачастую отождествляют с числом
x{2m~l + .. . + хт_12 + хт; тогда появляется возможность ввести на Vm
операции сложения и умножения по модулю 2т. Все эти операции, а также
логические операции на множестве {0, 1}, широко используются при
построении систем образующих групп S(Vm)u A(Vm). При этом сами
подстановки множества Vm записывают в координатной форме:

д: (я,, х21..., хт) —► (fi(x^ ..., xm), /2(Жр ..., хт), ..., /т(жп ..., хт)),

где /,, /2,..., fm — система булевых функций, называемая системой
координатных функций преобразования д.

Приведем примеры. Так, в работе [77], нацеленной на приложения
в криптографии, в качестве образующих элементов рассматриваются
отображения a: Vm-+Vm вида а(ах, .. .aj^^,..., ftm), где

Ь' = {%/(а,,...,а,), \t\ b-"'We{l,...,m}. (1)
Используя сведение к состоящей из тройных циклов системе

образующих группы Ат% автор доказывает, что при фиксированном fc и
всевозможных булевых функциях /(ж,,..., хк) указанная система образующих
порождает группу S(Vm) при т > 1, fc = га - 1 и группу A(Vm) при т ^ 4,
fc€{2,..., m-2}.

В работе [25] Ю. В. Голунков рассматривает вопрос о порождении
симметрической полугруппы P(Vm) и группы S(Vm) преобразованиями вида (1)
при ограничениях на используемые функции /. В частности, рассмотрена
задача порождения P(Vm) с использованием лишь функций /,, /2, /3 и /Зф1,
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но с возможностью любых замен переменных на переменные из множества
{х,,..., хп}. Сформулирован критерий порождения P{Vm)% заключающийся
в том, что

/, = Хх ' . . . Хк к_~[ Хк Хк к++1 . . . Хтт ф </9(Xj, . . ., Хк _ j, Хк + j, . . ., Xm),

/2 = 2^1 Ф 2^ Ш • • • Ш хт Ф OL,

/з = xt ф гр(Xj,..., х{ _ j, xt + j,..., xm),

где а, а,,..., ат € {0, 1}, </э — любая булева функция, а V —булева
функция нечетного веса \\ф\\.

Приводится конкретный пример такой системы функций:

Jx = X, V X^Xj . . . Xm, /2 = Xj ф . . . ф Xm, /3 = Xj ф X^Xj . . . Xm.

Заметим, что преобразования, использующие функцию /,, не
биективны. Поэтому, исключив из системы /,, /2, /3, f3 функцию /,, получим
критерий порождения группы S(Vm).

В работе Ю. В. Голункова [23] рассматривается вопрос о порождении
полугруппы P(Vm) и группы S(Vm) так называемыми регистрами сдвига,
т. е. преобразованиями вида

Р/: (ХИ Х2) ' ' -> Хт) ""* (fyl • • •> Xml f\XD • • м Жт))>

где / — любая булева функция. Нетрудно видеть, что pf — подстановка
в том и только том случае, когда функция / зависит от хх линейно; такие
регистры сдвига называют регулярными.

В [23] доказывается, что необходимым условием совпадения
группы 5(Vm) с группой (рр руг) является нечетность веса функции х,ф/(х,,...
...,хт) как функции от переменных Xg,..., хт. Высказывается
гипотеза о том, что это условие является и достаточным. Гипотеза проверена
для ш^5и для функции / = Xj®X2X3.. .xm при любом т.

В начале 80-х годов в связи с анализом стандарта шифрования США
(DES, см. [53]) многие специалисты рассматривали группы
подстановок множества Vn x Vn, порожденные подстановками вида gF: (a, 6) —►
—► (Ь, F(a, b)) при различных отображениях F: VnxVn-*Vn. Такие
подстановки gF обобщают так называемые раундовые функции DES-алгоритма.

С. Ивен и О. Голдридж [88] доказали в 1983 г., что множество

A = {gF:F(a,b) = a®<p(b)y <peP(Vn)}

порождает знакопеременную группу A(Vn x Vn). В работе Р. Вернсдор
фа [124] изучается возможность порождения знакопеременной группы
подстановками, реализуемыми конкретными раундовыми функциями
DES-алгоритма. Показано, что все 248 таких подстановок порождают группу ^(V^).
Основная идея состоит в доказательстве 3-транзитивности
рассматриваемой группы, после чего используется один результат Камерона, основанный
на классификации конечных простых групп.

Теоретико-групповые свойства преобразований, реализуемых полной
схемой DES, исследовались в работах [73, 100, 114].

Изучались группы подстановок, связанные и с другими блочными
шифрами. Так, в работе Р. Диттмара, Г. Хёрнауэра, и Р. Вернсдорфа [82]
доказано, что раундовые функции шифра SAFER порождают знакопеременную
группу, а также представлено новое доказательство аналогичного
утверждения для DES. Кроме того, показано, что если раундовые функции шифра
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FEAL порождают примитивную группу, то она совпадает со
знакопеременной группой.

Несколько классов систем образующих групп подстановок, связанных
с реализацией криптографических преобразований блочных шифров, изучен
Т. Цишангом в [128]. В этой работе рассматриваются преобразования
пространства Vm:

ADD.c, XOR.c, SHIFT.fc, MUL.c, MULT.c,

определяемые для любого вектора хиз Ут следующим образом (с —
фиксированный вектор из Vmt к —фиксированное число):

1) ADD_c(x) = x + c (mod 2m);
2) XOR _с(х)=хфс, где ф — покоординатное сложение по модулю 2;
3)MUL_c(x) = xc (mod 2m);
4)MULT_c(x)=xc (mod 2m+l), здесь НОД(с, 2m 4-1)= 1;
5) SHIFT.fcfx,,..., xj = (x4 + 1,..., xm, xv ..., xk).
В 1), 3) и 4) вектор у = (у,,..., ут) из Vm отождествляется с числом

ут + 2ут-х + .. .4-2m_12/,, a „+" и „•" — операции сложения и умножения,
производимые над числами.

Обращается внимание на то, что MUL.c e A(Vm) <£=$► с= 1 (mod 4)
и MULT.ce A(Vm) <=> (с — квадратичный вычет по модулю 2т+1).

Получены следующие результаты.
1. Группа G = ({SHIFT.fc, XOR_с: 0 ^ к < га, с е Vm}) изоморфна

полупрямому произведению N х U элементарной абелевой 2-группы N
порядка 2т и циклической группы U порядка т;

имеет место соотношение |G| = m2m;
группа G может быть порождена т+1 элементами;
если т = 2*, то G — неабелева 2-группа порядка 2к + т;
длина группы G равна 2.
2. Группа G = ({ADD.c, SHIFT.d: 0^c<2m, O^d <ra}) изоморфна 52«.
3. Для нечетного с группа G = ({MUL .с, SHIFT.d: 0<c<2m, (К d <

< m}) изоморфна 52m-i- Здесь G рассматривается как группа подстановок
на всех ненулевых векторах из Vm.

4. Рассматриваются также некоторые «смеси» преобразований 1)-5).
Например, приведен алгоритм MIX-2. По сути, это —
криптографический алгоритм, реализующий блочное шифрование. Здесь М —
исходный вектор из Vmi а 6И..., 6Г — первые г бит ключа К, который
является fc-битовым вектором (Ь,,..., Ьг, Ьг + 1,..., Ък); FOR(t=0; г<г;++г)
указывается, что обычно fc — степень двои- if /> '
ки. Параметр г — это число итераций, в каж- * Knvyrv.
дой из которых применяется либо ADD.b, ли- ADD.b(M);
бо SHIFT.a. Предлагается выбрать г = к — (т + ELSE
+ log2 m - 2). Доказывается, что группа G, по- SHIFT.a(M);
рожденная преобразованиями MIX-2, реализуемы- Алгоритм MIX-2
ми при всевозможных ключах К, изоморфна 52т.

В заключении работы сказано, что комбинации базисных операций
порождают разные группы подстановок: полупрямые произведения, аффинные
линейные группы, сплетения, симметрические и знакопеременные группы.

Из приведенных выше классических теорем и других результатов
видно, что при решении вопросов о порождении группы Sn или Ап заданным
множеством подстановок М важную роль играет условие примитивности
группы (М). Это условие проверяется особенно просто, если
подстановки действуют на Ут и множество М содержит подстановку д: х -> х + 1
(mod 2m). В этом случае любая полная система блоков (областей
импримитивности) группы (М) должна быть полной системой блоков группы
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G = (g)t т. е. системой смежных классов группы (V^,+) по некоторой
ее подгруппе. Отсюда следует, что группа (М) импримитивна в том и
только том случае, когда в координатном задании любого преобразования из М
последние fc функций не зависят существенно от первых га - fc
переменных ж,,..., хт_к при некотором к ^ 1. Отрицание последнего условия и дает
критерий примитивности группы (М).

Аналогичный критерий имеет место и для преобразований
пространства Vm(p) над полем GF(p) при любом простом р.

Заметим, что указанные условия примитивности группы (М) при деМ
ранее (1977) в терминах графов были сформулированы А. А. Нечаевым.
Интересно отметить, что они совпали с условиями полноты системы
координатных функций преобразований из М, см. [44].

Определенная связь между условием примитивности подгрупп
группы Sn и условием полноты систем функций n-значной логики проявлялась
также в работах Р. А. Байрамова [2, 3].

Пользуясь указанным критерием примитивности и приведенными выше
результатами Б. А. Погорелова и А. А. Нечаева о группах, содержащих
2т-цикл или произведение двух 2т_2-циклов, М. М. Глухов доказал (1978)
совпадение группы (#, h) с группой S(Vm) для достаточно широкого класса
подстановок h. Оказалось, что равенство (ду h) = S(Vm) выполняется, если
выбрать в качестве h:

а) любой регулярный регистр сдвига pf;
б) любое функциональное преобразование h: х->хАфа

пространства Vm% где невырожденная матрица А ни при каком fc, 1 ^ fc < га, не имеет
нулевой правой верхней (fc х(га-А;))-подматрицы;

в) любое преобразование вида h: х—^хфа/{1), где

<*o>ai € Vm, a0eaI=(a,,...,am_I, l), al^..1am_l€ GF(2),
и функция /(х) = /(х,,..., хт) существенно зависит от хх (см. [16]).

В работах [21, 22] приводятся системы образующих полугруппы P(Vm)
и группы S(Vm)y реализуемые на так называемых однородных ленточных
структурах (см. также [10, 11]). Построением систем образующих
группы S(GF(q)) с использованием аффинных преобразований поля GF(q)
занимался Л. Карлиц [74].

В приложениях зачастую системы образующих группы Sn (да и других
групп) используются для перечисления всех элементов группы (без
повторений). В связи с этим возникает задача построения таких систем образующих
конечной группы G, при которых все элементы группы можно расположить
в ряд длины \G\ так, чтобы каждый элемент ряда получался умножением
предыдущего на некоторый образующий элемент [113]. В [45] этот вопрос
сформулирован на языке графа Кэли группы G = (M).

Напомним (см. [45, 57]), что графом Кэли группы G = (М)
называется ориентированный граф Г(С;М) с \G\ вершинами, индексированными
элементами группы G, в котором вершины gi и gj соединены ребром,
направленным от gi к gjt в том и только том случае, когда gj = girn8 для
некоторого га, из М. Указанное ребро обычно помечается знаком т8. Из этого
определения легко усмотреть, что возможность указанного выше
расположения элементов группы G равносильна наличию в графе Г(С; М) гамиль
тоновых путей.

В [115] указаны алгоритмы построения гамильтоновых путей для
группы 5П, заданной системами образующих М, и М2, |М,| = п-1, |М2| = 3:

Мх = {(1,2), (1,2X3,4), (1,2)(3,4)(5,6),..., (2,3), (2,3)(4,5), (2,3)(4,5)(6,7),...},
М2 = {(1,2), (1,2)(3,4)(5,6)..., (2,3)(4,5)(6,7)...}.
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В [99] аналогичная задача решена для группы 5П с системой
образующих Т2. В работе [33] доказано существование и указан алгоритм
построения гамильтоновой последовательности в графе Г(С; М) для любого базиса
из транспозиций М. При этом существенно использовался критерий О. Оре
о представлении базиса из транспозиций деревом.

В заключение § 1 сделаем одно замечание о числе образующих
элементов группы подстановок: если группу 5П или Ап можно породить двумя
образующими, то для произвольной группы подстановок вопрос о
минимальном числе образующих не очевиден.

В работах [29, 96] показано, что любую подгруппу G группы 5П можно
породить системой с не более, чем п — 1 элементами. Предлагаются
несложные алгоритмы построения таких систем образующих.

§ 2. Представления элементов групп Sn и Ап через образующие.
Длина группы в заданной системе образующих

Представлениями элементов группы через образующие занимались
многие математики по разным причинам. В частности, на представлении
элементов группы основан один из методов доказательства порождения
группы заданным множеством ее элементов. На этом же основан и один
из методов получения оценок длины группы и мощностей ее слоев в
заданной системе образующих. Наличие канонических представлений
помогает находить определяющие соотношения группы и решать многие
другие задачи.

В общем случае, когда группа подстановок G задана произвольной
системой образующих, существуют различные алгоритмы перечисления всех
элементов группы как произведений образующих. Одним из самых
простых является алгоритм, предложенный Ч. Симсом [51, 118], который
использует переход от образующих группы к образующим ее стабилизаторов
(см. ниже о сильных системах образующих). Однако и этот алгоритм, и его
модификации (см., например, [97, 101]) в общем случае являются
достаточно сложными. Ясно, что не проще будет и задача нахождения кратчайших
представлений подстановок через образующие. В связи с этим возникает
вопрос о сложностной характеристике указанной проблемы, а также
проблем нахождения длин элементов группы подстановок и длины самой группы.
Последние были рассмотрены в работе [87] С. Ивена и О. Голдрича (см.
также [98]). Приведем формулировки проблем.1. Проблема минимальной длины
последовательности образующих (MGS-problem). Исходные данные:
система подстановок А = {д^..., дт}% подстановка д% принадлежащая группе
G = (<7Р ..., дг), и натуральное число fc. Требуется выяснить, существует ли
слово длины fc в алфавите А, представляющее элемент д.2. Проблема минимальной верхней грани
последовательности образующих (MBGS-problem). Исходные данные:
система подстановок А = {#,,..., дг} и натуральное число fc. Требуется
выяснить, все ли элементы группы G = (#,,..., дт) представляются в
алфавите А словами длины менее fc.

Ясно, что эти проблемы равносильны соответственно проблемам
нахождения длин элементов и длины группы. В [87] доказано, что обе эти
проблемы NP-трудны, причем MGS-проблема NP-полна.

Вместе с тем, существуют такие системы образующих групп
подстановок (в частности, групп Sn и Ап), для которых соответствующие проблемы
решаются легко. Ниже в основном о таких системах образующих групп Sn
и Ап и будет идти речь.
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Классическим примером представления подстановок является их
разложение в произведение независимых циклов. Роль такого представления
в теории групп подстановок хорошо известна. Оно очевидным образом дает
и точное значение длины группы 5П в системе всех (неединичных) циклов —
оно равно [п/2\ и достигается на подстановках hx =(1, 2)(3,4).. .(п- 1, п)
при четном п и /^ = (1)(2, 3).. .(п—1, п) при нечетном п.

Ниже мы не указываем в таких разложениях единичные циклы,
подразумевая их с учетом того, что подстановки действуют на
множестве {1,..., п}.

Пользуясь разложением подстановок в произведение независимых
циклов, можно получать их представления в системе Т всех транспозиций,
заменяя каждый цикл по формуле

(о,, а>,..., ак) = (а,, а^Ха,, а,)... (а,, ак).

В системе Тх всех транспозиций вида (1, г), г е {2,..., п}, при а, =
= 1 можно воспользоваться этим же разложением, а при 1 £ {ар ..., ак} —
произведением

(1,а|)(1,а2)...(1,а4)(1>а|).
Указанные представления приводят к оценкам длин и подстановок,

и группы 5П в этих системах образующих. В частности,

L(Sn; T)^n-\, L(Sn; 7]K L3(n- 1)/2J.
С другой стороны, нетрудно видеть, что эти оценки достигаются:

первая — на подстановке h = (1, 2,..., п), вторая — на указанных выше
подстановках hx и /ij. Доказательство достижимости первой оценки можно найти,
например, в работах [80, 98]; в каждой из них доказано, что L(g; Т) = п-к>
где к —число всех циклов подстановки д (вместе с циклами длины 1).
В [80] найдены рекуррентные формулы для числа представлений любой
подстановки д в виде произведения минимального числа транспозиций. В
частности, если д есть t-цикл, то это число равно t'~2.

А. А. Марков в работе [43] получает, факторизуя группу кос,
канонические представления элементов группы Sn через систему транспозиций
Т2 = {(г, г + 1): г € {1,..., п — 1}}. Для любого элемента группы 5П такое
представление имеет вид

\\-\ --\-sxW-\--\-*2 ••• W-i--•%-,t> (2)
где 1 ^ кх < 1% < ... < kt ^ п, 0 ^ s{ < к0 г е {1,..., t}. Сам же алгоритм
приведения к такому виду основан на использовании определяющих
соотношений

а? = е, г е{1,...,п- 1},
a{ai + la{ =ai + la{ai + ly i € {1,..., n - 2},
а{а3=^а{у i, j € {1,..., n - 1}, |i - j\^2.

Из описания алгоритма видно, что любое произведение элементов
множества Т2 приводится к виду (2) без увеличения числа
сомножителей. Отсюда следует, что канонические слова являются кратчайшими
и что значение L(Sn; Т2) равно максимальной длине слова вида (2), т. е.
L(Sn;T2) = n(n-l)/2.

Известно, что длина подстановки д = ( { . '" ? J в системе
образующих Т2 равна числу инверсий в перестановке (г,,..., гп). Этот факт можно
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найти, например, в работе [98]. Кстати, там же указан простой алгоритм
вычисления длины произвольного элемента группы Sn в системе
образующих Т2> полученной из Т2 добавлением транспозиции (1, п).

В [120] рассмотрен вопрос о числе различных представлений любого
элемента группы Sn через систему Т2. Пользуясь связью этих
представлений с симметрическими функциями, автор находит число различных
представлений элемента с максимальной длиной п(п- 1)/2 в виде

редуцированных произведений. Оно равно (^)!1Л~!3Л~2.. .(2n-3)!. Указывается, что

это число можно найти и для других элементов группы 5П.
М. М. Глухов (1965) указал рекуррентную формулу для числа а^к

элементов длины fc группы Sn в системе образующих Т2:

где а, 0 = 1 и а^_,. =0 при i > fc. Г. И. Ивченко и В. Н. Сачков рассмотрели
на группе Sn случайную величину fn, равную длине случайно выбранного
элемента. Пользуясь формулой (3), они доказали асимптотическую
нормальность величины f n при п —► оо и вычислили параметры

В. Н. Сачков также нашел все кумулянты величины fn.
Прежде чем перейти к другим системам образующих, полезно обратить

внимание на сравнение длин группы Sn в системах образующих I] и Т2.
Обе эти системы являются неприводимыми и состоят из одного и того же
числа элементов: |Т|| = |2^| = п — 1, но порождают группу Sn на различных
по порядку длинах: [3(n-l)/2J и п(п-1)/2.

В общем случае для параметра L(G; M) нетрудно получить
тривиальную нижнюю оценку: L{G;M)2\logw\G\]. (4)

При G = Sn или G = Ап систему образующих обычно
рассматривают для произвольного (а не какого-то фиксированного) п. Иначе
говоря, рассматривается последовательность систем образующих М,,М2,...
В таком случае можно говорить об асимптотическом поведении
величины L(Sn;Mn). Из (4) следует, что имеет место неравенство

L(Sn; Mn) ^ |0°gH^' 11 или, как это следует из формулы Стирлинга,

В случае L(Sn; Мп) ~ ™ \^р\ » гАе с — константа, систему
образующих Мп будем называть оптимальной по порядку (и просто оптимальной
при с = 1).

Сравнивая системы TJ и Т2, можно сказать, что первая оптимальна
по порядку (с константой с = 3/2), а вторая — нет.

Вернемся к вопросу о других представлениях подстановок из Sn и Ап.
Из разложений подстановок в произведения независимых циклов

нетрудно получить также разложения четных подстановок в произведение
3-циклов (т. е. циклов длины 3). Для этого достаточно воспользоваться
равенствами

fc четное,
(ах, ак _ 1, ак), fc нечетное

(a,,..., a.) = </ I (^,02, аз)(апа4,а5).
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и заметить, что при различных а, 6, с, d имеет место соотношение
(а, 6)(с, d) = (a,c, 6)(6, d, с).

Отсюда получается оценка L (Ап; В3) ^ [п/2\, где Вг — множество всех
3-циклов. Эта оценка, кстати, также достигается на указанных выше
подстановках h{ и h2 при четном п/2 (соответственно, при четном (п - 1)/2).
В других случаях она достигается на подстановках

(l,2,3)(4,5)...(n-l,n), (l,2,3,4)(5,6)...(n-l,n).
Таким образом, L(An;Bz) = [n/2J, см. [69]. Отсюда видно, что

система Вг является оптимальной по порядку с константой 3/2.
Группа Ап порождается и собственным подмножеством из Въ> а

именно, 3-циклами вида (1, 2, г), г € {3,..., п}. Однако здесь вопрос о длине
группы Ап решается сложнее. Авторам настоящего обзора известно, что
Б. А. Погорелов, используя указанные в [75] определяющие соотношения
группы Ап в системе образующих В3' = {(1, 2, г), г € {3,..., п}}, в 1971 г.
показал, что

§и-^Ь(Ап;В3'К§п-1.
Заметим, что множества Т и В3 являются в группах Sn и Ап классами

сопряженных элементов (говоря короче, классами). Вопрос о
представлении подстановок из Sn и Ап через классы и о длинах таких представлений
привлекал внимание многих известных специалистов по теории групп.
Соответствующие исследования были инициированы в 1951-52 гг. работами
О. Оре и Н. Ито [95]. О. Оре установил, что каждая подстановка из Ап
является коммутатором подходящих подстановок из Sn. H. Ито доказал, что эти
подстановки можно выбрать из Ап (при п ^ 5). Дж. Бреннер [64] в 1960 г.
показал, что для п € {5,..., 9} каждый элемент группы Ап представляется
в виде u~lanya~ly~lu при фиксированном ап и подходящих и и у из Ап>
и поставил вопрос об описании всех знакопеременных групп с этим
свойством. Иначе говоря, требовалось описать группы Ап, в которых имеется
такой класс сопряженных элементов Сп, что

Ап = Сп-Сп-\ (5)
где ()-1 и • понимаются как операции над комплексами.

Интерес к этой проблеме подогрела и высказанная Д. Томпсоном
гипотеза о том, что в любой неабелевой простой группе G имеются классы С
и С, удовлетворяющие условию Ап = СС. А. Глиссон в 1962 г. показал, что
условию (5) удовлетворяет класс Сп группы 5П, содержащий полный цикл
д = (1, 2,..., п). В том же году этот результат был повторен Д. Хьюзмюл
лером и Г. Рамифильдом [94], которые, кроме того, доказали, что каждая
четная подстановка есть коммутатор вида tx t2t{~[ t2~\ где txeCn.

Результат А. Глиссона не был решением проблемы Дж. Бреннера,
поскольку Сп с Ап при четном п, однако он имел продолжение. А именно,
И. Бертрам рассмотрел [59] более общий вопрос: при каких Z, / ^ п,
выполняется равенство Ап = С{ • С,, а также — при каких /, I ^ п, выполняется
равенство Sn \ Ап = С{ • С1 +,, где С{ — класс всех Z-циклов. На эти вопросы
он дал исчерпывающие ответы:

1) An = Cz2 <*=*► / ^ L3™/4J при п^4; точнее, если д€Ап> тп(д) — число
мобильных элементов и С(д) — число неединичных циклов в д, то д е С?
при любом 1У удовлетворяющем условию

(m(g) + C(g))/2^l^n;
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2) Sn\An = CrCl + l *=» l3n/4J^Kn-l при n^5, n = l,2 (mod 4),
и Sn\An = CrCl + l <=^ [Зп/4_|-1 ^Кп-1 при п = 0,3 (mod 4). Точнее,
если neSn\Ant то д€Ct-Cl +, при любом /, удовлетворяющем условию

(m(ff) + C(ff)-l)/2^Uu-l.
Заметим, что некоторая детализация метода разложения подстановок

в произведение двух циклов дана в работе [123] (на китайском языке).
Проблему Дж. Бреннера решил Ху Чен-Хао в 1965 г. [127]; он доказал,

что при n ^ 5 условию (5) удовлетворяет класс Dn> содержащий
подстановку (1, 2)(3,4,..., п) при четном п. Легко видеть, что класс Dn обладает тем
свойством, что D~x = Dnt и, значит, выполняется соотношение Ап = D%.

В 1974 г. в работе [69] Дж. Бреннер, М. Рэнделл и Д. Риддэл заметили,
что в любой конечной неабелевой группе G для любого класса сопряженных
элементов С существует такое к% что Ск = G. Минимальное из таких к
они назвали экспонентой класса С и сформулировали два вопроса.

1. Каким может быть период класса С (т. е. порядок элементов из С),
если C-C = AJ

2. Какие классы из Ап имеют максимальную экспоненту?
Заметим, что экспонента класса С из Ап не меньше длины группы Ап

в системе образующих С.
В работе [69] показано, что при п > 6 в Ап нет классов периода 2 и

экспоненты 2, а при п = 6 и п = 12/ + 10 (I ^ 0) в 5П нет классов периода 3
и экспоненты 2. Если же п е {5, 7, 8,9, 11,12}, то экспоненту 2 имеют
соответственно цикловые классы типа [123], [1'32], [1232], [1332], [1233], [1333].
И, наконец, класс 3-циклов в Ап имеет экспоненту [п/2\.

В дальнейшем указанные и близкие к ним вопросы
рассматривались в ряде статей Дж. Бреннера, Г. Морана и других
авторов [65, 68, 70, 72, 110-112].

В [65, 68] указаны значения параметра /, / е{1,..., п}, при которых Ап
совпадает с квадратом класса /-циклов. В [68], в частности, доказано, что
С • С Ф Ап для любого класса инволюций из Ап при п > 6, и С • С = Ап
для классов С типа [п1] и [(4fc)4]; в [86] найдено условие на класс С в Ап>
при котором С3 = АП; в [66] доказано, что экспоненты почти всех классов
в Ап не превосходят 4, т. е. отношение их числа к числу всех классов
стремится к 1 с ростом п.

Особое внимание было уделено представлению подстановок в виде
произведения инволюций или циклов. Так, А. Фестракс [89] доказывает простое
утверждение о том, что любой элемент группы Sn представляется в виде
произведения двух инволюций и уточняет вид сомножителей в зависимости
от четности или нечетности произведения.

Н. Т. Петров [46] формулирует гипотезу А. И. Кострикина о том, что
длины всех простых групп четного порядка в системах образующих,
состоящих из инволюций, ограничены некоторой константой, которая, возможно,
равна 4, и доказывает, что для всех известных к тому времени простых
групп четного порядка такая константа существует и не превосходит 20.
В частности, для группы Ап указанная длина равна двум при п = 10 и п= 14
и трем при п >6, пФ 10, пф 14.

Г. Моран [ПО] рассмотрел вопрос о представлении подстановок в
виде произведения t-инволюций, т. е. инволюций из класса Rt =[1п~2'2'].
Для любой подстановки д из Sn доказано, что при &>2ип>2£и
подходящем неотрицательном г имеет место соотношение

д е Д * «=>► kt = п - с(д) + 2г.
Находятся также и минимальные значения fc, при которых Ап С R *

и Sn\Anci?f, т. е. по существу находится длина группы Sn в системе
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образующих Rt. Например, минимальное fc, при котором Апс Д*,
является наименьшим натуральным числом, удовлетворяющим таким условиям:
kt четно и kt^ п—2 при четном п, и kt > п-1 при нечетном п.

В [112] находится критерий принадлежности любой подстановки из Sn
произведению RiRj двух сопряженных классов инволюций.

Работа Г. Морана [111] посвящена вычислению числа возможных
представлений любой заданной подстановки в виде произведения двух
инволюций из Sn (в терминологии автора — числа BR(g) бирефлексий
подстановки у, д е 5П). Это число Г. Моран выражает в терминах слоев решетки
подразбиения множества {1,..., п} на орбиты группы (д).

Заметим, что в большинстве указанных выше работ используются в
основном комбинаторные методы сведения к известным системам
образующих. В то же время при работе с классами сопряженных элементов
естественно использовать групповую алгебру CSn и теорию характеров. Именно
эта техника использовалась в работе [122] при нахождении производящей
функции для числа ekw подстановок, имеющих ровно fc циклов и предста
вимых в виде произведения одной (фиксированной) полноцикловой
подстановки и любой подстановки из класса Cw. Выделяется частный случай,
когда Cw имеет цикловой тип [рт]. В этом случае для ekw используется
обозначение е£(п); для вычисления е£(п) находится рекуррентное
соотношение. Указывается, что рекуррентная формула для ef(n) ранее другим
методом была найдена в [96] (мотивировка постановки задачи —
топологическая).

Техника характеров использовалась также в работах Е. Бертрама,
Ф. Вея [60] и П. Стенли [119] для нахождения числа дк{тс) различных
представлений подстановки 7г в виде произведения fc штук n-циклов, т. е.
словами в алфавите Сп.

Ясно, что значение функции дк{п) зависит только от цикловой
структуры р(7г) подстановки 7г. В частности, в [60] найдены формулы в
случаях р(7г) = [1, п - 1] и р(7г) = [1п], а также для любого р, р = [Iе,..., пв],
при fc = 2.

В [119] значение &(7г) выражено через неприводимые характеры
группы Sn (при их записи получена достаточно громоздкая формула). При
некоторых условиях найдена асимптотика. Доказана гипотеза Д. Уокапа [122]:

1«п <ь(тгп)/(п-2)! = 2
п —»оо

для любой последовательности подстановок без неподвижных точек из Ап.
Заметим, что формула для вычисления &(тг) комбинаторным методом
найдена и в [62].

В ряде работ рассматривались представления элементов групп Sn и Ап
и длины этих групп в системах образующих, состоящих из элементов
заданных порядков. Так, В. Багинский показал [56], что при п > 4 имеет место
соотношение

Ап = К2-К2<=> пе {5,6, 10, 14}
(здесь и далее Кт — множество всех элементов порядка т группы Ап).
Если же п > 2, то Ап = К3 • К3.

В статье [67] показано, что при и ^ 15 выполнятся равенство Ап =
= Къ • КЬу а при п ^ 14 четная подстановка д принадлежит Кь • Кь в том
и только том случае, когда ее цикловой тип отличен от

[3«], [П [П [П [З'зчч, [2*51], [24, [44, [14, [14, [14, [З'Н, Р'Н
Упомянем еще известный авторам обзора результат А. Б. Пичку

ра (1990): 5П = С, • Ml% где М{ — множество всех подстановок из Sn с /
мобильными элементами, п ^ 5 и [3n/4J ^ / ^ п.
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Приведенные выше результаты по длинам групп относятся к мощным
системам образующих групп Sn и Ап> а поэтому длина оказывается, как
правило, небольшой. Ниже мы остановимся на системах образующих с
небольшим числом элементов — в частности, с двумя.

Большой цикл работ по таким системам связан с решением проблемы
оценки меры информационной избыточности систем образующих
симметрической полугруппы Рп — эта проблема была поставлена В. М. Глушковым
в 1968 г. [17] в связи с абстрактно-автоматным подходом к понятию полноты
системы операций в ЭВМ.

В применении к системе образующих А полугруппы или группы
подстановок G мера информационной избыточности jjl{G\ А) есть не что иное,
как длина полугруппы или группы в данной системе, умноженная на число
элементов системы: m(G; A) = L(G; A) \A\.

В связи с этим из результатов по оценкам величины fi(Pn;A) легко
извлекаются и оценки длины группы Sn в системе А' всех биективных
отображений из А. Один из результатов В. М. Глушкова состоял в нахождении
верхней оценки L(Sn] В)^ 2п2 для системы образующих В = {а, 6}, где
а = (1,2), Ь = (1,2,...,п).

Позднее мера информационной избыточности различных систем
образующих симметрической полугруппы Рп рассматривалась в работах [4, 9,
12, 14, 15, 18-21, 23-26, 34, 36, 41, 48, 50] Здесь мы не будем излагать
представленные в них результаты, поскольку их можно найти в большой
обзорной статье Ю. В. Голункова [26] по вопросам полноты и сложности
микропрограмм.

После работы В. М. Глушкова большое внимание было уделено
рассмотренной им системе образующих В. Заметим, что через нее легко
выражаются подстановки из Т2: (г, гЧ-1) = Ь"(*"1)а6*"1, г € {1,..., п— 1}. Проделав
соответствующие замены в каноническом слове относительно системы Т2
и произведя очевидные сокращения слов по определяющим соотношениям
группы Sn в системе В, получим оценку

L{Sn;B)^3n(n-l)/2.
Эта оценка, улучшающая результат В. М. Глушкова, была получена

в 1971 г., см. [93]. Вопрос о возможности снижения верхней оценки
(хотя бы по порядку) оставался открытым, поскольку тривиальная нижняя
оценка для любой 2-элементной системы образующих группы 5П имеет
порядок n log2 п.

Б. А. Погорелов дал в 1973 г. отрицательный ответ на этот вопрос [48].
Прослеживая изменение суммарного числа инверсий при переходе от
одного смежного класса по подгруппе (Ь) к другому, он нашел нетривиальную
нижнюю оценку величины L(Sn; В). Кроме того, используя ту же идею, он
модифицировал предложенный ранее В. Г. Бондаревым [12] алгоритм
представления подстановок через базис В и улучшил также верхнюю оценку
величины L(Sn; В). В итоге было установлено, что

^-f-UL(Sn;f?)^-f-§,
т. е. система образующих В не является оптимальной даже по порядку.

А. Ю. Зубов в 1979 г. нашел совпадающие по порядку верхнюю
и нижнюю оценки величины L(Sn; В), дающие асимптотическое равенство
L(SnB)~3n2/4.

Позднее [31] он получил оценки длины группы 5П в системе
образующих, состоящей из произвольного полного цикла и транспозиции
(естественно, порождающих 5П). Кроме указанной выше оценки, в [31] получены
также следующие результаты.
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Если d = (1, г) и НОД(г — 1, п) = 1, то при 1 < т ^ п/2 имеет местонеравенство , 0
\Ъ4- (" + ajf'-')t „ четно,

I Зп. _ (n + 3jjr-2)t n нечетно

В частном случае, когда п четно, </ = (1, п/2) и НОД(п, п/2- 1)= 1,
или когда п нечетно и <^ = (1, (п—1)/2+1), имеет место оценка

L(Sn;{d,b})^^^ + 2.
В случае, если п = 2* и а! = (1, 2к ~1), справедливы оценки

^^-2^L(5n{a')b})^^ti] + 2,
показывающие, что в классе систем образующих группы 5П, состоящих
из транспозиции и полного цикла, достигается асимптотическое равенство

L(Sn;Kb})~n2/2.
Такой же по порядку является верхняя оценка длины группы 5П в системе
образующих {(1,..., п- 1), (п, п- 1)} [35]. Точнее, в [35] доказано, что для
системы образующих РКп = {(1,..., п - 1)*, (n, п - fc),..., (п, п - 1)}, где
fc|n, выполняется неравенство

I(S„;P*„^n-l(^l + l) + [fJ.
Заметим, что пар образующих, порождающих группу 5П с длиной,

превосходящей п2, неизвестно. В связи с этим в работе [50] высказана гипотеза
о том, что таких пар не существует. Эта гипотеза с помощью ЭВМ
подтверждена в [50] для n ^ 7.

Выше уже упоминалось об оптимальных системах образующих
группы 5П. Впервые примеры оптимальных по порядку пар образующих
группы Sn были в 1971 г. построены Ю. В. Голунковым [19]. Точнее, он доказал,
что для любых nHfc,2^fc<n, существует оптимальная по порядку (с
константой, не превосходящей 100) система из fc образующих группы 5П. Такие
системы находятся конструктивно, но соответствующие построения весьма
искусственны и громоздки. В связи с этим представляет интерес другой
результат Ю. В. Голункова [23] о длине группы S(Vm) (здесь, как и
выше, Vm — пространство строк длины m над GF{2) в системе образующих
из двух регистров сдвига, pf и pj, где /, = ж, фа^... хт):

L(S(Vm);pfi,pft)<\7m>2m,

тогда как нижняя энтропийная оценка в этом случае равна т2т.
Одним из первых примеров оптимальной системы образующих

группы Sn является также множество подстановок

А> = К = (0,1), d, =(0,1,2), ..., dn_2 = (0,l,...,n-l)}.
В. П. Зязин в 1971 г. показал, что L(Sn; £>n) = n- 1. Кроме того, он

нашел число Nt(Dn) различных элементов группы 5П, содержащихся в
множестве Д|: Г п — 1, I = 1,

N(D)=\ (П_1)2' /=2'
л "' * n(n-l)...(n-/ + l), 3<Z<n-2,n!, I > n - 1.
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Приведем еще ряд известных результатов о системах образующих
группы Sn, в которых используется группа G = (g), где # = (0, 1,2,..., п-1).

В [31] найдено точное значение величины L(Sn; GhG) в случае h =
= (i,i), гдеНОД(|г-у|,п) = 1:

L{Sn;GhG)=ln/2\[(n-l)/2\.
Этот результат показывает, что рассматриваемая система образующих

не является оптимальной по порядку.
В [16] М. М. Глухов приводит оптимальные по порядку (с

константой 7) и достаточно просто реализуемые системы образующих типа Gh
группы S(Vm), где h: x-+x®af{x).

К оптимальным системам образующих группы S(V2m) относится
система R2m всех подстановок вида (х, у) —► (у, х ф f{y))> где х, у е Vmt
реализующих преобразования типа DES [53] при случайном выборе булевых
функций /. В работе [105], посвященной построению псевдослучайного
генератора подстановок, показано, что S(V£m) = i?23m, и, значит, L(S(V2m); Д2тп)^3.

Приведем также серию результатов о длинах групп подстановок,
не обязательно совпадающих с Ап или 5П. В тех случаях, когда
результаты носят асимптотический характер, мы, говоря о группе G, всегда будем
иметь в виду последовательность групп подстановок возрастающих
степеней с общими ограничениями на системы образующих.

Рассмотрим класс систем образующих, широко используемых при
компактных представлениях групп подстановок (в частности, Sn и Ап)% для
которых имеется простой алгоритм нахождения кратчайшего представления
любой подстановки. Речь пойдет о так называемых «сильных системах»
образующих, введенных Ч. Симсом в работе [118]. Эти системы
образующих были использованы и в ряде работ по проблеме изоморфизма графов
(см., например, обзор [30]). В более общей форме, чем у Ч. Симса, сильные
системы образующих изучались в [101, 103].

В общем случае такие системы образующих определяются следующим
образом. Пусть G <Sn\ рассмотрим ряд стабилизаторов

G = G0DG,D...DGn.,2Gn = {e},

построенный по некоторой перестановке J, */ = (г,, %,..., гп). Здесь

Gk = {д е G: д{гг) = tr, г е {1,..., fc}}, fc (Е {1,..., п - 1}.

Пусть Gk _, = Gk U Gk • g[kl, U... U Gk • g^k) — разложение группы Gk +,
в смежные классы по Gk, где <^*)(гг) = гг, 1 ^ г < к < п, и

<№) = V р€{* + 1,...,п}. (6)
Сильной системой образующих группы G, отвечающей

перестановке ^называется множество подстановок — представителей смежных
классов <?,, = {^*>: fc €{1,..., n-1}, p€ {fc + 1,..., n}}.

Для любой перестановки J и любых представителей смежных
классов {д},к)}, удовлетворяющих (6), имеют место следующие утверждения:

1)G = (G,);
2) любой элемент д группы G однозначно представляется в виде

где д[т) € GJt l^r<tr^n, причем некоторые сомножители в (7) могут
быть пропущены (т. е. заменены на е).
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Сильные системы образующих можно строить с помощью произвольной
системы образующих М данной группы. Для этого используется
индуктивная процедура заполнения таблицы, называемой каскадом. Эта процедура
заключается в следующем.

Пусть задана перестановка J, J = (г,, ig,..., гп). С ее помощью
заполняется треугольная таблица (каскад):

h -+ Ч h~*b • • • i\ -+ К-1 h -+ гпh~^ h h~^ гп-\ h~^ К

п — 1 п

В каскаде указаны переходы подстановок, определяющих
представители соответствующих смежных классов группы Gt по подгруппе Gi +,.

На первом этапе процедуры в пустой каскад записываются
образующие из М. Если при этом те М и m(ta) = га, 1 ^ а ^ г, а т(гг+1) = гр,
р > r-hl, то га записывается в каскад на место образующей д£ + х\ т. е. на
место, указанное переходом гг+1 —>гр. Если соответствующее место в каскаде
уже занято некоторым элементом а, то строится произведение 6 = га • а"1,
подлежащее записи в более низкую строку каскада с помощью
аналогичной процедуры. Некоторые образующие могут оказаться выражаемыми
через предыдущие, и определяемые ими элементы не попадут в каскад.

На втором этапе строятся всевозможные произведения элементов д
и ft, уже попавших в каскад. Эти произведения «пропускаются» через
частично заполненный каскад и подлежат записи в него согласно процедуре,
описанной на первом этапе. Второй этап проводится до тех пор, пока в
каскаде перестанут появляться новые элементы.

В результате в каскаде будет записана сильная система образующих G3
(каждый элемент которой выражен через элементы из М), причем для этого
через каскад будет «пропущено» не более 0(тах(М, п4)) подстановок. Все
ячейки каскада будут заполнены лишь в случае G = Sn.

В силу своего большого многообразия и простоты построения сильные
системы образующих могут быть использованы для построения алгоритмов
решения некоторых уравнений в группах подстановок, что необходимо
учитывать в криптографических приложениях.

Следующая серия результатов связана с получением оценок длин групп
подстановок (в частности, 5П и Ап) относительно систем образующих,
состоящих из некоторых множеств циклов.

В работе [85] Д. Дрисколл и М. Фёрст получили сильный результат
о том, что длина любой группы подстановок степени п, порожденной
множеством циклов ограниченной степени, не превосходит 0(п2). Здесь имеется
в виду, что с ростом п число мобильных элементов в каждой из
образующих ограничено константой. Вместе с этим основным результатом приведем
некоторые вспомогательные утверждения из [85], которые могут оказаться
полезными при получении оценок длин групп подстановок.

1. Если G = (дх, д2,..., дт) — примитивная подгруппа группы 5П,
содержащая полиномиально выражаемый 3-цикл, причем либо maxord # = 0(1),

*

либо {р,,..., дт}~1 = {#,,..., дт}у то длина L(G; M) подгруппы G
полиномиально ограничена (ограничена сверху значениями /(п) некоторого
полинома).

2. Пусть подгруппа G группы Sn порождена множеством
циклов, попарно пересекающихся не более чем по одному символу. Тогда
L(G;M) = 0(n4).
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3. Пусть Я < G = ((/,,..., дт) < 5л. Длиной L(G/H; M)
фактормножества G/H называется минимальное натуральное fc, при котором каждый
смежный класс G по Я содержит fc-представимый (т. е. имеющий длину
не более fc) элемент. Тогда L(G; M)^L{H; M)+L{G/H; М).

4. Пусть G = (д{,..., дт) — группа подстановок степени п, и Я < G,
причем \Н\ ^ fc для некоторого числа к (не зависящего от п). Если длина
группы G/H есть /(п), то длина группы G есть 0(/(п)).

Подчеркнем, что задача получения полиномиальных оценок длин
подгрупп группы Sn является актуальной, поскольку существуют
последовательности групп подстановок, длины которых в заданных системах
образующих не ограничены сверху никакими полиномами. Приведем два примера.

Пусть д = (1, 2)(3, 4, 5)(6, 7, 8, 9, 10)... Е 5П, причем длина г-го цикла
в указанном разложении элемента д на независимые циклы равна г-му
простому числу р{. Группа G = (д) имеет порядок рхр^ ... рк. Из теории чисел
известно, что асимптотически (при п —► оо) эта величина является
субэкспоненциальной функцией от п. Но |G| = ord#, а потому длина группы G
не ограничена никаким полиномом.

Имеются также и нециклические группы с указанным свойством.
Пусть Gi —группа симметрии правильного р{ -угольника,

представленная как группа подстановок множества вершин, где р{ снова есть г-е простое
число. Рассмотрим группу G = Gi x G2 х... х Gfc. Известно, что Gi
порождается двумя симметриями, а{ и 6t, где огс!(^ • Ь{) = р{. Итак, G{ = (а,-, Ь{) < Sn>
где п = £, + ...+£*. Ясно, что G = {a, 6), где а^(а^ ..., ак), 6 = (6,,..., Ьк)у
ord a=ord 6 = 2 (поскольку а{ и Ь{ —симметрии), |G| = p,.. .pfc.

Любой элемент группы G представим в виде а(аЬУ(3, где a, /? е
G {е, а, 6}, и поэтому число элементов в G не выражается полиномом от п.
Одна из полиномиальных оценок длины группы подстановок получена Мак
кензи в работе [108]. Оказывается, что длина группы подстановок
полиномиально ограничена сверху относительно любой системы образующих,
каждая из которых перемещает ограниченное число символов. Точнее, если
G = (#,,..., дт) < Sni причем deg(ft) ^ fc, где fc — константа, не зависящая
от п, U^m, то L{G;M) = 0(n2k).

Следует отметить результат Л. Бабаи и А. Сереша [55], получивших
общую верхнюю оценку длины групп Sn и Ап относительно произвольной
системы образующих М, обладающей свойством М~х = М. Пусть G < Sn
и L(G) = maxL(G;M). Тогда имеет место оценкам

L(G)^exp\/n\ogn(l +o(l))
в случае, когда G содержит Ап.

В [55] выдвинута гипотеза относительно величины L(G) в том случае,
когда G — неабелева конечная простая группа: L(G) ^ log0 |G|, где с —
некоторая константа. Упоминается также следующий любопытный
результат: каждая неабелева конечная простая группа G имеет такую систему
образующих М, что \М\ ^7 и L(G; M) = 0(log|G|).

Полиномиальная верхняя оценка длины группы Sn или Ап может быть
получена относительно множества порождающих ее циклов, которое
является системой образующих игры на некотором двусвязном графе (см. § 1
данного обзора). Так, в упоминаемой выше статье [102] анонсируется
верхняя оценка 0(п3). В этой статье приводятся (без доказательства) некоторые
утверждения, которые могут оказаться полезными при получении оценок
длин групп подстановок.

1. Если подгруппа G = (М) группы '5П является fc-транзитивной
на словах длины Z, причем М~{ = М и к > п/3 — 1, то G содержит Ап
nL{G;M)<4n2L
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2. Пусть G = (М) — примитивная подгруппа группы 5П, причем М~х =
= М, и # — ее подгруппа, порожденная циклической подстановкой простой
длины р, где р < п. Тогда G является (п — р + 1)-транзитивной на словах
длин, меньших 2^+ ln3{n2 + L (Я; М)).

3. Пусть G = (М) — примитивная подгруппа группы 5П, причем М~! =
= М, и пусть Я — перемещающая m букв, 2 ^ m < п, 2-транзитивная на
множестве всех мобильных элементов подгруппа группы G. Тогда группа G
является (п — т+ 1)-транзитивной на словах длин, меньших 2^™ + 1п3(п2 +
+ £(Я;М)).

4. Если G = (М) — примитивная подгруппа группы 5П, порожденная
циклами, один из которых имеет простую длину ру где р < 2п/3, то G Э Ап
hL(G;M)<2^+V.

Целый ряд результатов по оценкам длин групп подстановок связан с
теоретико-графовым подходом. Дело в том, что длина группы G
относительно системы образующих М совпадает с диаметром*) графа Кэли группы
G = (М). Кстати, в силу этого длину группы G называют также ее
диаметром (см. [55, 85] и др.).

Равенство L(G; М) = D(T(G; M)) позволяет использовать для
получения оценок длины групп ряд результатов из теории графов. Например,
в книге Н. Биггса [61] показано, что диаметр ориентированного связного
графа Г не превосходит ранга его матрицы смежности:£(ГКгкА(Г), (8)
где А(Г) = (а^), а^ = 0, если в Г нет ребра (х.,ху), и a{j = 1 в
противном случае.

В работе ван Нуттелена [121] дается критерий достижимости
оценки (8) для связных обыкновенных неориентированных графов. А именно,

равенство Г гкА(Г), D (Г) четно,
К) \гкА(Г)-1, D(T) нечетно

имеет место в том и только том случае, когда для всех вершин х, у,..., z
графа Г, которые находятся на одинаковом расстоянии от одной из начальных
вершин пути длины £>(Г), имеют место равенства Г(х) = Г(у) = ... = T(z).
Здесь через Г(х) обозначено множество вершин, смежных с вершиной х
в графе Г.

Следующая оценка [61] связана со степенью минимального
многочлена тг(Х) матрицы смежности графа Г: для любого графа Г выполняется
неравенство D{T) ^ deg га^А) - 1.

Для неориентированного графа имеет место неравенствоD(T)^m-l, (9)
где т — число различных комплексных корней многочлена тг(Х).

Напомним, что в случае М~1=М граф Кэли Г(С?; М) может
рассматриваться как неориентированный. Для таких систем образующих М можно
использовать неравенство (9) для получения верхних оценок длины
группы G. В некоторых случаях (например, для групп Sn и Ап при n ^ 5) такая
оценка может быть достаточно точной.

Множество собственных значений матрицы смежности графа
называется спектром графа. Л. Бабаи [54] получил связь между элементами спектра
графа группы G, порожденной множеством образующих М, где М"1 = А/,

*) Напомним, что диаметром графа (орграфа) Г называется величина D(T)t равная длине
максимального среди кратчайших путей, соединяющих пары его вершин, по
(ориентированным) ребрам графа [32].
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со значениями неприводимых комплекснозначных характеров этой группы
на ее слоях. Он получил следующий результат.

Пусть G — конечная группа, порожденная множеством
образующих М, где М-1 = М, а Ф,,..., Ф, — характеры ее неприводимых
представлений степеней п,,..., п8 соответственно, где nf +... + ns2 = |G|. Тогда
для любого натурального t имеет место формула

М, + .•• + *<„ = £ *<(nO- (Ю)
/i,,.../i,€M M = l /

Поясним, что здесь для каждого щ имеются собственные
значения А;,, А; 2,..., Ain, каждое кратности щ. Суммирование в (10) ведется
по всем \М\1 возможным наборам из I образующих.

Формулу (10) можно использовать при составлении системы уравнений
для нахождения спектров графов небольших групп, например, для 54.

Сформулированное утверждение имеет очевидное следствие: если G —
конечная группа, G = (М), причем М"1 = М, то L(G; М) ^ п, + ... + п8 
- 1, где п{ —степени неприводимых представлений группы G. Отсюда,
в частности, следуют такие утверждения.

1. Если G = Sn = (M), причем М~1=МУ то L(G;M) меньше числа
инволюций в G.

2. Если G = GL(nyq) = (M), причем М~1=М, то L(G;M) меньше
числа симметрических матриц из G.

Еще один подход к получению оценок длин групп связан с
соотношением между степенью минимального многочлена матрицы А (Г) и некоторыми
характеристиками группы автоморфизмов графа Г группы.

Заметим, что при отождествлении автоморфизма графа Г с
соответствующей ему подстановочной матрицей группа автоморфизмов графа состоит
из всех подстановочных матриц Р, для которых РА(Г) = А(Т)Р.

В статье [79] для неориентированного графа Г с транзитивной группой
автоморфизмов AutT получено неравенство degmr(A) ^ rk(Aut Г)а, где
через rk(Autr)a обозначено число орбит стабилизатора вершины а графа Г
в группе Aut Г.

Заметим, что в случае М~1 = М группа Н =(AutT(G; М))е, обладает
следующими полезными свойствами.

1. Любой элемент у € Н является биекцией каждого слоя группы G
на себя.

2. Орбиты группы Е состоят из элементов группы G одинаковой длины.
3. Длина группы G относительно системы образующих М не

превосходит числа орбит группы S. Равенство достигается лишь в том случае, когда
группа Н транзитивна на слоях группы G.

4. Любой элемент <^eE является биекцией на множестве циклов
одинаковой длины графа Г(С; М), проходящих через е. При этом простые циклы
переходят в простые циклы.

Перечисленные свойства группы Е облегчают вычисление числа ее
орбит для групп G сравнительно небольшого порядка. Например, для
группы Sn при n ^ 4 эту работу несложно проделать вручную.

Ряд работ по оценке диаметра графа (и, в частности, графа группы)
опирается не только на алгебраические, но и на чисто геометрические
свойства графов.

Граф Кэли любой конечной группы G = (М) является регулярным
сильно связным орграфом валентности |М|, содержащим \G\ вершин и \G\ \M\/2
ребер. В случае М~1 = М этот граф можно рассматривать как
неориентированный, причем при указанном условии он имеет обхват 2.
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А. Гуя-Ури (см. [40]) доказал, что среди всех сильно связных
ориентированных ЛГ-вершинных графов с fc ребрами (без петель и кратных ребер)
максимальное значение диаметра равно N - 1, если N ^ к ^ N(N + l)/2,

и равно L/V+l/2-^/2fc - N2 - N + 17/41, если N(N+l)/2^ fc <N(N-\).
Для этого класса графов выполняется неравенство D(T) ^ ь _ л7+ 1 'см. [27]. Более точно, имеет место равенство ' '

D(0 =
2(N-\)k-N+\
2{N-\)k-N+\

4-1=2, 3(N-l)^k<N(N-l),
в противном случае.

В работах Р. Люса [106] и М. Линна [107] для рассматриваемого класса
графов связь между TV, к и D(T) находится в виде неравенства

2fc ^ 2JV2 - 2ND(T) + D(T)2 + 2N-D(T)~ 4,

а при дополнительном условии, что наибольший общий делитель длин всех
циклов графа Г равен 2р, в [107] получено неравенство

(8, D(T) четно,
7, D(T) нечетно, N четно,
9, D(T) и N нечетны.

Полезное соотношение между числом вершин, валентностью и
диаметром неориентированного связного графа Г (без петель и кратных ребер)
получено в работе Д. Муна [109]. Пусть s — наименьшее натуральное
число, для которого в TV-вершинном неориентированном связном графе Г
диаметра, не превосходящего г/, степень любой вершины не менее s. Тогда
для любого г/, i/^З, имеет место равенство

( [N/t\, i/ = 3t-4,
s = l L(tf-i)/*J. " = з«-з,

[ [(W-2)/tj, i/ = 3t-2.
В работе А. В. Князева [38] рассматривается класс сильно связных

орграфов с обхватом не менее р, в которых каждая вершина имеет в точности
два входящих и два выходящих непараллельных ребра. Для таких графов
с N вершинами получена достижимая оценка

Теоретико-графовый подход использован также в работе И. Хами
донне [91] для получения следующих верхних оценок длины
представления 1(д; М) элемента группы G. Если G = (М), е £ М, то для любого
элемента д из G\{e} имеет место оценка

где 5 = |М|. Эта оценка уточняется для случая МГ\М~1 =0:

;/ *ж\^ |N+l-2s + 3|2s/3] |
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