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о сложности диагностики
НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЗАМЫКАНИЙ В СХЕМАХ

ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ*)

Б. Я. ШЕВЧЕНКО
(НИЖНИЙ НОВГОРОД)

Проблемы контроля и диагностики неисправностей управляющих
систем составляют одно из основных направлений развития математической
кибернетики. Начало этому направлению (математической теории
контроля) было положено в работах С. В. Яблонского и И. А. Чегис [5, 6], где
на примере контактных схем и схем из функциональных элементов описаны
основные задачи контроля и диагностики управляющих систем и способы
их решения.

Большинство работ по математической теории контроля посвящены:
а) изучению сложности задач контроля и диагностики управляющих систем;
б) разработке алгоритмов контроля и диагностики управляющих систем;
в) синтезу управляющих систем, для которых задачи контроля и
диагностики имеют достаточно простое решение.

В настоящей работе изучается временная сложность алгоритмов
диагностики схем из функциональных элементов в зависимости от числа
входов в схеме. Возможные неисправности в схемах представляют собой
различные комбинации Л- и V-замыканий между собой и в совокупности или
с константными неисправностями, или с неисправностями типа
«отрицание». Для диагностики таких неисправностей используются деревья
решений [3, 4] (условные тесты [5, 6]). В этом случае на входы диагностируемой
схемы подается некоторая последовательность входных наборов, в которой
выбор каждого последующего набора зависит от реакции схемы на
предыдущие. Показано, что для диагностики произвольно заданной схемы с п,
n ^ 4, входами в зависимости от типа элементов в схеме и вида

неисправностей нужно подать самое меньшее ( i/nn_~n/2| ) + (\<п-Г\12\ +1) ВХ°ДНЫХ
наборов, а самое большее — 2П.

§ 1. Основные определения и результаты
Понятие схемы из функцинальных элементов считаем известным

(см., например, [2]). Напомним только, что схемы строятся из
функциональных элементов, каждый из которых принадлежит некоторому
конечному множеству В — базису для схем (схемному базису или просто базису),
а все схемы, элементы которых принадлежат В, есть схемы в базисе В [2].
Предполагается, что каждая схема в работе имеет хотя бы один
функциональный элемент и ровно один выход, которым является выход одного из
функциональных элементов схемы (т. е. вход схемы не может быть и ее
выходом).

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 99-01-00948).
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Схему Scn.n^l, входами иногда будем обозначать через Sn.
Входы схемы и выходы ее функциональных элементов иногда будем

называть вершинами. У вершины, являющейся выходом схемы, ставится
метка, например, * [2].

Будем говорить, что некоторая вершина v{ схемы S соединена с
вершиной v2, если в S существует последовательность элементов Ь,,..., bt такая,
что некоторый вход элемента Ьх соединен с вершиной v,f выход элемента bt
является вершиной v2 и при ? ^ 2 и для i =2,..., t некоторый вход
элемента Ь{ соединен с выходом элемента Ь{ _ х. Если вершина v{ является выходом
некоторого элемента ер а вершина v2 — выходом некоторого элемента %,
то иногда будем говорить, что элемент е, соединен с элементом е^

Некоторую совокупность функциональных элементов Г схемы S вместе
с их соединениями между собой будем называть подсхемой схемы 5, если в
этой совокупности найдется элемент Ь, с которым соединены все остальные
элементы Г. Выходом подсхемы Г будем считать выход элемента Ь, а
входами подсхемы Г будем называть вершины схемы 5, ни одна из которых не
является выходом элемента из Г и к каждой из которых присоединен хотя
бы один вход элемента из Г. Любой элемент схемы S является ее
подсхемой. Если Г содержит все элементы схемы 5, то Г иногда будем называть
максимальной подсхемой схемы S. Будем говорить, что подсхемы Гх и Г2
схемы S не пересекаются, если они не содержат общих функциональных
элементов (при этом некоторые входы у них могут быть общими). Пусть
входами подсхемы Г являются вершины v,,..., vt схемы S. Тогда будем
говорить, что подсхема Г вычисляет функцию g от t переменных, если при
подаче на входы v,,..., vt произвольного двоичного набора F{,..., 6t) на
выходе Г получаем значение функции дFи ..., 6t).

1.1. Определение возможных неисправностей в схеме.
Неисправности в схеме определяются путем введения («встраивания») в нее
последовательности элементов из некоторого конечного множества
функциональных элементов Р — базиса неисправностей.

Введение любого функционального элемента е, имеющего t >0 входов,
в произвольную схему S может быть осуществлено одним из следующих
способов.

(С1) Возьмем в схеме S некоторую последовательность вершин
t7 = wM ..., wt, не содержащую выхода S, и присоединим входы 1,..., t
элемента е к вершинам v{,..., vt соответственно. Полученную схему
обозначим через U'.

(С2) Возьмем в схеме S некоторую последовательность вершин
v = v{,..., vt, содержащую выход схемы 5, присоединим входы 1,..., t
элемента е к вершинам v{}..., vt соответственно, выход элемента е пометим
как выход схемы, а прежнюю метку удалим. Полученную схему обозначим
через U".

(СЗ) Возьмем в схеме S некоторый функциональный элемент Ь,
имеющий т>0 входов, и последовательность вершин v = vl,..., vt, обладающую
следующими свойствами: а) ни выход элемента Ь, ни выход схемы S не
содержатся в v; б) к одной из вершин v присоединен г-й вход
элемента Ъ A ^ г ^ т); в) элемент Ь не соединен ни с одним функциональным
элементом, выход которого содержится в v. Присоединим входы 1,..., t
элемента е к вершинам v{,...,vt соответственно, а г-й вход элемента Ъ
отсоединим от вершины из v и присоединим его к выходу е. Полученную
схему обозначим через U'".

О схемах С/7, U" и U'" будем говорить, что они получены из схемы S
путем введения элемента е.

Заметим, что в определениях (CI), (C2) и (СЗ) в последовательности v
некоторые вершины могут повторяться.
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Введение функционального элемента е, не имеющего входов (т. е.
реализующего константу 0 или 1), в схему S может быть осуществлено одним
из следующих способов.

(С4) Добавим к схеме S элемент е. Полученную схему обозначим
через Г.

(С5) Пусть Ъ — некоторый элемент схемы 5, имеющий хотя бы один
вход, и v — вершина схемы 5, к которой присоединен один из входов
элемента Ь. Добавим к схеме S элемент е, отсоединим от вершины v вход
элемента Ь и присоединим его к выходу е. Полученную схему обозначим
через Г'.

(Сб) Добавим к схеме S элемент е, пометим выход элемента е как
выход схемы, а прежнюю метку удалим. Полученную схему обозначим
через Г".

О схемах Г, Г" и Г" будем говорить, что они получены из схемы S
путем введения элемента е.

Отметим, что каждая из схем U\ U", U'", Г, Г" и Г" имеет один выход,
как и схема 5, и в каждой из них число входов то же самое, что и в схеме S.

Определим теперь множество схем HP(S).
1) SeHp(S).
2) Пусть U e HP(S). Тогда любая схема, которая может быть получена

из U путем введения некоторого элемента из Р, также принадлежит HP(S).
Никаких других схем HP(S) не содержит.
Множество всех различных функций, реализуемых схемами из HP(S),

будем обозначать через FP(S).
В дальнейшем иногда функциональные элементы и вершины исходной

схемы S в схемах из HP(S) будем называть соответственно s-элементами
и з -вершинами, а функциональные элементы базиса неисправностей Р и их
выходы, которые встраивались в схему S при определении схем из HP(S),
будем называть р -элементами и р-вершинами соответственно; р-элементы
в схемах из HP(S) будем называть иногда Р-неисправностями.

Заметим, что предложенная модель неисправностей в схемах из
функциональных элементов включает в себя такие хорошо известные типы
неисправностей как константные, неисправности типа отрицание, Л- и V-замы­
кания и всевозможные их комбинации.

Замечание 1. В настоящей работе в качестве базисов
неисправностей Р рассматриваются такие конечные множества функциональных
элементов, в которых все элементы реализуют булевы функции, существенно
зависящие от всех своих переменных, и в каждый базис входит: а)
хотя бы один элемент, реализующий функцию, отличную от дизъюнкции и
константы, б) хотя бы один элемент, реализующий функцию, отличную от
конъюнкции и константы, в) хотя бы один элемент, реализующий функцию,
отличную от линейной булевой функции.

1.2. Задача диагностики, деревья решений. Множество
различных булевых функций, реализуемых схемами из HP(S), обозначим через
FP(S) = {/,,..., /m}. Тогда разобъем множество схем HP(S) на классы
эквивалентности ЯрE), Hp(S),..., Я^E) такие, что все схемы,
принадлежащие г-му классу, 1 ^ г ^ ш, реализуют одну и ту же функцию /..

Задача диагностики Р-неисправностей схемы S состоит в
следующем. Известно, что заданная схема U принадлежит HP(S), требуется
определить, к какому из т классов эквивалентности принадлежит схема U.

В дальнейшем иногда задачу диагностики Р-неисправностей схемы S
будем обозначать парой E, HP(S))).

Для решения этой задачи используются деревья решений
(условные тесты).
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Пусть схема 5 имеет п входов. Тогда дерево решений Y для
диагностики Р-неисправностей схемы Sn (дерево решений Y для En, Hp(Sn)))
представляет собой конечное ориентированное корневое дерево, в
котором каждой вершине, не являющейся концевой, приписан двоичный набор
из {0,1}п, каждой концевой вершине — некоторая функция из множества
Fp(Sn) = {/п .. .,/т}. Из каждой вершины, не являющейся концевой,
исходят ровно две дуги, которым приписаны числа 0 и 1. Далее, для любой
функции f. € Fp(Sn) найдется полный путь (от корня до концевой
вершины) 7 = vu щ,..., ur, vr + l такой, что вершине vr + l приписана функция f. и,
если при q = 1,..., г вершине vq приписан набор aq е {0, 1}п, а дуге uq —
число 6q е {0,1}, то функция fi —единственная функция в Fp(Sn), которая
на наборах а,,..., аг принимает значения <5,,..., 6Г соответственно.

Длина максимального пути называется глубиной дерева решений Y и
обозначается через h(Y).

Величина hp(Sn) = minh(Y), где минимум берется по всем деревьям
решений для схемы Sn, называется минимальной глубиной дерева
решений для диагностики Р-неисправностей схемы Sn (минимальной глубиной
дерева решений для En, Hp(Sn))).

1.3. Определения из теории функций алгебры логики. Приведем
определения понятий и обозначений теории функций алгебры логики [7],
которые широко используются в настоящей работе.

Пусть F — некоторое множество булевых функций, тогда через [F]
обозначается замыкание F относительно операции суперпозиции, а
также введения и изъятия несущественных переменных. Если F = [F], то F
называется замкнутым классом.

Для произвольного замкнутого класса булевых функций в через G(xn)
будем обозначать множество всех функций из 6 от переменных хп.

Булева функция /*(хи ..., xn) = f(x{y..., хп) называется двойственной
к функции f(xu..., хп) (функция х равна 1, если х = 0, и равна 0, если
х = 1). Функция / называется самодвойственной, если /* = /.

В дальнейшем иногда будем обозначать х через х°, а х через ж1.
Функция /(хп...,хп) называется а-функцией, если /(х,..., х) = х,

C -функцией, если /(х,..., х) = 1, 7 -функцией, если /(х,..., х) = 0
и 6-функцией, если /(х,..., х) = х.

Отметим, что замыкание произвольного множества, состоящего из
а-функций (соответственно, а- и /3-функций и а- и 7-функций),
содержит только а-функции (соответственно, только а- и C -функции и только
а- и 7-функции).

Булева функция /(х,,...,хп) называется монотонной, если для
любых двух наборов а = (а,,..., ап) и 6 = (<5П ..., 6п) из {0, 1}п таких,
что ох ^ <5,,..., ап ^ 6п, имеет место соотношение f(a) ^ fF). Набор
а = (а,,..., сп) называется верхним нулем (нижней единицей)
монотонной функции /(хп ..., хп), если f(a) = 0 (f(cr) = 1) и для любого набора
6 = Fи ..., 6п) такого, что ах ^ 6{}..., ап ^ 6п (е{ ^ «„ ..., ап > 6п) и
хотя бы при одном г, 1 ^ г ^ п, имеет место о{ < 6{ (а{ < 6{), то fF) = 1
(/(?) = 0).

Булева функция удовлетворяет условию < а* > (< А* >), /х = 2,3,...,
если любые р, наборов, на которых функция равна 0 A), имеют общую
нулевую (единичную) компоненту. Булева функция удовлетворяет
условию <а°° > (< А°° >), если все наборы, на которых функция равна 0 A),
имеют общую нулевую (единичную) компоненту.



О СЛОЖНОСТИ ДИАГНОСТИКИ НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЗАМЫКАНИЙ 107

Обозначим через в семейство всех замкнутых классов булевых
функций, каждый из которых содержит: а) функцию, отличную от дизъюнкции
и константы; б) функцию, отличную от конъюнкции и константы; в)
функцию, отличную от линейной булевой функции. Из структуры замкнутых
классов булевых функций [7] следует, что элементами в являются
следующие классы:

С, — множество всех булевых функций;
С2 — множество всех а- и /3-функций;
С3 — множество всех а- и 7-функций;
С4 — множество всех а-функций;
М, — множество всех монотонных булевых функций;
М2 — множество всех моотонных а- и /3-функций;
М3 — множество всех монотонных а- и 7-функций;
МА — множество всех монотонных а-функций;
D3 — множество всех самодвойственных булевых функций;
Dx — множество всех самодвойственных а-функций;
D2 — множество всех самодвойственных монотонных функций;

для fi = 2,3,...
Ff — множество всех функций, удовлетворяющих условию < ам >;
Ff — множество всех а-функций, удовлетворяющих условию < ам >;
F/ — множество всех монотонных функций, удовлетворяющих

условию < ам >;
F/ — множество всех монотонных а-функций, удовлетворяющих

условию < а*1 >;

Ff — множество всех функций, удовлетворяющих условию < А*1 >;
F^ — множество всех а-функций, удовлетворяющих условию <А* >;
F/ — множество всех монотонных функций, удовлетворяющих

условию < А* >;
F^ — множество всех монотонных а-функций, удовлетворяющих

условию < а» >;
FA°° — множество всех функций, удовлетворяющих условию < а°° >;
F,00 — множество всех а-функций, удовлетворяющих условию < а°° >;
F3°° — множество всех монотонных функций, удовлетворяющих

условию < а°° >;
F2°° — множество всех монотонных а-функций, удовлетворяющих

условию < а°° >;

Fs°° — множество всех функций, удовлетворяющих условию <А°° >;
F5°° — множество всех а-функций, удовлетворяющих условию <А°° >;
F7°° — множество всех монотонных функций, удовлетворяющих

условию < А°°>;
Fe°° — множество всех монотонных а-функций, удовлетворяющих

условию < А°° >.

1.4. Основные утверждения.
Теорема 1. Пусть Sn — схема, в которой п, п ^ 1, входов, один

выход и имеется хотя бы один функциональный элемент. Пусть Р —
базис неисправностей. Тогда, если Р содержит хотя бы один элемент,
реализующий немонотонную булеву функцию и хотя бы один элемент,
реализующий нелинейную булеву функцию, то

2n-i-UM5n)^2n.

Теорема 2. Пусть Sn — схема, в которой п, п^4, входов, один
выход и имеется хотя бы один функциональный элемент. Пусть Р —
базис неисправностей. Тогда, если все элементы Р реализуют только
монотонные булевы функции и при этом:
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— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от
конъюнкции и константы,

— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от
дизъюнкции и константы,

— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от
самодвойственной монотонной функции,то:

а) если все элементы Sn реализуют только монотонные булевы
функции, то

( К"*- i)/2J J + (L(n -П1)/2] +1) ^ M^) ^ (Ln/2J) + (Ln/2J + !) ,

б) если Sn содержит хотя бы один элемент, реализующий
немонотонную функцию, то

2n-2^hP(Sn)^2n.

Теорема 3. Пусть Sn —схема, в которой п, п ^ 4, входов, один
выход и имеется хотя бы один функциональный элемент. Пусть Р —
базис неисправностей. Тогда, если все элементы Р реализуют только
монотонные самодвойственные булевы функции и при этом хотя бы
один элемент реализует функцию, отличную от тождественной, то:

а) если все элементы Sn реализуют только монотонные булевы
функции, то

A(п- l)/2J) + (L(n-П1)/2] +1) ^ Мй) ^ ([n/2j) + (Ln/2J + l) '

б) если в Sn содержится только один элемент, реализующий
немонотонную булеву функцию, то

(L(nn- l)/2J) + (L(n -ni)/2j +1) ^ М$„) ^ 2">

в) если в Sn содержится хотя бы два элемента, реализующих
немонотонные булевы функции, то

§ 2. Вспомогательные утверждения

Множество G, GCFp(Sn), различных функций будем называть
П-множеством для схемы Sn относительно множества Hp(Sn) или просто для
пары En, Hp(Sn)), если на любом двоичном наборе из {0,1}п значения \G\
или \G\ — 1 функций из G совпадают.

Подмножество ДС{0, 1}П двоичных наборов будем называть
Т-множеством или тестом для схемы Sn относительно множества Hp(Sn) или
просто для пары (Sn,Hp(Sn)), если для любой пары различных функций из
Fp(Sn) найдется набор из Д, на котором они принимают разные значения.

Лемма 1. Пусть G — П-множество для En, Hp(Sn)}. Тогда

hP{SnJ\G\-l.
Доказательство. Из определения П-множества следует, что для

любого подмножества наборов {oj,..., 5;}С{0, 1}п, где г $|G|—2, найдутся
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по крайней мере две функции д, д' из G такие, что дфд' и g(ai) = g'(aiI г =
= 1,..., г. Поэтому в любом дереве решений для схемы Sn найдется полный
путь, концевой вершине которого приписана функция из G, а длина не
меньше, чем |G| —1. Лемма 1 доказана.

Замечание 2. Очевидно, что в любом дереве решений для
схемы 5П длина всех путей, концевым вершинам которых приписаны функции
из П-множества G, не меньше, чем |G| — 1.

Лемма 2. Пусть подмножество наборов Д С {0,1}п является
Т-множеством для En, Hp(Sn)). Тогда

МЗ.К|Д|.
Доказательство. Пусть Д = {а{,..., ат}. Построим корневое

ориентированное дерево Y следующим образом. Удалим из Д все
наборы, на которых все функции из Fp(Sn) принимают одинаковые значения.
В результате получим множество наборов Д0 = {5$,..., 5J0}, 1 ^ r0 ^ га.
Строим нулевой ярус дерева Y. Берем вершину v0, приписываем ей
набор 5J и сопоставляем ей множество функций M0 = Fp(Sn) и множество
наборов \. Затем разбиваем множество М0 на подмножества М^ и М01
такие, что все функции из М^ и М01 на наборе 5^ принимают значения 0
и 1 соответственно. Строим теперь вершины первого яруса дерева Y.
Возьмем вершины %j, % и проведем дуги (v0, %,) и (v0,v0l), которым
припишем числа соответственно 0 и 1. Если \MW\ = 1 (|М01| = 1), то вершине vw
(v0l) приписываем функцию из М^ (М01). Если \MqqI > 1 (|М01| > 1), то
вершине %, (v0l) сопоставляем множество функций М^ (М01), множество
наборов Доо = {5J),..., с&} (Д01 = {5^,..., 5ol}), которое получается из Д0
удалением всех наборов, на которых все функциии из М^ (М01)
принимают одно и то же значение, и приписываем набор 5^ C^). Далее
строим второй ярус дерева У. Предположим, что построен i-й ярус дерева Y.
Если всем концевым вершинам построенного дерева приписаны функции
из Fp(Sn), то на этом построение дерева Y завершается. Если каким-то
вершинам Z-ro яруса приписаны наборы из \, то строим (I + 1)-й ярус
дерева У. Пусть вершине v08 8 приписан набор а08 6 и сопоставлены
множества Mqc 8 и А08 6. Разбиваем множество М06 6 на
подмножества M06i 6i0 и И^..^,1 такие, что все функции из Л^...^, и M05j 5jl
на наборе а06 6 принимают значения 0 и 1 соответственно. Строим
теперь вершины (I + 1)-го яруса. Возьмем вершины 1ц_в0 и v06 .^i»
проведем дуги (^....V^V^o) и D>4...v4>4...4i) и пРипишем им числа °
и 1 соответственно. Если \M08i...^0I = 1 (\MoSl...«,iI = *)> то вершине ^ц...^
(Ч4...41) припишем функцию из |H^...VI (IK^...^)- Ec^h |^...^ol > 1
(IM)v..5,il ^ *)• то веРшине Ч>4...4<> К*...*!) сопоставим множество
функций \M06i^6i0\ (|^...^i|), множество наборов Д^...^ (До*...^). которое
получается из \6 s удалением всех наборов, на которых все функциии
из М06 ^0 (\М06 ^i|) принимают одно и то же значение, и приписываем
набор а06 60 (а06 81). И так далее, до тех пор, пока всем концевым
вершинам не будут приписаны функции из Fp(Sn). Можно проверить, что
полученное таким образом дерево Y является деревом решений для схемы 5П,
глубина которого h(Y) не превосходит т. Лемма 2 доказана.

Пусть D — некоторое конечное множество функциональных
элементов, Ф(?>) = {фх,..., фк}— множество различных булевых функций,
реализуемых элементами из D, и пусть ф?— функция, двойственная функ­
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ции ф{1 i = I,..., к. Тогда через D* будем обозначать конечное
множество функциональных элементов такое, что Ф(?)*) = {^Г,..., *Фк* }• Пусть
Г — некоторая схема в базисе D. Тогда через Г* будем обозначать схему
в базисе D*, которую можно получить из схемы Г путем изменения
функционирования ее функциональных элементов следующим образом: каждую
функцию ф{ еФ(?>), реализуемую элементом схемы Г, заменим на
функцию ф*еЩО*).

Замечание 3. Если схема S реализует функцию /, то схема S*
реализует функцию /*. Этот факт нетрудно проверить, используя определение
функционирования схемы [2] и принцип двойственности [7].

Лемма 3. Для произвольной схемы Sn справедливо равенство

hP(Sn) = hP.(S:).
Доказательство. Пусть FpEn) = {/n .. .,/m}. Рассмотрим

множества схем Hp(Sn) и HP.(S*). Очевидно, что для любой схемы U eHp(Sn)
(VeHp.(S*)) найдется схема U* e HP.(S*) (V*eHp(SJ) такая, что, если и
(v) — функция, реализуемая схемой U (У), то функция, реализуемая
схемой, U* (У*), равна и* (v*). Отсюда следует, что Fp.(S*) = {f{,..., /m.}.

Покажем теперь, что для любого дерева решений Y для диагностики
Р-неисправностей схемы Sn найдется такое дерево решений Y* для
диагностики Р*-неисправностей схемы S*, что h(Y*) = h(Y). И наоборот, для
любого дерева решений X для диагностики ^-неисправностей схемы S*
найдется дерево решений X* для диагностики Р-неисправностей схемы Sn
такое, что h(X) = h(X*).

Пусть Y (X) — произвольное дерево решений для En, Hp(Sn))
(E*, HP.(S*))). Заменим в Y (X) каждый набор (а,, ..., ап) е {О, 1}П,
приписанный вершинам Y (X), на набор (ам ..., ап), каждое число 8 е {О, 1},
приписанное дугам Y (X), на число <5~, а функции /,,..., fm (/*,..., /Д),
приписанные концевым вершинам Y (X), заменим на соответственно
/Г»--->/т (/и •••>/,»)• Полученное дерево обозначим Y* (X*).
Нетрудно проверить, что Y* (X*) является деревом решений для (S*, HP(S*))
(En> Hp(Sn))) и h(Y) = h(Y*) (h(X) = h(X*)). Лемма 3 доказана.

Пусть D — некоторое конечное множество функциональных
элементов. Тогда через D будем обозначать множество всех схем в базисе D, в
каждой из которых все вершины соединены с выходом, через D(xn) —
множество всех схем в базисе Den входами, которым приписаны переменные
хп ..., хп, через ФB5)— множество различных функций, реализуемых
схемами из jD, а через ФA)(яп))— множество различных функций,
реализуемых схемами из D(xn). При этом будем предполагать, что, если базис D
содержит элемент, который не имеет входов и реализует константу 0 A),
то D содержит схему, которая не имеет входов, состоит из одного элемента
и реализует константу 0 A). Множество всех схем из D, число входов в
которых не превосходит к ^ 0, будем обозначать через Dk.

Лемма 4. 1) Пусть Ь — некоторый функциональный элемент
схемы 5, имеющий г >0 входов, и пусть v = vu ..., vk —последовательность
вершин схемы 5, обладающая следующими свойствами:

а) ни выход элемента Ь, ни выход схемы S не содержатся в v\
б) к одной из вершин v присоединен i вход элемента b (l^i^r);
в) элемент Ь не соединен ни с одним функциональным элементом,

выход которого содержится в v.
Пусть V е Р — некоторая схема с к входами. Встроим схему V в

схему S следующим образом: отождествим («склеим») 1-й, ..., k-й вхо­
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ды V с вершинами v{,..., vk соответственно, а г-й вход элемента Ь
отсоединим от вершины из v и присоединим его к выходу V, при этом
переменные, приписанные входам V, и метку, которой помечен выход V',
удалим. Полученную схему обозначим через U. Тогда

UeHp(S).

2) Пусть v = vx,..., vk —некоторая последовательность вершин
схемы S, содержащая выход S.

Пусть V е Р —• некоторая схема с к входами. Встроим схему V в
схему S следующим образом: отождествим 1-й, ..., к-й входы V с
вершинами vx,..., vk соответственно, переменные, приписанные входам V,
и метку, которой помечен выход S, удалим. Полученную схему
обозначим через Г (выходом Г является выход схемы V ). Тогда

TeHp(S).

Доказательство. 1) Пусть е,,..., ек — входы V, к ^ 0, а
е* + п • • •> ек + к — функциональные элементы схемы V, К ^ 1. При этом
входы элемента ek+j присоединены или к входам схемы V, или к
выходам элементов efc + 1,..., ek + j_lt l^j^K,a выход элемента ek + K является
выходом схемы V. Пусть г-й вход элемента Ь присоединен к 5-вершине vl
из последовательности v. Тогда введем в схему S последовательно
элементы ек + и..., ек + К следующим образом. Для I ^ j ^К входы элемента ek+j
(если они есть) присоединяем к вершинам vu ..., vk и к выходам элементов
е* + п • • •» ek+j-\ так» как они присоединены к входам еи ..., ек и к
выходам элементов efc + 1,..., ek+j_{ в схеме V. При этом, если один из входов
элемента ek + j окажется присоединенным к вершине, к которой
присоединен г-й вход элемента vt, то г-й вход элемента vt отсоединяем от этой
вершины и присоединяем его к выходу элемента ek + j (см. способы
встраивания (С1) или (СЗ)). Если элемент ek+j не имеет входов и его выход не
является выходом схемы, то просто добавляем его к схеме (см. (С4)). Если
же элемент ek+j не имеет входов и его выход является выходом схемы, то
добавляем его к схеме S, а к его выходу присоединяем г-й вход элемента vl
(способ встраивания (С6)). В полученной таким образом схеме U e HP(S)
встроенные элементы образуют подсхему из р-элементов, к выходу
которой присоединен г-й вход элемента v{ и которая совпадает с максимальной
подсхемой схемы V. Утверждение 1) доказано.

2) Пусть как и в предыдущем случае еи ..., ек — входы V, к ^ 0, а
e* + i> • • •> ек + к — функциональные элементы схемы V, K^l. При этом
входы элемента ek+J. присоединены или к входам схемы V, или к
выходам элементов efc + 1,..., eJk+i_1, 1 ^j ^ К, а выход элемента ек + к является
выходом схемы V.

Введем в схему U последовательно элементы ek + п..., ек + К
следующим образом. Для I ^ j ^ К входы элемента ek + j (если они есть)
присоединяем к вершинам vM..., vfc и к выходам элементов ek + n..., ek + j-\
так, как они присоединены к входам е,,..., ек и к выходам элементов
е* + п • • ч ек+}-\ в схеме V. При этом, если один из входов элемента ek+j
окажется присоединенным к вершине vn + N, то выход элемента ek + j
помечаем как выход схемы (см. способы встраивания (С1) или (С2)). Если
элемент ек+. не имеет входов и его выход не является выходом схемы,
то просто добавляем его к схеме (см. способ встраивания (С4)). Если же
элемент ek+j не имеет входов и его выход является выходом схемы, то
добавляем его к схеме U, а его выход помечаем как выход схемы (см. способ
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встраивания (С5)). В полученной таким образом схеме Ге HP(S)
встроенные элементы образуют подсхему из р-элементов, выход которой является
выходом схемы Г и которая совпадает с максимальной подсхемой схемы V.
Утверждение 2) доказано. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть базис неисправностей Р таков, что множество
функций [Ф(Р)] содержит функцию д, равную константе 6 е {0,1}, а
базис Р не содержит элемента без входов, реализующего эту
константу. Пусть е — функциональный элемент, который не имеет входов и
реализует константу 6, и пусть Р' = Ри{е}. Тогда для произвольной
схемы S

FP(S) = FP,(S).

Доказательство. Очевидно, что FP(S) С FP,(S). Покажем, что
FP,(S) С FP(S). Пусть V е Р — некоторая схема, имеющая один вход и
реализующая функцию, равную константе <5. Произвольным образом возьмем
схему U из HP,(S) и заменим каждый встроенный в нее элемент е на
схему V, т. е. элемент е удаляем, а вместо него встраиваем схему V так,
как это описано в лемме 4. В результате получаем схему из HP(S),
которая реализует ту же функцию, что и схема U. Таким образом, Fpl(S) С FP.
Лемма 5 доказана.

Замечание 4. Ввиду утверждения леммы 5, в дальнейшем, если
Ф(Я) содержит функцию, равную константе <5, то, не умаляя общности
и для удобства изложения, будем считать, что Р содержит элемент, не
имеющий входов и реализующий константу <5.

Замечание 5. Из структуры замкнутых классов булевых
функций [7] следует, что, если базис неисправностей удовлетворяет свойствам,
описанным в замечании 1, то множество функций [Ф(Р)] представляет
собой один из замкнутых классов семейства в, описание которого дано
в п. 1.3.

Лемма 6. Пусть D — некоторое конечное множество
функциональных элементов, которое содержит:

а) хотя бы один элемент, реализующий функцию, отличную от
дизъюнкции и константы,

б) хотя бы один элемент, реализующий функцию, отличную от
конъюнкции и константы,

в) хотя бы один элемент, реализующий функцию, отличную от
линейной булевой функции и

г) если замкнутый класс [Ф(Г>)] содержит константу О A), то
в D содержится элемент, не имеющий входов и реализующий
константу О (I).

Тогда

Ф(Я) = [*(?>)].

Доказательство. Из определения функционирования схемы [2]
следует, что Ф(^)С [Ф(?>)]. По условию леммы множество функций [Ф(?>)]
содержит: а) хотя бы одну функцию, отличную от дизъюнкции и константы,
б) хотя бы одну функцию, отличную от конъюнкции и константы, в) хотя бы
одну функцию, отличную от линейной булевой функции. В этом случае
любую функцию из [Ф(?>)], зависящую (существенно или несущественно) хотя
бы от одной переменной, можно представить формулой в базисе Ф(?) [7], а
по формуле легко определить схему в базисе D, реализующую ту же самую
функцию. Из этого факта следует, что [Ф(?>)] СФA5). Лемма 6 доказана.
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Лемма 7. Пусть S —произвольная схема, а базисы
неисправностей Р иР' такие, чтоЩР)СЩР'). Тогда

FP(S)CFP,(S).

Доказательство. Произвольным образом возьмем схему S и
схему U из HP(S). По условию леммы, для каждого элемента базиса Р
найдется схема в Р', реализующая ту же самую функцию. Заменим в схеме U
каждый р-элемент соответствующей схемой в базисе Р', т. е. р-элемент
удаляем, а вместо него встраиваем соответствующую ему схему из р'-эле­
ментов базиса Р' так, как это описано в лемме 4. В результате получаем
схему из множества HP,(S), которая реализует ту же функцию, что и
схема U. Отсюда и из замечания 4 получаем FP(S) С FP,(S). Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Пусть Sn -— произвольная схема сп, п ^ 1, входами,
которым приписаны переменные х{,..., хп, пусть Ь —некоторый элемент
схемы Sn, (р(уТ) — функция, реализуемая Ь, иР —базис неисправностей.
Далее, пусть д0(Х0, у), дх(Хх),..., дТ(ХТ) — некоторый набор функций из
[Ф(Р)], где Х0, Хх,..., ХТ—последовательности переменных из
множества {я,,..., хп}. Тогда функция

и(хп) = 9о(Х0, Ч>(9х(Хх),..., дТ(ХТ))

принадлежит Fp(Sn).
Доказательство. Элементы базиса Р удовлетворяют свойствам,

описанным в замечании 1, поэтому в силу леммы 6 имеем Ф(Р) = [Ф(Р)].
Для г = 0,..., т пусть Х{ = ж/,..., х?. Тогда в множестве Р

найдутся схемы V?, VJ,..., V^, реализующие функции соответственно
t/0(X0, у, z)^g0(Xr у), vx(Xx, y) = gx(Xx),..., vT(XT, y) = gT(XT). Путем
встраивания схем Vq, V|,..., t^ в схему Sn так, как это делается при
доказательстве леммы 4, можно показать, что найдется схема U из Hp(Sn), в которой
все р-элементы разбиваются на непересекающиеся подсхемы VJ,', Vj',..., VJ.
При этом, подсхема Vq совпадает с максимальной подсхемой схемы V0,
выход Vq является выходом U, а входами Vq являются s-вершины, которым
приписаны переменные х,°,..., х?, выход элемента Ь и s-вершина,
являющаяся выходом схемы Sn. При г = 1,..., т подсхема V/ совпадает с
максимальной подсхемой схемы Vit входами V/ являются s-вершины, которым
приписаны переменные xf,..., ж?, и s-вершина, к которой присоединен
г-й вход элемента Ь в схеме 5П. К выходу подсхемы V/ присоединен г-й
вход элемента Ь. Нетрудно проверить, что реализуемая схемой U функция
и(хп)=9о(хо> <P(9i(Xx),..., gT(XT)) принадлежит Fp(Sn). Лемма 8 доказана.

Следствие 1. Для произвольной схемы Sn с п, n ^ 1, входами,
которым приписаны переменные х15..., хп, и базиса неисправностей Р,
содержащего:

а) хотя бы один элемент, реализующий функцию, отличную от
дизъюнкции и константы,

б) хотя бы один элемент, реализующий функцию, отличную от
конъюнкции и константы,

в) хотя бы один элемент, реализующий функцию, отличную от
линейной булевой функции, справедливо соотношение

[*(P)](xn)CFPEn).

Доказательство. Очевидно, что для любой функции и(хп) из
[Ф(Р)] найдется функция v(xni у)е[Ф(Р)] такая, что v(xn, г/) = и(жп). Пусть

8 МВК, вып. 10
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/ — функция, реализуемая схемой Sn. Тогда, в силу леммы 8, функция
v(^n? f) = u(xn) принадлежит Fp(Sn). Таким образом [ЩР)](хп)СFp(Sn).

Следствие 2. Пусть Sn — произвольная схема сп, п ^ 1,
входами, которым приписаны переменные хх,..., хп, Ь —некоторый элемент
схемы Sn, <р(уТ) — функция, реализуемая Ь, и Р —базис неисправностей
такой, как и в следствии 1. Пусть S^ —схема, в которой входам при­
писаны переменные х{,..., хп, а элемент Ь является ее единственным
функциональным элементом. Тогда

FP(SL)QFp(Sn).

Доказательство. По определению множества HP(S„)
произвольную функцию и(хп) из FpiS^) можно представить в следующем виде

где g0(X0,y),gl(Xl),...igr(XT) — некоторая последовательность
функций из Ф(Р), а Х0,Х1}...,ХТ— последовательности переменных из
{хп ..., хп}. Отсюда и из леммы 8 получаем FpE^)CFpEn).

§ 3. Доказательство теоремы 1

Пусть базис неисправностей Р содержит хотя бы один элемент,
реализующий немонотонную булеву функцию, и хотя бы один элемент,
реализующий нелинейную булеву функцию. Тогда, учитывая замечание 1, имеем,
что множество функций [Ф(Р)] есть один из следующих замкнутых классов
булевых функций [7]: Си С2, С3, СА, Dz, Ц, F/, F/\ F8", F5", /x = 2,3,...,
Троо Гоо т^оо троо

Отметим, что имеют место следующие включения [7]:

F4°° С ... С F43 С F? С С2 С Сх\ F" С ... С ^3 С F? С СА С С2;
ДсАсС„ДсС4;

F~ С ... С F83 С F82 с С3 С С,; F5°° С ... С F53 с F52 с СА с С3.

Замечание 6. Для произвольных схемы Sn и базиса
неисправностей Р:

а) неравенство hp(Sn) ^ 2П очевидно;
б) если множество Fp(Sn) содержит только а- или /3-функции (а- или

7-функции), то все функции из Fp(Sn) на единичном (нулевом) наборе
принимают значение единица (ноль) и, следовательно, hp(Sn)^2n — 1;

в) если множество Fp(Sn) содержит только а-функции, то все функции
из Fp(Sn) на единичном и нулевом наборах принимают значения
соответственно единица и ноль, следовательно, ЛРEП)$2П —2;

г) если Fp(Sn) содержит только самодвойственные булевы функции, то
все функции из Fp(Sn) на противоположных наборах принимают
противоположные значения и очевидно, что hp(Sn)^2n~l;

д) если Fp(Sn) содержит только самодвойственные а-функции, то все
функции из Fp(Sn) на противоположных наборах принимают
противоположные значения, а на нулевом и единичном наборах всегда принимают
значения соответственно 0 и 1, следовательно, hp(Sn) ^ 2n"l — 1.

Пусть и(хп) — произвольная булева функция, п ^ О, и гп = (г1,...
..., гп) — произвольный двоичный набор, а г'п = (г1,..., гп) — набор,
противоположный набору гп. Тогда через ит (хп) (иГ Г,(хп)) будем обозначать
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булеву функцию, которая отличается от функции и(хп) только на наборе гп
(только на наборах гп и г?).

Нулевой и единичный наборы из {0,1}т иногда будем обозначать
через 0т и 1т соответственно.

Обозначим через S^ схему с п, n ^ 1, входами, которым приписаны
переменные хп..., хп, в которой только один функциональный элемент,
этот элемент реализует функцию <р(ут), О 0, и которая реализует функцию
/(*») = 4>(xix> • • •> \). 1 ^ **! С . ^ *г ^ п.

В леммах 9-18 содержатся доказательства теоремы 1 для схемы S'n и
базиса неисправностей Р такого, что замкнутый класс [Ф(-Р)] есть или один
из следующих замкнутых классов С,, С2, С3, С4, D3, Dx, или F8°° С [Ф(Р)] С
С F82, или F4°° С [ЩР)]С F42, или F5°° С [ЩР)]С F52, или Ц°° С [ЩР)С F*.

Лемма 9. Пусть[ЩР)) = Сх, тогда hp{S'n) = 2n.
Доказательство. Очевидно, что FP(S'„) С Сх(хп). В силу

следствия 1, C{(xn)CFp(S^). Таким образом, Fp(S^) = C{(xn),
Произвольным образом возьмем функцию и е С,(хп) и

рассмотрим множество функций G = {и} U \иг: гп € {О, 1}П} С С{(хп). Так
как Cx(xn) = FP(S^), поэтому G С FP(S^). Легко проверить, что G
является П-множеством для (S'n,Hp(S'n)). Из леммы 1 следует, что
hp(S'n)^\G\ — \ =2n. Неравенство hp(S'n)^2n очевидно. Лемма 9 доказана.

Лемма 10. Пусть [Ф(Р)] = С2, тогда:
а) если <р—а- или C -функция, то hp(S'n) = 2n — 1;
б) если ip— 7- или 6 -функция, то hp(S'n) = 2n.
Доказательство, а) Пусть (р — а- или /3-функция. Тогда все

функции из FP(S^) являются а- или /3-функциями, потому Fp(S'n) С С2(хп).
В силу следствия 1, C2{xn)C.Fp(S'n). Таким образом, Fp(S^) = C2(xn).

Произвольным образом возьмем функцию и е С2(хп) и рассмотрим
множество функций G = {и} U {иг: гп е {0, 1}п \ {1П}}, содержащееся
в С2(хп), C2(xn) = FP(S^), поэтому G С FP(S^). Нетрудно проверить, что
G является П-множеством для (S^HP(S^)). Из леммы 1 следует, что
hP(S^)^\G\- I =2П — I. В соответствии с замечанием 6, б) имеет место
неравенство hp(S^) ^ 2П — 1. Утверждение а) доказано.

б) Пусть v? — 7- или <5-функция. В этом случае функция ip(y,..., у)
равна или константе 0, или функции у.

Очевидно, что FP(S^)C C{(xn).
Нетрудно проверить, что для произвольной функции и(хп) из С,

найдется функция v(xn, у) из С2 такая, что v(xn, <р(х^ ..., х^)) = и(хп)
A ^ j:^ п). Далее, возьмем из множества С2 функцию и;(х, у) = х и
рассмотрим функцию v(xn, <р(ги(хя xt.),..., г^(ху, xt.))), где 1 ^ j ^ п. Легко
проверить, что она равна и(хп). Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп)
принадлежит FP(S^). Функция и(хп) из класса С, выбрана произвольно,
поэтому C,(xn) = FP(S^). Далее доказательство проводится так же, как и
доказательство леммы 9. Утверждение б) доказано. Лемма 10 доказана.

В силу двойственности классов С2 и С3 и лемм 3, 10 справедлива
Лемма 11. Пусть [ЩР)] = С3, тогда:
а) если ip — a- или j-функция, то hp(S'n) = 2n-\\
б) если <р-—C' или 6-функция, mohp(S'n) = 2n.
Лемма 12. Пусть[ЩР)] = СА, тогда:
а) если <р —а-функция, то hp(S'n) = 2n— 2\
б) если <р—{3- или 7 -функция, то hp (S^) = 2n-l;
в) если (р — 6 -функция, то hp(S^) = 2n.

8*
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Доказательство, а) Пусть <р — а-функция. Тогда все функции
из Fp(Sll) являются только а-функциями, поэтому FP(S^)C С4(хп). В силу
следствия 1, C4(xn)CFp(S^). Таким образом, Fp(S^) = CA(xn).

Произвольным образом возьмем функцию и е СА(хп) и
рассмотрим множество функций G = {и} U {г^: гп е {О, 1}п \ {(Г, Г} С С4(хп),
С4(хп) = FpiS^), поэтому G С Fp(S^). Нетрудно убедиться, что G
является П-множеством для (S^HP(S^)). Отсюда и из леммы 1 следует
hp(Sn) ^|G| — l=2n-2, ав соответствии с замечанием 6, в) справедливо
неравенство hp(S^)^2n — 2. Утверждение а) доказано.

б) Пусть ip — /?-G)-функция. Тогда <р(у,..., у) = 1 (у?(у,..., у) = 0).
Кроме того, множество FP(S^) содержит только а- и /?-G)-функции и,
следовательно, FP{S'n)<ZC2{xn) (FP(SJ)C Q(xJ).

Нетрудно проверить, что для произвольной функции и{хп) из С2 (и(хп)
из С3) найдется функция v(xn} у) из С4 такая, что v(xn} tp(y,..., у) = и(хп).

Возьмем из множества С2 (С3) функцию w(x, у) = х и рассмотрим
функцию v(xn, <p(w(x.y х{),..., w{x^ x{))), где 1 ^ j ^ п. Легко проверить,
что она равна и(хп). Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп)
принадлежит Fp(Sn). Функция и(хп) выбрана произвольно из С2 (С3).
Поэтому С2(хп) С Fp(S^) (С2(хп) С FpE^)). Таким образом С2(хп) = FP(S^)
(C3(xn) = FPW)).

Далее см. доказательство утверждения а) леммы 9 (леммы 10).
Утверждение б) доказано.

в) Пусть <р — <5-функция. В этом случае ip(y,..., у) = у. Включение
Fp(S^) С С{(хп) очевидно.

Нетрудно проверить, что для произвольной функции и(хп) из С,
найдется функция v(xn}y) из С4 такая, что v(xn, <р(ху,..., ху)) = v(xn, ху) =
= и(хп), где l^j^n.

Возьмем теперь из множества С4 функцию w(x, у) = х и рассмотрим
функцию v(xn, <p(w(xj} х.),..., w(xjy x-))). Легко проверить, что она
равна и(хп). Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп) принадлежит FP(S^).
Функция и(хп) выбрана произвольно из Clt поэтому Сх(хп) = Fp(S'n).
Далее см. доказательство леммы 9. Лемма 12 доказана.

Лемма 13. Пусть[ЩР)] = И3, тогда:
а) если <р —самодвойственная функция, то hp(S^) = 2n~l;
б) если ip — несамодвойственная функция, mohp{S'n) = 2n.
Доказательство, а) Пусть <р — самодвойственная функция.

Тогда Fp(S^) С D3(xn), а, в силу следствия 1, D3(xn) С FP(S„). Таким образом,
FPW) = D3(xn).

Пусть Д с {0,1}п — подмножество максимальной мощности, не
содержащее противоположных наборов. Тогда нетрудно проверить, что для
произвольных функции и из D3(xn) и набора гп из Д функция иТ т,
принадлежит Z>3(xn), a D3(xn) = FP(S^). Поэтому множество функций
G = {и} U {иг г,: гп Е Д} содержится в FP(S^). Легко проверить, что G
является П-множеством для (S^ HP(S^)).

В силу леммы 1 имеем hp(S^)^2n~\ а в соответствии с
замечанием 6, г) справедливо неравенство /ipE^) ^ 2n_1. Утверждение а) леммы
доказано.

б) Пусть (р — /3-G)*функция. Тогда </?(</,..., у) = 1 (<р(г/,..., у) = 0).
Включение FP(S„) С Сх(хп) очевидно.

Нетрудно проверить, что для произвольной функции и(хп) из Сх
найдется функция v(xn} у) из [Ф(Р)] такая, что v(xn, <р(у,..., у)) = v(xn) 1) =
= и(*п) (v(xn> </>B/> • • -1 У)) = v(sn, 0) = и(хп)).
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Возьмем из множества [Ф(Р)] функцию ю(х,у) = хи рассмотрим
функцию v(xn, <р(и}(х^ X;),..., w(x^ xi))), где 1 ^ j ^ п. Легко проверить, что
она равна и(хп). Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп)
принадлежит Fp(^). Таким образом, Fp(S„) = Cl(xn).

Далее см. доказательство леммы 9.
Пусть теперь (р— несамодвойственная а-(<5)-функция. Тогда

найдется набор а = (а{,..., ат) из {О, 1}г \ {0Т, Г}} такой, что <р(а,,..., ат) =
= <р(ё{,..., <тт). Пусть, например, ах = ... = ая = 0, а ая +, = ... = ат = 1.
Тогда функция

равна х • у или я V у {х- у или х V у). Пусть функции гу,(хп), w2(xn) из D3
таковы, что щ(хп) = Щ(хп). Тогдая т - я

д(хп) = ч>(щ(?п), ¦ ¦ •• щ(*п)> щ(^п)у ¦ ¦ •• щ(*п)) = 6> 6 € {о, 1}.

Пусть w(in) е С, — произвольная функция, а функции и(аГп, у),
™!(^12/)- «4E.» W) из [ф(^I таковы, что v(xn, 6) = u(xn), w[(xn, y) = w1(xn),
Ч^ш У) = «%(*»)• ТогдаЯ Т - 8, * ч , ч
v(xn} <p(w[(xn) xh),..., u;((snJ x{ ), twj(xn, a^),..., Ц(хп, х-)) =

= v(*n> g(xn)) = v(?n» *) = w(^n)­

Отсюда и из леммы 8 получаем, что и(хп) принадлежит FP(S^). Таким
образом FP(S$ = C{ (хп).

Далее см. доказательство леммы 9. Лемма 13 доказана.
Лемма 14. Пусть [4f(P)] = Dlt тогда:
а) если <р — самодвойственная а -функция, mohp(Sll) = 2n~l — l;
б) если <р—/3- или 7-функция, то hp(S?) = 2n-1 ;
в) если ip — несамодвойственная а-функция, то hp(S„) = 2n—2;
г) если (р —самодвойственная 6-функция, то hp(S^) = 2n~l;
д) если (р — несамодвойственная 6-функция, то hp{S'n) = 2n-\.
Доказательство, а) Пусть <р — самодвойственная а-функция,

т. е. <р G Д. В этом случае Fp(Sn) С Д(хп). В силу следствия 1 имеем
Di(*n)?Рр№)- Таким образом, Fp(S^) = Dl(xn).

Пусть Ас{0, 1}п\{0п, Г} — подмножество максимальной
мощности, не содержащее противоположных наборов. Тогда нетрудно проверить,
что для произвольных функции и из Д(хп) и набора гп из Д
функция игг, принадлежит Dx{xn), a D3{xn) = Fp{S'n). Поэтому G = {u}u{ur r,:
гп е Д} С FP(S„). Легко проверить, что G является П-множеством для
(S^HP(S^)). Отсюда и из леммы 1 получаем hp(S'n)^2n~x - 1, а в
соответствии с замечанием 6, д) имеем hp(S^) ^ 2n_1 - 1. Утверждение а)
доказано.

б) Пусть (р — /3-G)-функция. Тогда (р(у,..., у) = 1 ((р(у,..., у) = 0).
Очевидно, что FP(S^) С C2(xn) (FPEJ С С3(хп)).

Нетрудно проверить, что для произвольной функции и(хп) из С2
(и(хп) из С3) найдется функция v(xn, у) из Z?j = [Ф(-Р)] такая, что
v(xn, <р(у}..., y)) = v(xny l) = u(xn) (v(xn, <p(y,..., y)) = v(xn, 0) = u(xn)).

Пусть функция w(x, у) из Dx такова, что w(xy y) = x. Тогда

v(xn, (p(w(xjy z^),..., и)(х}; х{))) = и(хп), 1 ^ j < п.
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Отсюда, из леммы 8 и равенства Dl = [Ф(Р)] следует, что и(хп)
принадлежит FP(S$. Таким образом Fp{S'n) = C2{xn) (Fp(S^) = C3(xn)).

Далее см. доказательство леммы 10, а), а также лемму 11, а).
Утверждение б) доказано.

в) Пусть (р — несамодвойственная а-функция. Тогда FP(S,|) С С4.
Далее, найдется набор а = (<т{}..., сгт) из {0,1}т \ {0Т, 1г}} такой,
что у>@-,,..., ат) = у>(а,,..., аг). Пусть, например, ах = ... = о8 = 0, а
<т8 + { = .. , = <тт = 1. Тогда функция $ Т — 8

<р(х,..., х, г/,..., у)
равна х • у или х V у. Пусть функции w,(xn), w2(xn) из Dx
таковы, что щFх, ..., 6п) = гО|(?1У..., <5П) для любого набора (EИ ..., 6п) е
е {0,1}П\{0П, Г}}. Тогда функцияя г— я' Г * > ' Л ГГ^

$00 = V(w,(xn), • • -, ™i(xn), щ{хп),..., ш,(х„))
равна ж, •... • х„ или х, V... V хп.

Пусть функция и(хп) из С4 — произвольная, а функции и(х„, у),
™((*„. 2/). Ц(з„,У) из [ЩР)] таковы, что и(х„, д(хп)) = и(хп), w[(xn,y) =
= Щ(хп), ^(^п. У) = Щ(хп)- тогДа8 Т - 8' ^ * ' А *
v(xn, v(w[(xni х^), ..., w[(xn, xi ), ид{(жп> х^),..., Ц(жп, х,. ))) =

= t;(xn,^(xn)) = w(xj.

Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп) принадлежит FP(S^). Таким
образом, FP{S^)=CA{xn).

Далее см. доказательство леммы 11, а). Утверждение в) доказано.
г) Пусть tp — самодвойственная 6-функция. Тогда <р(у,..., у) = у, а так­

же^РE^)С?>3.
Для произвольной функции и(хп) из D3 найдется функция v(xn, у) из

[ЩР)] такая, что v(xn, (р(хр ..., х^) = и(хп)у где l^j^n.
Пусть гу(х, у) — такая функция из [Ф(Р)], что ги(х, у) = х. Тогда

v(xn, <р(ь>(х^ xt.),..., w(xy, x,))) = и(хп).

Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп) принадлежит FP(S^). Таким
образом, FPW) = D3(xn).

Далее см. доказательство леммы 13, а). Утверждение г) доказано.
д) Пусть <р — несамодвойственная S -функция. Тогда в

множестве наборов {0, 1}г \ {0Т, Г}} найдется набор а = (ап ..., <тт) такой,
что <р(ах, ..., ат) = <р(ах,..., ат). Пусть, например, ох = .. .а, = 0, а
а8 + j =... = ат = 1. Тогда функция

равна х-у или х V у. Пусть wx(xn), wx(xn) такие функции из Dx%
что щ(бх,..., 6п) = wx(8X}..., 6п) для любого набора (и,,..., 6п) из
{0, 1}П\{0П, Г}}. Тогда функцияя т — я/ ч / ч
равна Xj •... • хп, или ^ V ... V хп.



О СЛОЖНОСТИ ДИАГНОСТИКИ НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЗАМЫКАНИЙ 119

Обозначим С4 U {ф: ф е С4} через С4. Нетрудно проверить, что
FPW)cq.

Пусть и(хп) — произвольная функция из С4, и функции v(xn, у),
™[(*п,У)> ™2{*тУ) из [ЩР)] таковы, что v(xn, д(хп)) = и(хп), w[(xnJy) =
= w\(xn)> ^(хп, У) = Щ(%п)- Тогда$ т— я/ л w ч
v(xn, <p(w[(xn} xt-),..., w[(xn, х,;)(Ц(хп, xit),..., Ц(хп, x<))) =

= v(xnyg(xn)) = u(xn).

Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп) принадлежит FP(S^). Таким
образом, FP(S^) = С4'(хп). Множество функций G = {и} U {%. r} U {иг:
гп е {0,1}п \ {0п, 1П}}, очевидно, является подмножеством С4(хп) и
подмножеством FpE^), так как Fp(S'n) = С4(хп). Легко проверить, что G
является П-множеством для (S^,HP(S^)). Отсюда и из леммы 1 следует
hp(S^)^2п-1. Нетрудно показать, что hp(S^)^2n-l.

Лемма 14 доказана.

Лемма 15. Пусть Fb°°C[^(P))QF^ тогда:
а) если <р—C- или 6-функция, то hp(S^) = 2n;
б) если <р—а- или j-функция, то hp(S^) = 2п — 1.
Доказательство, а) Пусть <р — ^-функция, тогда <р(у,..., у) = 1.

Очевидно, что Fp(S'n)QCx(xn).
Нетрудно проверить, что для произвольной функции и(хп) из Сх

найдется функция v(xn, у) из [Ф(Р)] такая, что v(xn, l) = u(xn), l^j^n.
Пусть w(x, у) — функция из [Ф(Р)] такая, что w(x, y) = x. Тогда

v(xn, <Р(™(Ъ, xi{),..., w(xjy x<))) = u(xn).

Отсюда и из леммы 8 получаем, что и(хп) принадлежит FP(S„). Таким
образом, C,(xn) = Fp(S^). Далее см. доказательство леммы 9.

Пусть теперь (р — 5-функция, тогда (р(у,..., у) = у.
Как и в предыдущем случае, для произвольной функции и(хп) из С,

найдется функция v(xn, у) из Ф(Р) такая, что v(xn, l) = -u(xn).
Заметим, что константа 0 принадлежит [Ф(-Р)] и

^Bn^@,...,0)) = w(xJ.

Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп) принадлежит FP(S^). Таким
образом, FPW) = Cl(xn).

Далее см. доказательство леммы 9. Утверждение а) доказано.
б) Пусть (р — а- или 7-функция, тогда FP(S„) содержит только а- или

7-функции. Поэтому (см. замечание б, б)) справедливо hp(S^)^2n-l.
В силу следствия 1, Fs°°(xn)CFp(S^). Обозначим через 0(хп) функцию,

тождественно равную константе 0. Используя определение класса Fs°°(xn),
нетрудно показать, что множество функций

G = {0(х„)} и {0r(xn): r„ e {0,1}" \ {0"}}

является подмножеством F8°°(xn) и, следовательно, подмножеством FP(S^).
Легко проверить, что G является П-множеством для (S„, #P(S^)). Отсюда
и из леммы 1 следует неравенство ftp(S^)^2n-l. Лемма 15 доказана.

В силу двойственности классов F8°° и F4°°, F8M и Ff, /х = 2, 3,... и
лемм 3, 15 справедлива
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Лемма 16. Пусть F4°° С [ЩР)} с F42, тогда:
а) если (р — 7" или 8-функция, то hp(S'n) = 2n\
б) если у? — а - ала /3 -функция, то hp(S'n) = 2n-\.
Лемма 17. Пусть F5°° С [Ф(Р)] С F52, тогда:
а) если (р — а-функция, то hp(S^) = 2n-2;
б) если <р—C- или j-функция, то /ip(S?) = 2n —1;
в) если v? — 6-функция, mohp(S'n) = 2n.
Доказательство, а) Пусть ф — а-функция. Тогда все функции

из Fp(S^) являются а-функциями, поэтому hp(S^) ^ 2П - 2 (см.
замечание 6, в)).

В силу следствия 1, F5°°(xn)CFp(S^). Обозначим через д(хп) функцию,
равную хх •... • хп. Используя определение класса Fs°°(xn), нетрудно
показать, что множество функций G = {д(хп)} U {0Г (хп): гп е {0,1}п \ {0П, 1п}}
является подмножеством F5°°(xn) и, следовательно, подмножеством FP(S^).
Легко проверить, что G является П-множеством для (S'n,Hp{S'n)). Отсюда
и из леммы 1 следует неравенство hp(S'n)^2n—2.

Утверждение а) доказано.
б) Пусть (р — /3-функция. Тогда <р(х,..., х) = 1, а все функции из

FP(S^) являются а- или /3-функциями. Поэтому hp(S^) ^ 2П - 1 (см.
замечание б, б)).

Пусть и(хп) — произвольная функция из С2, a v(xn, у), w(x} у) —
функции из [Ф(Р)] такие, что ги(х, у) = х, v(xn, l) = u(xn). Тогда для 1 < j:^n

v(xn, <p(w(xj} х^),..., w(xj9 хк))) = v(xn, <p(xj,..., ху)) = v(xn, 1) = и(хп).

Отсюда и из леммы 8 следует, что и(хп) принадлежит FP(S^). Таким
образом, FP(S^) = С2. Далее см. доказательство леммы 10, а).

Пусть теперь ip — 7_ФУНКДИЯ- Тогда <р(х,..., х) = 0, а все функции
из FP(S^) являются а- или 7"ФУНКДИЯМИ- Поэтому fcP(S?) ^ 2П - 1 (см.
замечание б, б)).

В силу следствия 1, Fs°°(xn) С FP(S^). Обозначим функцию х, •... • хп
через д(хп). Используя определение класса F5°°, нетрудно доказать, что
функция д(хп) и функция дг(хп) для любого набора гп е {0,1}П\{0П, 1п}
принадлежат классу Fs°°, который содержится в FP(S^). Пусть функция w(x, у) из
[Ф(Р)] такова, что w(xy у) = х. Тогда (p(w(xj1 х<),..., w(xj} xt-)) = <р(ху,...
..., ж.) = 0(хп) = 0. Из леммы 8 следует, что 0(хп) принадлежит FP(S^).
Таким образом, {д 0(xn)} U {^: гп е {0,1}п \ {0П, Г}} С FpE,;) и,
очевидно, является П-множеством для (S?, HP(S^)). Поэтому hp(S^) ^ 2n - 1 (см.
лемму 1). Утверждение б) доказано.

в) Пусть кр — 5-функция. Тогда <р(х,..., х) — х. Для функции
0(хп) = 0 и любого набора гп из {0,1}п в F5°°(xn) найдутся
функции д(х, у), ги(х, у), vr (хп, у) такие, что #(х, у) = х • у, w(x, у) = х,
Ч.(*»> *у)=0г„(*»). UjЧп. Отметим, что F5°°(xn)C[*(P)] Далее,

g(xjt <p(w(xp х,.),..., w(xy, x. ))) = #(хя ^(xif..., ж,)) = $(ж,., х,) = 0(хп),

поэтому, в силу леммы 8, множество функций {0(xn)}u{0r (xn): гпе{0, 1}П}
содержится в FP(S^) и, очевидно, является П-множеством для (S?, HP(S^)).
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Отсюда и из леммы 1 следует hp(Sn) ^ 2П. Неравенство hp(Sn) ^ 2П
очевидно. Лемма 17 доказана.

В силу лемм 3, 17 и двойственности классов F5°° и F™, F? и F/\
/х = 2, 3,... справедлива

Лемма 18. Пусть F~C[4t{P)\CFx2, тогда:
а) если ^p—ос-функция, то hp(S'n) = 2n-2\
б) если <р—/?- или, 1-функция, то hp(S'n) = 2n-\\
в) если ip — 6-функция, mohp(S'n) = 2n.
Утверждение теоремы 1 следует из лемм 7, 9-18 и следствия 2.

§ 4. Доказательство теоремы 2

Пусть все элементы базиса неисправностей Р реализуют только
монотонные булевы функции и при этом:

— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от конъюнкции
и константы;

— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от дизъюнкции
и константы;

— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от
самодвойственной монотонной функции,

Тогда [7] множество функций [Ф(Р)] есть один из следующих
замкнутых классов: Мх, М2, М3, М4, F2°°, F3°°, F6°°, F7°° и F2", F/, F6", F/ для
/x = 2,3,....

Отметим, что имеют место следующие включения [7]:

F3°° С .. .F33 с F32 С М2 С Мх; F2°° С .. .F23 С F22 С М4 С М2;

F7°° С .. .F73 С F72 С М3 С Мх\ F6°° С .. .F63 С F62 С М4 С М3.
Пусть и(хп) — произвольная булева функция, п ^ О, и гп = (г\...

..., rn) — произвольный двоичный набор, а г'п = (г1,..., гп) — набор,
противоположный набору гп. Тогда через иг (хп) (иг ^(хп)) будем обозначать
булеву функцию, которая отличается от функции и(хп) только на наборе гп
(только на наборах гп и г?).

Обозначим через S^ схему сп, пL, входами, которым приписаны
переменные ж,,..., хп, в которой только один функциональный элемент, этот
элемент реализует функцию <р(уТ), г ^ 0, а схема S^ реализует функцию
f(xn) = ip(xii,..., х{), где l$i,$...^iT$n.

В леммах 19-28 содержатся доказательства теоремы 2 для схемы S^ и
базиса неисправностей Р такого, что [Ф(Р)] есть либо один из замкнутых
классов Мр М2, М3, М4, либо F2°°C[*(P)]CF32, либо F6°°C[*(P)]CF72.

Пусть и(хп) — произвольная монотонная булева функция, тогда будем
обозначать через N0(u(xn)) и Nx(u(xn)) множества всех соответственно
верхних нулей и нижних единиц функции и(хп).

Лемма 19. Пусть [ЩР)] = МХ, тогда:
а) если <р —монотонная булева функция, то

M^)=(Ln/2j) + (Ln/2,;+1);
б) если <р — немонотонная булева функция, то hp(S^) = 2n.
Доказательство, а) Пусть <р — монотонная булева функция.

Тогда FpiS^) содержит только монотонные булевы функции. Из алгоритма
расшифровки монотонных булевых функций [8] получаем неравенство
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Пусть и(хп) — такая функция из Мх, что

|вд*„)I=(ln/2J), mu(xn))\=([n/2i+i) ¦
Очевидно, что G = {u}u{ur: rne N0(u)\jN{(u)} содержится в Мх(хп) В силу
следствия 1, имеем Мх(хп) С FP(S^). Таким образом, G С FP(S^). Далее,
нетрудно показать, что G является П-множеством для (S^, HP(S„)). Отсюда
и из леммы 1 следует

Утверждение а) доказано.
б) Пусть (р — немонотонная булева функция. Известно, что путем

подстановки констант 0 и 1 и переменной х в функцию <р(хт) можно
получить функцию х. Пусть, например, <р@т-|/-1, х, Iй) = х. Для
произвольных функции и(хп) из Afj и набора гп = (гп!,..., rnn) из {О, 1}П, в котором
г* = ... = г? = 0, a r?+1 = ... = r^- = 1, при и(гп) = 0 пусть v(x, у) = х V у,
d(yn-„ Z) = V\v- • -Vyn_f, и fc(y„ z) = yr.. .-у,-z. Тогда

v(u(xn), fc(s.,..., xv <p{0T-u-x, d(xj+i,..., xjn, x{ ), Г))) =

= u(xn) Vx^....x4. у>@'-"-1, xy+i V... V xjn, Г) =
= u(xj V жГ- •... • x? = ur(xn).

При u(rn) = l пусть v(x,y) = x-y, d(yn_,, z) = y,V.. .V yn_ ,V 2, и fc(y„z) =
= У\'----УЯ -z. Тогда

v(u(xj, d(sii+i,..., я,в, ^(О1— , А:(х,.,..., x,-, х, ), Г))) =

= и(хп). (х4+1 V ... V х^ V р(<Г-"-\ х^+1 •... • xjn, Г)) =

= и(%п)' (яГ" V .. .ж*) = иГп(хп).

Заметим, что функции г;(х, у), d(yn_,, 2), к(уя, z) и константы 0 и 1
принадлежат классу М,, поэтому, в силу леммы 8 и следствия 1, функции
и(хп)> игп(*п) принадлежат FP(S^).

Таким образом, множество функций {и} U {ur: rn e {О,1}П} является
подмножеством FP(S^) и, очевидно, П-множеством для (S^, ЯрE^)).
Отсюда и из леммы 1 следует hp(S'n)^2n. Неравенство hp(S^) ^ 2n очевидно.
Лемма 19 доказана.

Лемма 20. Пусть [Ф(Р)] = М2, тогда:
а) если <р —монотонная булева функция, то

ftpEn)=(ln/2j) + (Ln/2J-fi)'

б) если (р —немонотонная а- илиC-функция, то hp(S'n) = 2n-\\
в) если (р — немонотонная т'- или 6-функция, mohp(S'n) = 2n.
Доказательство, а) Пусть <р — монотонная булева функция.

Тогда доказательство утверждения проводится так же, как и доказательство
утверждения а) леммы 19.

б) Пусть v? — немонотонная а- или /3-функция. Тогда FP(S„)
содержит только а- или /3-функции. Поэтому, учитывая замечание 6, б), имеемms:k2"-i.
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Известно, что путем подстановки в функцию <р(хт) констант О
и 1 и переменной х можно получить функцию ж. Пусть, например,
tp@\ х, Г-"-1) = х. Далее, пусть dp(yp) = у, V... V ур, кр(ур) = уг...-ур,
К(Ур> z) = У\ • • ¦ ¦ • Ур и

и/ А ч
ъ{Хп+х)=Ч>(К(Хп,\),---,К{Хп,\),Хп+\ЛТ " ')•

Нетрудно проверить, что для любой а- или C-функции д(хп) функция
v(xn, g(xn)) равна xr...-xnVg.

Для произвольных функции и(хп) из М2 и набора гп = (г,|,..., г?) из
{О, 1}п\{1п}, в котором г* =.. . = r^=0, a r^+l =.. . = г^ = 1, при u(rn) = 0,
функция

4гИ*»)> *n-. + i(^+lJ • • м жУв, «(жп, d8{xh,..., х,-)))) = и(хп) Vx[;..... хпг»

равна иг (хп). При u(rn)= 1, функция

*гИ*»)> d„- + i(*w..., xjn, v(xn, k8(xj{,..., xjt)))) = u(xn)- (xf» V... Vx?)

равна wr(xn). Заметим, что функции dp(^,), kp(yp), k'p{yp,z) и
константа 0 принадлежат М2, поэтому, в силу леммы 8 и следствия 1, функции
u(*n+i), «(жп), ч(хп) принадлежат FP(S,;).

Таким образом, множество функций {и) и {wr: rn е {0,1}п \ {ln}
содержится в Fp(S'n) и, очевидно, является П-множеством для (S'n,Hp(S'n)).
В силу леммы 1 имеем hp(S'n)^2n — \. Утверждение б) доказано.

в) Пусть <р — немонотонная 7_ФУНКЦИЯ- Известно, что путем
подстановки констант 0 и 1 и переменной х в функцию <р(хт) можно получить
функцию х. Пусть, например, <р@", х, 1т_1/_1) = х. Так как у? — 7_ФУНКЦИЯ>
то (р(х,.. .х, 1т_1/_1) = х

Пусть dp(yp) = у, V ... V ур, d'p(yp, z) = у, V ... V ур, кр(ур) = у, •... • ур и
кр(ур, z) = ух •... • ур. Тогда для произвольных функции w(xn) из М2 и набора
гп = W,. •., С) из {О, 1}П, в котором г* =... = г* =0, а г^1 =... = т? = 1,
при u(rn) = 0 функция

<*гИхп), ^-. + i(aVf+|J • •., xjn, у>«+1(х,.,..., xv x^),..., df'+1(x,if...

• • •> xv xkJ> 1т_1/_1)))) = "(*п) v хг-1 •... • tf

равна иг (хп). При u(rn) = 1 функция

...5x.f,xt.+i),r--0))) = ^(x;).(x^v...vx5)

равна wr(xn). Заметим, что функции dp(yp) = ^ V... V yp, d'p{yp, z) = yx V...
•••Vyp, kp(yp) = yr...-yp1 kp'(yp,z) = yr...-yp и константа 1 принадлежат М2.
Поэтому, в силу леммы 8 и следствия 1, u(xn), ur (xn) e Fp(S'n).

Таким образом, множество функций {u}u{ur: rn e {0,1}п} содержится
в Fp(S^) и, очевидно, является П-множеством для E^, ЯрE^)). Отсюда и
из леммы 1 следует hp(S'n)^2n. Неравенство hp(S'n)^2n очевидно.
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Доказательство в случае, когда <р — 8-функция, проводится

аналогичным образом. Лемма 20 доказана.
В силу двойственности классов М2 и М3 и лемм 3, 20 справедлива
Лемма 21. Пусть[Ф(Р)] = М3, тогда:
а) если <р —монотонная булева функция, то

ftpEn)=(Ln/2j) + (Ln/2j-fl)'

б) если <р -—немонотонная а- или7-функция, то hp(S'n) = 2n-l;
в) если (р —немонотонная C- или 6-функция, то hp(S'n) = 2n.
Лемма 22. Пусть[ЩР)] = М4, тогда:
а) если <р —монотонная булева функция, то

б) если (р —немонотонная а-функция, то hp(S'n) = 2п-2\
в) если (р — немонотонная C- или7-функция, то hp(S'n) = 2n -\\
г) если (р — 6 -функция, mohp(S'n) = 2n.
Доказательство, а) Пусть (р — монотонная булева функция.

В этом случае доказательство проводится так же, как и доказательство
утверждения а) леммы 19.

б) Пусть (р — немонотонная а-функция. Тогда FP(S^) содержит только
а-функции. Отсюда и из замечания 6, в) следует, что hp(S^)^2n—2.

Известно, что путем подстановки в функцию <р(хТ) констант 0
и 1 и переменной х можно получить функцию я. Пусть, например,
<р@\х, 1т~"-1) = х.

Далее, пусть dp(yp) = y{V.. .Vyp, kp(yp) = yr.. ..ypf d'p(yp, z) = yxM.. .Vyp>
К(Ур>г) = УГ---'УР и V T— V - 1. ч , л ч

«(S'n + i) = Р(К(хп, ««,)»• • -. *Ж> \), *„ + !> d'n{xn, xi+t),..., <(xn, x<)).

Нетрудно проверить, что для любой а-функции д(хп) функция v(xn, д(хп))
равна xr...-xnVg(xn)-(x1V...Vxn).

Для произвольных функции и(хп) из М4 и набора rn = (rn',..., г")
из {0,1}" \ {0", 1"}, в котором г* = ... = г* = 1, а *•*¦• = ... = t? = 0,
при и(гп) — 0

d2(«(xn), k, + 1(xjt,..., xjt, v(xn, <_,(x,.+ ,..., xL, xi+)))) =

= u{xn) V xk ¦... ¦ x,- ¦ (x, •... • xn V xi+i V...VI,. • (ж, V ... V xj) =

= u(xn) V x\" ¦... ¦ xf = ur(xn).

При u(rn) = 1

fcj(«(x„)> rf. + i(*ji. • • •> *A. «E.» ^-.(xi.+l> • • -i ХУ„' xv+1)))) =

= «E.) ¦ (x,. V ... V xjt V (x, •... • x„ V x,. +| •... • x4 • (x, V ... V xj) =

= «(*„) • (x,r» V ... V x?) = ur>(xn).

Функции dp(yp), kp(yp), d'p(yp, z), и k'p(yp, z) принадлежат М<, поэтому, в
силу леммы 8 и следствия 1, функции v(xn + i), u(xn) и иг(хп)
принадлежат FP(S^).
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Таким образом, множество функций {и} U {иг: гп е {О,1}п \ {0П, 1п}}
является и подмножеством FP(S^), и, очевидно, П-множеством для
(S^, HP(S^)). Отсюда и из леммы 8 следует hp(S^) ^ 2n — 2. Утверждение б)
доказано.

в) Пусть (р — немонотонная 7-функция. Тогда FP(S„) содержит только
а- и 7_ФУНКЦИИ- Поэтому, учитывая замечание 6, б), имеем неравенство

Известно, что путем подстановки в функцию <р(хт) констант О
и 1 и переменной х можно получить функцию х. Пусть, например,
<р((Г, х, 1т~"~1) = х. Нетрудно проверить, что

<р(х} х, . ..,х, Г"|/-1) = х.

Пусть dp(yp) = ylV.. .Vyp, kp(yp) = yr.. .-ypt d'p(yp, z) = yxV.. .Vyp, k'p(yp, z) =
= 2/Г--.-УР. w(x>y) = x и

v(xn+ 1) = ?>(™(*n+n x^),..., u/(sn+1, xt.+j), <(xn, x, J,..., <(xn, x{ ))).

Нетрудно проверить, что для любой а- или 7_ФУНКДИИ 9(%п) функция
v(xn, д(хп)) равна gixJ^V.. .V хп).

Для произвольных функции гх(хп) из М4 и набора rn = (rnl,..., г?) из
{О, 1}П\{0П}, в котором г*=... = г? = 1, a г*+1 =.. . = г* =0, при w(rn)=0

^И^)* *. + i(*v • • -1 ^i v(xn> rfn—(*ii+li..., xjn)))) =

= и(хп) V х,. •... - xjt • жА+1 V ... V xJn • (xl V ... V xn) =

= u(xn) V ж,Г" -...-х* = 4 (xn).

При u(rn)= 1

= u(xn) • (x,. V ... V x,. V xj+i -...-xju • fa V ... V xj) =

= u(xn) • far" V ... V x?) = иГщ(хп).

Заметим, что функции dp(yp), кр(ур), d'p(yp,z), k'p{yp,z) и w(x, у) = x
принадлежат M4. Отсюда и из леммы 8 и следствия 1 следует, что функции
Фп + ih и(*п), игп(хп) принадлежат FP(S^).

Таким образом, множество функций {и}и{иг: гпе{0, 1}п\{0п}}
является подмножеством FP(S^), а также П-множеством для (S^ #P(S^)).
Отсюда и из леммы 1 имеем hp(S^) ^ 2П - 1. Утверждение б) в случае, когда
<р — немонотонная 7-функция, доказано.

Пусть теперь р — немонотонная C-функция. Тогда Fp{S'n) содержит
только а- и /3-функции. Из замечания 6, б) следует, что hp{S'n)^2n—\.

Путем подстановки констант 0 и 1 и переменной х в функцию <р(хт)
можно получить функцию х. Пусть, например, ip@v, x, lr"l/_1) = x, тогда
легко проверить, что

V?@", х, х,..., х) = х.

Пусть dp(yp), кр(ур), d;(yp, z), к^(ур, z) и tufa у) — функции, определенные
выше, а

v(*n+i) = Ч>(К(*п, ^),..., А?(хп, х. )), ti/(xn + n xi ),.. м ti;(xn+1, х.)).
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Нетрудно проверить, что для любой а- или /3-функции д(хп) имеем
¦"(хп> 9(хп)) = д(хп) V х, •... • х„.

Для произвольных функции и(хп) из М4 и набора гп = (г^,..., г?) из
{0,1}п\{1"}, в котором г* =.. , = г? = 1, а г^+| =.. . = г^-=0, при и(гп)=0

<к(и(*п)> *. + i(*Jii • • -. *А. и(г„> 4i-.(*yMli • • •> **)) =

= и(хп) V х,- •... • ху< • xj+i V ... V xL V x, •... • xn =

= u(xn) V x{- ¦... • x? = ur(xn).

При w(rn) = 1

^(«(хп), 4, + 1(х^ ..., xv v(xn, fcn_,(xi+i,..., xj))) =

= ¦"(?"„) • (*,- V ... V xit V si<+i •... • xJn V x, •... • xn) =

= ¦"(?„) • (а^ V ... V xf) = ur(xn).

Далее доказательство проводится так же, как и в предыдущем случае.
Утверждение в) доказано.

г) Пусть tp — 6-функция. Тогда <р(х, х,..., х) = х. Определим функции
dp(yPi z)> кр(УР1 z)> dp(yP)' К(Ур) и w(^ У) так же> как и в п- в)- Д 1
произвольных функции и(хп) из М4 и набора г„ = (гп',..., г") из {0,1}", в котором
г*=.. . = г? = 1, а г^+1 =.. . = г^»=0, при и(г„)=0 имеем 0^s<n и

4j(k(x„), fc, + 1(x,.,..., ху>, ?>«_.(»,,¦+1, • •., а^, а^),...

• • •> d'n_,(x4+i,..., x>n, х<)))) = u(x„) V х,г» •... • х;« = ит{хп).

При гх(г„) = 1 имеем 0 < s < п и

^(и(х„), d, + 1(x,.,..., х,., ?»(^_. + 1(sA+i,..., xin, x.),...

• • -i K-, + i(xi.tlr- ¦ ¦• x>„. ^)))) = и(*п) ¦ («Г" V ... V хЯ = 4-„(zJ­

Используя доказательство п. в) настоящей леммы, нетрудно доказать,
что множество функций {и} U {ur: rn e {0,1}"} является
подмножеством FP(S^), а также П-множеством для (¦%, #р(^)). Отсюда и из леммы 1
следует hp(S'n)^2n. Неравенство hp(S'n)^2n очевидно. Лемма 22 доказана.

Лемма 23. а) Если F6°° С[ЩР)]С FT°° и veF7°°, mo

(L(nn- 1)/2J) + (L(n -"i)/2J +1) ^ МЭД <

^ (L(n"- i)/2J) + (L(n -Ui)/2J +1) +ru

б) Если F62 С [ЩР)] CF72 utpe F7\ mo

( Ln/2J + 1) + ( Ln/2J + 2J < МЭД ^ ( Ln/2J ) + ( 1п/2" + ! ) •

в) Если ^°°С[Ф(Р)]С^2, а функция <p является константой 1, то
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г) Если F2 С [ЩР)] С F72, а <р = х У у, то

ftpEn)=(Ln/2j) + (Ln/2j-fi)­

n)EcAuFfQ[4f(P)\QET% a<p(xr) = xlV...VxTt mo
при т ^ [п/2\

{[п/2\) + (h/2J + l) - (([п/2\) + ([п/2\1\)) ^ MSJK

^ (L~/2j) + (l^/2J + 0 ;

при г ^ Ln/2J + 1

ftpEn)=(Ln/2j) + (Ln/2J-fl)­

Доказательство, а) Пусть F6°° С [ЩР)\ С F7°°. Очевидно, что
Fp(S„) Я F7ao(xn). Известно, что любую булеву функцию и(хп) из F7°°
можно представить в виде и(хп) = х{ • и(хх,..., х._п 1, х| + 1,..., хп), где
гх(хп ..., х<_,, 1, xi +,,..., хп) — монотонная функция [7]. Таким образом,
для определения функции и(хп) достаточно определить переменную х{
и монотонную функцию и(хи ..., xt._j, 1, xi + 1,..., хп) от тг — 1
переменных. Очевидно это можно сделать, используя множество наборов
{@1n_1), A01п~2),..., AП_10)} и алгоритм расшифровки монотонных
булевых функций [8]. Отсюда получаем правое неравенство утверждения а).

Докажем теперь левое неравенство. В силу следствия 1 имеем
включение F6°°(xn)C Fp(S^). Пусть функция и(хп)еF6°° такова, что

U\Xn) = Xi ' U\X\4 • * ч Xi- 1» *1 Xt + 1» • • ч Xn)»

\N0(u(x{,..., х._„ 1, х. + 1,.. , хп))| = (L(in_~iJ/2j) ,

l^l(W(Xn • • ч Xt-1» lj Хг + П * • ч Хп)I = \[(п- 1)/2J + 1/ *

Тогда нетрудно показать, что множество

G = {u(xn)} U Кв(жп): rn E iV0(w(xn ..., х<_р 1, х. + 1,..., xn)) U
U Nx(u(xu ..., х,..,, 1, xi + 1,..., xn))}

является подмножеством класса Fb°°(xn)t который, в свою очередь, является
подмножеством Fp(S'n). Таким образом, G содержится в Fp(S'n) и, очевидно,
представляет собой П-множество для (S^,#P(S^)). Отсюда и из леммы 1
получаем левое неравенство. Утверждение а) доказано.

б) Пусть F2 С [ЩР)] CF72n<pe F72. Очевидно FP(SJ С F72, а F72 С Мх.
Отсюда и из леммы 19, а) получаем правое неравенство.

Докажем теперь левое. Заметим, что F?(xn)QFp(S'n) (см. следствие 1).
Пусть и(хп) из F62 —такая функция, что

\N0(n(SJ)\ = {(<т„..., ап): ± а, = |n/2J + 1},
1

М(«(*»)I = {(*., • • •> *„): Ё Ч = [п/2\ + 2}.
1
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Тогда, очевидно, множество функций

{и(хп)} U Rn(xn): rn e N0(u(xn)) U ^(гх(хп))

является подмножеством i^2, а значит подмножеством FP(S„) и, таким
образом, П-множеством для (S^, HP(S^)). Отсюда и из леммы 1 получаем левое
неравенство. Утверждение б) доказано.

в) Пусть Fb°° С [Ф(Р)] С F2, а функция <р является константой 1.
Очевидно FP(S^) С Мх. Нетрудно проверить, что для произвольной
функции и(хп) из М2 найдется функция v(xn, у) из F6oc>(xn) такая, что
v(xn, l) = u(xn). В силу леммы 8, и(хп) принадлежит FP(S^). Таким образом,
М2 С Fp(S^). Далее см. доказательства лемм 19, а) и 20, а). Утверждение в)
доказано.

г) Пусть F62 С [Ф(Р)] С F72, a (p = xVу. Правое неравенство следует из
включения FpE^)CMj и из леммы 19, а).

Докажем теперь левое неравенство. Заметим, что F&2(xn) С FP(S^) (см.
следствие 1). Пусть и(хп) из F62 — такая функция, что

\Щи(хп))\ = {(а„ ..., ап): ±ot = |n/2j},
1

М<«(*.)I = {(*п • • - <0= Е *< = L«/2J + 1}.
1

Нетрудно убедиться, что для любого набора гп из Nx(u(xn)) функция иг (хп)
принадлежит F62(xn), а, следовательно, и FP(S^).

Возьмем теперь произвольным образом набор rn = (rj,..., г?) из
N0(u(xn)). Пусть г* = ... = г? = 1, где i/ = [п/2\. Далее, пусть v(zn, у)
и Ми, *) —такие функции из [Ф(Р)], что v(xn, y) = u(xn), a ku(yu,z) =
= ух: . .-у,. Тогда (р(к?(х^..., ху , xt.), v(xn} х^)) = х^.. .-жу Vw(xn) = ^(xn).
Из леммы 8 следует, что иг (хп) принадлежит FpE^). Таким образом,
множество функций {u(xn)}\j{ur (xn): rneiVr0(w(xn))UiV1(w(xn))} содержится в
Fp(Sn) и, очевидно, является П-множеством для (S^, HP(S^)). Отсюда и из
леммы 1 получаем левое неравенство. Утверждение г) доказано.

д) Пусть Fe~C[*(P)]CF7°°f <р(хт) = х{ V.. .VxT.
Пусть т ^ Ln/2J + 1- Правое неравенство получаем из включения

FpiS^) С М, и из леммы 19, а).
Докажем теперь левое неравенство. Заметим, что F6°°(xn)CFp(S^) (см.

следствие 1). Пусть функция и(хп) из Fb°°(xn) такова, что

1

Ши(хп))\ = {(<т„ ..., <т„): ±<т( = |n/2J + 1}.
1

Возьмем из класса F6°°(xn+l) функцию v(xn+l), такую, что v(xn, \) = u(xn)
и и(х„, 0) = 0. Заметим, что N0(v(xn+l)) = {(ГО)} U {(<т„ ..., ап, 1):
(au...,<Tn)eN0(u(xn))}, a #,(«E. + ,)) = {(а„...,а„, 1): (а,,..., а„) €
€ Nt(u(xn))}. Нетрудно проверить, что v(r х)(хп+,) принадлежит i^00 для
любого набора г„ из N0(u(xn))UNx(u(xn)) функция v(rB,,)(xn + i)eF60oC[*(P)].

Далее, пусть w(xn) = v(xn, <p(x,,..., xt)), а множество наборов есть
Д = {(<7„ .. , ап): (<т„ .. , ffn)eW0(u(iJuJV;(«B„)), ^ V.. .V<^ = 1}. Тогда
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для любого набора гп из А верно v(r {)(хпУ <р(х^,..., х{)) = wr (хп). В силу
леммы 8 функции w(xn), wr (хп) принадлежат FP(S^). Таким образом,
множество функций {w(xn)}\J{wr (хп): гпе А} является подмножеством FP(S„)
и, очевидно, П-множеством для (S^, #P(S^)). Отсюда и из леммы 1
получаем левое неравенство. Утверждение д) при т ^ [п/2\ доказано, а из него
следует утверждение д) при т^ Ln/2J + 1. Лемма 23 доказана.

В силу двойственности классов F6°° и F2°°, F2 и F2, F7°° и F3°° F72 и F32
и лемм 3, 23 справедлива

Лемма 24. а) Если F2°° С[ЩР)]С F2°° и <peF3°°, то

( Цп- i)/2j) + (L(n -ni)/2j + l) ^ h^S^ ^

^ ( [(пП- 1)/2J ) + ( L(n -П1)/2] + 1) + n'

б) Если F22 С [Ф(Р)] CF32 u<pe F2 mo

Un^ + lJ + Un^^)^
в) Если F2°° С [Ф(Р)] CF32, а функция ip является константой О, то

г) Если F22С[ЩР)]QF32,a<p = x-y, то

M«»=(lij) + (№i)­
д) Ясли F2°° С [Ф(Р)] С F3°°, а <р(хТ) = х, •... • хт, то
при т ^ [n/2J

(L^) + (L^J + i)-(toj) + (L*7li))<M«))<
<(Ln/2j) + (Ln/2J + l):

при т ^ Ln/2J + 1

M^))=(L^2j) + (L^l + i).
Лемма 25. Пусть [ЩР)] = F7°°, тогда:
а) если v? — 6 -функция, то 2п-1 ^ hp(S^) ^ 2п,
б) если ц> — немонотонная а-функция, то fcp(S?) = 2n —1,
в) если </? —немонотонная C-функция, mo2n—l ^hp(S^)^2n,
г) если ц> — немонотонная 7 -функция, то ftp(S^) = 2n-l.
Доказательство. Пусть [Ф(Р)] = F7°° и пусть 0(хп) = 0, тогда

0(xn) E Fp(Sll) (так как класс F7°°(xn) содержит константу 0 и в силу
следствия 1 имеем включение F7TO(xn)CFp(S^)).

а) Пусть ip — <5-функция. Тогда <р(х, х,..., х) = х.
Возьмем произвольный набор гп = (rnl,..., rnn) е {0,1}п \ {0П}. Пусть

г* = ... = г% = 1, а г^'+1 = ... = г** = 0. Далее, возьмем из [Ф(-Р)] функции
dP(z\,yP>z2) = zi-(yiV---VyP)K kp(yp,z) = yr...-yp-z. Нетрудно проверить,
что справедлива следующая последовательность равенств
к (х ,..., х., w(d (х , х- ,..., х , х-) d (х-, х- ,..., х. , х ))) =

= x^n •... • xV • x • x~ V ... V х- = хГп •... • xr" = 0 (x ).

9 MBK, вып. 10
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В силу леммы 8 функция 0Г (хп) принадлежит FP(S^). Таким образом
множество функций {0(xn)} U {0Г (хп): гп е {0,1}п \ {0П}} является
подмножеством Fp(S^) и, очевидно, П-множеством для E^, HP(S^)). Отсюда и из
леммы 1 получаем hp(S'n)^2n — \. Неравенство hp(S'n)^2n очевидно.
Утверждение а) доказано.

б) Пусть (р — немонотонная а-функция. Тогда Fp(Sll) содержит только
а- и 7-функции. Поэтому hp(S„)^2n — 1 (см. замечание 6, б)).

Известно, что путем подстановки в функцию <р(хт) констант 0
и 1 и переменной х можно получить функцию х. Пусть, например,
ip@u, х, lT~"~l) = x. Тогда нетрудно проверить, что ^(О", х-у} х,..., х) = ху.

Возьмем произвольный набор гп = (г,|,..., rnn) из {0, 1}п \ {0П}. Пусть
г* =... = г* = 1, r^+l =... = r^ = 0. Далее, возьмем из [Ф(-Р)] константу 0
и функции dp(zu ур, %) = Zt-faV.. .V ур), kp(yp, z) = yr.. ryp-z, w(x, y) = x.
Нетрудно проверить следующую последовательность равенств

*.(**> • • м *Sa, <P@", dn_g(Xji, xi+i>..., xin, xi+), w(xjx, x,+2),...

• • •> w(x3\i x0)) = tf ' • • •' x? # x3\ • xjt+l V ... V xin = xf •... • a?- =0Гп(хп).

В силу леммы 8, 0r (xn) e FP(S^). Таким образом, {0(xn)} U {0r (xn): rn e
e {0, l}n \ {0n}} есть П-множество для (S^, HP(S^)). Отсюда и из леммы 1
получаем hp(Sn) ^ 2П — 1. Утверждение б) доказано.

в) Пусть (р — немонотонная /3-функция.
Известно, что путем подстановки в функцию <р(хт) констант 0

и 1 и переменной х можно получить функцию х. Пусть, например,
<р@", х, 1т_|/_1) = х. Тогда нетрудно проверить, что ^(О", х, х,..., х) = х.

Возьмем набор» гп = (гп\ ..., rnn) из {0, 1}п \ {0П}. Пусть г* =... = г? =
= 1, r?+l = ... = г?п =0. Далее, возьмем из [Ф(-Р)] константу 0, функции
dp(zl,yp,z2) = zr(ylV...Vyp)H kp(yp,z) = yr...-yp-z. Нетрудно проверить
следующую последовательность равенств:

к (х ,..., х., @(OU, d (х , х , х , х V ..., d (х , x ....
..., х- , х-))) = x^* •.. .• x^*' • x • x~ V ... V x. = хГп •... • xr" =0 Ef V

В силу леммы 8 функция 0Г (хп) принадлежит Fp(S^). Таким образом
множество функций {0(хп)}и{0г (хп): гп € {0, 1}п\{0п} есть П-множество для
(S^, Hp(S'n)). Отсюда и из леммы 1 следует hp(S'n) ^ 2П - 1. Неравенство
hp(S'n)^2n очевидно. Утверждение в) доказано.

Доказательство утверждения г) совпадает с доказательством
утверждения б). Лемма 25 доказана.

В силу двойственности классов F7°° и F3°° и лемм 3, 25 справедлива
Лемма 26. Пусть [Ф(Р)] = F3°°, и у> — немонотонная функция,

тогда:

а) если (р — 6 -функция, то 2п-1 ^ hp(S^) ^ 2П,
б) если <р —немонотонная а-функция, то hp( S^) = 2n —1,
в) если if —немонотонная т-функция, то2n-l ^hp(S'n)^2n,
г) если <р — немонотонная C-функция, то hp(S^) = 2n-l.
Лемма 27. Яг/сть [Ф(Р)] = F6°°, тогда:
а) ec^iu ip — 8-функция, то2n-l^ hp(S^)^2n,
б) если <р —немонотонная а-функция, то hp{S'n) = 2n—2,
в) если tp — немонотонная C -функция, то 2n-2 ^ hp{S'n)^2n-l,
г) если ip —немонотонная 7-функция, то hp(S'n) = 2n-\.
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Доказательство, а) Пусть <р — <S-функция. Тогда <р(х, х,..., х) =
= х. Возьмем набор гп = (г^,..., г^) из {О, 1}п \{0П}. Пусть г* =... = г* =
= 1, r,J'+l = ... = г? = 0. Далее, возьмем из [Ф(-Р)] функции dp(zl} ур, %) =
= ^ • (^ V... V ур) и fcp(yp, z) = yr...-yp-z. Нетрудно проверить следующие
последовательности равенств:

ki(xn, ?>М>(з»> xh)y..., с^(хп, х4))) = хп . у>(хп,..., хп) = 0(хп)

и

к.(хз\>- • •> *v V?(d»-.(xi1' х;.+1> • • •> x;n' хь)> * * *' dn-s(xj^ x,i+l> • • •> *v ^т)) =

= x^ ..... x?f • x,. . x.+iV...V^ = хГ- ..... хпг» = Or(xJ.

В силу леммы 8 функции 0(хп), 0Г (хп) принадлежат FP(S^). Таким
образом, множество функций {0(хп)} и {0Г (хп): гп е {О, 1}п \ {0П}}
является П-множеством для (S^, #P(S^)). Из этого факта и из леммы 1
получаем hp(S^) > 2П — 1. Неравенство hp(S^) ^ 2П очевидно. Утверждение а)
доказано.

б) Пусть <р — немонотонная а-функция. Так как Fp(Sll) содержит
только а-функции, то в соответствии с замечанием б, в) имеем hp(S„) ^2n—2.

Известно, что путем подстановки в функцию <р(хт) констант 0, 1 и
переменной х можно получить функцию х. Пусть, например, ip(Ou, х, 1т-1,_1) =
= х. Тогда нетрудно проверить, что ^(О", х-у, х,..., х) = ху.

Возьмем набор гп = (г^ ..., rnn) из {0,1}П\{0П, Г}. Пусть г* = .. . = г* =
= 1, г^1 = ... = г^ = 0. Далее, возьмем из [Ф(Р)] функции dp(z{, yp, 2^) =
= zx • (у, V ... V ур), fcp(yp, 2) = у, •... • ур • г, v(xn, у) = ж, •.... хп = и(хп) и
у (ж, у) = х. Нетрудно проверить следующую последовательность равенств.

К(х^ • •.. \, ?>И*»> х0> • • •> v(*n> \)> dn-,(xy,> х;,+1> • • •> xj„> 4+i)'

9Ц.\|))'-м?Ц,1(г))) =
= xg •.... х* • (и(хп) V хУ| . xi+i V...Vxj;) = и(хп) V xf- •... • а?- = Ч (xn).

В силу леммы 8 функции w(xn), wr (xn) принадлежат FP(S^). Таким
образом, множество функций {и(хп)} U {иг (хп): гп е {О, 1}п \ {0п, 1п}}
является П-множеством для E^, HP(S^)). Отсюда и из леммы 1 получаем
hp(Sn) ^ 2П -2. Утверждение б) доказано.

в) Пусть (р — немонотонная /^-функция. Тогда FP(S„) содержит только
а- и /^-функции и, в соответствии с замечанием б, б), имеем hp(S^)^2n—1.

Известно, что путем подстановки в функцию <^(хт) констант 0, 1 и
переменной х можно получить функцию х. Пусть, например, ip{Qv, х, 1Т"" ) =
= х. Тогда нетрудно проверить, что <р@и, х, х,..., х) = ху.

Возьмем набор гп = (г*,..., rnn) из {О, 1}п \ {0П, Г}. Пусть г* = ...
... = г* = 1, r^*+1 = ... = г? = 0. Далее, возьмем из [Ф(Р)] функции
dP(yP> 2) = VB/iv- • -Vyp), fcp(yp, z) = yr.. .-yp-z и v(xn, y) = xr.. .xn = u(xj.
Нетрудно проверить следующую последовательность равенств

кш(хь> • • м ху,> ^(^(хп> *<,)> • • •> v(xn, х< ), <_,(ху+1,..., xjn, x{ +i),...

. • -I dn-AxJt+1, • • -1 *Ув, ^т))) = <  " • • • • х? • («(жп) V ^+iV.,.Vx.) =

= гх(хп) V хГ" •... • х5 = иГв(хп).

9*
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В силу леммы 8 функции и(хп),иг(хп) принадлежат FP(S^). Таким
образом, множество функций {и(хп)} U {иг(хп): гп е {О, 1}п \ {0П, Г}}
является П-множеством для (S^,ffp(S^)). Отсюда и из леммы 1 получаем
hp(S^) ^ 2n — 2. Утверждение в) доказано.

г) Пусть tp — немонотонная 7-функция. Тогда Fp(S'n) содержит только
а- и 7-функции. Поэтому, учитывая замечание 6, б), hp(S^) ^2n-l.

Известно, что путем подстановки в функцию <р(хт) констант О
и 1 и переменной х можно получить функцию х. Пусть, например,
<р@", х, 1т_|/_1) = х. Тогда нетрудно проверить, что ^(О", х-у, х,..., х) = ху.

Возьмем набор гп = (г*,..., rnn) из {О, 1}П\{0П, Г}. Пусть г* =.. . = rj =
= 1, т*п,+1 = • • • = rn" = 0- Далее, возьмем из [Ф(-Р)] функции dp(zu ур, z^) —
= *i • (ух V ... V ур), кр(ур, z) = yr....yp-z, v(xni y) = xr...-xn = u(xn)t
g(x, y) = x. Нетрудно проверить следующую последовательность равенств

K(*v • м ^., <p(v(xn, xh),..., v(xn, х< ), dn_8(xjx, xj§+i,..., xjn, x. +i),

^xi,' xkJ> • • •' ^(xi,' *<,))) = x? •-•••*?•(" V xit • ^V...Vx.) =
= u(xn) V xf •... • xnr» = ч (xj;

Функция (р(д(х3^ х^),..., ff(xy> x<)) равна константе 0, обозначим ее
через 0(хп).

В силу леммы 8 функции и(хп)у uT (хп), 0(хп) принадлежат Fp(S'n).
Тогда множество функций {0(хп), и(хп)} U {иг(хп): гп е {0, 1}п \ {0П, 1п}}
является П-множеством для (S^HP(S^)). Отсюда и из леммы 1 следует
hp(Sn) ^ 2П - 1. Лемма 27 доказана.

В силу двойственности классов F6°° и F2°° и лемм 3, 27 справедлива
Лемма 28. Если [*(P)] = F2°°, mo:
а) если ц> — 6-функция, mo 2n-l ^/ipE^)^2n,
б) если v? —немонотонная а-функция, то hp(S'n) = 2n—2,
в) если <р — немонотонная 1-функция, то2п—2^ftp(S^)^2n-l,
г) если у? — немонотонная /3-функция, то ЛРE^) = 2П —1.
Замечание 7. Известно, что если функция не удовлетворяет

свойству < А2 > (< а2 >), то из нее путем отождествления переменных
может быть получена функция xVy (х-у) [1].

Доказательство утверждения а) теоремы следует из лемм 7, 19, а),
20, а), 21, а), 22, а), 23, 24, следствия 2 и замечания 7.

Доказательство утверждения б) теоремы следует из лемм 7, 19, б),
20, б), в), 21, б), в), 22, б), в), г), 25-28 и следствия 2.

§ 5. Доказательство теоремы 3

Пусть все элементы базиса неисправностей Р реализуют только
монотонные самодвойственные булевы функции и хотя бы один элемент
реализует нетождественную функцию. Тогда [Ф(Р)] = ?J. Заметим, что имеет
место включение D2cM4.

Пусть и(хп) — произвольная булева функция, п ^ 0, и rn = (r1,...
..., rn) — произвольный двоичный набор, а г'п = (г1,..., гп) — набор,
противоположный набору гп. Тогда через иг (хп) (иг г,(хп)) будем обозначать
булеву функцию, которая отличается от функции и(хп) только на наборе гп
(только на наборах гп и г'п).
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Пусть и(хп) — произвольная монотонная булева функция, тогда
через NQ(u(xn)) и N{(u(xn)) будем обозначать множества всех соответственно
верхних нулей и нижних единиц функции и(хп).

Через S^ будем обозначать следующую схему с n, n ^ 4, входами:
— входам S'n приписаны переменные ж15..., жп,
— S'n содержит только один функциональный элемент, и этот элемент

реализует функцию <р(ут), т^О,
— S? реализует функцию f(xn) = (р(х^,..., ж-), где 1 ^ г, ^... ^ гт ^ п.
В леммах 29-31 содержатся доказательства теоремы 3, а), б) для

схемы S^.
Обозначим через ip'{yT), т> 1, немонотонную булеву функцию,

обладающую следующим свойством: для любого набора (сг,,..., от_х) из {0,1}г~1
такого, что ??(<7,,..., сг1/_и ж, сти)..., сгг1) = ж, имеет место

Через 5^ будем обозначать следующую схему с п, п ^4, входами:
— входам S^ приписаны переменные ж,,..., жп,
— S^' содержит только два функциональных элемента, и каждый из них

реализует функцию ч>'(ут), г > 1,
— S" реализует функцию f(xn)=ip(xii,..., х{), где 1 ^ ix ^... ^ гт ^ п.
В лемме 32 содержится доказательство теоремы 3, в) для схемы S^'.
Лемма 29. Пусть [ЩР)] = Д, тогда:
а) если v? —монотонная самодвойственная функция, то

МЭД = (L(nn-~i)/2J) + (L(n -П1)/2] +1) ;

б) если v? —константа О или 1, mo

(Ln/2l + i) + (Ln/2K

в) если <р(хТ) = ж, •... • жт, то
при г ^ Ln/2J + 2

Un^ + lJ + Un^^)^

^ hp(SD ^ ( [n/2J J + ( [n/2J 4-1 J >

при г > [n/2\ + 2

/lpEn)=(Ln/2j) + ([n/27J + l)'

г) если ц>(хт) = ж, V... V жТ, mo
при г < [п/2\ + 1

(L»/2j) + ( L^/2J + 1) ~ ((Гп/2]) + (l*/2J + 0) ^

^ МЗЭ ^ (^ Ln/2J ) + ( [п/2] + 1 J '

яры т ^ [n/2\ + 1

ftpEn)=(Ln/2j) + (Ln/27J-fl)­
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Доказательство, а) Пусть <р — монотонная самодвойственная
функция. Тогда FP(S^) С Д, а в силу следствия 1 имеем Ц(хп) С FP(S„).
Таким образом, FP(S^) = D2(xn). Известно, что для произвольной
монотонной самодвойственной булевой функции и(хп) справедливо равенство
и(хп) = хп-и(хп_1, 1), где и(хп_и 1) — монотонная булева функция от п-1
переменных. Отсюда и леммы 19, а) получаем утверждение а) леммы.

б) Пусть функция <р — константа 0A). Тогда из структуры замкнутых
классов булевых функций [7] следует, что FP(S^)CF72 (FP(S^)CF32).

Заметим, что для произвольной функции и(хп) из F2 (u(xn) из F32)
найдется функции v(xn, у) из D2 такая, что v(xn,0) = u(xn) (v(xn, l) = u(xn)).
В силу леммы 8, и(хп) принадлежит FP(S^). Таким образом, Fp(S^) = F72(xn)
(FP(S^) = F32(xn)). Далее см. лемму 23, б) (лемму 24, б)). Утверждение б)
доказано.

в) Рассмотрим случай т^ [п/2\ +2. Пусть <р(хт) = хх-...-хт, т ^ [п/2\.
Тогда из структуры замкнутых классов булевых функций [7] имеем
следующую цепочку включений FP(S„) С Fb2 С М,. Отсюда и из леммы 19, а)
получаем правое неравенство.

Докажем теперь левое неравенство. Введем обозначения

До = {(<т„ ..., а„): (<т„ ..., ап) € {0, 1}», ±а{ = [п/2\ + 1, ? а, < т},t = l |/=1 "
A1={(a1)...,an):(a1)...,Oe{0)l}n, ? а, = |n/2J + 2, ? а, < т}.

Возьмем теперь функцию v(xn + l) из D2 такую, что

{(а,0): aeA0}CN0(v(Sn+l))}, {(a, 1): о € А,} С ^(ь(хп + 1))}.

Пусть u(xn) = t;(xn, (р(х{,..., х{)). Нетрудно проверить, что

\CN0{u{xn))y^QNx(u{xn)).

Из леммы 8 следует, что и(хп) принадлежит Fp(S'n).
Очевидно, что для произвольного набора гп из N0(u(xn)) U N^u^))

функция v(r >0),(Г', i)(^n +1) принадлежит D2. Нетрудно установить, что

V,o),tt,i)(Zn> ^Ц» • • •» xir)) = urn(xn)>

Из леммы 8 следует, что иг г,{хп) принадлежит Fp(S'n). Таким образом,
множество функций {v>(xn})\J{ur r,(xn}): rnE AqUA,} является П-множеством
для (S^, Hp(S'n)). Отсюда и из леммы 1 получаем левое неравенство.

Утверждение в) при т ^ \п/2\ + 2 доказано, а из него следует
утверждение в) при т> \п/2\ +2.

Утверждение г) следует из двойственности конъюнкции и дизъюнкции,
самодвойственности функций из D2, леммы 3 и утверждения в) настоящей
леммы. Лемма 29 доказана.

Замечание 8. Пусть д(хт) — монотонная несамодвойственная
функция. Тогда найдется набор (<г{,..., ат) из {0, l}m \ {0т, 1т}, такой,
что д(а{)..., ат) = д(ои ..., &т). Пусть, например, (а„ ..., ат) = @% l "").
Тогда можно проверить, что функция

V

д(х,..., х, у,..., у)
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равна или х V у, или х • у.
Лемма 30. Пусть[Ф(Р)] = Да^-<5-функция. Тогда

Доказательство. Правое неравенство очевидно. Докажем левое.
Возьмем из D2 функции

Vd^k) = xk ' (х\ V ... V xk_ x) V ж, •... • хк_ „ ?(х, у, 2) = (ж V у) • ^ V я • </,

Произвольно выберем набор cf= (а,,..., <тп_2) из {0,1}п~2 \ {0П~2,1П~2}.
Пусть <^=... = ^ = 1, а^=.. . = ат^=0, p+q = n-2.

Рассмотрим функции

tlfc(xn) = f (x„_ p Xn, W;<Xn)).

С помощью леммы 8 можно показать, что они принадлежат FP(S^).
Рассмотрим теперь функции

^-* = №n-\>xn-i>V(Vn-i(Sn-\)*--'>Vn-i(Sn-\)))>

С помощью леммы 8 нетрудно показать, что они принадлежат FP(S^).
Далее заметим, что

^(?п-2>0,0) = 0, и?(хп_2, 1,1) = 1,
t^(xn_2, 0, 1) = хГ1 V ... V xn\i, ^(xn_2, 1, 0) = хГ' •... ¦ <-.-}.

Возьмем из ?>2 функцию v(x, у) = х. Очевидно, что v(xn, f(xn)) = xn,
где / — функция, реализуемая схемой S^. Пусть u(xn) = xn. Отметим, что
и(хп) принадлежит FP(S^) (см. лемму 8).

Нетрудно проверить, что для гп_2 € {0,1}П~2 функция wr (хп) равна

U(rn_v0,\),(rn.2,\,0)(Xn)­

Таким образом, множество функций {и} U {u(r i0>i),(r ,i,o): rn-2 ^ {О» 1}"}
является П-множеством для E^, HP(S^)). Поэтому ftp(S^)^2n~2.

Лемма 30 доказана.
Лемма 31. Пусть [ЩР)] = D2 и (р — немонотонная или а -, или

/3 -, или 7 -функция, обладающая следующим свойством: найдется набор
(а1,...,ат_2)е{0, 1}T_1 такой, что v?(a,,..., av_l} x, ov,..., аТ_{) = х, а
функция (р(а{,..., «J^!, х, о^,..., <тг_!) равна или х, илиО, или 1. Тогда

Доказательство. Правое неравенство очевидно. Докажем левое.
Пусть функции rjk, f, g и набор а = (а,,..., ап_2) из {О, 1}П \{0П-2, 1п }
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такие же, как и в доказательстве леммы 30. Пусть у>A", ж, 0т~") = ж.
Определим функции и^(жп), г^(жп), f%-2(zn), wx*-%(xn) следующим образом:

и-\

»dSn) = ^V • •' XV *»' PC*»-ll-">*»-fl Хп, Vq+Ax^f • •

• • •> Жт§ J Хп-\)у ХпУ ' • •» Жп)))>

^(^n) = ?(*»-!» *п> Ч-(*п))>

Далее доказательство проводится так же, как и в лемме 30.
При ^(l", х, 0Т_|/) = 0 доказательство леммы проводится так же, как и

в предыдущем случае. Отметим только, что для а€ {0, 1}П_2\{0П~2, 1П~2}
имеем w~(xn_2,1,0) = 0, гу1„_2Bп_2, 1,0) = ж,•.. .-хп_2.

Пусть ^(l", ж, 0Т~")= 1. Определим следующие функции:
"Ахп) =

= д(х^,..., ж^, жп, <р(жп,..., жп, жп, т^+Дж^,..., xm^, xn_j), xn_M ..., хп_1)),

КЬ(Хп) = ?(*„- U Хп> "АХп)),

W0»-2 = €(xn_l,Xn, ?>(хп_р..., ЖП_,,77П_1(ЖП_1), Хп_ и..., Хп_{)),

Далее доказательство проводится так же, как и в лемме 30. Отметим
только, что для аЕ{0, 1}П_2\{1П } функция гу^(хп_2,0, I) равна единице, а
w,n-2(xn_2,0, 1) = xxV.. .Vxn_2.

Лемма 31 доказана.
Лемма 32. Пусть [ЩР)] = D2. Тогда

Доказательство. Правое неравенство очевидно. Докажем левое.
Пусть ^'@", х, 1Т~") = х, а функции rjk, f, ? и набор <? = (а,,..., <тп_2) из
{0,1}п  \ {0П~2, 1п_2} такие же, как и в доказательстве леммы 30.
Определим следующие функции:

«^(Хп) = 5(^, • • •' *',' Х"' ?>(Ж— " • • •» S«-l» V(X"' • • •> Жп> ^-И^т,. • • •

• • •> Жя» » ^n-l)) Жп-П • • 4 Xn- l)> гп1 • • •> Xn/)>

I/ — 1 f — 1
wQn.2 = ?(жп_,, xn, </?(xn_ j,..., xn_,, y?(xn,..., xn, ?7n_1(xn_1), xn_,,...

™1-» = ?(*»-!> *n> *7»-l(*»-2> Жп))­
Далее доказательство проводится так же, как и в лемме 30.
Лемма 32 доказана.
Утверждение а) теоремы следует из лемм 7, 29, следствия 2 и

замечания 8.

Утверждение б) теоремы следует из лемм 7, 29-31 и следствия 2.
Утверждение в) теоремы следует из лемм 7, 32 и следствия 2.



О СЛОЖНОСТИ ДИАГНОСТИКИ НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЗАМЫКАНИЙ 137

§ 6. Сложность диагностики к
функционально различимых неисправностей

Пусть S — некоторая схема, Р — базис неисправностей и пусть
Fp(S) = {/и • • •» fm) — множество всех различных булевых функций,
реализуемых схемами из HP(S). Разобьем множество HP(S) на подмножества
Я^E), Я|E),..., H™(S) такие, что все схемы, принадлежащие
подмножеству Hj>(S), реализуют функцию fit 1 ^ г ^ т.

Сформулируем задачу диагностики схемы S относительно
множества #J'"-,45) = #>E)U...U#>E). Задана схема U из Я>"-*E),
требуется определить, к какому из к подмножеств она принадлежит. В
дальнейшем эту задачу иногда будем обозначать через E, Я^'"" **(?)).

Заметим, что задача E, Я^ m(S)) совпадает с задачей (S, HP(S)).
Дерево решений, глубина дерева решений, минимальная глубина

дерева решений для задачи E, Hpl""'lk(S)) определяются так же, как и для
задачи E, HP(S)).

Пусть hp*"",%k(S) — минимальная глубина дерева решений для
<$Я> ^E)>

В работе изучалась величина hp(Sn) = max hPv'",%k(Sn), где максимум
берется по всем наборам {(гп ..., ik): 1 ^ г{ <... < ik ^ ш}.

Используя леммы 1 и 2, нетрудно доказать соответственно следующие
леммы 33 и 34.

Лемма 33. Пусть G —Vi-множество для E, ЯрE)). Тогда

ft*(S)^min{|G|-l,fc-l}.

Лемма 34. Пусть Д есть Т -множество для (S, HP(S)). Тогда

ft*(SnKmin{|A|,fc-l}.

Введем обозначения:

a* =min{An, к - 1}, #д = min{2n - q, к - 1},

где п^ 1, к ^ 2, a

A(n)=(K2j) + (Ln/2" + l)­

С помощью лемм 33 и 34, а также, используя доказательства
теорем 1-3, можно убедиться в справедливости следующих теорем 4, 5, 6.

Теорема 4. Пусть Sn — схема, в которой п, п ^ 1, входов, один
выход и имеется хотя бы один функциональный элемент. Пусть Р —
базис неисправностей. Тогда, если Р содержит хотя бы один элемент,
реализующий немонотонную булеву функцию и хотя бы один элемент,
реализующий нелинейную булеву функцию, то

#-1,1О?($.к#0.

Теорема 5. Пусть Sn —- схема, в которой п, п ^4, входов, один
выход и имеется хотя бы один функциональный элемент. Пусть Р —
базис неисправностей. Тогда, если все элементы Р реализуют только
монотонные булевы функции и при этом:
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— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от
конъюнкции и константы;

— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от
дизъюнкции и константы;

— хотя бы один элемент реализует функцию, отличную от
самодвойственной монотонной функции,то:

а) если все элементы Sn реализуют только монотонные булевы
функции, то

<*Z-i^hkp(Sn)^ak;

б) если Sn содержит хотя бы один элемент, реализующий
немонотонную функцию, то

Теорема 6. Пусть Sn — схема, в которой n, n ^4, входов, один
выход и имеется хотя бы один функциональный элемент. Пусть Р —
базис неисправностей. Тогда, если все элементы Р реализуют только
монотонные самодвойственные отличные от тождественной булевы
функции, то:

а) если все элементы Sn реализуют только монотонные булевы
функции, то

<*Li^hkP(Sn)^a*;
б) если в Sn содержится только один элемент, реализующий

немонотонную булеву функцию, то или

или

в) если в Sn содержится хотя бы два элемента, реализующих
немонотонные булевы функции, то
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