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Abstract 

 

 The paper presents the continual exothermical model of the first-order phase transition 

based on the time-dependent Landau-Ginzburg equation and the equation of energy conservation 

(phase-field model). Thermodynamical consistence of the model and it applicability to describe a 

solidification process are discussed. The comparison of exact solutions of Stefan problem of pla-

nar-front solidification process with numerical solutions of phase-field model obtained using adap-

tive grid technique is performed. The numerical results of solidification process of the metal into 

supercooled melt are analyzed. 

 

 

Аннотация 

 

 В настоящей работе рассматривается континуальная экзотермическая модель фазо-

вого перехода первого рода на основе временного уравнения Ландау-Гинзбурга и уравнения 

сохранения энергии – модель фазового поля. Обсуждается термодинамическая согласован-

ность модели и её применимость для описания процесса кристаллизации чистого металла. 

Проводится сравнение автомодельного и квазистационарного решений задачи Стефана для 

плоского фронта направленной кристаллизации металла в переохлаждённый расплав с чис-

ленными решениями модели фазового поля, полученными методом динамической адапта-

ции. Анализируются результаты численных экспериментов кристаллизации металла при 

гиперохлаждении расплава. 
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Введение 
 

Фронт кристаллизации металла является фазовым переходом первого рода. Модель 

процесса кристаллизации чистого металла, в которой фазовый переход рассматривается в 

приближении подвижной межфазной поверхности, известна как задача Стефана [1]. Задача 

Стефана состоит из уравнений теплопроводности в жидкой  l  и твердой  s  фазах (урав-

нений сохранения энергии) 

, 2
 , 

 
l s

l s

U
D U

t


 


                                                              (1) 

 и двух граничных условий на подвижной поверхности  tG   разделяющей фазы: уравне-

ния Стефана (уравнения баланса тепла) 

     
 

[ ] 
sl

G t
n D n U n U

 
                                                    (2) 

и уравнения, определяющего отклонение температуры межфазной границы от равновесной 

температуры фазового превращения m
T - граничное условие Гиббса-Томсона [2,3] 

   

 
0

0
sl G tG t

n
U U d K



  


                                                      (3) 

где      0, , ,
, - / /

ml s l s l s
U U t r T T L C   -безразмерная температура, 


 скорость межфаз-

ной поверхности, CD / -температуропроводность среды,  -коэффициент теплопровод-

ности, 0
,C L -теплоёмкость и скрытая теплота фазового превращения единицы объёма, 

2
0 0

/
m

d CT L -капилярная длина (капилярная постоянная),  0 0
/L C   ,  плотность 

энергии поверхностного натяжения,  - кинетический коэффициент роста, K  - средняя 

кривизна межфазной поверхности, n


единичный вектор, нормальный к межфазной по-

верхности и направленный из твёрдой фазы в жидкую. В классическом варианте задачи 

Стефана отклонение температуры межфазной поверхности от равновесной температуры из-

за кривизны и кинетическое (динамическое) переохлаждение поверхности не учитываются, 

т.е. 0 0
0,d    , и на фазовом переходе выполняется условие локального термодинами-

ческого равновесия 

   
0

s lG t G t
U U

   
  .                                                             (4) 

При кристаллизации металла в переохлаждённый расплав, температура расплава 0
T  

изначально ниже равновесной температуры m
T , т.е. расплав находится в метастабильном 

состоянии. В одномерном случае (плоский фронт кристаллизации) для неограниченной об-

ласти  x  для задачи (1)-(3) известно интегральное уравнение для скорости меж-

фазной границы [4]. При невысокой степени переохлаждения расплава 

   0 0
0 1,   / /

m
T T L C       и граничных условиях 

   , 0 ,    ,
s l

U t x U t x          , 

показано [4], что решение задачи (1)-(3) при t  асимптотически стремиться к хорошо 

известному автомодельному решению классической задачи Стефана (одностороннее авто-

модельное решение) кристаллизации в переохлажденный расплав 
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 ( , ) ( ) 0,       ,   
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                   (6) 

а R const  является решением трансцендентного уравнения  

 
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R R erf R erf z e dy

z





                         (7) 

Постоянная 
0
t - определяет начальные условия задачи, соответствующие решению (5). Ре-

шение (5),(6) физически означает, что скрытое тепло, которое выделяется при движении 

фронта кристаллизации, разогревает переохлажденный расплав перед фазовым переходом, 

и твердая фаза образуется при равновесной температуре фазового превращения  
m

T . Такой 

режим кристаллизации носит название диффузионного. 

При высокой степени переохлаждения расплава 1  (гиперохлаждении) теплоты 

фазового перехода уже недостаточно, чтобы разогреть расплав до равновесной температуры 

фазового превращения m
T  и, как следствие, задача Стефана в классической постановке (1), 

(2), (4) решения не имеет. Твердая фаза, образующаяся в таких условиях кристаллизации, 

имеет температуру ниже равновесной и граничное условие (4) модифицируется в условие 

(3) введением поправки, учитывающей кинетическое переохлаждение. Величина кинетиче-

ского переохлаждения межфазной поверхности связана со скоростью перемещения этой 

поверхности в уравнении (3) линейным образом посредством кинетического коэффициента 

0
 .  Линейная зависимость справедлива при нормальном механизме роста кристаллов из 

расплава [5,6,8,9] и наблюдалась экспериментально [7]. Одномерная модифицированная 

задача Стефана (1) - (3) кристаллизации в гиперохлажденный расплав с граничными усло-

виями 

   , 1 ,    ,
s l

U t x U t x             

имеет квазистационарное решение 

     0
, 1  ,      ,

s
U t x x G t t t                

(8) 

     0
, exp    ,    

l
U t x x t t G t x

D




                     
, 

где  0
0, 1 ,t       а постоянная 0

t   определяет начальные условия, соответствую-

щие решению (7). Поверхность фазового перехода движется с постоянной скоростью, , 

которая определяется исключительно кинетическим коэффициентом и глубиной переохла-

ждения расплава. Такой режим кристаллизации принято называть кинетическим.  

Большое количество работ [11-22] посвящено исследованию морфологической 

устойчивости межфазной поверхности при кристаллизации металла в переохлажденный 

расплав на основе модели (1)-(3). Результаты линейного анализа [11-18] показывают, что 

при невысоком переохлаждении 1  плоский фронт кристаллизации является неустойчи-

вым, несмотря на стабилизирующее влияние поверхностного натяжения, и межфазная по-

верхность имеет дендритную структуру. При высокой степени переохлаждения расплава 

1  кинетическое переохлаждение межфазной границы препятствует развитию морфоло-

гической неустойчивости, и фазовый переход может быть ячеичестой поверхностью или 
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плоскостью [12,13]. Эти результаты позволяют объяснить на качественном уровне некото-

рые экспериментально-наблюдаемые закономерности [53]. 

Численное исследование морфологии фронта кристаллизации на основе модели (1)-

(3) является весьма непростой задачей, поскольку требует разработки специальных алго-

ритмов для явного вычисления формы межфазной поверхности. В двумерной геометрии 

расчеты проводились на основе метода деформируемых конечных элементов [19,20], мето-

дом граничных элементов [21], а при расчетах на неподвижной сетке для явного вычисле-

ния формы межфазной поверхности решалось эволюционное уравнение, типа уравнения 

поверхности Гамильтона-Якоби, линия нулевого уровня которой и представляет собой по-

движную межфазную границу [22]. Сравнения результатов численного моделирования  с 

имеющимися экспериментальными наблюдениями показали, что для адекватного описания 

роста дендритной структуры необходимо учитывать анизотропию энергии поверхностного 

натяжения и кинетического коэффициента, т.е. зависимость этих параметров от простран-

ственной ориентации осей симметрии растущей кристаллической фазы. Наряду с развитием 

и совершенствованием модели процесса кристаллизации Стефановского типа (1)-(3), в по-

следнее время интенсивно разрабатывается другая, более общая модель фазовых переходов 

первого рода - так называемая модель фазового поля [10,23-36]. 

В данной работе обсуждается термодинамическая согласованность уравнений моде-

ли фазового поля для кристаллизации чистого металла, формулируются граничные условия 

при кристаллизации в переохлажденный расплав, рассматривается разностная схема для 

численного решения уравнений модели на сетке, динамически адаптирующейся к решению, 

проводится сравнение результатов тестовых расчетов с решениями (5), (8) модели (1)-(3) 

при различных параметрах, исследуется зависимость скорости движения фазового перехода 

от величины переохлаждения расплава. 

 

 

§1. Континуальное описание фазовых переходов. Уравнения модели. 

 

В континуальных моделях [23,24,28,29,31] неравновесных термодинамических си-

стем, предполагается, что состояние системы определяется не только плотностью  rt

,  и 

температурой  rtT

, , но и пространственно-неоднородным полем дополнительного внут-

реннего безразмерного параметра системы  rt

,  (или нескольких параметров), характе-

ризующих отклонение системы от равновесия [38,45]. Процесс релаксации в таких моделях 

рассматривается как эволюция этого параметра. В моделях фазовых переходов таким ре-

лаксационным параметром является параметр порядка. Оставаясь на термодинамическом 

уровне рассмотрения фазового перехода как неравновесной системы, можно дать лишь фи-

зическую интерпретацию параметра порядка, а точное его определение возможно в рамках 

микроскопических теорий  фазовых переходов [48-51]. В континуальных моделях фазовый 

переход уже не является поверхностью, как в модели Стефановского типа, а представляет 

собой межфазную область конечной протяженности. Параметр порядка меняется 

непрерывным образом по ширине этой области, описывая внутреннюю структуру фазового 

перехода, а в дали от неё имеет постоянную величину, соответствующую фазе.  

Предполагается далее, что в неравновесном состоянии термодинамический потенци-

ал (свободная энергия Гиббса), системы определен [45] и его плотность задается функцио-

налом Ландау-Гинзбурга [39-41] Кана-Хиллиарда [42,43] 

       
2

0
, , /2    ,   0.T T T const                                               (9) 

Система рассматривается при постоянном давлении. Изменение плотности на фазо-

вом переходе не учитывается, хотя рассматриваемая модель обобщается на этот случай 

[31]. Для двухфазной системы, функция  0
,T   при постоянной температуре представля-
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ет собой модельный потенциал с двумя “ямами” (рис. 1), иногда его называют синергетиче-

ским потенциалом. 

 Точки экстремумов , ,
sl

     потенциала  0
,T    

0

, , 

0

l s   



 

 
 

 
 

определяют устойчивые  , ,
sl

t r const       однородные (гомогенные) состояния 

системы при постоянной температуре и неустойчивое состояние  ,t r    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                              Рис. 1 

 

 Как это видно из рис.1, при m
T T фаза s

  (твердая) находится в стабильном состоянии, 

фаза
l

   (расплав) находится в метастабильном  состоянии. При равновесной температу-

ре фазового превращения    0 0
, ,

m ml
T T

s
    , и как расплав, так и твёрдая фаза явля-

ются стабильными состояниями системы.  

Плотность энтропии  T,s~   и энтальпии  0
,w T  системы, соответствующие по-

тенциалу (9), имеют вид 

       
2 20

0
 s ,   ,

2 2
T s T

T T 

  
   

  
          

    
                            (10) 

  0
0 0 0 0

,  T s   w T T T s
T




   

 
      

 
.                                     (11) 

Полагая теплоёмкость среды 

0 0 
w s

C T
T T

 

    
    

    
 

 величиной постоянной, независящей от T, , плотность энтальпии будет 

    CTwTw   ,0 ,                                                            (12) 

где  w - температурно-независимая часть энтальпии и    0 sl
L w w    - скрытая теп-

лота фазового перехода единицы объёма. 

-1 ,5 -1 ,0 -0 ,5 0 ,0 0 ,5 1 ,0 1 ,5
-0 ,3

-0 ,2

-0 ,1

0 ,0

0 ,1

0 ,2

0 ,3

0 ,4

0 ,5


*


l


s

T>T
m

T=T
m

T<T
m


0


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В соответствии с первым началом термодинамики количество тепла, полученного 

единицей объёма системы ded Q , где e  - плотность внутренней энергии системы и 

0
de dw  при постоянной плотности. Предполагая кондуктивный механизм теплопереноса, 

т.е. закон Фурье для теплового потока  

 q T   ,                                                                 (13) 

 тогда  Q vd di T dt   и учитывая, что 

  0 0 0
0

,  

T T

w w w
dw T dT d C dT d

T


  
 

       
        

       
, 

можно получить уравнение сохранения энергии (уравнение для температуры) 

континуальной модели  

 0  div
dw T dw

C T
dt t d t






 
   

   
.                                             (14) 

Для вывода уравнения эволюции параметра порядка рассматривается изменение эн-

тропии S в произвольном объёме V  двухфазной системы с течением времени [29,31,34] 

     
2

0
,  ,  

2

dS d d
s T dV s T dV

dt dt dt


  

 
         

   

0 0   

T

s s
T dV

T


   


     
         

      
  

 0 2    div      

T

s C
T dV

T
      



  
       

   
                                 (15) 

Поскольку из (14) следует соотношение 

 
1 1

div
C dw

T T
T T T d

 


   , 

а из (11),(12)  

0 01 1

T T

sdw

T d T



  

    
    

    
, 

учитывая так же, что 

 
1 1

div div
T

T T
T T T

  
   

       
   

, 

соотношение (15) преобразуется к виду 

   201 1
  div  div  

T

dS
T T dV

dt T T


      



    
           

      
  

201 1
       

T A

T
T T dV da

T T T


       



        
                         

  ,              (16) 

где A  поверхность объёма V . Используя (13), для уравнение (16) окончательно можно 

получить 

21 1
       

TA

dS q
da q dV

dt T T T


     



       
                        

  .                   (17) 

Интеграл в левой части (17) представляет собой поток энтропии через границу A  объёма 

V , обусловленный теплопроводностью (плотность потока энтропии Tq /


) и движением фа-
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зового перехода (плотность потока энтропии     [31]). Интеграл в правой части являет-

ся источником энтропии в объёме V . Производство энтропии обусловлено теплопереносом  
2

1 1
  0

T
q T

T T T
 

     
           

     
 

и процессом релаксации системы к равновесию. Мощность релаксационного источника эн-

тропии должна быть, в соответствии со вторым началом термодинамики, так же неотрица-

тельна 

0 21
  0

T
T


  



  
     

   

.                                                   (18) 

Наиболее простое уравнение, удовлетворяющее условию (18), которым описывается про-

цесс релаксации двухфазной системы к равновесию, будет 

2 01
 ,   0 ,

T

const
t T


   



 
     

  
                                          (19) 

Уравнение эволюции  поля параметра порядка типа (19) известно как временное уравнение 

Ландау-Гинзбурга [44] или Кана-Хиллиарда [46,47], хотя подобное уравнение использова-

лось и раннее для описания эволюции неравновесных систем [38]. 

Свободная энергия Гиббса всей системы определяется функционалом 

   , ,  V,T T d                                                            (20) 

где -V объём, занимаемый системой. При адиабатических условиях на границе (отсутствие 

потока тепла и градиента параметра порядка) изменение свободной энергии с течением 

времени будет 

 ,  V   V,

T

d d
T d T d

dt dt T 

 
  



     
            

                                 (21) 

где 

20   

T T

T


 
 

  
    

   
                                                      (22) 

вариационная производная функционала  . В изотермическом случае из уравнения (21) с 

учетом (19),(22) следует 

 
220     V   V 0,

T

d
T d T d

dt


    



  
       

    
   

что находится в соответствии с известной теоремой об убывании свободной энергии адиа-

батически-изолированной системы при необратимом изотермическом процессе [45]. В со-

стоянии равновесия свободная энергия системы достигает минимального значения и 

 / 0
T

   . 

Неизвестные параметры модели  , в уравнение (19) можно связать с физически-

измеряемыми свойствами системы, задавая плотность термодинамического потенциала 

  ,0 T  в явном виде. Предполагая, что 

     0
, ln /

m
s T s C T T C     

где  s температурно-независимая часть плотности энтропии, для плотности термодина-

мического потенциала с учётом (11),(12) можно получить 

           0
, ,   ln /  ,      ,  .

m
T T C T T T T w T s            

Уравнения модели (14),(19), для безразмерной температуры, преобразуются к виду  
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2 ,
U dw

D U
t d t





 
  

  
                                                    (23) 

 2 2 , ,      F U
t


   


   


                                                     (24) 

где 

           0 0 0
/ ,    / ,    , , / ,

m
w w L s s T L U T L           

         
1

, 1   ,   , ,
1

U

U w U s F U
U


     

 

 
      

  
 

2

0 0 0
 / ,   / ,   / .

m m m
T L T L L CT         

При равновесной температуре фазового превращения  0U предполагается, что 

   
 221

,0  1  ,  
4

                                                           (25) 

где 1
l

   - расплав, 1
s

  - твердая фаза. Для плоского фазового перехода в состоянии 

равновесия, уравнение для параметра порядка (24) с учётом (25) будет 

     2

2
2 2,0 0,    ,0  1  .

d
F F

dx


        


                                          (26) 

Решение этого уравнения с граничным условиям 

  1,
s

x         1
l

x        

известно 

   , 
2







x
thx                                                            (27) 

и параметр   можно интерпретировать как ширину фазового перехода в равновесном со-

стоянии. 

Энергия поверхностного натяжения на фазовом переходе равна избытку свободной 

энергии, обусловленному гетерогенностью. В случае плоского фазового перехода в состоя-

нии равновесия, энергия поверхностного натяжения на единицу площади будет 

 
0

22

,0   
2

d
x dx

L dx

  
 





   
          

  .                                           (28) 

Поскольку, как это следует из (25),(27),  

 
22

4 41 1 x
sec ,     sec  ,

4 2 42 2

x d
x h h

dx

 
 

 

      
               

 

то из (28)  

4

0

1 2 2
sec  .

2 32

x
h dx

L










 
   

 
                                                (29) 

Ширина фазового перехода   является характерным масштабом длины поля параметра по-

рядка. Характерная длина теплового поля /~ Dl , где  скорость фазового перехода. 

Когда межфазное число Пекле 1/  lPe  , ширина фазового перехода много меньше 

длины теплового поля и фазовый переход можно рассматривать как изотермический. В 

этом случае методом согласованных асимптотических разложений для модели (23),(24) 

можно показать [28,55,57], что с точностью до членов порядка 2Pe малости для разности 

тепловых потоков на границах межфазной области выполняется уравнение (2), а темпера-

тура межфазной области связана со скоростью её перемещения уравнением 
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2 2
 

3 
U K


 

 

 
     

                                                      (30) 

Из (3),(30) следуют соотношения связывающие параметры модели фазового поля  , с фи-

зически-измеряемыми макроскопическими свойствами межфазной поверхности 

0
0

3 3 1
 ,        ,

2 2 2 2
d

  


 


  


                                                   (31) 

или 

2 0 0 0
0

0

9 9
,    .

8 8

22

m m

L L d
d

T T
   


   

Теплофизические параметры чистого никеля, расплав которого может находиться в 

состоянии сильного переохлаждения, достаточно хорошо известны [52] 

 
0 0 6 2 6 3

0
~ 300 ,   1726 ,    6.5 10 / ,   C 6.5 10 / ,

m m
T T K T K D m s J m K       

9 3 2 10 2
0 0 0

2.58 10 / ,  0.464 / ,   1.6 / ,  8 10 ,  6.4 10 /L J m J m m sK d m m s           

 

и параметры модели (31) для Ni 10 13 10 ,    10 .m s      

 

 

§2. Постановка задачи для плоского фронта кристаллизации. 

 

В одномерном случае (плоский фронт) кристаллизации в переохлаждённый расплав 

для неограниченной области x     уравнения модели (23), (24) в безразмерных 

переменных   /,/ xxtt имеют вид 

 
2

2
  ,

U U
w

t t x


 

  
 

  
                                                       (32) 

 
2

2
 , ,F U

t x

 


 
 

 
                                                         (33) 

где 

 
 

 2

1
0,   ,   ,   ,   , ,

1
U

dw
t x w D F U

d U

  
  

  

   
            

    
 

               21
, 1  ,   1

4
U U w s U w w s                  . 

Функция  w - температурно-независимая часть энтальпии может быть выбрана различ-

ными способами [31,34,35,54-60], в дальнейшем используется  

     
3

21 3 3
,    , 1  

2 4 3 4 1

U
w F U

U

 
    



   
             

.                            (34) 

Граничные условия для уравнений (32), (33) задаются соотношениями 

   , ,     , ,
s l

U t x u U t x u                                                  (35) 

   , 1,     , 1,
s l

t x t x                                                 (36) 

При невысокой степени переохлаждения  10   0,  
s l

u u   . Начальные условия для 

температуры соответствуют автомодельному решению (5)-(7) задачи Стефана 
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     

 

0

0

0,                                         G ,

0, / 2 / 2
,   G    ,

1 / 2

x

U t x erf r erf R
x

erf R

   


  
     

                             (37) 

где 

 
 

 0

1/ 2
1/ 2

0 0 01/ 2 1/ 2
00

/ 2
,     ,    ,

Rx G
r G R t

tt


 




    

0
t  произвольная постоянная. Если постоянная 

0
t  выбрана, так что длина теплового поля 

(37) в начальный момент времени  
1/2

0 0
~ / ~ / 1l t R    , то фазовый переход можно 

рассматривать как изотермический и, полагая температуру межфазной области близкой к 

равновесной, задавать в качестве начальных условий для поля параметра порядка равновес-

ное решение (27) 

  00, ,   ,
2

x G
t x th x


                                                      (38) 

В этом случае можно ожидать, что решение задачи (32)-(38) будет близко к решению зада-

чи Стефана (1)-(3), и при t  выходить на автомодельное решение (5)-(7) классической 

задачи Стефана кристаллизации в переохлаждённый расплав. 

При гиперохлаждении 1  задача (32)-(36) может иметь квазистационарное реше-

ние [37,56], т.е. фазовый переход движется с постоянной скоростью . После замены пере-

менных txz  уравнения (32), (33) приводятся к виду 

 
2

2
  0,

d U d
U w

dzdz
                                                           (39) 

         
2

2
, 0,     ,     ,

sl

d d
F U F U

dzdz

 
                                     (40) 

3
,

4 1

U

U






 


                                                                 (41) 

а граничные условия (35), (36) будут 

 

   ,     ,
s l

U z u U z u                                                    (42) 

   1,     1
s l

z z            .                                        (43) 

Интегрирование уравнения (39) приводит к соотношению 

  
dU

U w const
dz

        

и полагая  / 0dU dz
z


 

, получаем уравнение, связывающее температуры расплава и 

твёрдой фазы  

   s s l l
u w u w    .                                                            (44) 

Поскольку     1
sl

w w   , то необходимым условием квазистационарного решения зада-

чи (32)-(36) является 1
s l

u u  и, поскольку ,   1
l

u     , то 1
s

u    . 

Начальное условие для температуры задается в соответствии с квазистационарным 

решением (8) задачи Стефана  
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  0

1 ,   0,

0,
exp ,   0 ,

x

U t x
x x





     


   
      

 

                                         (45) 

где    0
3 / 2 2  1    . 

Для постановки начального условия поля параметра порядка используется известное 

изотермическое 0 constU решение задачи (40),(41),(43) 

 
 

,   2,        
1 exp 2 2

s sl l
l

z
z th

z

   
  



 
     

 
 

(46) 

    2 3 2
2

2 4 1

s sl l U

U

     
 

 




  

    


 

Если   11  то, длина теплового поля (45)  0
/ ~ / 1 1l       и изотермическое 

приближение справедливо. Полагая в (41) 1U , из (46) следует 

  0

3
  1

2 2
       . 

Таким образом, если   110  то, задавая начальные условия для параметра по-

рядка в виде (38), а для температуры (45) можно ожидать, что квазистационарное решение 

задачи (32)-(35) будет близко к квазистационарному решению (8) задачи Стефана кристал-

лизации в гиперохлаждённый расплав. 

 

 

§3. Разностная схема и алгоритм адаптации сетки к решению. 

 

Основная трудность, связанная с численным решением задачи (32)-(36), заключается 

в том, что ширина межфазной области, где параметр порядка заметно меняется, может быть 

много меньше длины теплового поля. Для аппроксимации пространственных производных 

поля параметра порядка в этой области с необходимой точностью, шаг сетки  должен быть 

достаточно малым. Поскольку межфазная область является подвижной, шаги простран-

ственной сетки должны изменятся с течением времени, адаптируясь к этой особенности 

решения задачи [65]. Эффективным алгоритмом построения адаптивных сеток для неста-

ционарных задач с большими градиентами является метод динамической адаптации [61-

64]. 

В основе метода лежит переход от исходной системы координат  xt,  физического 

пространства к нестационарной системе координат  q,  расчетного пространства, в кото-

ром область больших градиентов решения неподвижна. Полагая, что  , ,  x x q t    со-

отношение перехода от физического пространства к расчётному и что существует обратное 

невырожденное преобразование   txtqq  ,, , для частных производных можно получить 

соотношения [61] 
2

2

1 1 1
,   ,    ,

Q

t q x q q qx

       
   

          
                                  (47) 

где функции  
 ,

,
x q

q
q





 


-метрический коэффициент,  

 ,
,

x q
Q q










-скорость дви-

жения системы координат, связаны между собой соотношением 
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   
q

qQq








 ,, 




.                                                          (48) 

Уравнения модели и граничные условия (32)-(36) в новых независимых переменных  tq,  

расчетного пространства имеют вид 

 
,  

1

q

w

qqq
Q














































                                        (49) 

  ,  ,
1







F

qqq
Q 


















                                              (50) 

   
1 1

, ,   , ,
2 2s s l l

q u q u                                                      (51) 

   , ,     , ,
s s l l

q q                                                           (52) 

 где       qwqUq ,,,   - энтальпия, 

   3
 1  

4

2w      ,      
 

 
2 3

, 1  
4 1

w
F

w

  
   

  

       
     

, 

s l
q q q  ; ,

s l
q q - координаты границ расчетной области 

   0, ,      0,
s l

q q t x q q t x        .                                       (53) 

Дополнительное уравнение для функции скорости узлов  qQ , , которое определяет 

механизм адаптации сетки к решению и замыкает систему уравнений (48)-(50), определяет-

ся из требования квазистационарности [63-64] энтальпии в расчетном пространстве. Неста-

ционарная система координат  q,  выбирается таким образом, чтобы 0/   . Из урав-

нения (49) следует требуемое уравнение для функции Q  

 
0

1




































q

w

qqqq
Q








                                           (54) 

Для конечно-разностной аппроксимации используется дивергентная форма уравнений (48)-

(50) 

   
q

W

q
Q

q 




















 ,                                                  (55) 

     


,F
q

P
Q

q















 ,                                              (56) 

q

Q











 ,     s l

q q q   ,                                                      (57) 

где 

 
1

   ,    ,       P W w P
q q

  
 

 
   

   
. 

Сетка в расчетном пространстве выбирается равномерной по пространственной координате 

  /
sl

h q q N  , N -число шагов сетки, 1
,   

i i
q q h


   11/ 2

/ 2,
ii

q q h


   0,1,..., ,i N  

0
,

s
q q  N l

q q  координаты целых и полуцелых узлов. Шаг интегрирования по времени 

j
  может меняться в процессе вычислений 

1 0, 0,1,..., ; 0
j j j

j J   


     . К целым 

узлам относятся функции , ,
j j j

i i i
Q  , к полуцелым узлам относятся  

1/2
,

j
i

  
1/2

,
j
i

  
1/2

,
j

i
P


 

1/2
j

i
W


. Для конечно-разностной аппроксимации уравнений модели (55)-(57) используется 

схема с центральными разностями второго порядка точности [66] 
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       1 1 1 1 1 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2

  
2

j
j j j j j j j j

i i i ii i i i
Q Q W W

h


   

       
    

             
 

 

    1/2 1/2 1/2 1/21/2 1/2
 

j j j j j j
i i i ii i

Q Q W W 
    

       
 

,                            (58) 

         1 1 1 11 1
1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2

  
2

j
j j j j jj j

i ii i i i
Q Q P P h F

hi


   
    

  

           
 

 

      1/2 1/21/2 1/2
 

j j jj j
i ii i i

Q Q P P h F 
  

      
 

,                                    (59) 

1 1 1
1 11/ 2 1/ 2

 
2

j
j j j j j j

i i i ii i
Q Q Q Q

h

  
  

        
 

 ,                                       (60) 

     1 11/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 2 1/ 2

1
 ,    ,    ,

i i ii i i i i
i i

P W w P
h h i


     

     
 

     
 

 

        0
Re Re

i
i i

i i

W
q q

Q

q h q h

 

    
   

    
  

    
    

    

,                                           (61) 

где Re - регуляризирующий параметр [63], 

     11/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2

1
,   ,     ,  

2 i ii i i i ii i
Q Q Q Q      

     
     

       11/ 2

1
  ,   ,   ,  ,    ,

2 i i i i i i i i ii i
F F F F w w     


         

   11/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1
 ,   

2 2i i ii i i
Q Q Q

  
       . 

Система (58)-(61) разностных нелинейных алгебраических уравнений решалась методом 

Ньютона. На каждой итерации лианеризованная система уравнений (58)-(61) 

“расщеплялась” по физическим процессам. В начале, с помощью прогонки, решалась “эн-

тальпийная” часть задачи, т.е. уравнение (58) при заданном поле параметра порядка. Затем, 

так же прогонкой, решалось “релаксационное” уравнение (59) параметра порядка при за-

данной энтальпии. Итерация заканчивается вычислением значений функций Q,  из урав-

нений (60),(61). Такая процедура решения линеаризованных уравнений с помощью раз-

дельных прогонок оказывается более экономичной, чем с использованием матричной про-

гонки. Шаг интегрирования по времени 
j

 выбирался автоматически, изменяясь в зави-

симости от количества итераций. 

 

 

§4. Результаты тестовых расчетов. 

 

 Модель фазового поля (32),(33) является более общей моделью процесса кристалли-

зации, чем модели Стефановского типа. При невысокой скорости движения фронта кри-

сталлизации ~1 /m s , длина теплового поля для типичных металлов много больше шири-

ны фазового перехода, т.е. 1Pe   . В этом случае, использование модели Стефана для опи-

сания процесса кристаллизации является вполне оправданным и результаты расчета дина-

мики фазового перехода на основе модели фазового поля должны быть близки к решению 

задачи Стефана (1)-(3). Это означает, что ширина фазового перехода (ширина профиля па-

раметра порядка) должна слабо меняться со временем, а скорость его движения и темпера-

турное поле вне области фазового перехода должны совпадать с достаточно высокой  
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                        Рис. 2                                                                          Рис. 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         Рис. 4                                                                        Рис. 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         Рис. 6                                                                        Рис. 7 

 

 

точностью со скоростью движения межфазной поверхности и распределением температуры 

задачи Стефана. 
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 Для проверки модели фазового поля (32),(33) и алгоритма динамической адаптации, 

использованного для её численной реализации, было проведено два тестовых расчета про-

цесса кристаллизации металла для плоского фронта (одномерная геометрия) в переохла-

жденный расплав в условиях когда 1Pe  . 

 На рис.2-7 представлены результаты расчета процесса кристаллизации метал-

ла в слабо переохлажденный расплав 0.1  . Граничные и начальные условия для пара-

метра порядка и температуры задавались в виде (35)-(38) и определялись параметра 

0 0 0
 0.175 ,    0.1 ,    0.285 ,    = 0.5 ,    0.34 , ~ 2 t G R l     . 

На рис. 2,3 изображены графики зависимостей параметра порядка  , энтальпии  , 

и температуры U от координаты x  для момента времени 510t  в различном  координатном 

масштабе, а на рис. 4,5; 6,7 представлены графики тех же функций, но для моментов време-

ни 6 7 10  ,   10   t  . Маркерами на рисунках обозначены положения узлов адаптивной сет-

ки. Как это видно из приведенных результатов, профиль параметра порядка практически не 

меняется с течением времени, т.е. его движение носит волновой характер, а температура 

слабо меняется по ширине фазового перехода. При этом, как показали расчеты, скорость 

движения фазового перехода и температурное поле вне фазового перехода совпадают с ав-

томодельным решением задачи Стефана (5),(6) с точностью до 1% когда l становится по-

рядка 10. Параметр  слабо влияет на динамику фазового перехода при выходе на автомо-

дельный режим. 

На рис. 8,9 представлены результаты расчета процесса кристаллизации металла в 

сильно-переохлажденный расплав (гиперохлаждение) 1.1  . Граничные и начальные 

условия для поля параметра порядка и температуры задавались в виде (35),(36), (38),(45) и 

определялись параметрами 5 ,  0.25, ~ 200l   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          Рис. 8                                                                      Рис. 9 

 

Как показали расчёты, решение выходит на квазистационарный режим, т.е. 

представляет собой волну кристаллизации, двигающуюся с постоянной скоростью  . 

Графики зависимостей параметра порядка  , температуры U  и энтальпии  от переменной 

z x t  , после установления квазистационарного режима кристаллизации, представлены 

в различном координатном масштабе на рис. 8,9. Скорость движения волны 

кристаллизации и распределение температуры вне фазового перехода совпадают с 

квазистационарным решением задачи Стефана с точностью до 1%. 
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§5. Анализ результатов моделирования динамики плоского фронта 

кристаллизации при гиперохлаждении расплава. 

 

 На основе модели фазового поля (32), (33) были выполнены расчёты динамики 

плоского фронта кристаллизации при различной степени переохлаждения расплава 

1.4;  1.6;  1.8  . Граничные и начальные условия задавались в виде (35), (36), (45), (46) и 

определялись параметрами 0.25,  0.25.    Во всех случаях решение выходит на квази-

стационарный режим кристаллизации. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              Рис. 10                                                                Рис. 11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              Рис. 12                                                                 Рис. 13 

 

 Графики зависимостей параметра порядка  , температуры U  и энтальпии   от 

переменной z x t   ( const  -скорость движения фронта кристаллизации) после выхода 

на квазистационарный режим представлены на рис. 10, 11, 13, 15, а на рис. 16 изображён 

график зависимости скорости движения фронта кристаллизации   от величины 

переохлаждения   для модели фазового поля (кривая 1) и модели Стефана (линия 2).  
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                               Рис. 14                                                                 Рис. 15 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                Рис. 16 

 

 При невысокой степени гиперохлаждения 1.5   функции      ,  ,  z U z z   (рис. 

10,11) мало отличаются (~5%) от соответствующих им начальных условий, хотя скорость 

фронта кристаллизации отличается от скорости фронта квазистационарного решения моде-

ли Стефана (рис. 16) значительно. По мере увеличения глубины переохлаждения, отклоне-

ние квазистационарного решения модели фазового поля (рис. 13, 15) от соответствующего 

квазистационарного решения задачи Стефана (рис. 12, 14) нарастает, так же как и различие 

в скорости движения фронта кристаллизации. 

 

Заключение. 

 

 Проведённое численное исследование процесса направленной кристаллизации ме-

талла в переохлаждённый расплав на основе модели фазового поля показало: 

1. результаты моделирования с достаточно высокой точностью согласуются с ре-

шениями задачи Стефана в условиях, когда ширина фазового перехода много 

меньше длины теплового поля, т.е. 1Pe  ; 

2. при высокой степени переохлаждения расплава 1.5   фазовый переход дви-

жется с постоянной скоростью (квазистационарный режим кристаллизации) и 

скорость его движения, в отличие от квазистационарного решения задачи Стефа-

на, нелинейным образом зависит от величины переохлаждения. 
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Численное исследование процесса кристаллизации для различных модельных по-

тенциалов и сравнение результатов с существующими экспериментальными наблюдениями 

планируется выполнить в дальнейшем. 

Автор считает своим долгом выразить благодарность Мажукину В.И. за полезные 

обсуждения численной методики и интерес к работе. 
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