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О МНОГОЗНАЧНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ
ОДНОЭЛЕМЕНТНЫХ МНОЖЕСТВ БИНАРНЫХ

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ С РАЦИОНАЛЬНЫМИ ВЕРОЯТНОСТЯМИ *)

Р. М. КОЛПАКОВ
(МОСКВА)

1. Введение

Преобразования вероятностных распределений играют важную роль в
вопросах реализации случайностей, имеющих большое значение для мно­
многих областей математической кибернетики (см. [1, 16]). Базовым для ис­
исследований в этой области понятием является понятие преобразователя
вероятностных распределений. Одним из наиболее важных как с теорети­
теоретической, так и с практической точки зрения типов преобразователей вероят­
вероятностных распределений представляется преобразователь, который выдает
значение моделируемой им случайной величины ?0, исходя из значений
имеющихся в его распоряжении случайных величин Си • • ••> Ск- Такой пре­
преобразователь естественным образом может рассматриваться как функция
из П{ х ... х Qk в fl0, где О- — множество значений случайной величины
С-, г = 0, 1,..., к. В частности, если случайные величины ?15..., Ск являют­
являются булевыми, т. е. принимают только два различных значения, например, 0
и 1, а случайная величина Со принимает h различных значений, например,
0, 1,..., h — 1, то данный преобразователь задается некоторой функцией
/(ж15..., хк) из {0, \}к в {0, 1,..., h — 1} (в работе мы будем называть та­
такую функцию /г-значной псевдобулевой функцией). Отметим, что распреде­
распределение вероятностей случайной величины Со задается h -мерным стохастиче­
стохастическим вектором **) (d{;...; dh), г-я компонента di которого равна вероятности
Р{С0 = г — 1} принятия случайной величиной Со значения г — 1. Пусть слу­
случайные величины Си • • -5 С к независимы и вероятность принятия значения 1
случайной величиной С3- равна р3-, j = 1,..., к. Тогда мы обозначаем вектор
(d{;...; dh) через Р{/(р15..., рк)}. Для любого подмножества Е единично­
единичного куба {0, \}к обозначим через РЕ(р^ ..., рк) вероятность того, что набор
(а{;...; ак) значений величин ?15..., Ск содержится в Е. Эта вероятность
выражается формулой***):

^(pi	р*)= Е (Pi).r..(Pk),h,	A)
(ai;...;ak)€E

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проекты 00-15-96103, 02-01-00985).

**) h-мерным стохастическим вектором называется упорядоченный набор из h неотри­
неотрицательных чисел, сумма которых равна 1.

***) В случае Е = 0 мы естественным образом полагаем сумму A) равной 0.
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где (р)х = р и (рH = 1 -р. Через Jft(f) мы будем обозначать множество всех
наборов из {0, 1}к, на которых функция / принимает значение г. Используя
эти обозначения, мы можем определить г-ю компоненту вектора Р{/(р15...
..., рк)} следующим образом:

di = P^_i(/M' • • •' ft)' i = l,...,h.	B)
Исследования взаимозависимости между компонентами вектора Р{/(р15...
..., рк)} и величинами р15..., рк были начаты еще в середине XIX века из­
известным английским математиком Дж. Булем, получившим ряд фундамен­
фундаментальных результатов в этой области (см. [14]).

Пусть Н — множество чисел из интервала @, 1). Мы говорим, что сто­
стохастический вектор Э порождается множеством Н, если существует псев­
псевдобулева функция /(ж15..., хк) такая, что Э = Р{/(р15..., рк)} для некото­
некоторых р15..., рк из Н. Через (Н) мы обозначаем замыкание множества Н, т. е.
множество всех стохастических векторов, порождаемых множеством Н. Бу­
Будем также говорить, что множество А стохастических векторов порожда­
порождается множеством Н, если А С (Н). Для произвольного множества нату­
натуральных чисел Т и натурального к мы обозначаем через Т~к множество
всех чисел из Т, больших к. Для любого натурального числа п обозначим
через J>(n) множество всех простых делителей п. Кроме того, в работе
используются следующие обозначения:

N — множество натуральных чисел;
Z+ — множество целых неотрицательных чисел;
(ж15..., хп) — наибольший общий делитель чисел ж15..., хп;
Вк — г-й слой единичного куба {0, 1}к, т. е. множество всех наборов

из {0, 1}*, имеющих ровно г единичных компонент;
\А\ —число элементов множества А.
Изучение различных аспектов данного порождения стохастических век­

векторов является важным направлением исследований в области синтеза пре­
преобразователей вероятностных распределений. В частности, большой инте­
интерес представляет задача описания замыканий произвольных множеств чи­
чисел из интервала @, 1). Естественным подходом к решению этой задачи
является изучение замыканий множеств, состоящих из чисел, образующих
в совокупности некоторое всюду плотное подмножество интервала @, 1).
Наиболее подходящим примером таких чисел представляются рациональ­
рациональные числа из интервала @, 1). Множество всех рациональных чисел из ин­
интервала @, 1) мы обозначаем через Q@, 1). Из формул B) и A) нетрудно
заметить, что множества чисел из Q@, 1) могут порождать только стоха­
стохастические векторы с рациональными компонентами. Множество всех таких
векторов мы будем обозначать через SQ. Для любого непустого множест­
множества П различных простых чисел мы выделяем из SQ подмножество G[Yl] всех
стохастических векторов, все компоненты которых выражаются дробями со
знаменателями, являющимися произведениями степеней чисел из П:

(dx]..;,dh)
Л
i = 1

rni ?Z+, г = 1,..., h

Исследования данного порождения стохастических векторов начались,
по-видимому, с рассмотрения случая двумерных векторов*). В [12, 13]

*) Поскольку двумерный стохастический вектор однозначно определяется какой-либо од­
одной из его компонент, в работах, посвященных порождению двумерных векторов, как правило,
вместо векторов рассматриваются числа, являющиеся вторыми компонентами этих векторов.
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было показано, что множества всех двумерных стохастических векторов

из G[{2}] и G[{3}] порождаются системами чисел I о [ и | з'3 f соответ­
соответственно. В [8, 11] данные результаты были обобщены на случай множества
всех двумерных стохастических векторов из G[Yl] для произвольного П.
Была также полностью установлена структура решетки, образуемой этими
множествами. Аналогичные результаты для случая стохастических векто­
векторов произвольной размерности получены в [9, 10]. Некоторые аспекты при­
приближенного порождения двумерных стохастических векторов рассматрива­
рассматривались в [6, 13]. Данное исследование является продолжением работы [5],
в которой было дано явное описание замыканий всех конечных множеств
чисел из Q@, 1) в классе всех двумерных стохастических векторов. В на­
настоящей работе мы даем явное описание замыканий всех одноэлементных
множеств чисел из Q@, 1). Это описание позволяет для любого заданного
стохастического вектора и любого заданного числа из Q@, 1) легко опреде­
определить, порождается ли данный вектор множеством, единственным элементом
которого является данное число.

2. Вспомогательные определения и результаты

Стохастический вектор будем называть вырожденным, если он содер­
содержит компоненту, равную 1. Мы естественным образом можем считать, что
все вырожденные стохастические векторы порождаются пустым множест­
множеством и поэтому содержатся в замыкании любого множества чисел. Для лю­
любого стохастического вектора Э будем обозначать через Э+ стохастический
вектор, получающийся из Э удалением всех нулевых компонент. Множест­
Множество М стохастических векторов назовем позитивно замкнутым, если для
любого вектора Э из М вектор Э+ также содержится в М. Заметим, что
стохастический вектор Э порождается множеством чисел тогда и только
тогда, когда это множество порождает вектор <2)+. Поэтому мы имеем сле­
следующий факт.

Утверждение 1. Позитивно замкнутое множество М стоха­
стохастических векторов порождается множеством чисел А тогда и только
тогда, когда А порождает любой невырожденный вектор из М с нену­
ненулевыми компонентами.

Отметим одно очевидное свойство величины РЕ{рх,..., рк).
Утверждение 2. ПустьЕх,..., Es — непересекающиеся подмно­

подмножества единичного куба {0, 1}*. Тогда

S

p.-. (Pi.....p*)=E^.(Pi.---.p*)U Ei	i = \ '
для любых р15..., рк из интервала @, 1).

Отметим также, что в стохастическом векторе Э = (d{;...; dh) компо­
компонента dh однозначно определяется компонентами dl5..., dh_l. Поэтому име­
имеет место

Утверждение 3. Для любого стохастического вектора
ЧЬ = (d{;...; dh) и любой h-значной псевдобулевой функции /(ж1?..., хк)
соотношение ЧЬ = Р{/(р15..., рк)} выполняется тогда и только тогда,
когда равенства B) справедливы для г = 1,..., h -1.

Отметим еще одно свойство вектора Р{/(р15..., рк)}.

5 МВК, вып. 11
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Утверждение 4. Для любой псевдобулевой функции
/(ж1?..., хк) и любого набора а = (а1;...; ак) из {О, 1}* выпоняется со­
соотношение

Из утверждения 4 нетрудно получить
Следствие 1. Для любого числа р из интервала (О, 1) справед­

справедливо соотношение ({р}) = ({1 - р}}­
В дальнейшем мы также используем следующий известный теоретико­

числовой факт (см., например, [2]).
Утверждение 5. Если (п, га) = \ их пробегает полную систему

вычетов по модулю га, то пх + Ъ, где Ъ —любое целое, тоже пробегает
полную систему вычетов по модулю га.

Натуральные числа а1? а2,..., ак называются попарно простыми, если
каждое из этих чисел взаимно просто с любым другим из них. Множество
чисел из N  будем называть разделимым, если если оно содержит мень­
меньше двух чисел, либо все его числа попарно просты. Будем также называть
множество натуральных чисел взаимно простым с натуральным числом
п, если любое число из этого множества взаимно просто с п. Пустое мно­
множество считается взаимно простым с любым натуральным числом. Если
множество натуральных чисел А конечно, мы обозначаем через \\A\\ про­
произведение всех чисел множества А. Для пустого множества мы полагаем
||0|| = 1. Отметим следующий очевидный факт.

Утверждение 6. Величина \\А|| взаимно проста с любым на­
натуральным числом, взаимно простым с множеством А.

Пусть П — произвольное непустое множество различных простых чи­
чисел, Т — конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно
простых со множеством П. Обозначим через G[Yl; T] следующее подмно­
подмножество множества С[П]*):

J2 ^ = 1, d; = ir> ^г^^+, г = 1,..., Л, n<EN,

?[п]СП, 32]..., ГЛ_1? ТЭ 2] Э Т2Э...Э ГЛ_1?

Е™,. = п (mod ||T\TJ|), s = 1	Л — 1

В случае Т = 0 мы полагаем G[Yl; 0] = G[Yl]. Заметим, что согласно утвер­
утверждению 6 для любого подмножества Т{ множества Т числа ||2^|| и ||Г\ Т{\\
являются взаимно простыми с любым числом из П. Тем самым эти чи­
числа являются взаимно простыми с любым делителем натурального числа
п такого, что i[n]C[]. Поэтому для любого целого га сравнения га = 0
(mod ЦТ.||) и га = п (mod ||Г\ Т.||) выполняются тогда и только тогда, ко­
когда для любого общего делителя I чисел тип выполняются сравнения
т/1 =0 (mod ||Т.||) и т/1 = n/l (mod ||T\ Tt\\). Таким образом, принад­
принадлежность вектора (d{;...; dh) множеству G[tl; T] не зависит в нашем опре­
определении от выбора общего знаменателя п его компонент, т. е. данное нами
определение множества G[Yl; T] является корректным.

*) Рассматриваемые в данном определении подмножества 7]..., Th_x множества Т могут
быть пустыми или совпадать с Т.
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Отметим, что любое множество G[Yl; T] является позитивно замкну­
замкнутым и содержит все вырожденные стохастические векторы.

3. Замыкания одноэлементных множеств

Основной целью данной работы является описание замыканий одно­
одноэлементных множеств чисел из Q@, 1). Без ограничения общности мы
будем рассматривать числа из Q@, 1), представленные в виде несокра­
несократимых дробей. Пусть — — несократимая дробь из интервала @; 1). Тогда
(Z, п — I) = (Z, п) = (п — Z, п) = 1, поэтому мы можем рассмотреть множество
G[S(n);{l,n-l}-1].

Лемма 1. Для любой несократимой дроби - из Q @,1) справед­

справедливо соотношение /< — \ ) С G[^(n); {/, п-1}~1].

Доказательство. Пусть Э = (dx\...; dh) — произвольный сто­
стохастический вектор из \i7ii/* ^то означает> что Для некоторой
/г-значной псевдобулевой функции /(ж15..., хк) выполняется соотношение

<2) = Р If ( —,..., — J >, т. е. для каждого г = 1,..., h справедливо равенство

Для любого множества U наборов из {0, \}к обозначим через M(U) число

пкРи (—,..., — ]. Из A) вытекает, что

где 10 = п — 1 и 1Х = 1. Таким образом, для любого U С {0, 1 }к величина Ж( U)
является целым числом, и согласно равенствам C) для каждого г = 1,..., h

число а- представимо дробью 	—^	. Заметим, что для любого набора
(«Тр ...; ак) из {0, 1}*, отличного от @;.. .;0), соответствующее этому на­
набору слагаемое 1а .. Ла в сумме D) содержит сомножитель 1{ = 1. Поэтому
величина M(U) кратна числу I для любого множества U, не содержащего
набора @;...;0). Аналогичным образом убеждаемся, что величина M(U)
кратна числу 10 = п — I для любого множества С/, не содержащего набора
(l;...;l).

Пусть /@,..., 0) = г0 и /A,..., 1) = г1в Для г = 1..., h - 1 обозначим
через Т{ подмножество множества {I, п — 1}~1, содержащее число I в том
и только том случае, когда I > 1 и г ^ г0, и содержащее число п — I в том
и только том случае, когда п — I > 1 и г ^ гх. Пусть г G {1..., h — 1} и
множество 7^ содержит число I. Это означает, что г ^ г0. Следовательно,
любое множество JV^-(/), где j" < г, не содержит набора @;.. .;0). Поэтому
в случае j < г любая величина M(Jfj(f)) является кратной числу I. Тем

самым сумма Yl ^(^j-Af)) также является кратной числу I. Аналогич­
i = i

ным образом мы можем доказать, что, если Т{ содержит число п — I, то
г

сумма Y^ -^(Jfj-iif)) кратна числу п - I. Поскольку (/, п - I) = 1, то в
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случае, если Т. содержит оба числа I и п — I, получаем тогда, что сум­

сумма J2 М(Л^_Х($)) кратна числу 1(п - I) = ||Г.||. Таким образом, в любом
i = i

случае для Т{ справедливо соотношение

Предположим теперь, что I G {/, п —1}~1 \ Tt. Это означает, что г > г0. Следо­
Следовательно, любое множество Jfj(f), где j ^ г, не содержит набора @;...; 0).
Поэтому в случае j ^ г любая величина M(J/j(f)) является кратной чис­

лу I. Тем самым сумма Yl •^(^•-i(/)) также является кратной числу I.
3=г + \

Аналогичным образом мы можем доказать, что, если п — I Е {I, п — 1}~1 \ТО
н

то сумма Yl ^(^j-iif)) кратна числу п — I. В случае, если оба числа I,
3=г + \

п — I принадлежат {Z, п — 1}~1 \ То учитывая, что (Z, п — I) = 1, получаем
н

тогда, что сумма J^ M(J/j_l(f)) кратна числу 1(п — 1) = ||{/, п — 1}~1\Т{\\.

Таким образом, в любом случае справедливо соотношение

F)

h

Из справедливого для стохастического вектора Э равенства 5^ ^ — 1 выте­

кает, что Yl •ytt(^j-\(f)) = nk> поэтому из F) получаем, что
i = i

G)

Кроме того, из алгоритма построения множеств Г15..., T^_ j следует, что

3I5T2D...DTfc_,.	(8)
В силу соотношений E), G) и (8) стохастический вектор

принадлежит G[$(n); {I, n — 1}~1]. Таким образом, (•{ — }) содержится в

Для получения нашего основного результата рассмотрим сначала про­

простейший случай множества I ^ \. Заметим, что, если Э = f ^-;...; -у") —
произвольный стохастический вектор из G[{2}], все компоненты которого

приведены к общему знаменателю 2к, то, очевидно, <2) = Р <f (^i - - -> 2j\'
где f(x{,...,xk) — произвольная /г-значная псевдобулева функция такая,
что |^_i(/)| = щ, i = 1, • • •, h. Поэтому получаем
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Утверждение 7.
В общем случае справедлива
Лемма 2. Для любой несократимой дроби — из Q @, 1) справед­

справедливо соотношение G[$(n)', {/, n-l}~l]C (i - f )•

Доказательство. В случае — = н утверждение леммы совпадает

с утверждением 7, поэтому мы можем полагать — ф ^. Более того, согласно

следствию 1 без ограничения общности мы можем предполагать — > ^, т. е.
I > п — I. В этом случае мы имеем

(9)

Пусть Э = ( ТГ' • • •' n ) — произвольный невырожденный стохастический
вектор из G[J?(n); {Z, п — 1}~1] с ненулевыми компонентами. Покажем, что

® ^ \ 1 п Г )* ^то соотношение вытекает из леммы 6 [5] в случае h = 2, по­

поэтому будем предполагать h ^ 3. Положим А = min (—,...,—). В качест­\ 1	h /
ве к выберем достаточно большое натуральное число такое, что все числа
те,,..., nh являются делителями пк и выполнены неравенства-/),	A0)

к) <
Будем также предполагать к ^ 3. Приведем дроби —,..., — к знаменате­П\	nh
лю п^ и обозначим числители получившихся дробей через ml5..., тл coot­

г

ветственно. Положим То = {1, n — l}~\ /jlo = O и /х- = J^ m^. для г = 1,..., h — 1.
.7 = 1

Так как Э g G[^(n); 2^], то существуют множества Г15..., 7]i_1 такие, что
справедливы соотношения
Ъ=0 (mod||3J||), ъ = пк (mod||r0\3J||), г =0, 1,.. , h - 1, A2)T0DT1D...D2;_1.	A3)

Построим /г-значную псевдобулеву функцию /(ж15..., ж^) такую, что

Для этого мы последовательно построим непересекающиеся подмножества
,Ло(/), ^(/),..., ^_2(/) единичного куба {0,1}*, удовлетворяющие ра­
равенствам

В процессе построения этих множеств будем дополнительно требовать, что­
чтобы для любого г =0,..., h — 2 выполнялись неравенства

s.'\Uк \
<г

A6)

A7)
3<г
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Отметим, что при г =0 имеем
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Вк \ |J

для любого s = l,...,fc — 1, поэтому в этом случае соотношения A6) и A7)
следуют из неравенства A0).

Для любого множества U наборов из {0, \}к через M{U) обозначим

пкРи ( —,..., —). Тогда равенства A5) эквивалентны равенствам

Л ШЛ) = ™i + » г =0, 1,.. , /i - 2.	A8)
Исходя из формулы A), можно получить, что

=Т1 \ипВгк\1{(п-1)к-\	A9)
г=0

Из формулы A9) вытекает, что для любых двух множеств Ц V наборов из
{О, 1}к справедливо равенство

Y: \{1{(п-1)к-\	B0)
г=0

Отметим, что I > 1 и, следовательно, Z G То. Поэтому среди множеств
2J, Г15..., Th_{, содержащих число Z, найдется множество с максимальным
порядковым индексом. Обозначим через г@) порядковый индекс этого мно­
множества. Аналогично, если п — I > 1, обозначим через гA) максимальный
порядковый индекс множеств 2J, Г15..., Th_{, содержащих число п — Z. В
случае п — I = 1 положим г A) = 0.

Пусть г G {0, 1,..., h — 2} и в случае г > 0 уже построены искомые
множества Jfo(f),..., ^-i(/)- Для удобства обозначим через в множество
U ^j(f)- Построим последовательность множеств C/j,..., С7^_ х таких, что

3 <г

для каждого s = 1,..., fc — 1 выполняются соотношения

B1)

(mod Zs(n-Z)).	B2)
В качестве Ux возьмем множество, содержащее набор @,..., 0) в случае
г = г@), набор A,..., 1) в случае г = гA) и не содержащее никаких других
наборов. Заметим, что Ux удовлетворяет соотношению B1). Согласно A9)
имеем M{UX) = 6(г — г@))(п — 1)к + 6(г — г(\)Iк, где 8(х) = 1 при х = 0 и
8(х) = 0 при х^0. Покажем, что M(Ul) = rni + l (mod I). Для этого выделим
три возможных случая.

а)	Пусть г < г@). Тогда из соотношений A3) вытекает I G Т^0) СГ. + 1С
С Т., поэтому согласно соотношениям A2) имеем /л{=0 (mod I) и /х. + 1 =
= 0 (mod Z). Следовательно, m. + 1 =^i + 1 - fit =0 (mod Z). Таким образом,
jf/Hjj^ = 8(i — z(l))/ = 77^, i (mod Z).

б)	Пусть г = г@). Тогда I G Т. и Z G T0\Ti + l, поэтому согласно соот­
соотношениям A2) имеем //. =0 (mod Z) и /xi + 1 = nfc (mod Z). Следовательно,
m. + 1 =/xi + 1 — fii = nk (mod Z). С другой стороны, M(UX) = (n — l)k + 8(г —
— i(l))lk = nk (mod Z). Таким образом, Ж{U{) = rhi + x (mod Z).
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в) Пусть г > г@). Тогда из соотношений A3) вытекает I ET0\ Ti{0)+l С
С.Т0\Т{С.Т0\Т{ + 1, поэтому согласно A2) имеем /1{ = пк (mod I) и //. + { =
= пк (mod Z). Следовательно, rni + l =/xi + 1 — /x. = 0 (mod Z), и M{UX) = 8{i —
-i(l))lk = mi + l (mod /).

Аналогичным образом можно показать, что M(Ul) = rni + l (mod n —
—	I). Поэтому, учитывая, что (Z, п — I) = 1, получаем, что Ux удовлетворяет
соотношению B2).

Предположим теперь, что для некоторого s > 1 уже построено искомое
множество Us_x. Обозначим через Ъ число (rni + l - M(Us_x))/ls~x(n - I),
которое является целым в силу соотношения B2) для Us_x. Так как (Z, п —
—	1) = \ и тем самым (Z, (n — l)k~s) = 1, то согласно утверждению 5 в полной
системе вычетов {0, 1,...,/ — 1} по модулю I найдется такое число а, что
будет выполнено соотношение a(n — l)k~s = b (mod I). Домножив обе части
и модуль данного сравнения на ls~l(n — l), получим

mi + l-M(Ue_l) = ala-l(n-l)k-8 + l (mod ls(n-l)).	B3)
Из справедливости соотношений A6) для г вытекает неравенство
I-B/L! \©| ^ I > а, поэтому в слое Вк_х найдутся а наборов, не содер­
содержащихся ввив силу соотношения B1) для U8_x не содержащих­
содержащихся также в Us_x. Возьмем в качестве Us объединение множества Us_x
с этими наборами. Заметим, что из соотношения B1) для Us_x сле­
следует справедливость этого соотношения для Us. Используя B0), имеем
JL{Us) = JL{Us_x) + als-x(n-l)k-s + \ поэтому из B3) получаем, что Us
удовлетворяет соотношению B2).

Теперь построим конечную последовательность Wo, Wx,..., Wq под­/к-2	\
множеств множества I |J Bk U B? I \ в, удовлетворяющих для каждого\з=о	)
t =0, 1,..., q соотношениям

\Bsk\(QuWt)\>((h-l)-(i + l))l, 8 = 1,..., к-2, B4)
mi + l (mod lk~l(n-l)).	B5)

В качестве Wo возьмем множество Uk_1. Из способа построения множества
Uk _ [ вытекают соотношения

^ПВЦ^О, \W0HBsk\<l, 8 = 1,..., к-2,	B6)
поэтому неравенства B4) для Wo следуют из неравенств A6) для г. Соот­
Соотношение B5) для Wo непосредственно вытекает из B2) для Uk_{. Кроме
того, из B6), используя A9) и неравенство (9), получаем

M(w0)<(n- i)k + ik + kj2 i{ij{n- i)k~j) <
i = i

< l(n - l)k + lk(n - I) + kJ2 l(lj(n - l)k~j) =
i = i* -1	k-\ / ,кз3=0	j=0

-l). B7)
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Следовательно, учитывая неравенство A1), имеем

Предположим, что для некоторого г > 0 нами уже построены множества
Wo,..., Wr_ j. Если для каждого s = 1,..., к — 2 выполнено неравенство

|5,'\(euw;.1)|<((fc-i)-0'.	B9)
то завершим построение искомой последовательности, положив g = r — 1. В
противном случае обозначим через и(г) минимальное число s из {1,..., к —
— 2}, не удовлетворяющее неравенству B9). Построим последовательность/к-2	\
К(г) + и • • •> ^ь-i подмножеств множества I \J Вк U Вл* ) \9 таких, что для\з=о	)
каждого t =u(r) + l,..., к — 1 выполняются соотношения

а = 1,...,*-2,	C0)
(mod /*(n-Z)).	C1)

Так как \(\-i)l>l,	C2)
то во множестве Bk^r)\ @U Wr_1) найдутся Z различных наборов. Возь­
Возьмем в качестве V^r)+1 объединение множества VFr_1 с этими набо­
наборами. Из неравенств B4) для Wr_x и неравенства C2) следует, что
K(r) + i удовлетворяет неравенствам C0). Согласно формуле B0) имеем
jt{yu{r) + l) = JL{Wr_l) + lu^ + x{n-l)k-u^r\ поэтому соотношение C1) для
V^(r) + 1 вытекает из соотношения B5) для Wr_l. Предположим теперь, что
для некоторого t > u(r) + 1 уже построено искомое множество Vt_x. Обо­
Обозначим через d число (rni + l—M(Vt_l))/lt~l(n—l), которое является целым
в силу соотношения C1) для Vt_{. Так как (Z, (п — l)k~f) = 1, то согласно
утверждению 5 в полной системе вычетов {0, 1,...,/ — 1} по модулю I най­
найдется число с такое, что с(п — l)k~f = d (mod I). Домножив обе части и
модуль данного сравнения на 1г~1(п — 1), получим

mi + l-M(Vt_l) = clt-l(n-l)k-t + l (mod 1г(п-1)).	C3)

Для построения множества Vt выделим два возможных случая.
а)	Пусть \Btk_x\ (в U V; _ х) | ^((h- 1)-(г + 1)I + с. Тогда получим,

что \Вк_х \ (в U V^_ i) | ^ с, поэтому в качестве Vt мы можем взять объ­
объединение множества Vt_{ с с различными наборами из Вк_х \(9uVrf_1).
Согласно B0) имеем ЛК(У4) = M(Vt_x) + c/^-^n - Z)*"' + 1, поэтому C1)
для Vt вытекает из C3).

б)	Пусть \Вк_{\ (ви V;_!)| <((h-l)-(i + l))l+c. Тогда из соотно­
соотношений A6) для г вытекает, что \Вк_{ nVt_{\> I — с. Поэтому мы можем
выбрать I — с различных наборов в Вк_ iC\Vt_x ив качестве Vt взять множе­
множество, получающееся удалением из Vt_x этих наборов. Согласно B0) имеем

~* + поэтому C1) для Vt в этом случае также вытекает из C3).
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Заметим, что в обоих случаях построенное нами множество Vt удов­
удовлетворяет также соотношениям C0).

Положим Wr = Vk_l. Соотношения B4) и B5) для Wr непосредственно
вытекают из C0) и C1) для Vk_{. Заметим, что множество Wr было по­
получено из множества Wr_x добавлением в каждом из слоев В*,..., Вк_2
не более, чем / наборов, т. е. для каждого j = 1,..., к - 2 справедливо
неравенство \Wr П Вгк\ — \Wr_x П Вгк\ ^ I, поэтому, используя B0) и (9),
получаем

x) + "j: l(V(n-l)k-i) =
3 = u(r)

к-2 /	\ * - i - 2

3=u(r)

k-u(r)-2

3=0

x) + lh(n-lJ. C4)
В случае г > 1 заметим также, что ?/(г — 1) ^ и (г), и, если ?/(г — 1) = и (г),
то |Bu*(r)\(9u Wr)| < |Bu*r_1)\(9u "И^._ j)|. Тем самым построение искомой
последовательности VF0, Wx,..., Wq обязательно завершится.

Пусть S — подмножество всех множеств W- последовательности
VF0, Wl5..., Wq таких, что M(Wj) ^ щ + \- Если S непусто, то выберем в
S множество, имеющее минимальный порядковый индекс. Обозначим этот
индекс через j*. Согласно B8) выполняется M(W0) <mi + l, поэтому j*>l.
Обозначим через р число (mi + l -M(Wf _ х))/lk~l(п - I), которое является
целым в силу B5) для Wj,_l. Поскольку Wj,_l ^ 5, то M(Wj._l) < mi + 1,
тем самым р > 0. С другой стороны, из неравенства C4) для г = j* и нера­
неравенства M(W^) ^ ш. + 1 следует р ^ 1(п - I). Согласно A7) для г имеем
\Вк_х \9| ^ 1(п — Z) ^ р, поэтому в слое Вк_х найдутся р наборов, не со­
содержащихся в 9. Возьмем в качестве Jfi(f) объединение множества W^_x
с этими наборами. Согласно B0) получаем, что Jf^f) удовлетворяет равен­
равенству A8). Из соотношения A7) для г и неравенства р ^ 1(п — I) следует
справедливость соотношения A7) для г +1. Соотношения A6) для г +1 вы­
вытекают из соотношений B4) для Wf_x.

Пусть теперь множество S является пустым. Тогда

M{Wq)<mi + v	C5)
Положим e = \Bkk_l\Q\—((h — l)—(i + l))l(n—l). Согласно соотношению A7)
для г имеем е > 0. Обозначим через W объединение множества Wq с е
различными наборами из Вкк_ Д9и через W" множество {0, 1}* \(9и W).
Для множества W" мы имеем

l^'-i П W"\ = ((h-l)-(i + \))l(n - I).

Кроме того, из неравенств B9), выполняющихся при q = r — l, вытекают
неравенства

\Вк n W"\ < ((h - 1) - г)/, s = 1,..., к - 2.
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Поэтому, применяя A9), получим

M(W") <(n-l)k+J2 l((h - 1) - i)V(n - l)k~j +
i = i

+ ((h - 1)- (i + l))l(n-l)lk-l(n -l) + lk

< ((h - 1) - i) ({n - l)k + lk+ kJ2 lj + l(n - l)k~j + lk(n

Согласно неравенству B7) имеем

(n-/)* + /* + Ё Р + 1(™-0*~'
i = i

поэтому, учитывая неравенство п — 1<1, получаем

M{W") < ((h - 1) - г) (lk + l(n -l) + lk(n - IJ) <

Таким образом, применяя неравенство A1), имеем

пк	пк
<((Л-1)-г)Д< Е — • C6)

j = i+2 П3

Согласно утверждению 2 выполняются равенства

1_\ , т> f l	l
' ' ' *' п

поэтому, учитывая равенства A5), справедливые для множеств Jfj(f) при
j < г, получаем

l L]+p (l
Из этого равенства в совокупности с неравенством C6) следует, что

п) ^ ni >mi + i.	C7)
Согласно B0) имеем M(W) = M(Wq) + elk~l(n - I), поэтому неравенст­
неравенство C7) эквивалентно неравенству

mi + l<M(Wq) + elk-l(n-l).	C8)
Обозначим через р число (rni + l — M(Wq))/lk~l(n — I), которое является
целым в силу соотношения B5) для Wq. Из неравенств C5) и C8) сле­
следует, что 0<р < е. Тем самым в слое В?_{ найдутся р наборов, не со­
содержащихся в в. Возьмем в качестве J^Xf) объединение множества Wq с
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этими наборами. Тогда J(t(f) удовлетворяет равенству A8) согласно B0).
Из неравенства р < е вытекает справедливость соотношения A7) для г + 1.
Соотношения A6) для г + 1 следуют из соотношений B4) для Wq.

Построив таким образом искомые множества Jfo(f),..., ^_г(/)» со"
гласно утверждению 3 из равенств A5) получаем соотношение A4), из ко­

которого заключаем, что Э е (\ — | V Поэтому G[^(n); {/, п- 1}~1] С /{ - }\
в силу утверждения 1.

Из лемм 1 и 2 непосредственно вытекает

Теорема 1. Пусть ——произвольная несократимая дробь из

интервала @; 1). Тогда /Д}\ = G[J(n); {/, n-l}~1].

4. Заключение

Рассмотренная нами задача описания замыканий одноэлементных мно­
множеств чисел из Q @, 1) представляет собой частный случай задачи описания
замыканий произвольных множеств чисел из Q@, 1). Поэтому обобщение
полученных результатов на случай замыканий произвольных подмножеств
множества Q@, 1) является непосредственной целью наших дальнейших
исследований. Мы также надеемся, что данные результаты помогут в реше­
решении задачи описания замыканий множеств произвольных конечных вероят­
вероятностных распределений с рациональными значениями вероятностей. Дру­
Другим интересным направлением дальнейших исследований является изуче­
изучение различных сложностных аспектов построения преобразователей веро­
вероятностных распределений (см. [3, 7, 15, 4]).

Автор благодарен А. Д. Маните за поддержку данных исследований.
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