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О ДИСКРЕТНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ КОНЕЧНЫХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ С РАЦИОНАЛЬНЫМИ ВЕРОЯТНОСТЯМИ

Р. М. КОЛПАКОВ

(МОСКВА)

§ 1. Введение

Данная работа посвящена исследованиям дискретных преобразований
конечных вероятностных распределений с рациональными значениями ве­
вероятностей. Такие преобразования играют важную роль в вопросах реа­
реализации случайностей, имеющих большое значение для многих областей
математической кибернетики (см. [1, 13]). Под преобразованием вероят­
вероятностных распределений мы понимаем вероятностное распределение неко­
некоторой случайной величины ?0, значение которой однозначно определяется
значениями конечного числа независимых случайных величин ?15..., (к с
исходными вероятностными распределениями. Таким образом, данное пре­
преобразование задается функцией /: fl{ х ... х flk —> й0, где fl{ — мно­
множество значений случайной величины ?., г = 0, l,...,fc. Нами рассма­
рассматриваются случайные величины, принимающие конечное число значений.
Не ограничивая общности, мы можем считать, что такая случайная ве­
величина принимает целые неотрицательные значения, а ее вероятностное
распределение задается вектором, j-я компонента которого равна веро­
вероятности принятия этой случайной величиной значения j — 1. Отметим,
что этот вектор является стохастическим, т. е. все его компоненты
неотрицательны и сумма всех его компонент равна 1. Мы будем обо­
обозначать j-ю компоненту стохастического вектора Э через Щз\. Пусть
Q. = {0, 1,..., ht — 1} и вероятностное распределение случайной величи­
величины ?• задается стохастическим вектором <3)i размерности /г-, г =0, 1,..., к.
Множество fl{ х.. .xflk = {0, 1,..., hx — 1}х.. . х{0, 1,..., hk — l} будем обо­
обозначать через ^(Э15..., @fe). Для любого подмножества Е этого множест­
множества обозначим через РЯ(Э1?..., Эл) вероятность того, что набор (ах;...; ак)
значений величин ?15..., (к содержится в Е. Тогда *)

РЕ(%,..,%)= Е %[а, + 1}-...-%[ак + 1].	A)

Через Jfi(f) обозначим множество всех наборов из ft(@1?..., @л), на ко­
которых функция / принимает значение г. Используя это обозначение, мы
определяем компоненты вектора Эо следующим образом:

*) В случае Е = 0 мы естественным образом полагаем сумму A) равной 0.
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В дальнейшем мы обозначаем вектор Эо через {A^)}
Пусть Н — множество различных стохастических векторов. Мы гово­

говорим, что стохастический вектор Э порождается множеством Н, если для
некоторой функции /(ж15..., хк) и некоторых Э15..., ЧЬк из Н выполняет­
выполняется равенство Э =Р{/(©15..., 2^)}. Через (i?) мы обозначаем замыкание
множества Н, т. е. множество всех стохастических векторов, порождаемых
множеством Н. Очевидно, что Н С (Н). Множество Н называется замк­
замкнутым, если (Н) = Н. Будем также говорить, что множество А стохасти­
стохастических векторов порождается множеством Н, если А С (Н). Для произ­
произвольного множества натуральных чисел Т и натурального к мы обозначаем
через Т>к множество всех чисел из Т, больших к. Для любого натурально­
натурального числа п обозначим через J>(n) множество всех простых делителей этого
числа. Кроме того, в работе используются следующие обозначения:

N — множество натуральных чисел;
Z+ — множество целых неотрицательных чисел;
(ж15..., хп) — наибольший общий делитель чисел ж15..., хп;
\А\ —число элементов множества А.
Для синтеза генераторов вероятностных распределений большой инте­

интерес представляет задача описания замыканий произвольных множеств сто­
стохастических векторов. Принципиальная трудность этой задачи заключается,
очевидно, в невозможности непосредственного описания таких множеств,
поскольку мощность множества всех стохастических векторов равна конти­
континууму. Поэтому естественным подходом к ее решению является рассмотре­
рассмотрение замыканий подмножеств не более, чем счетных, закнутых классов сто­
стохастических векторов, всюду плотных на множестве всех стохастических
векторов. Наиболее подходящим примером такого класса представляется
множество всех стохастических векторов с рациональными компонентами.
Мы обозначаем это множество через SQ. Из формул B) и A) нетруд­
нетрудно заметить, что любой стохастический вектор, порождаемый векторами
из SQ, принадлежит SQ, тем самым множество SQ является замкнутым.
Для любого непустого множества П различных простых чисел мы выделя­
выделяем из SQ подмножество G[Yl] всех стохастических векторов, компоненты
которых выражаются дробями со знаменателями, являющимися произведе­
произведениями степеней чисел из П:

G[U]={ №;...; dh)
*n~G

Пользуясь формулами B) и A), легко получить, что множество С?[П], как
и множество SQ, является замкнутым.

Насколько нам известно, исследования в данной области начались с
рассмотрения случая двумерных векторов (поскольку двумерный стохасти­
стохастический вектор однозначно определяется какой-либо одной из его компо­
компонент, в работах, посвященных порождению двумерных векторов, как пра­
правило, вместо векторов рассматриваются числа, являющиеся вторыми ком­
компонентами этих векторов). В [11, 12] показано, что множества всех двумер­
двумерных стохастических векторов из G[{2}] и G[{3}] порождаются векторами

V2' 2/ и (з'З/ соответственно- В [7, 10] данные результаты были обобще­
обобщены на случай множества всех двумерных стохастических векторов из G[Yl]
для произвольного П. При этом была полностью установлена структура ре­
решетки, образуемой этими множествами. Аналогичные результаты для слу­
случая стохастических векторов произвольной размерности получены в [8, 9].
Некоторые аспекты приближенного порождения двумерных стохастических
векторов рассматривались в [6, 12]. В [3] дано явное описание замыканий
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всех множеств в классе всех двумерных стохастических векторов из SQ.
В [5] явно описаны замыкания всех конечных множеств двумерных векто­
векторов в классе SQ. В настоящей работе мы обобщаем этот результат на слу­
случай замыканий всех конечных множеств векторов из SQ. Полученное нами
описание этих замыканий позволяет для любого заданного стохастического
вектора и любого заданного конечного множества векторов из SQ эффек­
эффективно определить, порождается ли данный вектор данным множеством.

§ 2. Вспомогательные определения и результаты

Базовым свойством замыканий множеств стохастических векторов
является

Утверждение 1. Замыкание любого множества стохастичес­
стохастических векторов является замкнутым множеством.

Доказательство. Пусть М — произвольное множество стоха­
стохастических векторов, Э — стохастический вектор, порождаемый множест­
множеством (М). Тогда Э = Р{/(<Э1,..., Эп)} для некоторой функции /(ж15..., хп)
и некоторых стохастических векторов Э15...,ЭИ из (М). Для каждого г,
г = 1,..., п, существуют функция /Дж15..., жад) и стохастические векторы
2f \ ..., Э$о из М такие, что Э. =Р{/(@{°,..., %%}. Тогда непосредст­
непосредственным образом можно проверить, что

где

—	f—	J

Следовательно, Э е (^)- Таким образом, ((М)) = (М).
Заметим, что любой стохастический вектор порождает все векторы,

получающиеся из этого вектора перестановкой его компонент. Поэтому из
утверждения 1 следует

Утверждение 2. Для любых стохастических векторов Э' и Э",
получающихся друг из друга перестановкой компонент, выполняется

Стохастический вектор будем называть вырожденным, если он содер­
содержит компоненту, равную 1. Мы естественным образом можем считать, что
все вырожденные стохастические векторы порождаются пустым множест­
множеством и поэтому содержатся в замыкании любого множества чисел. Для любо­
любого невырожденного стохастического вектора Э будем обозначать через Э+
стохастический вектор, получающийся из Э удалением всех нулевых компо­
компонент. Через М+, где М — произвольное множество стохастических векто­
векторов, мы обозначаем множество всех векторов Э+ таких, что Э G М. Отметим
следующий очевидный факт.

Утверждение 3. Для любого множества М стохастических
векторов выполняется (М) = (М+).

Невырожденные стохастические векторы с ненулевыми компонентами
будем называть позитивными векторами. Множество М стохастических
векторов назовем позитивно замкнутым, если для любого невырожденно­
невырожденного вектора Э из М вектор Э+ также содержится в М. Заметим, что невы­
невырожденный вектор Э порождается множеством стохастических векторов
тогда и только тогда, когда это множество порождает вектор <2)+. Поэтому
мы имеем



112 P. M. КОЛПАКОВ

Утверждение 4. Позитивно замкнутое множество М по­
порождается множеством Н стохастических векторов тогда и только
тогда, когда Н порождает любой позитивный вектор из М.

В стохастическом векторе Э = (dx;...; dh) компонента dh однозначно
определяется компонентами dl5..., dh_ х. Поэтому имеет место

Утверждение 5. Для любого стохастического вектора Эо
размерности h и любой h-значной функции f(xl,...,xk) соотношение
<2H = P{f(<2)l,..., 2^)} выполняется тогда и только тогда, когда ра­
равенства B) справедливы для j = l,...,h — l.

Отметим еще один очевидный факт.
Утверждение 6. Пусть @l5..., @fe — стохастические

векторы, А{,..., As — непересекающиеся подмножества множества
...,ЭЛ). Тогда

P. (9>l,...,9>k)=±PA.(9>l,...,9>k).IK	i = 1
« = 1

Обозначим через Ef множество всех упорядоченных наборов, состоя­
состоящих из к символов 0, 1,..., t — 1. Набор из Ек, состоящий из одинако­
одинаковых символов, называется однородным. Мы обозначаем множество всех
однородных наборов из Etk через С*. Множество Etk \ Ctk разбивается на
непересекающиеся подможества, состоящие из всех наборов, имеющих оди­
одинаковый состав символов. По аналогии с единичным кубом Е? мы называем
такие подмножества слоями. Совокупность всех слоев в Ек \ Ск обознача­
обозначается нами через <ЭЬ\. Очевидно, что каждый слой В из Щ определяетсяt-1
набором целых чисел fc0, fcl5..., kt_x таких, что 0 ^ fc. < к и J^ fc. = к, где

г=0
fc., г =0, 1,..., t — 1, равно количеству символов г в каждом из наборов
слоя В. В дальнейшем мы будем обозначать число fc. через В\г\. Отметим,

что слой В содержит к tfc ,—'—^	-} различных наборов. Индукцией по убы­

убыванию величины max к. нетрудно проверить, что , ., .—'—г	т ^ к. Таким

образом, получаем
Утверждение 7. Каждый слой из Щ содержит по крайней

мере к различных наборов.
Следуя стандартной терминологии, мы называем натуральные числа

а15 а2,..., ак попарно простыми, если каждое из этих чисел взаимно прос­
просто с любым другим из них. Множество чисел из N> l будем называть раз­
разделимым, если оно содержит меньше двух чисел либо если все его числа
попарно просты. Будем также называть множество натуральных чисел вза­
взаимно простым с натуральным числом п, если любое число из этого мно­
множества взаимно просто с п. Пустое множество считается взаимно простым
с любым натуральным числом.

Пусть А, В — непустые разделимые множества. Множество В называ­
называется делителем множества А, если для любого числа Ъ из В множество А
содержит число, кратное Ъ. Пустое множество считается делителем любого
разделимого множества.

Пусть Аи ..., As — конечные разделимые множества. Наибольшим об­
общим делителем (А15..., As) этих множеств мы называем множество

{а | а=(а1,а2,..., ав)> 1, а- еА„ г = 1, 2,..., s} ,
состоящее из больших, чем 1, наибольших общих делителей всевозможных
выборок из s чисел по одному числу от каждого из множеств А15..., As.
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Если хотя бы одно из множеств А15..., As является пустым, будем полагать
(А15..., As) = 0. Отметим следующие очевидные свойства наибольшего об­
общего делителя разделимых множеств.

Утверждение 8. Наибольший общий делитель разделимых мно­
множеств является разделимым множеством, взаимно простым с любым
из чисел, взаимно простых с хотя бы одним из этих множеств.

Более того, нетрудно убедиться, что (А15..., As) является делителем
каждого из множеств А15..., As, и любой другой делитель каждого из этих
множеств является делителем для (А15..., As). Таким образом, введенное
нами понятие наибольшего общего делителя разделимых множеств является
естественным обобщением понятия наибольшего общего делителя натураль­
натуральных чисел. Отметим также ассоциативность операции взятия наибольшего
общего делителя разделимых множеств: для любых разделимых множеств
А,ДС выполняются равенства

((А, В), С) = (А, (В, С)) = (А, В, С).

Если множество натуральных чисел А конечно, мы обозначаем че­
через ||А|| произведение всех чисел множества А. Для пустого множества
полагаем ||0|| = 1.

Пусть П — произвольное непустое множество различных простых чи­
чисел, Т — конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно
простых со множеством П, и а, Ъ — натуральные числа, взаимно простые
со множеством П. Обозначим через G[tl; T] следующее подмножество*)
множества G[Yl]:

{dx;...; dh)
СП, 37],.., T,^, ГЭГ1=ЭГ2Э...ЭГЛ_1,

3. = n (mod ||T\2J||), * = 1	Л­

В случае Т = 0 мы полагаем С[П;0] = С[П]. Заметим, что принад­
принадлежность стохастического вектора (dx;...;dh) множеству G[Yl; T] зави­
зависит формально от выбора общего знаменателя п его компонент. Однако
в [4] показано, что эта зависимость является фиктивной, т. е. для любых^	«	,	^ « тпл тп'л	mh mi
двух общих знаменателей п и и дробей -^- = —j-,.. , -^ = —f таких, что

^[п], $[п'\ С П, соотношение ( ^т,.. , ^f I G G[Yl; T] выполняется тогда

и только тогда, когда выполняется соотношение (-^-, • • •>  Г") ^ ^[П; Т].
Таким образом, определение множества G[Yl; T] является корректным по
отношению к операции умножения или сокращения числителей и знамена­
знаменателей дробей на одно и то же число. Отметим также, что любое множество
G[Yl; T] является позитивно замкнутым и содержит все вырожденные сто­
стохастические векторы. Кроме того, для множеств G[Yl; T] справедливо

Утверждение 9. Множество G[Ylf; T'\ содержит множество
G[U"; Г"], если ГГСГГ и Т' является делителем для Т".

*) Рассматриваемые в данном определении подмножества 7]..., Th_x множества Т могут
быть несобственными.

8 МВК, вып. 12
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Доказательство. Рассмотрим произвольный вектор Э =
= (тх/п,..., mh/n) из G[U"; Г"], где ^[п]СП" и, следовательно, ^[п]СГТ.
Тогда существуют подмножества Тх,..., Th_x множества Т" такие, что

Tx^T2D...DTh_x	C)
и для любого г, г = 1,..., h — 1, справедливы соотношения

Ет,.=0 (mod ||2J||), ±m,. = n (mod ||Т"\ Tj|).	D)з = i	i = l
Для каждого множества 7^ обозначим через Т- подмножество множест­
множества Т", состоящее из всех тех чисел, которые являются делителями чисел
из Т-. Таким образом, все числа из Т- являются делителями числа ||^||.
Так как все числа из разделимого множества Т" являются попарно прос­
простыми, получаем, что ||7^|| делится на \\Т/\\. Поскольку все числа из Т'\ Т/
являются делителями чисел из Т" \ Т., аналогичным образом можно пока­
показать, что ||Т"\Т. || делится на ||Т"\Т/||. Таким образом, из соотношений D)
вытекают соотношения

±т3=0 (mod || 2J'||), ±m,. = n (mod ||Т'\ Т/||),3 = 1	3 = 1
и из C) следует, что Г/ D Г2О... D Т?_х. Поэтому Э е G[Uf; Г'].

§ 3. Вспомогательные теоретико-числовые утверждения

Утверждение 10. Если (п, га) = 1 и х пробегает полную си­
систему вычетов по модулю га, то nx + nf, где п' —любое целое, тоже
пробегает полную систему вычетов по модулю га.

Доказательство утверждения 10 приведено в [2].
Рассмотрим сравнение первой степени с одним неизвестным

пх = Ъ (mod га).	E)
Из утверждения 10 вытекает разрешимость этого сравнения в случае
(п, га) = 1.

Лемма 1. Сравнение E) является разрешимым в случае
(п, га) = 1.

Отметим, что сравнение E) эквивалентно уравнению пх + ту = Ъ для
двух целочисленных неизвестных х и у. Таким образом, из леммы 1 следует,
что в случае (п, га) = 1 данное уравнение всегда разрешимо в целых чис­
числах. Следующее утверждение является обобщением этого факта на случай
произвольных положительных пит.

Утверждение 11. Если п, га е N и Ъ делится на (п, га), то
уравнение пх + ту = Ь разрешимо в целых числах.

Утверждение 11 может быть обобщено на случай уравнения с произ­
произвольным числом переменных

щ хх + ... + nt xt = Ъ,	F)
где п1?.. .,nteN и Ъ eZ.

Утверждение 12. Если Ъ делится на (п1?..., nt), то уравне­
уравнение F) разрешимо в целых числах.
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Доказательство. Докажем данное утверждение индукцией по t.
Базисом индукции для t =2 служит утверждение 11. Предположим, что
утверждение 12 справедливо для некоторого t ^ 2. Пусть п15..., nt + l G N и
Ь делится на (п1?..., nt + l). Поскольку (п1?..., nt + l) = ((п1?..., nt), nt + 1),
согласно утверждению 11 существуют целые х', х" такие, что b = (nl5...
..., nt)x' + nt + xx". По индуктивному предположению существуют целые
ж15..., ^ такие, что (п15..., nt)x' = nlxl + ... + ^^. Таким образом,
b = nlxl+.. . + ntxt + nt + lх".

В дальнейшем для удобства любое решение хх = а15..., xt = at уравне­
уравнения F) будем обозначать вектором (а{;...; at) и будем предполагать, что пх
является максимальным среди натуральных чисел п15..., nt. В этом случае
утверждение 12 может быть усилено следующим образом.

Утверждение 13. Если Ъ делится на (п1?..., п^), то уравне­
уравнение F) имеет целочисленное решение (а{;...; at) такое, что

max OLt — min а- ^ пх.	G)
Доказательство. Отметим, что, если Ъ кратно (п15..., п^), то со­

согласно утверждению 12 уравнение F) имеет хотя бы одно целочисленное ре­
решение, и для любого целочисленного решения (Д;...; /3t) этого уравнения
имеется лишь конечное число других целочисленных решений (/?/;...; C't)
таких, что max C[ - min /3/ < max Д - min Д. Поэтому найдется целочислен­г	г	г	г
ное решение (ах;...; at) с минимальной разностью max a. — min а.. Пред­
Предположим, что

max а. - min а. > пх = max п..	(8)г	г	г
Пусть среди чисел а15..., а^ максимальныим являются числа а.,A),...
• • -5 °V(//)' а минимальными — числа с^„A),..., aiW(l/). Рассмотрим случай
\i^v. Для г = 1,..., t положим

{at - 7ty(i), если г = i'(j), j = 1,..., i/,
а. + n.,(i), если г = 2v/(i), j = 1,..., i/,
а-	в остальных случаях.

Заметим, что (ск{;...; ск{) также является целочисленным решением
уравнения F). Учитывая неравенство (8), нетрудно проверить, что любое
число ol[ удовлетворяет неравенствам min а. < ol[ ^ max а.. Таким обра­г	г
зом, имеем неравенство max ol[ — min ol[ < max a{ — min а., противоречащее

минимальности разности max a • — min a •. Аналогичным образом получаем

противоречие в случае \± <v. Поэтому (ах;...; at) удовлетворяет соотно­
соотношению G).

t

Следствие 1. Если Ъ делится на (пх,..., nt) и Ь^ щ^ nit
ъ = \

то уравнение F) имеет целочисленное решение (а{;...; at) такое, что
любое число at удовлетворяет неравенствам

0<а ^	+ Щ

Доказательство. Если Ъ кратно (гг15..., nt), то согласно утверж­
утверждению 13 уравнение F) имеет целочисленное решение (а{;...; at), удов­
удовлетворяющее соотношению G). Предположим, что а. ^ 0 для некоторо­
некоторого j. Тогда из соотношения G) следует, что а- ^ ol. + nx^nx для любого г,
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г = 1,..., t. Поэтому

г	%ф2	г
Следовательно, в этом случае (ах;...; at) не может быть решением урав­
уравнения F). Предположим теперь, что таха > ^	\- пх. Тогда из соот­г	2-j пг

г

ношения G) вытекаетет, что а- > ^— для любого г = 1,..., t. Поэтому
I?, п%

^2 nioii > Ъ. Следовательно, в этом случае мы снова получаем противоречие
г

с тем, что (а{;...; at) является решением уравнения F). Таким образом,
все числа а{ удовлетворяют требуемым неравенствам.

Будем теперь дополнительно предполагать, что ? ^ 3 и (п15..., nt)=l.
Для г = 1, 2,..., t обозначим через А. наибольший общий делитель всех
чисел п15..., nt, кроме числа п., и положим X = Х{Х2... Xt. Отметим, что
для любых чисел А. и А^, где г фу, имеем (A., Ai) = (n1,..., nt) = 1, поэтому
все числа А15..., Af являются попарно простыми.

Пусть к g N>1. Обозначим через d наибольший общий делитель всех
чисел n^nv, где г/ = 2, 3, ...,?, v = 1, 2,..., t и v ф и. Обозначив через d(w)
наибольший общий делитель чисел n^nv, где v = 1, 2,..., t и v ф и, равный
числу п?Хи, получим, что d = (dB), dC),..., d(i)) = (гг|А2, n^Ag,..., n*At).
Следовательно, d является общим делителем чисел п?Х2 ... An n^X2 ...
...At,..., п*А2...Ар поэтому с? является делителем числа

(п2 А2... An rig А2... Ап ..., nt А2... А^) =
= (пг*, ттз^,..., п*)А2... Xt = Af А2... А?.

С другой стороны, каждое из чисел Af,A2,..., Af является общим
делителем чисел с?B), с?C),..., d^\ и, следовательно, является делителем
числа d. Поскольку числа Af, А2,..., Af являются попарно простыми, то
получаем, что AfA2...Af является делителем числа d. Таким образом,
d = A*A2...A4 = A*-1A.

Утверждение 14. Для любого целого Ъ, кратного числу X,
найдутся целые неотрицательные числа aj*, где и, v = 2, 3,..., t uu^v,
такие, что а™ <пх и выполняется соотношение

Ъ= X) a>unv (mod n^!).

Доказательство. Поскольку числа А2,..., Af являются попар­
попарно простыми делителями числа щ, то щ делится на X2...Xt. Пусть
nl = n[X2... Xt и Ъ = п'Х. Рассмотрим сравнение Af ~lx = n' (mod n[). Так
как (п15 А1) = (п1, п2,..., nt)= 1, то (n{, Af -1) = 1, поэтому согласно лемме 1
это сравнение является разрешимым. Пусть х = C — произвольное решение
этого сравнения. Согласно утверждению 12 существуют целые числа а",
где и = 2, 3,..., t, v = I, 2,..., t и vфи, такие, что

/3Af A=/3d=E ? а»,.	(9)
и=2v=1

V ф U

Так как для любых и, v = 2, 3,..., t коэффициент а" в сумме (9) мо­
может быть заменен на любое сравнимое с ним по модулю пх число за счет
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соответствующего изменения коэффициента ах, мы можем полагать в сум­
сумме (9) все коэффициенты а", где v^l, удовлетворяющими неравенствам
О ^ а™ < пх. Положим теперь

Ъ'= ? a:nkunv = C\\-l\- J2 ахипкпх.u,v = 2,3,...,t	и = 2

Так как каждое из чисел щп^,..., пхпк является кратным числу пх\к, то
bf = f3Xk~lX (mod пхХ\). Мы также имеем (ЗХ\~ХХ = (п'Х = b) (mod п[Х =
= пхАх). Таким образом, Ъ' = Ъ (mod пхХх).

Аналогично утверждению 14 докажем
Утверждение 15. Для любого целого Ъ, кратного числу X' =

= Х2.. .Xt, найдутся целые неотрицательные числа а", где и, v = 2, 3,...
..., t uu^v, такие, что а™ <пхи выполняется соотношение

Ъ=	X)	a>unv

Доказательство. Пусть пх = п[X' и Ъ = п'Х'. Рассмотрим про­
произвольное решение х = C сравнения Х\х = п' (mod n[). Согласно утверж­
утверждению 12 существуют целые числа а", где и = 2, 3,..., t, v = 1, 2,..., t и
v фи, такие, что

и=2v=\
v фи

В этой сумме так же, как в сумме (9), мы можем полагать 0 ^ а" < пх для
v ф\. Положим теперь

Ь'= Е «>МЧ = /9А*А' - Е «iX4­W, « = 2, 3, ..., ?	w = 2

Из последнего равенства вытекает, что b' = CXxXr (mod nx). Кроме того,
CXxkX' = (nfX' = b) (mod n[X' = nx). Таким образом, &' = & (mod nx).

Пусть fc^2nsG{l,..., fc — 1}. Обозначим через ds наибольший общий
делитель всех чисел nxnk~snv, где и, v = 2, 3,..., t. Обозначив через d^u)
наибольший общий делитель чисел nxnk~snv, где v = 2, 3,..., t, равный
числу nxnk~sXx, получим, что

ds =

Утверждение 16. Пусть для любых и, v = 2, 3,..., t имеется
полная система J™ вычетов по модулю пх. Для любого целого Ь, крат­
кратного числу пхХх, найдутся целые числа /3J*, где и, v = 2, 3,..., t, такие,
что /3" е Jvu и выполняется соотношение

Ь=
u,v

Доказательство. Пусть Ъ = nfnxXx. Рассмотрим сравнение
\f-*x = n' (mod пх). Так как (n{, Af ~в) = 1, то согласно лемме 1 это сравне­
сравнение имеет решение. Пусть х = C —произвольное решение этого сравнения.
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Согласно утверждению 12 существуют целые числа а™, где и, v = 2, 3,..., t,
такие, что

Для каждого а™ существует /3J* такой, что /3J* = a" (mod щ) и

/3J* Е J™- Пусть Ь' = Е flvn\nu~Snv Поскольку для любых u,v =
u,v = 2

= 2,3,..., t число n^n^~snv делится на nfAf"s + 1, то из (З^1 = а.^
(mod щ) следует j3"n{n*-*nv = a^n^n^-snv (mod nf + 1Af-e + 1). Поэто­
Поэтому b' = /3nfAf-e + 1 (mod nf + 1Af-e + 1). С другой стороны, /3nfAf-e + 1 =
= (n/nfA1 = b) (mod r^f + xAx). Таким образом, &' = & (mod ^f+ JAj).

Аналогично утверждению 16 докажем
Утверждение 17. Пусть для любых и, v = 2, 3,..., t имеется

полная система J™ вычетов по модулю пх. Для любого целого Ь, крат­
кратного числу 7if, найдутся целые числа /3J*, где и, v = 2, 3,..., t, такие, что
/3J* G J^w w выполняется соотношение

b= E РЖп^-ъ (mod nf + 1).
w, г; = 2

Доказательство. Пусть b = n'nf и ж = C — произвольное реше­
решение сравнения \\~8 + lx = n' (mod nx). Согласно утверждению 12 сущест­
существуют целые числа а", где и, г; = 2,3,..., t, такие, что

tsПусть 6' = Е pvunfntsnv, где Д" = < (mod n,) и ^ G Jvu. Тогда 6' =
w, v = 2

= (Зп[\\"s + 1 (mod nf + 1Af ~s + 1). Таким образом, поскольку (Зп[\\"s + 1 =
^(n'nf^b) (mod nf + 1), то Ь' = Ь (mod nf + 1).

Используя упрощенную модификацию доказательства утверждения 17,
мы можем также доказать

Утверждение 18. Пусть для любого v = 2, 3,..., t имеется
полная система Jv вычетов по модулю пх. Для любого целого Ъ, крат­
кратного числу п*, найдутся целые числа CV, где v = 2, 3,..., t, такие, что
Д, е Jv и выполняется соотношение

= 2

§ 4. Порождение стохастических векторов
одноэлементными множествами

Отметим, что в силу утверждения 3 для описания замыканий всех ко­
конечных множеств стохастических векторов нам достаточно рассмотреть за­
замыкания конечных множеств позитивных векторов.

Выделим сначала случай замыканий одноэлементных множеств сто­
стохастических векторов. Пусть Э = (d{;...; dt) — произвольный позитивный
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вектор из Q@, 1). Без ограничения общности мы предполагаем, что ком­
компоненты вектора Э представлены дробями, приведенными к наименьшему
общему знаменателю п, т. е. di = mjn, где г = 1,..., t и (га15..., mt) = 1.
Положим П(Э) = J>(n). Для j" = 1,..., t обозначим через I- наибольший об­
общий делитель всех чисел га15..., mt, кроме числа т. (в случае t = 2 мы
полагаем 1Х = гп2 и Z2 = ra1). Обозначим через Т(Э) множество {Zl5..., lt}>l.
Положим / = ||Г(Э)||.

Утверждение 19. Множество Г(Э) является разделимым и
взаимно простым с числом п.

Доказательство. Пусть I. — произвольное число из Г(Э). Тогда
число ? =A^п) является делителем числа п и всех чисел га., где г ^
7^ j. Следовательно, ? является делителем числа т. = п — J^ т.. Таким

образом, ? является общим делителем всех чисел ш15..., mt. Поэтому из
(га15..., mt) = 1 следует, что (Z^, гг) = 1. Кроме того, заметим, что для любых
двух различных чисел ljlf \-„ из Т(Э) имеем (ZiM Zj.,,) = (m1,..., raf) =

В силу утверждения 19 можно рассмотреть множество С[П(Э)
В [4] доказан следующий факт.

Лемма 2. Для любого позитивного вектора Э е Q@, 1) размер­
размерности 2 справедливо соотношение

С[П(Э);Т(Э)]С({Э}>.	(Ю)
Докажем, что соотношение A0) справедливо также для ? >2. Рассмот­

Рассмотрим отдельно два различных случая в зависимости от количества макси­
максимальных элементов среди чисел ш15 ш2,..., mt.

Лемма 3. Пусть среди чисел ш15 ш2,..., mt, где t ^ 3, име­
имеется единственный максимальный элемент. Тогда С[П(Э); Т(ЭI с

Доказательство. В силу утверждения 2 без ограничения
общности мы можем полагать, что т1 > гщ ^ гщ ^ ... ^ mt. Пусть
© = (dp*...; с?^) — произвольный позитивный вектор из С[П(Э); Т(Э)]. По­
Положим А = min(<i1,..., dh). Пусть п — общий знаменатель компонент век­
вектора Э такой, что J>(n) С П(Э). Так как П(Э) = $(п), то гг является делите­
делителем некоторой достаточно большой степени ттЛ числа гг. Обозначим через к
достаточно большое натуральное число, не меньшее, чем fc0, и удовлетво­
удовлетворяющее неравенствам

к ^ (h — \)tmxm2,	A1)
к

п ) 22t(n-m1)m2'

Будем также предполагать fc ^ 3. Пусть cZ- = —f, где г = 1,..., h. Поло­п
%

жим /хо = Ои /х. = X) ^. для г = 1,..., /г - 1. Так как 2пе С[П(Э); Г(Э)], то

существуют подмножества ТХЭ Т2Э .. .D Th_x множества Т(Э) такие, что
для любого г = 1,..., h — 1 справедливы соотношения

м, =0 (mod Н^П), Mi = «* (mod ||Г(Э)\Г41|).	A4)
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Положив То = Т(Э), получим, что соотношения A4) справедливы также
для г = 0, и, кроме того, имеем

4>2TlD...DTh_i.	A5)
Для любого множества U наборов из Ек обозначим пкРи{B)^...,

к

через M(U). Из утверждения 6 следует, что Ж( [j U{)=^2 M(U{) для лю­
люkбых непересекающихся множеств E/J,..., Us С Etk. Для любого неоднород­

неоднородного набора v?Ek из формулы A) можно получить, что

f I'" A6)

где i? — слой множества ?7 *, содержащий а. В случае однородного набора
а = (г;...; г) из ?7* согласно формуле A) получаем, что

M({v}) = m?+l.	A7)
Таким образом, величина M{U) может быть вычислена по следующей

формуле:

JI(U)=1? M({a})= ? ™*+i + ? |^nB|m1B|0|m2B|1|...mfl'-1l.aeU	(i;...;i)eUnCtk	ВеЩ
A8)

Отметим, что, если множество U состоит только из однородных наборов,
то тогда

M{U)= ? m*+1^Em*<*mf.	A9)
i = \

Из формулы A8) также вытекает, что для любых двух подмножеств
ЦУ множества Ек, содержащих одни и те же однородные наборы, спра­
справедливо равенство

ABm1B|0|fn2B|1|...mfl'-1l,	B0)

где XB = \VnB\ — \Ur\B\. Кроме того, при доказательстве леммы мы будем
t

пользоваться очевидным равенством ? т. = п — тх.
3=2

Слой В множества Etk будем называть слоем г-го уровня, где
г =0, 1,..., к — 1, если В состоит из наборов, содержащих ровно г сим­
символов 0. Для j = 2, 3,..., t обозначим через В1_х слой (к - 1)-го уров­
уровня из наборов, содержащих к — 1 символов 0 и один символ j — 1. Для
г = 0,..., к - 2 и j, s = 2, 3,..., t, где j ф s, обозначим через Bfs слой г-го
уровня из наборов, содержащих помимо символов 0 ровно один символ s — \
и k — i — l символов j — 1 (и соответственно не содержащих никаких других
символов). В случае г = 1,..., к — 2 и j = s = 2, 3,..., t через Bfs будем
обозначать слой г-го уровня из наборов, содержащих г символов 0 и к — г
символов j — \. Все обозначенные нами слои будем называть специальными
слоями. Согласно утверждению 7 и неравенству (И) в каждом слое мно­
множества Ек содержится не менее (h — l)tmxm2 наборов. Поэтому в каждом
из слоев Вк_ 15..., Bkz\ мы можем выделить по (h — l)tmxm2 различных на­
наборов, приписав каждому из этих наборов некоторый целочисленный ранг
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от 1 до h — 1 так, чтобы в любом из этих слоев содержалось ровно по
tmx га2 различных наборов каждого ранга. Аналогичным образом мы можем
приписать ранги от 1 до h — 1 наборам всех остальных специальных слоев
от нулевого до к — 2-го уровня так, чтобы в каждом из этих слоев содер­
содержалось ровно по щ различных наборов каждого ранга. Всем остальным
неоднородным наборам множества Ек припишем ранг 0. Согласно форму­
формуле A6) для любого набора а из слоя г-го уровня, где г = О, 1,..., к — 1,
величина <М({а}) делится на га/, т. е. М({а})/т{ является целым числом.
Исходя из этого наблюдения, мы разбиваем все неоднородные наборы мно­
множества Ек на категории 0, 1,..., тх — 1 следующим образом: неоднородный
набор а из слоя г-го уровня принадлежит категории j, если М({а})/т{ =j
(mod mx).

Рассмотрим произвольный однородный набор (г; г;...; г) из Etk. Ес­
Если /. + 1 > 1, то /- + 1 е Т(<2))=Т0, т. е. среди множеств То, 7],..., Тн_г по
крайней мере множество То содержит li + l > 1. Поэтому среди этих мно­
множеств найдется содержащее число li + l множество с максимальным поряд­
порядковым индексом. Обозначим этот порядковый индекс через х(г). В случае
li + l = 1 положим %(г) = 0. Разобьем множество Ск на непересекающиеся
подмножества L^°, L^0,..., U®_v где U3° состоит из всех однородных наборов
(г; г;...; г) таких, что х(г) = j. Покажем, что для любого j = 0, 1,..., h — 2
и любого Z- из Т(Э) выполняется соотношение

M(U3°) = mj + l (mod /•).	B1)
Для этого выделим три возможных случая.
а) Пусть j < %(г — 1). Тогда из соотношений A5) вытекает

Tx(i_{) С Tj + l С Т.. Поэтому, учитывая, что I. е Т%(._1}, имеем I. e Tj + l С Т..
Следовательно, из соотношений A4) получаем, что /xi=0(modZ.) и
fij + l =0 (mod /•). Таким образом, mj + l=fij + l — ^ =0 (mod /•). Заметим,
что Z- является делителем всех чисел га15..., mh, кроме числа га., поэтому
согласно формуле A7) величина М({а}) делится на Z- для любого однород­
однородного набора а, отличного от (г — 1; г — 1;...; г — 1). Так как j ф %(г — 1), то
(г - 1; г - 1;...; г - 1) ^ U9. Таким образом, в сумме ^ л^({^})> равной

f
M(U3°), все слагаемые делятся на /.. Следовательно, M(U3°) = 0 (mod /•).
Сопоставив это сравнение со сравнением rnj + l =0 (mod Z-), получим соот­
соотношение B1).

б)	Пусть j = x(i - 1). Тогда I. е Т5 и I. $ Tj + l, т. е. I. е Г(Э) \ Tj + l.
Поэтому согласно соотношениям A4) имеем /^ = 0 (mod Z-) и /jlj + 1 = пк
(mod Z-). Следовательно, fnj + l= /xi + 1 — ii3 = nk (mod Z-). Кроме того, мы
имеем, что однородный набор (г — 1; г — 1;...; г — 1) содержится в U3°. По­
Поскольку для любого другого однородного набора о величина <М({а}) делит­
делится на Z-, то M(U3°) = J2 M({ar}) = M({(i-l;i-l;...;i-l)}) (mod /•).

Таким образом, учитывая формулу A7), получаем M{U3°) = mk (mod Z-).
Так как Z. является делителем всех чисел га15..., mh, кроме числа га., то
Z. является также делителем суммы этих чисел, равной п — га.. Следова­
Следовательно, поскольку га* = пк (mod п — га.), то mk = n* (mod Z-). Поэтому
M{U3°) = n* (mod Z-). Сопоставив это сравнение со сравнением rnj + l = п*
(mod Z-), получим соотношение B1).

в)	Пусть j > х(г — 1). Тогда \{^Т-. Следовательно, 1^Т3- + 1 в силу соот­
соотношений A5). Таким образом, Z. содержится в обоих множествах T(®)\TJ. и
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1. Поэтому из соотношений A4) получаем, что ^. = пк (mod Z-) и
= nk (mod Z-). Следовательно, rai + 1 =/xi + 1—/xi = О (mod Z-). Поскольку

ъ — 1), то так же, как и в случае а), имеем M{U^) = 0 (mod Z-). Таким
образом, из сравнения rnj + l=0 (mod Z-) вытекает соотношение B1).

Поскольку все числа из Т(Э) попарно просты, из соотношений B1)
получаем, что для любого j = 0, 1,..., h—2 справедливо соотношение

M(U3°) = mj + l (mod I).	B2)
Мы построим /i-значную дискретную функцию /(ж15..., хк) такую, что

B3)
Для этого последовательно зададим непересекающиеся подмножества
Jfo(f), Jf\(f), • • -5 ^h-2(f) множества Ef, удовлетворяющие равенствам

Р^</)(®, • •., ®) = di +15 г = 0, 1,..., h - 2.	B4)
Домножив обе части этих равенств на пк, получим, что они эквивалентны
равенствам

M(J/{(J))=mi + l, г =0,1,..., h -2.	B5)
В процессе построения множества J(t(f) будем дополнительно требовать,
чтобы оно содержало однородные наборы только из множества С/-0 и не
содержало неоднородных наборов ранга, большего г +1.

Пусть г G {0, 1,..., h — 2} и в случае г > 0 уже построены искомые мно­
множества JS0(f),..., ^i-i(f)- Положим*) в= U J(j(f). Построим последова­

3 <г

тельность множеств С/-1,..., Uk~l таких, что для каждого s = 1,..., к — 1
множество С// может содержать только однородные наборы из множест­
множества СУ-0 и неоднородные наборы (г + 1)-го ранга из слоев не более чем (s — 1)-го
уровня и при этом выполняется соотношение

= mi + l (mod m[lx).	B6)
Из соотношения B2) имеем fni + l — M(U?) = 0 (mod I). Поэтому со­
согласно утверждению 14 найдутся целые неотрицательные числа а", где
и, v = 2, 3,..., t и и ф v, такие, что каждое из этих чисел меньше чем щ,
и выполняется соотношение

mi + l-M(U°)= ? a:mtlmv (mod m,Z,).	B7)
и, « = 2, 3,..., t

Для любых г/, г; = 2, 3, ...,?, где и фу, слой В^ содержит ровно тх
наборов (г + 1)-го ранга и т{> ск". Поэтому в каждом таком слое мы мо­
можем выбрать а" различных наборов (г + 1)-го ранга. Возьмем в качестве
множества СУ/ объединение всех этих наборов с наборами множества С/-0.
Тогда согласно формуле B0) получаем

*) В случае г = 0 полагаем 0 = 0.
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Таким образом, множество СУ/ в силу соотношения B7) удовлетворяет
сравнению B6) и содержит только наборы из Uz° и наборы (г + 1)-го ранга из
слоев нулевого уровня. Кроме того, учитывая неравенства а" < щ, получим

+ ? rnxrnku-xrnv.

Так как гщ ^ га3 ^ ... ^ mt, то

? mlmk~lmv^ ? mlm2k~lmv = (t - 2)mlm2k~ l(n - mx).u,v = 2,3,...,t	u,v = 2,3,...,t
B8)

Поэтому
M(U>) < M{U?) + (t- 2)mlm2k-l(n - щ).	B9)

Предположим, что для некоторого s G {2,..., к — 1} нами уже по­
построено искомое множество U*~l. Тогда в силу сравнения B6) имеем
rni + l— М(и?~1) = 0 (mod raf ^). Так как числа 0, 1,..., тх — 1 образу­
образуют полную систему вычетов по модулю mv то согласно утверждению 16
найдутся целые числа /3J*, где и, v = 2, 3,..., t, удовлетворяющие неравен­
неравенствам 0 ^ /3J* < щ и такие, что

mi + l-M(Url)= E f3vumrlmk-smv (mod m{lx).	C0)
w, г; = 2

Поскольку для любых и, v = 2, 3,..., t слой B^_v{ содержит ровно тх набо­
наборов (г + 1)-го ранга ИШ[> /3J*, то в каждом таком слое мы можем выбрать
/3J* различных наборов (г + 1)-го ранга. Возьмем в качестве множества U*
объединение всех этих наборов с наборами множества U*~l. Тогда согласно
формуле B0) получаем

x)+ ± C:тГЛР]гщВ^\..тГ^-Ц =
u,v = 2

Таким образом, множество U* в силу соотношения C0) удовлетворяет
сравнению B6) и содержит только наборы из С/-0 и наборы (г + 1)-го ранга
из слоев не более, чем (s — 1)-го уровня. Кроме того, учитывая неравенства
/3J* < щ, получим

M(U?)<M(Uf-l)+ E rnsxmk-smv.
u,v = 2

Аналогично неравенству B8) имеем
t

^2 mxsmk~smv ^ (t — 1)т{т?~8(п — щ).	C1)
и, v = 2

Поэтому
М{Щ) < М{и*~х) + {t - Х^тЬ-*{п - тх).	C2)

Построим теперь конечную последовательность множеств

W0,Wl,...,Wq	C3)
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так, чтобы эти множества состояли только из однородных наборов множест­
множества С/-0 и не содержащихся в в неоднородных наборов не более чем (г + 1)-го
ранга из слоев не более чем (к — 2)-го уровня и удовлетворяли для каждого
s = 0, 1,..., q соотношениям

M(Wa) = mi + l (mod mf ^).	C4)
В качестве Wo возьмем множество Uf~x. Справедливость соотноше­

соотношения C4) для этого множества непосредственно вытекает из соотноше­
соотношения B6). Исходя из неравенств B9) и C2) мы можем оценить величину
M(W0):

к- 1
M(W0) < M(U?) + (t -2)mlm?-l(n-ml)+ ?(t - l)mf m$-s(n - mx) <

s = 2

< M(U?) + (t - l)(n - щ) J2 rnsxm^-s. C5)

к — I / \ s	ос / \ s
= т\ ? 5) <mf ? (%) = m*^^mfnv C6)о — 1 \	1 /	с — 1 \	1 /	1	L

Учитывая, что ml> гщ, имеем
А;- 1	А;- 1
я = 1	я=1 х ¦"'1 '	я = 1

Поэтому из неравенства C5), используя также справедливое для состояще­
состоящего только из однородных наборов множества Uz° неравенство A9), получаем

////(W } <Г tmk A- (t — \\(п — т \тк тъ/1/L I V V г\ I ^^ Ы I Ьл \^ I (/	111/6	11 V-i I 11 V-i 11Ьп •

Поэтому

Предположим, что для некоторого г > 0 нами уже построены множест­
множества Wo,..., Wr_ j. Если для любого s=0, l,...,fc —2 среди не содержащихся
в9и Wr_x наборов не более, чем (г + 1)-го ранга из слоев s-ro уровня не
найдется ml различных наборов одной и той же категории, то завершим по­
построение искомой последовательности множеств, положив q = г — 1. В про­
противном случае обозначим через т(г) минимальное число s такое, что суще­
существуют ml не содержащихся в QuWr_{ наборов не более чем (г + 1)-го ранга
из слоев s-то уровня, принадлежащих одной и той же категории. Множест­
Множество этих наборов обозначим через V. Так как V состоит из наборов слоев
т(г)-го уровня, то согласно формуле A6) для любого набора о из V величи­
величина Ж({д^) делится на m^r). Таким образом, величина M{V) =

также делится на ш1т(г) и

{<г\	C8)
Поскольку все наборы множества V принадлежат одной и той же ка­

категории, сумма C8) представляет собой сумму тх чисел, принадлежащих
одному и тому же вычету по модулю щ. Следовательно, эта сумма делится
на тх. Таким образом, M{V) делится на m^r) + l. Кроме того, поскольку
@, 0,..., 0) ^ V, то согласно формуле A6) для любого набора а из V вели­
величина -М({а}) делится хотя бы на одно из чисел ш2,..., mt и, следователь­
следовательно, делится на 1Х. Поэтому величина M{V) также делится на 1Х. Так как
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(ral5 Z1) = (m1, га2,..., mt)= 1, то из одновременной делимости числа M(V)
на raj7"*^*1 и Zj следует, что

M(V) = 0 (modm[^ + lll).	C9)
Из формулы A6) также вытекает очевидная оценка М({а}) ^ т1т(г)гп^"т(г)
для любого набора о из У. Поэтому

M(V) < m1T<r) + 1m2*-T<r).	D0)
Построим последовательность множеств Vr(r) + 1,..., V*  так, чтобы

эти множества состояли только из однородных наборов множества С/-0 и
не содержащихся в в неоднородных наборов не более чем (г + 1)-го ранга
из слоев не более чем (к — 2)-го уровня и удовлетворяли для каждого s =
= т(г) + 1,..., к — 1 соотношениям

M(V') = mi + l (mod msxlx).	D1)
В качестве VT(r) + l возьмем множество Wr_l U V. Так как для непере­

непересекающихся множеств Wr_x и V имеем

то справедливость соотношения D1) для VT^r) + l вытекает из справедливо­
справедливости соотношения C4) для Wr_l и соотношения C9) для V. Кроме того,
из D0) получаем оценку

M(VTW + l)^M(Wr_l) + rn[W + lm?-Tlrl	D2)

Предположим теперь, что т(г) < к — 2 и для некоторого s G {т(г) +
+ 2,..., к — 1} уже построено искомое множество Vs . Тогда в силу срав­
сравнения D1) имеем

m. + 1 -M(Va-l) = 0 (mod m[-Hx).

Для и, v = 2, 3,..., t обозначим через ^ количество наборов (г + 1)-го ран­
ранга из слоя В^_\, содержащихся в Vs , и через J™ — полную систему
—7„" +1? • • -5 т\ - lv вычетов по модулю т1. Согласно утверждению 16 най­
найдутся целые числа /3", где и, v = 2, 3,..., t, такие, что /?J* G J" и выполнено
соотношение

m^!-^^-1)^ E P:m;-lTnZ-Tnv (mod mf^).	D3)
и, г; = 2

Для каждого из чисел /3J" выполним над множеством Vs ~1 следующую опе­
операцию, зависящую от знака этого числа.

а)	Пусть /3J* > 0. Поскольку в слое ВД" содержится ровно т1 наборов
(г + 1)-го ранга и /3J* ^ щ — ^, мы можем выбрать в этом слое /3J* различных
наборов, не содержащихся в V*~l. Добавим kVs~1 эти наборы.

б)	Пусть /3J* < 0. Поскольку в этом случае |/3J*| < 7^, мы можем вУ8
выбрать |/3J*| различных наборов (г + 1)-го ранга из слоя ВД". Удалим эти
наборы из Vs . Возьмем в качестве Vs множество, получившееся из Vs ~1
в результате этих операций. Согласно формуле B0) получаем



126 P. M. КОЛПАКОВ

Из этого равенства и соотношения D3) следует, что Vs удовлетворяет
сравнению D1). Кроме того, поскольку каждое из чисел /3J* удовлетворяет
неравенству /3" ^mlf то аналогично оценке C1) можем получить следую­
следующую оценку:

Е f3vumrlmtsmv^ Е mf mk-smv^ (t - l)mf m*- E т„.и, г; = 2	u, г; = 2	г; = 2
Поэтому

^(Fs) < M(V-1) + (t- \)msxm$-s{n - mx).	D4)
Положим Wr = Vk~l. Тогда справедливость соотношения C4) для Wr

непосредственно вытекает из соотношения D1) для Vk~l. Отметим также,
что если множество Wr _ { состоит только из однородных наборов множест­
множества Uz° и не содержащихся в в неоднородных наборов не более чем (г + 1)-го
ранга из слоев не более чем (к — 2)-го уровня, то в силу способа построе­
построения этим же свойством обладает множество Wr. Исходя из неравенств D2)
и D4) мы можем оценить величину M{Wr):

M(Wr)^M(Wr_{) + m[^ + lm^-T^ + Ё (* - l)mfrn|-s(n-m1)<
s = r(r) + 2

к- 1
<JL{Wr_x) + {t-\) E rnsxmk-s{n-mx)^

s = r(r)+\
к- 1

<,Jt(Wr_x) + (t - \)(n-mx) E msxm$-s.
s=\

Из этого соотношения, применяя неравенство C6), получим

M{Wr) < M{Wr_x) + (t- \){n - т^т'гщ.	D5)
Заметим также, что т(г — 1) ^ т(г), и в случае т(г — 1) = т(г) среди на­
наборов из слоев т(г)-го уровня число наборов, не содержащихся вби Wr,
строго меньше числа наборов, не содержащихся в @\JWr_l. Поэтому по­
последовательность т@), тA), тB),... монотонно возрастает от 0 до к —2, и
каждое из чисел 0,..., к — 2 может встретиться в этой последовательности
только конечное число раз. Тем самым построение искомой последователь­
последовательности C3) обязательно завершится.

Пусть S — подмножество всех множеств W- последовательности C3)
таких, что

M(Wj) > mi + l — (п — m^mf  m2.

Если S непусто, то выберем в S множество, имеющее минимальный поряд­
порядковый индекс. Обозначим этот индекс через j*. Из неравенств C7) и A2)
следует, что

M(W0) + (п — m^rrii xm2 < Апк ^ di + lnk = *г + Р

Поэтому Wo ^ S. Следовательно, j* > 1. Таким образом, мы можем рас­
рассмотреть множество Wf_{. Из соотношений C4) имеем

mi + l-M(Wr_l) = 0 (mod mk-4x),

т. е. (rni + i — M(W34_{))/mk~l является целым числом, кратным числу 1{.
При этом, поскольку Wf_x ^ S,

x) ^ (п - ml)mf~lm2
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и, следовательно,

: ГП2 Z^ ГПу'
v = 2

Поэтому согласно следствию 1 найдутся положительные числа 52,..., 6t
такие, что

t

Y^ Svmv = (rni + l-M(Wf_l))/mk-1	D6)
v = 2

max g^^'^-'Ч^.	D7)
,k- 1

Из неравенства M{Wf) > mi + l — (n — ml)m^~lm2 и неравенства D5)
для г = j* вытекает, что

m. + 1 -Jt{Wr_x)<{n- ml)mf-l7rui((t - I)??!! + 1).

Подставляя это неравенство в D7) и учитывая, что щ ^ 2, получим

max Sv ^ гщ^Ь — \)тх + 1) + тт^

Поскольку в каждом из слоев В|_15..., В?_х содержится ровно гщгщ
наборов (г + 1)-го ранга, то из последнего неравенства следует, что для
каждого v = 2, 3,..., t мы можем выбрать 6V различных наборов (г + 1)-го
ранга в слое Щ_х.

Возьмем в качестве множества ^(/) объединение всех этих наборов
с наборами множества Wj,_l. Тогда, воспользовавшись формулой B0) и
учитывая соотношение D6), получим

t

v = 2

v = 2

Пусть теперь множество S является пустым. Это означает, что

JL(Wq) ^mi + l-(n- т^т?-1™^	D8)
Обозначим через V множество всех не содержащихся в в наборов не более
чем г-го ранга из слоев (к — 1)-го уровня. Положим

W = Etk\(GuWqUV).

Для оценки величины M{W) разобьем W на подмножества У, Vo, Vu ...
..., Vk_v где V — множество всех однородных наборов из W и Vs — мно­
множество наборов из W, принадлежащих слоям s-ro уровня, s =0, 1..., к — 1.
Для s = 0, 1..., к — 2 множество Vs в свою очередь разобьем на подмно­
подмножество VJ всех наборов более чем (г + 1)-го ранга из слоев s-ro уровня и
подмножество Vs" всех остальных наборов. Тогда

M(W) = M{V) + J2 M(Vj) + xf MW1) + MK^i)'	D9)s=0	s=0
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(h-г -2)mlm^-lmv,

)= Е (
и, v = 2

= Е (h-i­
u,v = 2

Применяя к этим соотношениям неравенства B8) и C1) соответственно,
получим

Щ^(к -г -2)(t -2)mlm2k-l(n-ml),
^(h-i -2)(t - ^m^^-s-^n-m^, 5 = 1,..., к -2.

Таким образом,

Е2 МК') ^(h-i- 2)(t - l)(n - щ) "j: т*т2к-*.s=0	s=l
Поэтому, используя неравенство C6), получаем

J2 МК') ^(h-г- 2)(t - l)(n - тх)ткт2.	E0)
s=0

Множество Vk_x состоит из всех наборов более, чем г-го ранга из слоев
s-YO уровня, поэтому согласно формуле A8) имеем

t
v = 2

t

= ^2(h — г — l)tmkm2mv = (h — г — l)t(n — mx)mk гщ.
v = 2

Складывая это равенство с неравенством E0) и используя неравенство A2),
получимк-2
s=0

^(h-i- 2)Bt - l)(n - т^т^гщ + t(n - т^т^гщ ^
^(h-i - 2)Ank + t(n - mx)mkm2. E1)

Для любого s=0, l,...,fc — 2 множество Vs" не может содержать не менее
чем тх наборов, принадлежащих одной и той же из тх возможных катего­
категорий, поэтому \V"\ < m\. Из формулы A6) следует, что для любого набора
а из слоя s-ro уровня справедливо неравенство



ДИСКРЕТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОНЕЧНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ	129

Тем самым это неравенство выполняется для любого набора о из V". Таким
образом,

Поэтому

E Л(У!)< Е mls + 2m2k-s = mlm2kJ2 frfm*-.s=0	s=0	s = \
Применяя к правой части этого неравенства неравенства C6) и A3),
получим

*ЕЛ{\Г') < тхк + хт% < ^пк.	E2)
Используя справедливое для множества V неравенство A9) и учитывая,
что t ^ п — тх + \ <2(п — т1), имеем

M(V) + (п — т^т^гщ < tmk + (п — т^т^гщ <
< 3(п — т^т^гщ ^ t(n — т^т^тщ.

Следовательно, в силу неравенства A2)

M(V) + (п - т^т^тщ < ^пк ^ ^пк.	E3)
Учитывая в соотношении D9) неравенства E1), E2), и E3), получим

Ж( W) <(h-i- 2)Ank + t(n- 7X1^7X1^^ + Ц-пк + Ц-пк -{п- ml)mkm2 =
= ((h­

h

E dj + {t
j = i+2

i - 2)A н

-l)(n­
l-djn* + (*

m2 =

— l)(n — m^m^
h

i = г + 2

m2 ^

l)(n-r
E4)

Так как множества в, Wq, V и W не пересекаются, то

Ж(в) + Ж( Wq) + M{V) + Л{ W) = Л{Ек) = пк

и, с учетом справедливых для множеств Jf3-(f) при j < г равенств B5),

Поэтому

E Ч-- E ™>j= E 4- E5)j = 1	j^ г	j = i + \

Таким образом, из неравенства E4) следует, что

E rnj-M(W)>mi + l-(t-l)(n-ml)mkm2. E6)
3 = i + 1

Обозначим через а число rni + l — M(Wq) — (п — ra^raf ??^. В силу
неравенства D8) это чисдо неотрицательно, поэтому мы можем найти в V

9 МВК, вып. 12
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максимальное подмножество V", удовлетворяющее неравенству M{V") ^
^ а, т. е. V" = V, если M(V) ^ а, и в противном случае V является
строгим подмножеством V таким, что M(V" U {&}) > а для любого набора
а€ V'\ V". Согласно формуле A6) для любого набора а из слоя (к - 1)-го
уровня величина <М({а}) делится на га*  и на одно из чисел ттт^,..., mt
и, следовательно, делится на 1Х. Таким образом, поскольку (га15 1Х)= 1, эта
величина делится на т^~х1х. Поэтому для состоящего из наборов слоев
(к — 1)-го уровня множества V" величина M(V") = ^2 Л1({&}) делится на

Следовательно, из соотношения M(Wq) = mi + l (mod га*~11Х) вытекает,
что число c = mi + l — M{Wq) — M{V") также делится на га* ^. Кроме того,
из неравенства M(V")^. а следует, что с ^(п — т^т^^тщ. Таким образом,

с/га*-1 ^ гщ^ mv и c/m^~l делится на 1Х. Поэтому согласно следствию 1

найдутся положительные числа 52,..., St такие, что

tsvmv = -hr	E7)v = 2	Щ
И max 6„ С	—.	Ь га,.	E8)

г; = z

Покажем, что

^(У/г) > га. + 1 - ^Й(И;) - (t - 1)(п - т^тп^гщ.	E9)

Заметим для этого, что в случае V" = V данное неравенство непос­
непосредственно следует из E6). Пусть V" ф V. Из формулы A6) вытекает,
что для любого набора о из слоя (к — 1)-го уровня справедливо неравенст­
неравенство Ж({а})^тп^ га2. Поэтому если а? V'\V", то

M(V" U E^) = M{V") + ^({5^) ^ M{V") + m * ­

Таким образом, в этом случае имеем неравенство M(V") + m^~xm2 > a,
из которого очевидным образом вытекает неравенство E9). Из неравенст­
неравенства E9) получаем, что с <{t — \){n — mx)m^m2. Подставляя эту оценку для с
в E8), имеем

max 6 <(t — \)mxm2 + m2 < tmxm2.
v = 2,...,t

Из данного неравенства следует, что для каждого v = 2, 3,..., t мы мо­
можем выбрать 6V различных наборов (г + 1)-го ранга в слое В^_х. Возьмем
в качестве множества ^(/) объединение всех этих наборов с наборами
множества Wq U V". Тогда, воспользовавшись формулой B0) и учитывая
соотношение E7), получим

U V")+ X) ^raf*-1101™/*-1'11 ... raf*-1'* 1 =
v = 2

v = 2

= M(Wq) + M(V") + c = mi + l.
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Таким образом, в любом случае множество Jfi(f) удовлетворяет соот­
соотношению B4). Кроме того, очевидно, множество -/УД/) состоит из одно­
однородных наборов множества С/-0 и неоднородных наборов ранга, не большего
чем г + 1.

Построив искомые множества Jfo(f),..., ^_г(/) и применив утверж­
утверждение 5, получим соотношение B3), из которого следует, что Э е ({®})­
Поэтому

С

в силу утверждения 4.
Лемма 4. Пусть среди чисел га15 гг^,..., mt имеется не менее

двух максимальных элементов.
Тогда

Доказательство. Пусть среди чисел ral5 rr^,..., щ имеется р ^ 2
максимальных элементов. В силу утверждения 2 без ограничения общности
мы можем полагать, что щ = ... = тр > тр + 1 ^ ... ^ mt. Тогда для лю­
любого г = 1,...,р имеем Z. = (га15 гар + 1,..., raf) = (га15 гг^,..., щ) = 1, по­
поэтому Т(Э) = {/р + 1,..., lt}>l- Пусть Э = (dp*...; с?л) — произвольный по­
позитивный вектор из С[П(Э); Г(Э)]. Положим А = min(d1,..., dh). Ана­
Аналогично доказательству леммы 3 мы построим удовлетворяющую соот­
соотношению B3) дискретную функцию /(ж15..., хк), последовательно опре­
определяя удовлетворяющие равенствам B4) непересекающиеся множества
^Уо(/), ^(/),..., ^_2(/)- Выберем достаточно большое целое к0 такое, что
ттЛ является общим кратным знаменателей компонент вектора Э.

Рассмотрим отдельно два возможных случая.
t

1. Пусть t^p + \. Тогда положим /х = J^ m^-, и возьмем в качестве к
j = p+\

достаточно большое натуральное число, не меньшее к0 и удовлетворяющее
неравенствам k^{h-\)mx,	F0)

F1)

F2)

^)<^ГГ	<63>ш\\ / dh

Будем также предполагать к ^ 3. Аналогично доказательству леммы 3 опре­
определим числа ш- и /Ху, где г = 1,..., /г, j" = 0, 1,..., /г — 1, и подмножест­
подмножества 2J, Г15..., Т/г_1 множества Т(Э), удовлетворяющие соотношениям A4)
и A5). Будем также обозначать n^Pf/(®,..., Э) через M(U) для любого

множества С/ наборов из ?^.
Обозначим через CJ множество всех наборов (г; г;...; г) из С*, где

г ^ ^. Поскольку шр + 1 ^ шр + 2 ^ ... ^ ш^, для любого подмножества U мно­
множества С\ справедлива оценка

M(U)= ? m*+1< E m*<(t-p)m,*+1.	F4)(ii)f/	1
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Наборы из Ек, не содержащиеся в Ск, мы группируем во множества, состо­
состоящие из всех наборов, имеющих одинаковый состав символов, если символы
О, 1,..., р — 1 рассматривать как один и тот же символ. Мы будем называть
такие множества квазислоями множества Ек. Если В —квазислой, каж­
каждый из наборов которого содержит с. символов j, где j =р, р +1,..., t — 1, и
в общей сложности с символов 0, 1,..., р — 1, то мы обозначаем через B\j\
число с. и через В|*| число с. Совокупность всех квазислоев множества Ек
обозначим через 5§J. Из равенств A6) и A7) вытекает справедливая для
любого U С Etk формула

M(U)= ? ™*+1+Е l^nSlmf^^^K^V11...^?!'-1!. F5)

Из этой формулы получаем, что для любых двух подмножеств U, V мно­
множества Ек таких, что Uf\Ck = VnCk, выполняется равенство

J_	...mfli-1l,	F6)
в eMkt

где \B- = \Vr\B\-\Uf\B\.
Квазислой В множества Etk назовем квазислоем г-го уровня, где

г = 0, 1,..., к, если набор из В содержит в общей сложности ровно г сим­
символов 0, 1,..., р — 1. Для j = р + 1,..., t обозначим через В{ _ х квазислой
(к — 1)-го уровня из наборов, содержащих помимо символов 0, 1,..., р — 1
один символ j — I. Если t > р + 1, то для г = 0,..., к — 2 и % s = р + 1,..., t,
где j ф s, обозначим через B\s квазислой г-го уровня из наборов, содержа­
содержащих помимо символов 0, 1,..., р — 1 ровно один символ s — 1 и к — г — 1
символов j — 1. В случае г = 1,..., к -2 и j = р + 1,..., ? через BjJ' будем
обозначать квазислой г-го уровня из наборов, содержащих помимо симво­
символов 0, 1,.. .,р — 1 только символы j — 1. Отметим, что в каждом квази­
квазислое множества Ек целиком содержится по крайней мере один слой этого
множества, поэтому согласно утверждению 7 каждый квазислой содержит
по крайней мере к различных наборов. Следовательно, в силу неравенст­
неравенства F0) в каждом из обозначенных нами квазислоев мы можем выделить по
{h — \)mx различных наборов, приписав каждому из этих наборов некоторый
целочисленный ранг от 1 до h — 1 так, чтобы в любом из этих квазислоев со­
содержалось ровно по тх различных наборов каждого ранга. Обозначим через
Вк квазислой fc-ro уровня, т. е. квазислой из наборов, содержащих только
символы 0, 1,..., р — 1. Заметим, что \Вк\ = рк, поэтому в силу неравенст­
неравенства F1) мы можем выделить (h — l)(t — р)цтх различных наборов из Вк,
приписав каждому из этих наборов некоторый целочисленный ранг от 1 до
h — 1 так, чтобы в Вк содержалось ровно по (t —р)/лт1 различных наборов
каждого ранга. Наборам из Ек \ Ск, которым не было приписано никакого
ранга, припишем ранг 0. Согласно формуле A6) для любого набора а из
квазислоя г-го уровня величина -М({а}) делится на га/, т. е. Ж{{а})/т[
является целым числом. Мы разбиваем все наборы из Ек \ Ск на катего­
категории 0, 1,..., щ — 1 следующим образом: набор а из квазислоя г-го уровня
принадлежит категории j, если Ж{{сГ\)/т[ =j (mod ra^.

Для каждого г = _р, р + 1,..., t — 1 аналогично доказательству леммы 3
определим величину %(г) и разобьем множество Ск на непересекающиеся
подмножества E/{j, С/°,..., U°h_{, где Щ состоит из всех наборов (г; г;...; г)
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множества С\ таких, что x(i) = 3- Аналогично соотношениям B2) можно
доказать для любого j = 0, 1,..., h — 2 соотношение

M(U°j) = mj + l (mod/).	F7)
В процессе построения множества ^(/) будем дополнительно требо­

требовать, чтобы оно не содержало наборов ранга, большего г + 1, и удовлетво­
удовлетворяло соотношению <^(/)nCj = C/°.

Пусть г G {0, 1,..., h—2}. Аналогично доказательству леммы 3 мы пред­
предполагаем, что нами уже определено множество в, и строим последователь­
последовательность множеств C/J,..., U\ таких, что для каждого s = 1,..., к множест­
множество U* содержит только наборы из множества С/° и наборы (г + 1)-го ранга
из квазислоев не более чем (s — 1)-го уровня и при этом выполняется соот­соотношение	_

M{Usi) = mi + x (mod raf).	F8)
Выделим два возможных подслучая.
а) Пусть t > р + 1. Из соотношения F7) имеем mi + l - Ж(и°{) = 0

(mod I = lp + l... lt). Поэтому согласно утверждению 15 найдутся целые не­
неотрицательные числа а", где и, v = р + \,р + 2,..., t и и ф v, такие, что
каждое из этих чисел меньше, чем т{, и выполняется соотношение

щ + 1-Ж(Щ)= Е avmu~lmv (mod m^.	F9)
и, v = р + 1,..., t

В каждом квазислое B$v, где и, v = р + \,р + 2,..., t и и фу, мы можем
выбрать а" различных наборов (г + 1)-го ранга и взять в качестве мно­
множества U\ объединение всех этих наборов с наборами множества С/°. Тогда
согласно формуле F6) получаем

М(и\) = М(Щ)+ Е OL^mfr^mff^ml
u,v=p+l,...,t

Таким образом, множество U\ в силу соотношения F9) удовлетворяет
сравнению F8) и содержит только наборы из С/° и наборы (г + 1)-го ранга
из квазислоев нулевого уровня. Кроме того, учитывая неравенства а" < т1,
получим

М(и\)<М(и<1)+ Е тут^-1ть.
u,v=p+l,...,t

и ф v

Аналогично неравенству B8) имеем

Е m1m;-1rnt;^(t-p-l)m1m*-1V.	G0)
u,v = p+l,...,t

ифь

Поэтому
Л(и\) < М(Щ) + (t-p- \)rnxrn^-l^	G1)

Предположим, что для некоторого s g{2, ..., к — 1} нами уже построено
искомое множество и\~1. Тогда в силу сравнения F8) имеем

1) = 0 (mod m*'1).
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Так как числа 0, 1,..., щ — 1 образуют полную систему вычетов по мо­
модулю mv то согласно утверждению 17 найдутся целые числа /3J*, где
и, v = р + 1, р + 2,..., t, удовлетворяющие неравенствам 0 ^ /3J* < щ и та­
такие, что

mi + l-M(Url)= Е P:m;-lm!:-mv (mod mf).	G2)
w, г; = р + 1

В каждом квазислое Ви;*х, где гх, г; = _р + 1,р + 2,..., t, мы можем выбрать
/3J* различных наборов (г + 1)-го ранга и взять в качестве множества U\
объединение всех этих наборов с наборами множества U\~l. Тогда согласно
формуле F6) получаем

u,v=p+l

Таким образом, множество U\ в силу соотношения G2) удовлетворяет
сравнению F8) и содержит только наборы из С/° и наборы (г + 1)-го ранга из
квазислоев не более чем (s — 1)-го уровня. Кроме того, учитывая неравенства
/3J* < щ, получим

Аналогично неравенству B8) имеем
t

Е rnsxrn^-srnv ^ (t -p)m{m$-{iL.	G3)
г*,«= р +1

Поэтому ((') + (t-p)m^mkp-^.	G4)
Пусть, наконец, нами построено искомое множество U^~l. Тогда в силу

сравнения F8) имеем

mi + l-M(U^-l) = 0 (mod mf ).

Согласно утверждению 18 найдутся целые числа CV, где г; = _р+1, ^+2,..., t,
удовлетворяющие неравенствам 0^ C^ < т{ и такие, что

mi + l-M(U^-l)= E Pvm?-lmv (mod m*).	G5)
v=p+ 1

В каждом квазислое Bv8_x, где г; = р + 1, ^ + 2,..., t, мы можем выбрать
/3„ различных наборов (г + 1)-го ранга и взять в качестве множества U\
объединение всех этих наборов с наборами множества U\ ~1. Тогда согласно
формуле F6) получаем

Щ	Щ	Е Amf-l*lmДYlplДl + 1|f'1'
v = p+ 1

Щ1)+ Е
v=p+ 1
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Таким образом, множество Uk в силу соотношения G5) удовлетворя­
удовлетворяет сравнению F8) и содержит только наборы из U\ и наборы (г + 1)-го
ранга из квазислоев не более чем (к — 1)-го уровня. Кроме того, учитывая
неравенства f3v<mv получим

k-x)M{Uk)<M{Uk-l)+ E mkmv=M(Uk-l) + mkfi.	G6)
v = p+l

б) Пусть t =p + 1. В этом случае Т(Э) = {lt} = {тх}, поэтому I = тх.
Следовательно, из соотношения F7) имеем т{ + х—Ж(и0{) = 0 (mod l = mx).
Таким образом, в качестве U\ мы можем взять множество U®.

Пусть для некоторого s G {2,..., к} нами уже построено искомое мно­
множество U\~l. Обозначим через а число (rni + l — М(и\~1))/m*~l, которое
является целым в силу соотношения F8) для Us_x. Так как (mx,mt) = 1
и, следовательно, (ral5 mk~s + l)= 1, то согласно утверждению 10 в полной
системе вычетов {0, 1,..., гпх — 1} по модулю гпх найдется такое число а,
что выполняется соотношение amk~s + l = a (mod mx). Следовательно,

amls-lmk-s + l = (amxs-1 = mi + l - Л(О\-Х) (mod raf).	G7)

Поскольку а < щ, в квазислое Вг^х (в случае s = к в квазислое В\_х) мы
можем выбрать а. различных наборов (г + 1)-го ранга и взять в качестве
множества U\ объединение всех этих наборов с наборами множества U\~x.
Используя формулу F6), имеем

поэтому из соотношения G7) получаем, что Us удовлетворяет соотноше­
соотношению F8). При этом Us содержит только наборы из С/° и наборы (г + 1)-го
ранга из квазислоев не более, чем (s — 1)-го уровня.

Аналогично доказательству леммы 3 построим теперь конечную после­
последовательность множеств

W0,W1,...,Wq	G9)
так, чтобы эти множества состояли только из наборов множества С/° и не
содержащихся в в наборов не более чем (г + 1)-го ранга из квазислоев не
более чем (к — 1)-го уровня и удовлетворяли для каждого s = 0, 1,..., qсоотношениям

M(W8) = mi + l (mod mf).	(80)
В качестве Wo возьмем множество Uk. Справедливость соотношения (80)
для этого множества непосредственно вытекает из соотношения F8). В слу­
случае t >p+l, исходя из неравенств G1), G4) и G6) и учитывая справедливое
для Е/9 неравенство F4), мы можем оценить величину M(W0):_	А;- 1
M(W0) < М(и®) + (t — р — l)mlmk~ll/jL + Е (^ ~ Р)™*171^*!1 + ™>\№ <

8=2к	к
8=1	S=0

Учитывая, что mx > mp + l, имеемк	к / jy,	\ s	оо
s=0	s=0 ^ 1 '	s=0

(82)
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Поэтому из неравенства (81) получаем

M(W0) < (t — p)/xra* + 1.	(83)
В случае t =p + l, учитывая неравенство а < тх в соотношении G8), имеем
неравенства Ж(и8)<Ж(и8~1)-\-т8тк~8 + 1, из которых следует, что

Ж(\?0)<Ж(и°)+^2 т?т}- + 1.

Применяя к этому неравенству вытекающую из F4) оценку Ж(и°{) ^ га* и
к

вытекающее из (82) неравенство ? rafra*~s < га* + 1, получим
s = 1к	к

Jt{WQ) < га* + X) mf ra*"e + 1 < ?) mfra*-e+1 < mtmf + l.S=2	8=1
Таким образом, в этом случае M(W0) также удовлетворяет соотноше­
соотношению (83).

Предположим, что для некоторого г > О нами уже построены множест­
множества VF0,..., Wr_x. Пусть т(г) G {0, 1,..., к — 1} — минимально возможное
число такое, что в Ef\(@UWr_l) найдутся щ различных наборов не более,
чем (г + 1)-го ранга из квазислоев т(г)-го уровня, принадлежащих одной и
той же категории. Если т(г) существует, обозначим множество этих набо­
наборов через V. Аналогично соотношению C9) мы можем получить, что

M(V) = 0 (mod m^ + l).	(84)
Из формулы A6) вытекает очевидная оценка М({а}) ^ m^r)m^~^r) для
любого набора о из V. Поэтому

M(V) = Е Щ{а}) < mf«+1rn^+7(r)-	(85)

Построим последовательность множеств VT^r) + \ ..., Vk так, чтобы эти
множества состояли только из наборов множества С/° и не содержащихся
в в наборов не более чем (г + 1)-го ранга из квазислоев не более чем
(к — 1)-го уровня и удовлетворяли для каждого s = т(г) + 1,..., к соотно­соотношениям	_ = rhi + x (mod raf).	(86)
В качестве Vr^r) + l возьмем множество Wr_{U V. Так как M(Vr(r) + l) =
= M{Wr_x) + M(V), то справедливость соотношения (86) для Vr^r) + l вы­
вытекает из справедливости соотношения (80) для Wг_х и соотношения (84)
для V. Кроме того, из (85) получаем оценку

M(VTM + l)^M(Wr_x) + rrqW+lm$-pr\	(87)

Допустим, что т(г) < к — 1 и для некоторого s Е {т(г) + 2,..., к}
уже построено искомое множество Vs . Выделим снова два возможных
подслучая.

а) Пусть t > р + 1. Предположим сначала, что s < к. В силу сравне­
сравнения (86) имеем mi + l-M(Va-l) = 0 (mod rap1). Для и, v=p+l, p+2,..., t
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обозначим через Jvu полную систему — tJ* + 1, • •., Щ - 7J* вычетов по мо­
модулю щ, где 7гГ — количество наборов (г + 1)-го ранга из квазислоя B^lt
содержащихся в Vs~l. Согласно утверждению 17 найдутся целые числа Ди,
где и, v = p+l, р+2,..., t, такие, что Д"е JJ* и выполнено соотношение

-M(Vs~l)= E PvmS\~lmu~Smv (mod mf).	(88)
u, v = p + 1

Для каждого из чисел Ди добавим Ди различных не содержащихся в Vs~l
наборов (г + 1)-го ранга из квазислоя Ви;% ко множеству Vs~l, если Ди >0,
или удалим из этого множества |ДИ| различных принадлежащих квази­
квазислою Bus^x наборов (г + 1)-го ранга, если Ди < 0. Возьмем в качестве Vs
множество, получившееся из Vs ~х в результате этих операций. Согласно
формуле F6) получаем

Из этого равенства и соотношения (88) следует, что Vs удовлетворяет срав­
сравнению (86). Кроме того, аналогично оценке G3) можем получить следую­
следующую оценку:

Е Pvumrlmtsmv < E msxmku-smv < (t - p)rnsxrnkp-^.u,v=p+\	и, v = p+ I
Поэтому

M(VS) < M{VS~l) + (t- p)mlm$-;ii.	(89)
Предположим теперь, что нами построено искомое множество Vk~l.

Тогда в силу сравнения (86) имеем mi + l - M(Vk~l) = 0 (mod mk~l). Для
г;=_р + 1, ^+2,..., t обозначим через Jv полную систему —7^ + 1,..., Щ — %
вычетов по модулю mv где jv — количество наборов (г + 1)-го ранга из
квазислоя Bvk_{, содержащихся в Vk~l. Согласно утверждению 18 найдутся
целые числа Д,, где v = р + 1, р + 2,..., t, такие, что Д, е Jv и выполнено
соотношение

mi + l-M(Vk-l)= E Cvrnk-lmv (mod mf).	(90)
v = p+ 1

Для каждого из чисел Д добавим Д различных не содержащихся в^
наборов (г + 1)-го ранга из квазислоя В\_х ко множеству У* , если
Д >0, или удалим из этого множества |Д| различных принадлежащих ква­
квазислою Bvk_x наборов (г + 1)-го ранга, если Д <0. Возьмем получившееся в
результате множество в качестве Vk. Согласно формуле F6) получаем

)+ ± Cvmf*-^m%^
V=p+ 1

v=p+ 1

Таким образом, множество Vk в силу соотношения (90) удовлетворяет срав­
сравнению (86). Кроме того,

((x)+ E mfmv=M(Vk-l) + mffi.	(91)
v = p+ 1
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б) Пусть t =р + 1. Обозначим через Ъ число (га. + 1 — M(Vs~l))/m*~l,
которое является целым в силу соотношения (86). Обозначим через Вг
квазислой В*'_?! в случае s < к либо квазислой В[_ х в случае s = k. Так как
(ral5 ra*~s + 1) = 1, то, согласно утверждению 10, в полной системе —7 + 1,...
..., щ — 7 вычетов по модулю щ, где 7 — количество наборов (г + 1)-го
ранга из квазислоя В\ содержащихся в Vs , найдется такое число /3, что
выполняется соотношение /Зга* ~s + l = b (mod щ). Следовательно,

-B + l = (mod raf)	(92)

Если /3 > 0, то добавим /3 различных не содержащихся в Vs ~1 наборов
(г + 1)-го ранга из квазислоя Вг ко множеству Vs . Если /3J* <0, то удалим
из этого множества |/3| различных принадлежащих квазислою В1 наборов
(г + 1)-го ранга. Возьмем получившееся в результате множество в качестве
Vs. Тогда согласно формуле F6) получим

M(Va) = M(Ma-l) + Pm;-lmb-a + l,	(93)
поэтому из соотношения (92) следует, что Vs удовлетворяет соотноше­
соотношению (86). Заметим также, что /3 ^ mv поэтому из равенства (93) полу­
получаем оценку

M(Vs)<^M(Ms-x) + msxmb-s + \	(94)
Положим Wr = Vk. Тогда справедливость соотношения (80) для Wr

непосредственно вытекает из соотношения (86) для Vk. Отметим также,
что, если множество Wr_{ состоит только из наборов множества С/° и не
содержащихся в в наборов не более чем (г + 1)-го ранга из квазислоев не
более чем (к — 1)-го уровня, то в силу способа построения этим же свойст­
свойством обладает множество Wг. В случае t >p + l, исходя из неравенств (87),
(89) и (91), мы можем оценить величину M{Wr)\

M(WT) ^ Ji(Wr_l) + mfW+'m»-^ + *E (* - Р)т{ткр-^ <
s = r(r) + 2

Е т{ткр-({п-тх)<

к

Из неравенства (82) вытекает, что J^ т*тк~{ < raf+ 1. Таким образом, по­
я = 1

лучаем, что

M(Wr) < M{Wr_x) + (t- p)fimlk + l.	(95)

В случае t =р+1 оценка для M{Wг) следует из неравенств (87) и (94):

8=1
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к

Учитывая в этом неравенстве неравенство ^2 т[ тк ~s < тк +1, получим

M(Wr) < M{Wr_x) + mtmk + l.

Таким образом, в этом случае M(Wг) также удовлетворяет соотноше­
соотношению (95).

Если т(г) не существует, т. е. для любого s =0, 1,..., к — 1 среди не со­
содержащихся в QuWr_l наборов не более чем (г + 1)-го ранга из квазислоев
s-то уровня не найдется тх наборов одной и той же категории, то завер­
завершим построение искомой последовательности множеств, положив q = r — \.
Аналогично доказательству конечности последовательности множеств C3)
можно показать, что построение последовательности G9) обязательно за­
завершится.

Пусть S — подмножество всех множеств W' ¦ последовательности G9)
таких, что M(Wj)^ rai + 1. Если S непусто, то обозначим через j* мини­
минимальный порядковый индекс множеств из 5. Из неравенств (83) и F2)
следует, что

Поэтому Wo ^ S. Следовательно, j* > 1. Таким образом, мы можем рассмо­
рассмотреть множество Wj,_l. Из (80) имеем fni + l —M(Wj._l) = 0 (mod га*).
Обозначим через с целое число (mi + x — M(Wг_х))/тк. Поскольку
Wг_х ф S, то mi + l — M(Wj*_i) > 0 и, следовательно, с > 0. Кроме того,
из неравенства M{Wг) ^ mi + l и неравенства (95) для г = j* вытекает, что
Щ + \ - M(Wr_x) < (t -p)iimk + x, поэтому с <(t -p)iimx. Таким образом,
мы можем выбрать с различных наборов (г + 1)-го ранга в квазислое Вк и
взять в качестве множества J(t(f) объединение всех этих наборов с набора­
наборами множества Wr_{. Воспользовавшись формулой F6), получим

_l) + cmf = mi + l. (96)

Пусть теперь множество S является пустым. Это означает, что

Ji(Wq)<mi + l.	(97)
Обозначим через V множество всех не содержащихся в в наборов не более
чем (г + 1)-го ранга из квазислоя Вк. Положим W = Ек \ (в U Wq U V).
Аналогично доказательству леммы 3 оценим величину M{W), разбив W на
подмножества:

w = v\jk{} T7u*u vl'uvk,s=0	s=0
где V = W П С*., VJ (V") — множество всех наборов более чем (г + 1)-го
ранга (не более чем (г + 1)-го ранга) из W, принадлежащих квазислоям s-ro
уровня, s =0, 1..., к — 1, и Vk = WdBk. Тогда

M(W) = M{V) + kJ2 M(Vj) + kJ2 ^L{VJ') + M(Vk).	(98)s=0	s=0
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Чтобы оценить Ji(VJ) для s = 0, 1,..., к - 2, рассмотрим снова два
возможных подслучая.

а) Пусть t>p + l. Тогда согласно формуле F5) имеем

= Е ((Л - 1) - (€
\,..., t

= Е {h-i-2)mxmk lmv

E
и, v = p + I

= E
Применяя к этим соотношениям неравенства G0) и G3) соответственно,
получим

(Щ (/»-»- 2)(t -р- \)тхткр-^,	(99)
(h-i- 2)(t - р)тГ1т^Г1^ я = 1,..., fe - 2.

A00)
б) Пусть t =p + 1. Отметим, что тогда единственным набором, не со­

содержащим символов 0, 1,..., р — 1, является набор (р; р;...; р), принадле­
принадлежащий множеству С\. Таким образом, в этом случае Etk не содержит ква­
квазислоев нулевого уровня. Следовательно, Уо' = 0и M{Vq) = 0, т. е. неравен­
неравенство (99) справедливо и в этом случае. Справедливость неравенств A00)
в этом случае вытекает из равенств, получаемых применением к M(VJ)
формулы F5):

Применяя формулу F5) к V?_x, имеем

v=p+ 1

V"^ /7	•	Q \ f^ k fyy-ь 	 / ~U	n	О \ YY1 к
v=p+ 1

Суммируя данное равенство с неравенствами (99) и A00), получимА;- 1			А;- 1
^2 M(VJ)^ (h — i—2)(t —p—\)mxmk~lii+ J^ (h — i —2)(t — p)m{m*'?/jl +s=0	s=2

к

(n — г — Z)m* ii ^ (n — г — 2)(t — р)ц 2^ m*m*+*.

к

Поскольку ^2 rn\rnp + \ < ^i* + 1, получаем тогда, что
s = l A;- 1

J^ ^(V^') ^ (h — г — 2)(t — p)iimk + x.	A01)
s=0
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Множество Vk состоит из всех наборов более, чем (г + 1)-го ранга из ква­
квазислоя Вк, поэтому согласно формуле F5) имеем

= (h-i-2)(t-p)/imk + l.

Складывая это равенство с неравенством A01) и используя неравенст­
неравенство F2), получим

*Е -ЖУ!) + -ЖУк) < 2(h ~ i ~ 2)(t ~ p)»m? + l ^(h-i- 2)Ank. A02)

Аналогично доказательству леммы 3 для любого s=0, I,..., к — 1 имеем
\VS"\ < т\. Кроме того, из формулы A6) следует, что для любого набора а
из V" справедливо неравенство -М({а})^ т{тк~(. Таким образом,

•ЖУ?) = Е_ Л({а)) ^\VJ'\. mim^f < m^m^.
а е V"

Следовательно, используя также справедливое для множества V нера­
неравенство F4), получаем, что

Ж(У) + *Е Л(У?) < (* - р)ш*+1 + "-? т?+*т^{ <s=0	s=0

A03)

Применяя (82) и F3) к правой части этого неравенства, получим

M(V)+ J2 M(Vj')</imf + 2<dhnk.

Учитывая в соотношении (98) неравенства A02) и A03), имеем

M(W)<(h-i-2)Ank + dhnk^nk X) <?= Е Ч-	A04)j=i+2	j=i+2

Аналогично равенству E5) мы можем доказать, что

Поэтому из неравенства A04) следует, что

M(Wq) + M(V')> Е т.- Е m,- = mi + l.	A05)j=i+\	j=i+2

Обозначим через а число (mi + l - M(Wq))/mk, которое является це­
целым в силу соотношения (80) для s = q и положительным в силу нера­
неравенства (97). Согласно формуле F5) для V выполняется соотношение
M(V) = \Vf\ • mf. Поэтому из неравенства A05) следует, что а< \V'\. Та­
Таким образом, мы можем выбрать а различных наборов из множества V и
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взять в качестве множества Jfi(f) объединение всех этих наборов с набо­
наборами множества Wq. Аналогично равенству (96) получаем

= M(Wg) + amf = mi + 1.

Таким образом, в любом случае множество J(t(f) удовлетворяет равен­
равенству B5), которое эквивалентно соотношению B4). Кроме того, это множе­
множество, очевидно, не содержит наборов ранга, большего г + 1, и удовлетворяетсоотношению	_ _

2. Пусть t = р. Тогда, очевидно, тх =... = mt = 1, поэтому n = t. Поло­
Положим к = &д. Поскольку для любого множества U наборов из Etk очевидным
образом выполняется соотношение

в качестве искомых множеств Jfo(f), ^(/),..., ^д-гСО мы можем взять
произвольные непересекающиеся подмножества С/о, t/j,..., Uh_2 множест­
множества Ек такие, что \17{\ = A{ + 1пк.

Построив искомые множества Jfo(f),..., ^_г(/) и применив утверж­
утверждение 5, получим соотношение B3), из которого следует, что Э G (Э). По­
Поэтому С[П(Э); Т(Э)] С (Э) в силу утверждения 4.

Объединяя вместе леммы 2, 3 и 4, получаем
Следствие 2. Для любого позитивного вектора ЧЬ из Q@,1)

справедливо соотношение A0).

§ 5. Замыкания конечных множеств стохастических векторов

Рассмотрим теперь произвольное конечное множество М = {@15..., ®s}
позитивных стохастических векторов из Q@, 1) размерности hx,...,h8
соответственно. Как и в случае одноэлементных множеств, без огра­
ограничения общности мы можем представить каждый вектор 4ti в виде

) где (mi@> • • •> т?}) = !
обозначим через /^ наибольший общий делитель всех чисел т[1\ ..., т$\
кроме числа mf\ В предыдущем параграфе было показано, что множества
Т(Э-) = {Ц1\ ..., ^*)}>1 являются разделимыми и взаимно простыми с п..
Положим Г(М) = (Г(Э1),..., Г(Эв)) в случае О2и Г(М)=Г(Э1) в слу­
случае s = 1. Согласно утверждениям 19 и 8 имеем

Утверждение 20. Множество Т(М) является разделимым и
взаимно простым с каждым из чисел п1?..., п8.

S

Обозначим через П(М) множество простых чисел \J <$(п{). В силу
г = 1

утверждения 20 мы можем рассмотреть множество G [П(М); Т(М)]. Ос­
Основным результатом данной работы является

Теорема 1. (М) = G [П(М); Т(М)].
Для доказательства теоремы 1 мы воспользуемся двумя вспомогатель­

вспомогательными утверждениями, доказанными в [5].
Лемма 5. Пусть П — множество простых чисел, А — конеч­

конечное разделимое множество чисел, взаимно простых с множеством П,
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и Н — замкнутое множество стохастических векторов, содержащее
множество G[{p}; А] для каждогор изП. Тогда G[Yl; A]CH.

Лемма 6. Пусть р, q — два возможно одинаковых простых чис­
числа, А —конечное разделимое множество чисел, взаимно простых с р,
В — взаимно простое с числом q разделимое множество, состоящее
из не более чем двух чисел, Н — замкнутое множество стохастических
векторов, содержащее множества G[{p}; А] и G[{q}; В].

Тогда
G[{P};(A,B)]CH.

Лемма 6 может быть обобщена следующим образом.
Лемма 7. Пусть р, q — два возможно одинаковых простых чис­

числа, А, В —конечные разделимые множества чисел, взаимно простые с
числами р и q соответственно, Н — замкнутое множество стохасти­
стохастических векторов, содержащее множества G[{p}; А] и G[{q}; В].

Тогда
G[{p};(A,B)]CH.

Доказательство. Для доказательства леммы применим индукцию
по мощности \В\ множества В.

Базисом индукции для \В | ^ 2 служит лемма 6.
Пусть г ^ 2, и утверждение леммы доказано для всех множеств В та­

таких, что \В\ ^ г. Рассмотрим произвольное множество В = {Ь15..., bi + l}
из г + 1 элементов. Обозначим через В' и В" разделимые множест­
множества {&1&25 Ь3,..., bi + i} и {Ь15..., bi-l5 Ь{Ь{ + 1} соответственно. Заметим, что
В = (В'', В"), поэтому согласно утверждению 9 множества G[{g}; B'\ и
G[{q}; В"] содержатся в G[{q}; В]. Следовательно, эти множества содер­
содержатся в Н. Поэтому согласно индуктивному предположению множества
G[{p};(A,B')] и G[{p};((A,B% В")] также содержатся в Я. Пользуясь
ассоциативностью операции взятия наибольшего общего делителя раздели­
разделимых множеств, имеем

((А, В'), В") = (А, (В', В")) = (А, В).

Таким образом,

G[{p}; (А, В)] = G[{p}; ((А, В'), В")] С Я.

Применяя индукцию по числу разделимых множеств, из леммы 7
получаем

Следствие 3. Пусть рх,..., ps — возможно одинаковые простые
числа, А15..., As —конечные разделимые множества, взаимно простые
с числами р{,..., ps соответственно, Н —замкнутое множество сто­
стохастических векторов, содержащее множества G[{^-}; А.], г = 1,..., s.

Тогда

Доказательство теоремы 1. Пусть Э = (dx',...; dh)—про­
dh)—произвольный стохастический вектор из (М). Это означает, что для некоторой
/г-значной функции /(ж1?..., хк) и некоторых векторов ЭАA),..., ЭА(Л) из М
выполняется соотношение Э =Р {/ (®АA),..., ®A(fe))}, т. е. согласно фор­
формулам B) для каждого г = 1,..., h справедливо равенство

^=РЛ,(/)(®М1)'---'®л(*))-	A06>
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Положим R = пАA) ... Пцк) и для любого множества U наборов из
fi(@AA), • •., ®а(*)) обозначим через M(U) число R Ри (ЭАA),..., ЭА(*))- Из
формулы A) вытекает, что

M(U)= E ш^...™^	A07)
(<xi;...;<xfc)et/

Таким образом, для любого U величина M(U) является целым числом,
и согласно равенствам A06) для каждого г = 1,..., h число dt представимо

дробью д
Пусть I — произвольное число из Т(М). Тогда I = (Ц1\ ..., ljs)) для

некоторых j\,..., js. Обозначим через аA) набор (jx(l) - 1;...; jx(k) - 1)
из fi(®A(i),..., ®A(fe))- Пусть (j = ((jp*...; (j^) — произвольный набор из
fi(@AA),..., ®A(fe)), отличный от ^A). Тогда для некоторого г выполняется
a. ^zjx^ — 1. Заметим, что гп^\Х) делится на Ц*\ и, следовательно, делится
на I. Таким образом, для любого набора а, отличного от &{1), соответст­
соответствующее этому набору слагаемое m^l^ ... m^}klX) в сумме A07) содержит
сомножитель m^l^, делителем которого является число I. Поэтому ве­
величина M(U) кратна числу I для любого множества U, не содержащего
набора сгA).

Для г = 1..., h — 1 обозначим через Т. подмножество множества Т(М),
содержащее число I е Т(М) в том и только том случае, когда г ^ /(a(Z)).
Пусть I G Тг. Тогда любое множество Jfj(f), где j < г, не содержит на­
набора аA). Поэтому любая величина M(J/3(f)), где j < г, является крат­

г

ной числу I. Следовательно, сумма ^ M(J/j_l(f)) также является кратной
.7 = 1

числу I. Таким образом, эта сумма является кратной любому числу из Т{.
Так как Т- состоит из попарно простых чисел, получаем тогда, что

E^(^_i(/)) = 0 (mod||2J||).	A08)
.7 = 1

Пусть теперь I G Т(М)\ Т., т. е. г >/(a(Z)). Тогда любое множе­
множество Jfjif), где j ^ г, не содержит набора а(/). Поэтому любая вели­
величина M(J/3(f)), где j ^ г, является кратной числу Z. Тем самым сумма

h

^2 M{Jf3_x{f)) также является кратной числу I. Таким образом, эта
j = г + 1

сумма является кратной любому числу из Т(М)\ Т., при этом все чис­
числа из Т(М)\ Т{ попарно просты.

Следовательно,

^	= 0 (mod ||T(M)\TJ|).	A09)
3 = i + 1

Из равенства Е d3¦ = 1 вытекает, что Е ^(^j-\(f)) = -R» поэтому из со­i = 1	i = 1
отношения A09) получаем, что

?	= Д (mod||T(M)\3J||).	(ПО)
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Кроме того, из определения множеств Г15..., Th_x следует, что

Т1ЭТ2Э...ЭТН_1.	A11)
В силу соотношений A08), (ПО), A11) и очевидного соотношения
С ЩМ) стохастический вектор

_ f R ' R
принадлежит G [ЩМ); Т(М)]. Таким образом, (М) С G [П(М); Г(М)].

Покажем теперь, что G[Tl(M); Т(М)] С (М). В силу следствия 2 это
соотношение верно для s = 1, поэтому будем предполагать, что s ^ 2.
Пусть pj — произвольное простое число из П(М). Без ограничения общ­
общности мы можем считать, что рх является делителем числа пх. Обозна­
Обозначим через р2,..., р8 произвольные простые делители чисел п2,..., ns со­
соответственно. Отметим, что согласно утверждению 1 множество (М) яв­
является замкнутым. Согласно следствию 2 для каждого г = 1,..., s имеем
G[^(n.); Т(®.)] С ({Э.}) С (М). Следовательно, (М) содержит для каждо­
каждого г = 1,..., s подмножество G[{p-}; Т(®.)] множества G[^(n-); Г(®.)].
Поэтому, применяя следствие 3, получаем, что Gfj^}; Т(М)] С (М) для
любого ^ из П(М). Тогда из леммы 5 вытекает, что G[Yl(M); Т(М)] С (М).

Исходя из теоремы 1, мы можем для любого стохастического вектора Э
эффективно определить, порождается ли этот вектор множеством М. Отме­
Отметим, что, поскольку (М) С SQ, из Э ^ 5Q следует Э ^ (-&0- Предположим,
что Э G SQ, и все компоненты вектора Э заданы несократимыми дробя­
дробями. Будем также предполагать, что все компоненты векторов из М заданы
изначально несократимыми дробями. Пусть h — размерность вектора Э и
щ — произведение знаменателей всех компонент этого вектора. Положим
AM = maxm|*), км = тах1г{ и рм = П^- В [5] получено явное описаниеi,3	i	{
множества (М) в случае, если М состоит из двумерных векторов, и на
основе этого результата показано, как проверить в этом случае принадлеж­
принадлежность вектора Э множеству (М) с помощью О Bs(log Ам + h) + log log 77®)
арифметических операций.

Используя аналогичные рассуждения и теорему 1, мы можем обобщить
алгоритм проверки на случай множества М, состоящего из векторов про­
произвольной размерности.

Теорема 2. Если все компоненты векторов из М и вектора ЧЬ
заданы несократимыми дробями, то для проверки соотношения ЧЬ е (М)
достаточно выполнить не более чем О (рм(^°ё^м + ^м + ^) +	)
арифметических операций.

§ 6. Заключение

Интересным направлением дальнейших исследований является воз­
возможное обобщение полученных результатов на случай замыканий произ­
произвольных множеств стохастических векторов из SQ и описание всех замк­
замкнутых подмножеств множества SQ.

10 МВК, вып. 12
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