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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
ЧАСТИЧНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ)

А. В. ЧАШКИН
(МОСКВА)

§ 1. Введение

Весом частичной булевой функции называется число наборов в ее
области определения, на которых значение функции равно единице. В на­
настоящей работе изучается средняя сложность вычисления частичных буле­
булевых функций и частичных булевых функций данного веса неветвящимися
программами с условной остановкой. Рассматриваемые программы обобща­
обобщают понятие схемы из функциональных элементов и являются естественной
моделью неветвящихся вычислений, т. е. вычислений, в которых нет услов­
условного перехода и косвенной адресации, но есть возможность досрочного пре­
прекращения работы при выполнении определенного условия. Такие вычисле­
вычисления можно представить следующим образом. Вычисления выполняет про­
процессор, снабженный памятью, состоящей из отдельных ячеек. Эти ячейки
будем обозначать символами у{. В памяти выделяется особая ячейка, со­
содержимое которой объявляется результатом работы программы. Эта ячейка
обозначается символом z. Процессор работает под управлением програм­
программы, являющейся последовательностью вычислительных команд и команд
остановки. Каждая вычислительная команда за единицу времени вычисля­
вычисляет значение некоторой двуместной булевой функции, аргументами которой
являются величины, содержащиеся в определенных ячейках памяти. Вы­
Вычисленный результат также помещается в одну из ячеек памяти. Команда
остановки может прекратить выполнение программы. Каждая такая коман­
команда имеет единственный аргумент — содержимое некоторой ячейки памяти.
Если значение аргумента равно единице, то процессор прекращает работу.
Если значение аргумента равно нулю, то выполняется следующая команда
программы. Различные вопросы, связанные со средним временем вычисле­
вычисления булевых функций неветвящимися программами с условной остановкой,
изучались ранее в [5-8].

Сложность вычисления частичных булевых функций и булевых функ­
функций данного веса схемами из функциональных элементов изучалась в боль­
большом числе работ. Асимптотически точное поведение функции Шеннона для
множества всех полностью определенных булевых функций данного веса
найдено О. Б. Лупановым в [3]. Аналогичный результат для множества

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 02-01-00985), программы поддержки ведущих научных школ РФ
(проект НШ-1807.2003.1) и программы "Университеты России" (проект УР.04.03.007).
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частичных булевых функций, определенных на области данного размера,
получен Л. А. Шоломовым в [10] и позднее А. Е. Андреевым в [1]. Ме­
Методы, использованные в этих работах, существенным образом опираются
на оценки Э. И. Нечипорука (см. [4]) мощности множества, содержащего
доопределения всех частичных булевых функций определенного вида. Си­
Системы недоопределенных булевых функций изучались Л. А. Шоломовым
в [9, 11]. Из опубликованных в этих работах результатов следует, в част­
частности, асимптотически точная формула для функции Шеннона множества
всех частичных булевых функций, вес которых незначительно отличает­
отличается от размера области определения. Похожий результат независимо полу­
получен Н. Пиппенджером [14]. В последнее время в связи с изучением ран­
рандомизированных алгоритмов и их дерандомизации интерес к частичным
булевым функциям заданного веса усилился. В 1999 г. П. Б. Милтерсе­
ном в работе [13] было установлено*) асимптотически точное поведение
функции Шеннона частичных функций, вес которых бесконечно мал отно­
относительно размера области определения. В результате общих усилий (ра­
(работы [9, 13]) в настоящее время для функции Шеннона L(n,m,w) мно­
множества всех частичных булевых функций, определенных на ш-элементных
областях и имеющих вес w, установлена асимптотически точная формула
L(n, га, w)~\og2 (™) /log2 log2 (™) + О(п), справедливая для всех возмож­
возможных значений га и всех значений веса w, не превосходящих га/2.

Средняя сложность частичных булевых функций заданного веса рас­
рассматривалась ранее в [8, 12], где было показано, что средняя сложность
почти всех частичных булевых функций данного веса с точностью до посто­
постоянного множителя не зависит от размера области определения, а зависит
только от веса. В [12], кроме того, обсуждалась связь частичных булевых
функций и рандомизированных вычислений. В настоящей работе приводит­
приводится новый метод вычисления частичных булевых функций, использование
которого позволяет усилить результаты работ [8, 12].

§ 2. Основной результат

В этом параграфе дадим необходимые определения и сформулируем
основную теорему о средней сложности частичных булевых функций.

Пусть X = {ж15..., хп} — множество независимых булевых перемен­
переменных. Введем множество переменных Y = {у{,..., уг} и переменную z. Пе­
Переменные из множества Y назовем внутренними, а переменную z — вы­
выходной переменной. Пусть, далее, a€Yu{z}, Ъ, ceXuYu{z}, f — булева
функция, зависящая не более чем от двух переменных. Вычислительной
командой р назовем выражение

р: а = /(Ь, с),

переменную а назовем выходом этой команды, а переменные Ъ, с — ее вхо­
входами. Если переменная а является выходом команды р, то будем говорить,
что команда р изменяет значение этой переменной, а если а не является
выходом р, то будем говорить, что команда р не изменяет ее значение.
Командой остановки р назовем выражение

р: Stop(b),

а переменную Ъ назовем входом этой команды.

*) В этой работе ошибочно утверждается, что полученный результат справедлив и в слу­
случае, когда вес функции равен по порядку размеру ее области определения.



ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЧАСТИЧНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ	233

Последовательность P=pv . .р{.. .pL, состоящая из вычислительных ко­
команд и команд остановки, называется неветвящейся программой с услов­
условной остановкой, если при любом j е {1, 2,..., L } каждый вход команды р.
есть либо независимая переменная, либо выход некоторой вычислительной
команды р., где г < j. Неветвящаяся программа работает в дискретные мо­
моменты времени ? =0, 1, 2,..., не изменяет значения независимых перемен­
переменных и изменяет значения внутренних и выходных переменных. Значения
уДх; t) внутренних переменных у- и значение z(x; t) выходной перемен­
переменной z программы Р в произвольный момент времени t на наборе независи­
независимых переменных х = (ж15..., хп) определим индуктивно:

в начальный момент времени t = 0 значения всех внутренних и выход­
выходных переменных считаем неопределенными;

если команда pt не изменяет значения внутренней переменной у. (или
выходной переменной z), то положим

у.(х; t) = у.(х; t - 1), я(х; t) = я(х; t - 1);
если команда pt изменяет значения внутренней переменной у. (или

выходной переменной z), и значения первого и второго входов команды pt
в момент времени t — 1 равны соответственно b(x; t — 1) и с(х; t — 1), то
положим

t - 1), с(х; t - 1)).
Значением команды pt программы Р на наборе независимых пере­

переменных х = (ж15..., хп) назовем значение ее выхода в момент времени t и
обозначим через ft(x).

Пусть pt,..., pt — все команды остановки программы Р, причем
tx < ... < tr. Тогда j-ю команду остановки программы Р будем обозначать
символом Sj, т. е. sj=pt . Вычислительную команду р. (переменную хь) назо­
назовем нулевым аргументом команды остановки s3- и обозначим через q., если:

(i) выход команды р{ (переменная xt) является входом команды s^
(ii) среди вычислительных команд pt, находящихся в программе меж­

между командами pt и sjf нет команды, выход которой совпадает с выходом
команды р{.

Вычислительную команду pi назовем первым аргументом команды
остановки s. если:

(i) выходом команды pt является переменная z;
(ii) среди вычислительных команд pt, находящихся в программе между

командами р{ и sjf нет команды, выходом которой является переменная z.
Будем говорить, что к-я команда остановки sk прекращает вычис­

вычисления программы Р на наборе х, если

^(х) = ... = qk_ j(x) = 0, ь(х) = 1.
Результат действия программы Р на наборе х обозначим через Р(х) и

определим следующим образом:

Р(х) = (
\ z(x;L), если ^(х) = ... = gr(x) = 0,

т. е. Р(х) равно значению выходной переменной z в момент остановки
программы. Легко видеть, что
Р(х) = ^(х)^(х; tx) V 5i(x)fe(x)^(x; t2) V ...

• • • V^! (x)g2(x) ...qk_l(x)qk (х)г(х; tk) V ...
... Vg1(xM2(x)... ^r_ 1(x)gr(x)^(x; tr) V 51(x)g2(x)... ^r(xJ:(x; L).
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Пусть D С {0, 1}пих=(ж1,..., хп) — набор независимых булевых пере­
переменных из D. Время работы программы Р на наборе переменных х (число
выполненных команд) обозначим через Тр(х.). Величину

т(Р) = щ^2 гр(х)>

где суммирование производится по всем двоичным наборам из D, назовем
средним временем работы программы Р на области D. Если для некоторой
частичной п-местной булевой функции /: D —> {0, 1} и любого двоичного
набора хизВ справедливо равенство /(х) = Р(х), то будем говорить, что
программа Р вычисляет функцию /. Величину

Г(/) = 1ШпГ(Р),

где минимум берется по всем программам, вычисляющим /, назовем сред­
средней сложностью функции /. Программу Р, вычисляющую функцию /, для
которой справедливо равенство Т(Р) = T(f), назовем минимальной про­
программой. Нетрудно видеть [7], что в минимальной программе разные коман­
команды остановки имеют разные нулевые аргументы.

В качестве примера рассмотрим программы Pv и Р&, вычисляющие со­
соответственно дизъюнкцию и конъюнкцию четырех переменных ж15..., х4:

z = хх V х2	у = хх & х2Stop(*)	z = 0
z = х3 V хА	Stop(?/)

z = х3 & хА

Первая команда программы Ру вычисляет дизъюнкцию переменных хх и х2
и объявляет вычисленное значение результатом работы программы. Вторая
команда останавливает вычисления, если дизъюнкция равна единице. Если
хх V х2 = 0, то выполняется третья команда, которая вычисляет дизъюнкцию
переменных х3 и х4 и объявляет ее значение результатом работы программы.
Легко видеть, что вторая команда программы Pv останавливает вычисления
на 12 наборах (у каждого из этих наборов хотя бы на одном из первых
двух мест стоит единица), т. е. программа Ру на 12 наборах выполняет два
действия, а на остальных четырех наборах — три. Следовательно,

Нетрудно видеть, что среднее время работы второй программы равно 3^.
Отметим, что неветвящаяся программа, не содержащая команды оста­

остановки и вычисляющая функцию, отличную от независимой переменной, яв­
является обычной схемой из функциональных элементов, базис которой со­
состоит из всех не более чем двухместных булевых функций. Поэтому средняя
сложность T(f) любой булевой функции /(х), существенно зависящей не
менее чем от двух переменных, не больше ее схемной сложности L (/).

Пусть {Ап}™=1 —последовательность конечных множеств возрастаю­
возрастающей мощности. Будем говорить, что почти каждый элемент множества Ап
обладает свойством 38, если при п —> оо отношение числа элементов мно­
множества Ап, обладающих свойством 38, к мощности Ап стремится к единице.

Для частичной булевой функции /, определенной на области
D С {0, \}п, положим

ВД) = |{хбГ>|/(х) = 0}|, ВД) = |{хбГ>|/(х) = 1}|.
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Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема. ПустьОС{0, 1}п, n log2 n<^Nx{f)^ \\D\.
Тогда существуют такие постоянные сх ис2, что:
(i) для почти каждой частичной булевой функции /: D —>{0, 1}

(ii) для каждой частичной булевой функции /: D —>{0, 1}

±dKJ) ~ \og2Nx{f)

Верхняя оценка теоремы доказывается в двух следующих параграфах.
В первом из них устанавливаются вспомогательные утверждения о слож­
сложности схем из функциональных элементов, реализующих частичные булевы
функции, а во втором (в лемме 8) на основе этих схем строятся неветвя­
щиеся программы с условной остановкой с требуемым средним временем
работы. При построении схем из функциональных элементов применяется
новый метод вычисления частичных булевых функций, существенно отли­
отличающийся от ранее известных. Нижняя оценка теоремы устанавливается в
пятом параграфе в лемме 10.

§ 3. Схемы из функциональных элементов

Если частичная функция / определена на области А, частичная функ­
функция h определена на области В, В С А, и /(х) = h(x.) для каждого хиз 5,
то будем говорить, что функция h является сужением функции f на об­
область В, и обозначать это так: /г(х) = /в(х).

Лемма 1. Пусть п —> сю, DC{0, l}n, \D\ ^ п. Тогда для каждой
частичной булевой функции /, определенной на области D,

Доказательство настоящей леммы опирается на доказываемые ниже
леммы 2-6. В лемме 2 устанавливается существование линейных операто­
операторов, которые вкладывают область определения частичной функции в булев
куб меньшей размерности так, что множество образов нулевых аргумен­
аргументов и множество образов единичных аргументов частичной функции имеют
незначительное пересечение. В леммах 2 и 3 показано, как, используя по­
подобные операторы, свести вычисление частичной функции /: D —> {0, 1} к
вычислению двух полностью определенных булевых функций, зависящих от
O(log2 \D\) переменных, и одной частичной булевой функции, определен­
определенной на области вдвое меньшего размера, чем функция /. Далее показано,
что повторное применение леммы 3 сводит вычисление частичной функ­
функции / к вычислению последовательности полностью определенных буле­
булевых функций, зависящих от последовательно уменьшающегося числа пере­
переменных.

Лемма 2. Пусть А, В — непересекающиеся подмножества
{0, 1}п, к —натуральное, т= [log2 |B|~| + fc. Тогда существует линейный
оператор!?: {0, 1}п—>{0, 1}ш такой, что

|{(х,у)|хеА, уеД #(х)	?
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Доказательство. Обозначим через F(n, га) множество всех ли­
линейных операторов %: {О, 1}п^{0, 1}ш. Очевидно, что \F(n, m)\ =2пт. Так
как для любых двух несовпадающих наборов х и у из {0, \}п имеется ровно
2п~1 различных n-местных линейных функций / с нулевым свободным чле­
членом, значения которых на этих наборах совпадают, т. е. /(х) = /(у), то в
F(n, га) имеется 2пт~т различных операторов ?? таких, что
Следовательно, величина

2-пт ^ 2пт-т = 2­

является средним значением для числа таких пар (х, у), на которых значе­
значения оператора из F(n, га) одинаковы. Следовательно, в F(n, га) найдется
оператор !? такой, что i?(x) = i?(y) не более чем на

парах (х, у), хеА, у ? В. Лемма доказана.
Лемма 3. Пусть D С {0, 1}п, /: D -> {0, 1}, D0 = {x<E D \ /(х) = 0}

и Dx = {х е D | /(х) =1}. Тогда существуют булева функция g и область
Dq с Do такие, что

Доказательство. К областям Do и Д применим лемму 2, пола­
полагая, что к = 1, т = |~log2 |Д|] + 1, А = Do и В = Dx. В результате найдется
такой линейный оператор Ьв: {О, 1}п—>{0, 1}ш, что множество

состоит не более чем из ^1 АI наборов. Введем га-местную булеву функцию
., если 3 хе Dx такой, что у = i?(x),
) в противном случае

и определенную на области D частичную n-местную булеву функцию
д(х.) = д'(^?{к)). Для каждого х G D из равенства #(х) = д'{!?{х)) = 0 сле­
следует, что хе Do, т. е. /(х) = 0. Поэтому

{̂ 	flf(x), если
и, следовательно,

Так как д(-х) = д'A?(х)), сложность д не превосходит суммы L(gf) + L(S?).
Оценим сложности функции д' и линейного оператора i?. Функция д' зави­
зависит от т= [log2 \DXП + 1 аргументов, поэтому (см. [2])



ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЧАСТИЧНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ	237

Оператор !? имеет п аргументов и т компонент. Следовательно, его слож­
сложность удовлетворяет неравенству

Складывая неравенства A) и B), получаем требуемую оценку сложности
функции д. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть D С {0, 1}п, /: D ->{0, 1} и [3 log2 \D\\ ^ п. Тогда
существуют булевы функции р(х) и q(x) и область D'CD такие, что

Доказательство. Положим Do = {х е ?> | /(х) = 0} и Д = {х е
G D | /(х) = 1}. Без ограничения общности будем полагать, что \D{\ ^ \D0\.
К функции / применим лемму 3. В результате получим функцию р и об­

область Dq, Dq С Do, такие, что |Z)o'| ^ g I ДI и

/(х) = р(х)-/Аи^(х),	C)
а для сложности функции ^(х) справедливо неравенство

Далее лемму 3 применим к определенной на области Dx U Dq частичной
функции fD UD,, которая равна нулю на области Dx и единице на области Dq.
В результате получим функцию д и область D[, D[ С D{, такие, что \D{\ ^

а для сложности функции # справедливо неравенство

Положим ?)' = Dq U D[, q(x.) = д(х.) и подставим равенство C) в E). В
результате получим

/в(х) = р(х)да V /д/ид,(х)) = р(х)(д(х) V /д,(х)).

Так как |1>| = |1>0| + |Д|, \D'\ = |D0'| + |D,'|, |1>0'| ^ J|D0| и |D,'| ^ J|D,|,

то очевидно, что |Z)'| ^ gl-^l­
Оценим сложность системы функций {р, q}. По предположению

|Д| ^ \D0\, потому 2\D0\ +A\D{\ ^ 3|Z)|. Теперь из очевидного равенства
?(^> ^) — ^(^ я)> выпуклости функции x/\og2 х, условия [3 log2 \D\~\ ^ п и
неравенств D) и F), легко следует, что

Лемма доказана.
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Лемма 5. Пусть D С {О, 1}п и \2 log2 \D |] > п. Тогда для сложно­
сложности любой функции /: D —>{0,1} справедливо неравенство

Доказательство. Из леммы 4 следует существование области Д,
Д С ?), которая состоит не более чем из gl-^l наборов, и таких функций ^
и ^, что

G)

причем сложность совместной реализации функций рх и qx удовлетворяет
неравенству

Далее рассмотрим функцию fD: Д —> {0, 1} и снова воспользуемся лем­
леммой 4. В результате получим новую область D2, D2 С Д, состоящую не

более чем из 21 A наборов, и такие функции р2 и д2, что21 Al

причем сложность совместной реализации функций р2 и q2 удовлетворяет
неравенству

<

log2log2|Z>|

Будем повторять подобные рассуждения (применение леммы 4 к функ­
функции fD) до тех пор, пока размер очередной области Ds не станет меньше чем

^	п' то 3 log2 (lo
, лемма 4 может быть использована нужное число раз. В результате полу­

получим последовательность вложенных областей Ds С ... С Д С ... С Д С D,

в которой г-я область Д состоит не более чем из jlA-il ^ ^т\^\ наборов,
и такие функции р{ и q{ (г G {1, 2,..., s}), что

/A_1(x) = ft(x)(ft(x)V/i,|(x)),	(8)
причем сложность совместной реализации функций р{ и д'. удовлетворяет
неравенству

Из G) и (8) легко получить, что

/(х) = р1(х)(д1(х) V ft(x)(fc(x) V ...
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поэтому справедливо неравенство

L(f)^±L(Pi,qi) + L(fD) + 2s,	A0)
г = 1

пользуясь которым, оценим сложность функции /.
Из (9) следует, что для суммы сложностей функций •pi и qt справедливы

следующие неравенства:

Iog2|?>| II ~
6|Д|

Для вычисления функции fD можно воспользоваться ее совершенной дизъ­
дизъюнктивной нормальной формой. Так как функция fD равна единице не
более чем на \DS\ наборах (полагаем, что вне области Ds она принимает
только нулевые значения), то ее СДНФ содержит не более \DS\ элементар­
элементарных конъюнкций, каждая из которых состоит из O(\og2 \D\) сомножителей.
Поэтому легко видеть, что

) = O(\Ds\log2\D\).

Область Ds состоит не более чем из |Z)|/(log2 \D\K наборов, поэтому

L (fD ) = О (\ D | /(log21D | J ]. Подставляя полученную оценку вместе с A1)
в A0), получаем требуемое неравенство для L (/). Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть D с {0, 1}п, /: ?>^{0, 1} и Z = [21og2 |?>Ц. Если
I <п, то существуют целое т, т^.1, линейный оператор 5?\ {0, \}п —>
^{0, 1}ш и частичная т-местная функция h: i?(D)^{0, 1} такие, что/() Л(#())
для каждого х из D.

Доказательство. Положим Do = {х G D \ /(х) = 0}, Д = {х G
Е D | /(х) = 1} и т = |~log2 |D0|] + |~log2 \DX\] + 1. Легко видеть, что т ^ /.
К областям Do и Д применим лемму 2 с к = |~log2 |Z?0|~| + 1, А = Do и
В = DX. Из этой леммы следует существование такого линейного оператора{}в{Г

Следовательно, ^(х)^^(у), если /(х)^/(у) для всехх и у из D. Восполь­
Воспользуемся этим свойством оператора 5? и определим требуемую ш-местную
булеву функцию h равенством

h( ч _ / /(х), если ЗхеВ такой, что у = i?(x),
\ 0, если у т^^(х) для любого xG D.

Легко видеть, что равенство /(х) = h{i?{x)) выполняется для каждого хе
G Д. Лемма доказана.

Доказательство леммы 1. Если [2 log21Z) |~| ^ n, то требуемая
оценка следует из леммы 5.

Если [2log2 \D\\ < n, то положим m=[21og2|.D|] и воспользуем­
воспользуемся леммой 6. Из этой леммы следует существование линейного операто­
оператора !?: {0, 1}п —> {0, 1}ш и частичной m-местной функции h таких, что
f(x) = h(??(x.)) для каждого xeD. Поэтому
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Сложность оператора it равна О ( П \ п ), а из леммы 5 следует, что

L(h) — сложность функции h — асимптотически не превосходит т—-туут,
поэтому l\\

О

Наконец, заметим, что если \D\ = O(n log2 п) и \D\ ^ п, то п, 2—- = О(п),

а если п log2 n = o(\D\), то "['о^^' =°(i^p])- Поэтому

Лемма доказана.
Напомним, что число наборов, на которых частичная булева функция

/: D —> {0, 1} равна нулю, обозначается через N0(f), а число наборов, на
которых она равна единице, — через N{(f).

Лемма 7. Пусть n—>oo, DC{0, \}n. Тогда для каждой частичной
булевой функции /, определенной на области D и такой, что п log2

\, справедливо неравенство

Доказательство. Положим Do = {х е D \ /(х) = 0} и Di={xe
€ .D | /(х) = 1}. К функции / применим лемму 3. В результате получим
функцию д1 и область D0l С Do такие, что

/(х) = 51(х)./„1иДо1(х),	A2)
а для сложности функции дх справедливо неравенство

Далее лемму 3 применим к функции fD UD . В результате получим новую
область D02 С D0l и новую функцию ^2. К функции д2 снова применим лем­
лемму 3 и т. д. После г-го применения леммы 3 получим функцию д{ и область
DOi С D0(i _ 1} такие, что

а для сложности функции gt справедливо неравенство

из которого с учетом условия Nx{f)^n log2 n легко следует оценка
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Будем порождать функции д{ и области DOi до тех пор, пока размер
очередной области не станет меньше |Д|. Так как на каждом шаге размер
порождаемой области уменьшается не меньше чем в два раза, то общее

число шагов не превысит величины s = [log2 -^-] ^ [log2 ^ ,L].
Из A2) и A3) легко следует, что

/(х) = л(х) • /Аия01(х) = #i(x) * fe(x) * /Аия02(х)

Поэтому L(f)^. J2 L (#.) + L (fD UD ) + s.B силу леммы 1 сложность функ­

ции fniin асимптотически не превосходит величины -<—Чтгт- Таким об­<! Ltx U UQs	Г	JQg^ | JJ^ |
разом, учитывая A4), для сложности функции / имеем следующие нера­
неравенства:

log2

Лемма доказана.

§ 4. Верхняя оценка средней сложности

Лемма 8. Пусть D С {О, 1}п, п log2 n< JV^/) ^ \\D\. Тогда для
каждой частичной булевой функции /: ?> —> {0, 1} справедливо нера­
неравенство

l6N{(f)
±dKJ) ~ \og2Nx{f)'

Доказательство. Как и ранее, положим Do = {x g D \ /(х) = 0}
и Д = {х g D | /(х) = 1}. Для построения программы Р, вычисляющей /,
воспользуемся полученным в предыдущей лемме представлением

/(х) = ^(х) • ?2(х) •... • а(х) • /AUjDo(x)

функции /, в котором функция дх определена на области D = Dx U Do, при
г = 2,..., s функции д{ определены на областях Dx U D0{i _ {), при г = 1,..., s
размер области DOi не превосходит 2~*|ZH|, и для функций д. и функции
/о и?> справедливы неравенства

Опишем работу программы Р на произвольном наборе у. Эта програм­
программа строится на основе схем из функциональных элементов, вычисляющих
функции д., и работает следующим образом. Сначала вычисляется значе­
значение дх{у). Если ^(у) = 0, то программа останавливается, и полагается, что
/(у) = 0. Если д{(у) = 1, то вычисляется значение #2(у). Если д2(у) = 0, то
программа останавливается, и полагается, что /(у) = 0. Если #2(у) = 1, то
вычисляется значение д3(у) и т. д. Если gs(y) = 1, то значение /(у) по­
получается в результате работы программы, вычисляющей частичную функ­
функцию fDiUDo/

16 МВК, вып. 12
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Оценим сверху среднее время работы программы Р. Положим D00 = D0.
Легко видеть, что первые L{gx) + 1 команд программы Р выполняются на
всех наборах области D, следующие L(g2) + 1 команд программы Р выпол­
выполняются на наборах из области Д U D0l, следующие L(g3) + 1 команд — на
наборах из Dx U D02 и т. д. Наконец, последние L(fD UD ) команд програм­
программы Р выполняются на наборах из Dx U DOs. Поэтому, в силу оценок A5),
справедливы неравенства

Так как | DOi | ^ 2~1 \ Do | и | Dx \ < \ Ds _ х | ^ 2s ~l \ Do \, то, продолжая предыдущее
неравенство, имеем

Лемма доказана.

§ 5. Нижняя оценка средней сложности

Оценим число различных программ, состоящих из данного числа ко­
команд. Для этого каждой программе Р, входам которой приписаны перемен­
переменные ж15..., хп, поставим в соответствие ориентированный граф Gp без крат­
кратных ребер. Каждый такой граф зададим списком из девяти условий, которые
будут определять его вершины, ребра и метки вершин и ребер. Первые пять
условий определяют вершины и метки вершин графа GP.

A)	Каждой переменной х{ и каждой команде р3- программы Р поставим
в соответствие вершину графа Gp.

B)	Вершине, соответствующей переменной х{, припишем символ х{.
C)	Вершине, соответствующей вычислительной команде р3-: а=/3(Ь, с),

припишем символ $-.
D)	Вершине, соответствующей команде остановки, припишем сло­

слово Stop.
E)	Вершине, соответствующей последней команде с выходом z, при­

припишем символ z.
Следующие два условия определяют ребра и метки ребер графа. Ребра в

свою очередь определяют порядок выполнения команд, находящихся между
двумя последовательными командами остановки.

F)	Вершины и{ и и. связаны ребром, направленным от и{ к ujf если:
(i) вершина и. соответствует вычислительной команде р, вершина ut

соответствует вычислительной команде р' (независимой переменной xz);
(ii) команда р' (переменная xt) является s-м аргументом команды р,

1 ^ s ^ 2; каждое такое ребро назовем функциональным и припишем ему
СИМВОЛ S.

G)	Вершины ut и и. связаны ребром, направленным от ut к и., если:
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(i) вершина и. соответствует команде остановки st, вершина щ соот­
соответствует вычислительной команде р' (независимой переменной xt);

(ii) команда р' (переменная xt) является нулевым аргументом ко­
команды st;

каждое такое ребро назовем функциональным и припишем ему
символ 0.

Последние два условия определяют порядок выполнения команд оста­
остановки и устанавливают связь между командами остановки и командами,
вычисляющими значения выходной переменной z.

(8)	Вершины и{ и и. связаны ребром, направленным от и{ к ujf если они
соответствуют командам, являющимся Z-й и (Z + 1)-й командами остановки
программы Р; каждое такое ребро назовем ребром остановки.

(9)	Вершины щ и и. связаны ребром, направленным от щ к и., если:
(i) вершина и. соответствует команде остановки st, вершина ui соот­

соответствует вычислительной команде р;
(ii) команда р является первым аргументом команды st, не является

нулевым аргументом этой команды и не является первым аргументом другой
команды st, при t' < t;

каждое такое ребро назовем особым и припишем ему символ 1.
Заметим, что особые ребра не могут выходить из вершин, соответству­

соответствующих нулевым аргументам команд остановки.
Программы Рх и Р2 назовем изоморфными, если изоморфны соответст­

соответствующие им графы. Легко видеть, что с точностью до изоморфизма любая
программа однозначно восстанавливается по соответствующему ей графу.

Через N(n, L) обозначим число неизоморфных приведенных программ
в базисе из всех не более чем двухместных булевых функций, содержащих
не более L команд и имеющих п входов.

Лемма 9. Справедливо неравенство

где с —некоторая постоянная.
Доказательство. Оценим число графов, соответствующих рас­

рассматриваемым программам. Пусть L х — число вычислительных команд в
программе, a L2— число команд остановки. Очевидно, что L =L{ + L2, и
каждый граф содержит не более L -\-п вершин. Оценим число ребер.

Число особых ребер обозначим через N. Из каждой вершины, соответ­
соответствующей вычислительной команде, выходит не более одного особого ребра.
Очевидно, что из вершин, соответствующих командам остановки и их ну­
нулевым аргументам, особые ребра не выходят. Поэтому N ^ Lx — L2 + п. С
другой стороны, в каждую вершину, соответствующую команде остановки,
входит не более одного особого ребра. Поэтому также справедливо нера­
неравенство N ^ L2. Объединяя два последних неравенства, при любом 7 из
[0, 1] имеем

Каждый граф содержит L2 — 1 ребро остановки и не более 2LX + L2 функ­
функциональных ребер. Следовательно, общее число ребер не больше, чем
2LX +2L2 + N. Известно (см. [3]), что число различных связанных графов
с р вершинами и q ребрами не превосходит величины apqq~p, где а — неко­
некоторая константа. Поэтому легко видеть, что число рассматриваемых графов
тем больше, чем больше R — разность числа ребер и вершин. Преобразуем
эту разность:

R=2LX+2L2 + N -L -п^
^Lx +L2 + A -7)(^i ~ L2-\-n)-\-jL2- n^B-7)L1 +>y2L2->yn.

16*
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Положим 7 — з* Тогда R ^ qDZ> — 2п). Теперь, учитывая число способов,
которыми можно пометить ребра и вершины графов, получаем, что

где с — постоянная. Лемма доказана.
Пусть / — частичная n-местная булева функция, определенная на об­

области D, Р — программа, вычисляющая /. Каждому двоичному набору х
из D, рассматриваемому как двоичная запись натурального числа, поставим
в соответствие его номер Np(x) такой, что 1 ^ Np(x) ^ \D\; Np(x) < Np(y),
если Гр(х)< Гр(у); iVp(x)<iVp(y), если Гр(х)= Гр(у) и х<у.

Лемма 10. Пусть D С {0, \}п, п log2 n<^w ^. -^\D\ an->oo. Тог­
Тогда для почти каждой частичной булевой функции /, определенной на
области D и такой, что Nl(f) = w, справедливо неравенство

T(f)> I."—.
\J / r^ 4 log2 w

Доказательство. Рассмотрим множество R, состоящее из всех
частичных функций, определенных на Д и принимающих значение 1 ровно
на w наборах, для которых справедливо неравенство,	A6)
где е — произвольное положительное число не превосходящее 1/3. Оце­
Оценим \R\. Пусть / — функция из R, Р — программа, которая вычисляет
функцию / и для которой справедлива оценка A6). Пусть, далее, х0 —
некоторый набор из D и Р' — начальная часть программы Р достаточная
для вычисления значений функции / на всех наборах с номерами, не превос­
превосходящими номер набора х0. Тогда из определения среднего времени работы
программы следует, что

т(Р) = щ Е тр(у)>щ\ Е тР(у)^^^^гР(х0).1 'уел	' ' y|iVp(y)>iVp(x0)	^^

Положим T = (l-3sL{™ w. Так как T(P)=TD(f)<T, то из предыдущего
неравенства легко видеть, что

Каждая функция однозначно определяется первыми Тр(х0) командами
своей минимальной программы Р и двоичным вектором длины не бо­
более чем \D\ — Np(x0), состоящим из значений функции / на тех аргу­
аргументах, время работы программы Р на которых больше времени ее ра­
работы на х0. Поэтому число функций в Д не превосходит произведения

w / \D\ — N Ы )\
N(Tp(x0), п) ^2 (' ' .рУ °Ч. Из леммы 9 и неравенства A7) следует, чтог=0 ^	*	/

(Л ГТ^ I Т~\ I \ / / Т~* Т~\	\ \
о * ТТп	ТГ~<	7 + П ) 10^9 ( С ( 77Т,	1гГ~,	т + 71)) +3 \D\- Np(xq) / 2 V \|^|-^р(хо) //

г=0

Далее рассмотрим два случая: j|Z)| ^ w^. gl-Dl," w<^\D\.
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Пусть g|?)|^'w^2l^l-B этом случае в качестве х0 возьмем набор с
номером JVp(xo) = \D\ — w. Тогда, учитывая справедливое при достаточно
больших п неравенство ew ^ 4n log2 п, имеем

4 / T.\D\ \	4T.\D\	4T-3W	(l-2e)w
3 \,|?)|-АГр(х0)У ^п~ 3w + n^ 3w +n^ \Og2w '

= ^ (W)=2W.' г=0г=0 ^	*	' г=0
Поэтому из неравенства A8) следует, что

A9)

С другой стороны, для любой положительной постоянной е при п —> оо
справедливо неравенство

(^М2)^2"^	B°)
Таким образом, сравнивая A9) и B0), видим, что имеет место нера­

неравенство

т. е. при з1^1 ^ w^ 2^1 утверждение леммы справедливо.
Рассмотрим второй случай когда w < -o\D\. Пусть набор xogD такой,

что Np(x0)= [3 \D\\. Тогда, как и в предыдущем случае, имеем
4 / T-\D\	\ 3-4T-\D\	(\-2e)w
3 {\P\-NP(^)^nJ^ 3-2\P\ +n^

Кроме того, так как

\l\D\]
\D\(\D\-l)---(\D\-w+l) **

о

11 + 2Щ|

то для любой положительной постоянной е при п —> оо справедливо нера­
неравенство

|лг()\ ? Д11Д1П /f|jD|]\	ЛД1) . B2)? /|?|-лгр(х0)\ ^ ? Д11Д1П <

Подставляя оценки B1) и B2) в A8), имеем

^	- J(l - О<» + log,
Следовательно,

т. е. и при гу ^ «|Z)| утверждение леммы также справедливо. Лемма дока­
доказана полностью.
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§ 6. Заключение

Сделаем несколько замечаний о результатах настоящей работы. Преж­
Прежде всего отметим, что конструкции схем из лемм 1 и 7 (являющихся в
настоящей работе вспомогательными утверждениями) хотя и не являются
асимптотически минимальными, тем не менее представляют и самостоя­
самостоятельный интерес. Это связано прежде всего с достаточно простой структу­
структурой этих схем, а также с тем, что их глубины легко могут быть сделаны
минимальными по порядку, а при более чем полиноминальных размерах об­
областей определения и асимптотически минимальными.

Также заметим, что приведенные в леммах 8 и 10 верхняя и нижняя
оценки средней сложности не являются наилучшими. В частности, верх­
верхнюю оценку средней сложности частичных функций можно понизить не
менее чем в четыре раза. К сожалению, доказательство этой уточненной
оценки достаточно громоздко. Нижнюю оценку из леммы 10 также можно
улучшить. Например, для функций, вес которых есть о-малое от размера об­
области определения, ее можно повысить не менее чем в четыре раза. Однако,
как и для верхней оценки, доказательство более точной нижней оценки в
общем случае становится слишком длинным.

Наконец, заметим, что, несколько удлинив доказательства лемм 7 и 10,
нетрудно показать, что утверждение теоремы остается справедливым если
в ее формулировке неравенство N{(f) ^> n log2 n заменить более слабым
неравенством iVj(/) ^ n log2 п.
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