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ВВЕДЕНИЕ 

Существует большое количество разнообразных технологий параллель-

ного программирования. Разрабатываемое параллельное программное обеспе-

чение предназначено только для конкретных архитектур вычислительных си-

стем. В таком разнообразии бывает сложно подобрать наиболее эффективную 

вычислительную систему для решения конкретной задачи. Важным фактором в 

развитии параллельных вычислений является стоимость параллельных вычис-

лительных систем. Дороговизна параллельных вычислительных систем, с од-

ной стороны, тормозит развитие прикладных основ параллельных вычислений, 

а, с другой, дает мощный толчок теоретическим исследованиям в области па-

раллельных вычислений. Но в любом случае разумно ориентироваться на су-

ществующие стандарты в параллельных вычислениях. 

Обычно выделяют два вида параллелизма: крупноблочный [1] и мелкозер-

нистый [2, 3]. Основное различие между этими двумя видами параллелизма за-

ключается в отношении числа последовательно выполняемых команд к числу 

межпроцессорных обменов. Алгоритмы, основанные на крупноблочном парал-

лелизме, выполняют (параллельно) небольшое число сложных последователь-

ных вычислений с редкими обменами промежуточными результатами. Мелко-

зернистый параллелизм подразумевает большое количество параллельно вы-

полняемых простых, часто одинаковых, вычислений, обмен результатами при 

этом происходит на каждом шаге [3]. Достоинства и недостатки есть у обоих 

видов параллелизма, подтверждают это и работы [3,4]. Параллельные вычисли-

тельные системы принято называть многопроцессорными или суперЭВМ [4]. 

В [4] предложена классификация наиболее распространенных многопро-

цессорных систем: 

─ Векторно-конвейерные компьютеры, характеризуются наличием 

функциональных конвейерных устройств и набором векторных команд. 

─ Массивно-параллельные компьютеры с распределенной памятью, 

представляют собой соединение микропроцессоров с помощью сетево-

го оборудования. 
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─ Параллельные компьютеры с общей памятью, вся оперативная память 

этих машин разделяется несколькими одинаковыми процессорами, об-

ращающимися к общей дисковой памяти. При этом проблем с обменом 

данными между процессорами и синхронизацией их работы практиче-

ски не возникает. 

─ Кластерные компьютеры. Это класс, представляющий собой комби-

нацию предыдущих трех. 

Параллельные машины, и, как следствие, параллельные вычисления, со-

здаются для “быстрого” решения задач большой размерности. Использование 

индивидуальных особенностей отдельно взятой задачи существенно облегчить 

процесс ее распараллеливания, если говорить о сравнении с общими методами. 

Часто наилучший результат достигается при комбинированном использовании 

общепринятых методов и индивидуальных особенностей решаемой задачи. 

Наиболее распространенным методом распараллеливания алгоритмов яв-

ляется метод, описанный в книге [5]. Широко используется этот метод и в рас-

параллеливании алгоритмов решения теоретико-графовыех задач. О некоторых 

их них рассказано в следующем параграфе. 

В настоящей работе проведено исследование, посвященное распаралле-

ливанию алгоритмов на предфрактальных графах [6]. Предфрактальные графы 

– класс графов, обладающий рядом отличительных топологических и метриче-

ских свойств, с использованием которых и проводится распараллеливание ал-

горитмов. 

Описанные в этой работе параллельные алгоритмы на предфрактальных 

графах относятся к категории крупноблочных и предполагают реализацию, по 

мнению авторов, на массивно-параллельных компьютерах. 

Для оценки трудоемкости параллельных алгоритмов будем использовать 

хорошо известные критерии. Под временем исполнения алгоритма будем пони-

мать число простых операций, произведенных за время работы алгоритма. 

Ускорение алгоритма представляет разницу между временем исполнения разра-

ботанного алгоритма и наилучшим временем исполнения известного последо-

вательного алгоритма. Вычислительная сложность представляет общее число 

всех операций произведенных алгоритмом за время его работы. 

1. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ НА ГРАФАХ 

На настоящий момент в отечественной научной периодике нет работ свя-

занных с распараллеливанием алгоритмов на графах. В оправдание можно со-

слаться на [7], где представлены некоторые параллельные алгоритмы для задач 

дискретной математики. В то время как в зарубежной периодике вопросам рас-

параллеливания алгоритмов уделяется не сравнимо большее внимание.  

Большинство известных параллельных графовых алгоритмов построено 

для PRAM (Parallel Random Access Machine) – модели параллельной вычисли-

тельной системы. В представленной раннее классификации, PRAM относится к 

компьютерам с общей памятью. Во избежание конфликтных ситуаций при од-
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новременном обращении нескольких процессоров к общей памяти в PRAM за-

даны следующие правила: 

─ конкурентное чтение / конкурентная запись (CRCW); 

─ конкурентное чтение / исключительная запись (CREW); 

─ исключительное чтение / конкурентная запись (ERCW); 

─ исключительное чтение / исключительная запись (EREW). 

 С более подробным описанием PRAM модели можно ознакомиться, 

например, в [8] или [9]. 

Простейшие параллельные алгоритмы для графа G  с n  вершинами и m  

ребрами можно найти в переводном учебнике [10]. 

В [11] предлагается эффективный алгоритм нахождения связных компо-

нент неориентированного графа G . В этом алгоритме используется mn   про-

цессоров CREW PRAM, а сам алгоритм исполняется за время )(log 2/3 nO . В -

[12] разработан параллельный алгоритм поиска всех пар кратчайших путей, где 

на модели CRCW PRAM достигается временная сложность )log/( 3 npnO  , 

используя при этом p  процессоров. Для проверки того является ли данное 

остовное дерево минимальным, разработан параллельный алгоритм [13] на 

EREW PRAM модели. Алгоритм исполняется за время )(lognO  и использует 

)log/)(( nnmO   процессоров. Для графа, степень каждой вершины которого 

2 , существует алгоритм [14] вершинной раскраски в   цветов на EREW 

PRAM (допуская при этом, что граф не содержит )1(  -клик). Время выпол-

нения алгоритма на nn log/  процессорах равно )(lognO . Для обновления 

остовного дерева минимального веса, при одновременном добавлении к исход-

ному графу k  новых вершин, используется алгоритм [15], время выполнения 

которого )log(log nkO  . Алгоритм реализуется на EREW PRAM с 

)log/(log)( nknk   процессорами. В [16] описан параллельный алгоритм поиска 

максимальных ациклических множеств. Алгоритм исполняется за )log( 3 nnO  

время на 2n  процессорах EREW PRAM. В работе [17] предлагается эффектив-

ное выполнение алгоритма Эдмондса для нахождения оптимального ветвления 

графа на STAR машине. Время исполнения алгоритма – )log( nnO  , а число ис-

пользуемых процессоров – m . STAR машина основана на модели параллельной 

машины типа SIMD с вертикальной обработкой информации [5]. 

2. ФРАКТАЛЬНЫЕ И ПРЕДФРАКТАЛЬНЫЕ ГРАФЫ 

Термином затравка условимся называть какой-либо связный граф 

),( QWH  . Для определения фрактального (предфрактального) графа [18] 

нам потребуется операция замены вершины затравкой (ЗВЗ). Суть операции 

ЗВЗ заключается в следующем. В данном графе ),( EVG   у намеченной для 

замещения вершины Vv ~  выделяется множество VvV j  }~{
~

, Vj
~

,...,2,1 , 

смежных ей вершин. Далее из графа G  удаляется вершина v~  и все инцидент-
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ные ей ребра. Затем каждая вершина Vv j

~~  , Vj
~

,...,2,1 , соединяется ребром с 

одной из вершин затравки ),( QWH  . Вершины соединяются произвольно 

(случайным образом) или по определенному правилу, при необходимости. 

Предфрактальный граф будем обозначать через ),( LLL EVG  , где LV   

множество вершин графа, а LE   множество его ребер. Определим его рекур-

рентно, поэтапно, заменяя каждый раз в построенном на предыдущем этапе 

1,...,2,1  Ll  графе ),( lll EVG   каждую его вершину затравкой ),( QWH  . 

На этапе 1l  предфрактальному графу соответствует затравка HG 1 . Об 

описанном процессе говорят, что предфрактальный граф ),( LLL EVG   по-

рожден затравкой ),( QWH  . Процесс порождения предфрактального графа 

LG , по существу, есть процесс построения последовательности предфракталь-

ных графов Ll GGGG ,...,,...,, 21 , называемой траекторией. Фрактальный граф 

),( EVG  , порожденный затравкой ),( QWH  , определяется бесконечной тра-

екторией. 

Использование операции ЗВЗ в процессе порождения предфрактального 

графа LG , для элементов ),( lll EVG  , }1,...,2,1{  Ll , его траектории позво-

ляет ввести отображение 1:  ll VV  или 1)(  ll VV , а в общем виде  

tll
t VV )( , lLt  ,...,2,1 . (1) 

В выражении (1) множество tlV    образ множества lV , а множество lV   про-

образ множества tlV  . 

Для предфрактального графа LG , ребра, появившиеся на l -ом, 

},...,2,1{ Ll , этапе порождения, будем называть ребрами ранга l . Новыми ре-

брами предфрактального графа LG  назовем ребра ранга L , а все остальные ре-

бра назовем  старыми. 

Если из предфрактального графа LG , порожденного n -вершинной за-

травкой H , последовательно удалить все старые ребра (ребра ранга l , 

1,...,2,1  Ll ), то исходный граф распадется на множество связных компонент 

}{
)1(

LB , каждая из которых изоморфна [19] затравке H . Множество компонент 

}{
)1(

LB  будем называть блоками первого ранга. Аналогично, при удалении из 

предфрактального графа LG  всех старых ребер рангов 2,...,2,1  Ll , получим 

множество блоков }{
)2(

LB  второго ранга. Обобщая, скажем, что при удалении 

из предфрактального графа LG  всех ребер рангов rLl  ,...,2,1 , получим 

множество }{
)(

,
r
iLB , }1,...,2,1{  Lr , блоком r -го ранга, где rLni  ,...,2,1  -

порядковый номер блока. Блоки LL GB 
)1(

 первого ранга также будем называть 

подграф-затравками H  предфрактального графа LG .Очевидно, что всякий 

блок ),(
)()()( r

L
r

L
r

L MUB  , }1,...,2,1{  Lr , является предфрактальным графом 

),( rrr MUB  , порожденным затравкой H . 
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Уточним для отображения   в формуле (1) ряд подробностей. Для любой 

вершины lj Vv  , },...,2,1{ lnj , предфрактального графа ),( lll EVG  , 

}1,...,2,1{  Ll , из траектории графа LG , справедливо 

)(
,)(

t
jtlj

t Uv  , (2) 

)(
,)(

t
jtlj

t Bv  , где tl
t

jtl
t

jtl
t

jtl GMUB   ),(
)(
,

)(
,

)(
,

, lLt  ,...,2,1 . 

Аналогично,  
)(

,
)(

, )(
tr
itl

r
il

t UU


 , (3) 

)(
,

)(
, )(

tr
itl

r
il

t BB


 , },...,2,1{ tLr  , },...,2,1{ rlni  . 

Два блока предфрактального графа назовем смежными, если существует 

ребро, вершины которого принадлежат различным блокам. Не требует доказа-

тельства тот факт, что блоки предфрактального графа смежны тогда и только 

тогда, когда смежны их прообразы из (2). 

Обобщением описанного процесса порождения предфрактального графа 

LG  является такой случай, когда вместо единственной затравки H  использует-

ся множество затравок    Ttt HHHHH ,...,,...,, 21H , 2T . Суть этого обоб-

щения состоит в том, что при переходе от графа 1lG  к графу lG  каждая вер-

шина замещается некоторой затравкой HtH , которая выбирается случайно 

или согласно определенному правилу, отражающему специфику моделируемо-

го процесса или структуры. 

Термином подграф-затравка )(l
sz  будем называть блок 

)1(
,slB , 1,1  lns , 

первого ранга предфрактального графа lG , Ll ,1  из траектории. Последова-

тельное выделение подграф-затравок )(l
sz  на графах LGGG ,...,, 21  из траектории 

предфрактального графа LG  разбивает множество ребер LE  на непересекаю-

щиеся подмножества подграф-затравок }{)( )(l
sL zGZ  , Ll ,1 , 1,1  lns . Такое 

разбиение на подмножества позволит нам сохранить информацию смежности 

старых ребер на момент их появления в предфрактальном графе. В траектории 

переход от графа 1lG  к lG  осуществляется 
1

1


  l
l nV  операциями ЗВЗ, поэто-

му общее число использованных затравок в порождении предфрактального 

графа LG  равно 
1

1
...1 12




 

n

n
nnn

L
L . Тогда мощность множества 

)( LGZ  всех подграф-затравок из траектории графа LG  также равно 

1

1
)(






n

n
GZ

L

L . 

На рис. 1 изображена траектория предфрактального графа ),( 333 EVG  , 

порожденного затравкой ),( QWH    полным 4-вершинным графом (см. рис. 1 

А). Самыми “жирными” линиями нарисованы ребра подграф-затравки 
)1(

1
z .  
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Линиями средней “жирности” нарисованы ребра подграф-затравок 
)2(

1z , 
)2(

2z , 

)2(
3z  и 

)2(
4z . И наконец, тонкими линиями (см. рис. 1 В) нарисованы новые ребра 

предфрактального графа 3G , которые образуют подграф-затравки )3(
sz , 16,1  s . 

Будем говорить, что предфрактальный граф ),( LLL EVG    взвешен, ес-

ли каждому его ребру L
l Ee )(  приписано действительное число 

),()( 11)( baew lll   , где Ll ,1   ранг ребра, 0a , и 
b

a
 . 

3. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ПОИСКА ОДМВ 

Параллельный алгоритм Pr  осуществляет поиск остовного дерева мини-

мального веса (ОДМВ) [19] ),( TL EVT   на взвешенном предфрактальном гра-

фе ),( LLL EVG  . Алгоритм использует k процессоров kppp ,...,, 21 . Назначим 

каждый процессор одной из подграф-затравок )(l
sz , Ll ,1 , 1,1  lns , предф-

рактального графа LG , тогда число используемых процессоров равно 

1

1






n

n
k

L

. 

Суть работы алгоритма заключается в следующем. Каждая подграф-

затравка )(l
sz  рассматривается как отдельно взятый граф. При этом каждый из k  

процессоров параллельно независимо друг от друга находит ОДМВ на своей 

подграф-затравке )(l
sz . Поиск ОДМВ отдельно взятой подграф-затравки осу-

ществляется алгоритмом Прима [20]. Алгоритм Прима используется в алгорит-

ме Pr  в виде процедуры, по мере необходимости. Нахождения ОДМВ всех 

подграф-затравок )(l
sz , позволяет построить ОДМВ предфрактального графа 

LG .  

Каждое ребро предфрактального графа имеет свой “уникальный” номер, 

однозначно определяющий ребро во всей траектории. Таким образом, выделе-

ние ОДМВ на подграф-затравке )(l
sz  будет соответствует выделению множества 

ребер на предфрактальном графе LG . 

Использование 
1

1






n

n
k

L

 процессоров, равное числу подграф-затравок 

позволяет достичь, как это будет показано далее, максимальной эффективности 

алгоритма Pr . 

АЛГОРИТМ Pr . 

ВХОД: взвешенный предфрактальный граф ),( LLL EVG  . 

ВЫХОД: ОДМВ ),( TL EVT  . 

1. Назначим каждый из k  процессоров kppp ,...,, 21  подграф-затравкам 
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)(l
sz , Ll ,1 , 1,1  lns . Каждый процессор будет обрабатывать только 

назначенную ему подграф-затравку. 

2. Одновременно k  процессоров kppp ,...,, 21  параллельно и независимо 

друг от друга применяют процедуру Prim к назначенной подграф-

затравке. 

3. На выходе шага 2 получаем множество из k  ОДМВ kTTT ,...,, 21 , кото-

рое определяет ОДМВ ),( TL EVT  , EET  . 

ПРОЦЕДУРА Prim. 

ВХОД: взвешенный граф ),( EVG  . 

ВЫХОД: ОДМВ ),( ss EVT  . 

Для обоснования алгоритма Pr  будем использовать 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Всякий предфрактальный граф LG  можно представить в 

виде множества подграф-затравок }{
)1(

LB , соединенных старыми ребрами раз-

ных рангов. А именно, старые ребра )1( L -го ранга объединяют множество 

подграф-затравок в множество блоков }{
)2(

LB  второго ранга, их в свою очередь, 

старые ребра )2( L -го ранга объединяют в множество блоков }{
)3(

LB  третьего 

ранга и т.д. Окончательно, старые ребра первого ранга объединяют множество 

}{
)1( L

LB  блоков )1( L -го ранга в связный предфрактальный граф LG . 

ТЕОРЕМА 1. Для предфрактального графа ),( LLL EVG   всякий его связ-

ный остовный подграф ),( SL EVS   удовлетворяет двум условиям: 

1. В множество ребер SE  входит хотя бы одно ребро каждого ранга. 

2. Старые ребра S
l Ee }{ )(  ранга l , }1,...,2,1{  Ll , имеющие общую 

вершину-прообраз, на графе lG  из траектории, образуют связный подграф. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первая часть теоремы целиком вытекает из утвержде-

ния 1. Действительно, если на подграфе ),( SL EVS   будут отсутствовать все 

ребра какого-либо ранга, то он не будет связным. Вторую часть теоремы дока-

жем от противного. Предположим, что некоторое множество ребер S
l Ee }{ )( , 

имеющих общую вершину-прообраз не образует на предфрактальном графе lG , 

}1,...,2,1{  Ll , связный подграф. Это значит, что среди образов концов ребер 

}{ )(le  на графе LG  найдутся такие, что ни одна из цепей их соединяющих не 

войдет в остовый подграф ),( SL EVS  , что противоречит условию связности 

этого подграфа. ◄
1
 

ТЕОРЕМА 2. Параллельный алгоритм Pr  строит на предфрактальном гра-

фе ),( LLL EVG   ОДМВ ),( TL EVT  . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгоритм Pr  на предфрактальном графе LG  выделяет 

k  ОДМВ kTTT ,...,, 21 . Докажем, что множество kTTT ,...,, 21  образует ОДМВ 

                                           
1
 Здесь и далее символом “◄” будем обозначать конец доказательств лемм и теорем. 
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предфрактального графа LG . ОДМВ iT , 1,1  Lni , выделенные на подграф-

затравках )(L
sz , образуют остовный лес, состоящий из 1Ln  связных компонент. 

Связные компоненты, в данном случае, это ОДМВ выделенные на блоках 

}{
)1(

LB . Согласно правилу взвешивания предфрактального графа, ребра принад-

лежащие блокам первого ранга имеют наименьшие веса по сравнению с ребра-

ми других рангов. Поэтому выделение ОДМВ на подграф-затравках )(L
sz  необ-

ходимо для получения ОДМВ предфрактального графа LG .  

Далее ОДМВ iT  выделенные на подграф-затравках )1( L
sz , в соответствии 

с утверждением 1, образуют 2Ln  связных компонент. Каждая компонента бу-

дет представлять собой ОДМВ блоков }{
)2(

LB . Продолжая данную линию рас-

суждений получим, что ОДМВ выделенные на подграф-затравках )2(
sz  в сово-

купности с раннее найденными ОДМВ образуют n  связных компонент. Каждая 

компонента будет представлять ОДМВ блока }{
)1( L

LB . И, наконец, ОДМВ под-

граф-затравки 
)1(

1z  связывает n  компонент в одну связную компоненту. Полу-

ченный связный остовный подграф, в силу добавления деревьев минимального 

веса, будет представлять ОДМВ предфрактального графа LG . ◄ 

ТЕОРЕМА 3. Время исполнения алгоритма Pr  на предфрактальном графе 

),( LLL EVG  , 
L

L nV   при использовании 
1

1






n

n
k

L

 процессоров, равно 

)( 2nO . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Основой алгоритма является шаг 2, с ним и связано за-

трата времени на исполнение. Остальные шаги производят простые операции и 

инициализацию переменных. Алгоритм Pr  выполняет шаг 2 параллельно, 

каждым из k  процессоров. Для выполнения шага 2 потребуется )( 2nO  времени 

(столько времени [20] требует процедура Prim для обработки подграф-

затравки). Так как это верхняя оценка в наихудшем случае, тогда будем считать 

что все k  процессоров закончат свою работу – выполнение шага 2 – одновре-

менно, за время )( 2nO . Тогда алгоритм Pr   исполняется за время )( 2nO . ◄ 

Отметим, что n  определяет размерность задачи поиска ОДМВ на под-

граф-затравке, в то время как размерность задачи поиска ОДМВ на предфрак-

тальном графе ),( LLL EVG   равна N , 
L

L nNV  . Таким образом время ис-

полнения алгоритма Pr  равно времени затрачиваемому на поиск ОДМВ на 

подграф-затравке. 

Время исполнения последовательного алгоритма Прима на предфрак-

тальном графе ),( LLL EVG  , NVL   равно )( 2NO . Сравнив последователь-

ный алгоритм Прима с параллельным алгоритмом Pr , получаем что время ис-

полнения алгоритма Pr  меньше на порядок: )()( 2NONO  . 
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СЛЕДСТВИЕ 3.1. Ускорение параллельного алгоритма Pr  на предфрак-

тальном графе ),( LLL EVG  , L
L nV   при использовании k  процессоров, 

1

1






n

n
k

L

, от последовательного алгоритма Прима равно )(NO . 

ТЕОРЕМА 4. Вычислительная сложность алгоритма Pr  на предфракталь-

ном графе ),( LLL EVG  , L
L nNV   равна )( 2nNO  . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгоритм Pr  представляет собой, по существу много-

кратное выполнение шага 2. Шаг 2 потребует выполнения )( 2nO  операций на 

каждой подграф-затравке (столько операций требует процедура Прима). В сум-

ме будет выполнено )( 2nOk   операций, 
1

1






n

n
k

L

. ◄ 

Тогда, )()(
1

1
)( 2222 nNOnnOn

n

n
OnkO L

L




















 . Отсюда вычисли-

тельная сложность алгоритма Pr  равна )( 2nNO  . 

Вычислительная сложность алгоритма Прима равна )( 2NO . Сравнив ее с 

вычислительной сложностью алгоритма Pr , получаем: )()( 22 NOnNO  . 

СЛЕДСТВИЕ 4.1. Вычислительная сложность алгоритма Pr  меньше вы-

числительной сложности алгоритма Прима в 2Ln  раз. 

4. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ПОИСКА СОВЕРШЕННОГО ПАРОСОЧЕТАНИЯ 

Алгоритм Ed  производит поиск совершенного паросочетания [19] на за-

данном предфрактальном графе. Рассмотрим взвешенный предфрактальный 

граф ),( LLL EVG   и траекторию ),( lll EVG  , Ll ,..,2,1 . Алгоритм использует 

k процессоров kppp ,...,, 21 . Где k  может варьировать в промежутке от одного 

до 1Ln . Назначим каждый процессор одной из подграф-затравок )(L
sz , 

1,1  Lns .  

ТЕОРЕМА 5. Предфрактальный граф ),( LLL EVG  , порожденный затрав-

кой ),( QWH  , имеет совершенное паросочетание, если затравка ),( QWH   

имеет совершенное паросочетание. 

Основная идея алгоритма заключается в том, что каждая подграф-

затравка рассматривается как отдельно взятый граф. При этом каждый из k  

процессоров параллельно независимо друг от друга находит совершенные па-

росочетания на своей подграф-затравке )(L
sz . Поиск совершенного паросочета-

ния подграф-затравки осуществляется с помощью алгоритма Эдмондса [19]. 

Алгоритм Эдмондса оформлен в виде процедуры и используется по мере необ-

ходимости. В результате нахождения совершенных паросочетаний всех под-
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граф-затравок )(L
sz , получаем совершенное паросочетание предфрактального 

графа LG . ◄ 

Для достижения максимальной эффективности алгоритма Ed  предпо-

ложим, что число процессоров равно количеству подграф-затравок )(L
sz , то есть 

1 Lnk . 

АЛГОРИТМ Ed . 

ВХОД: предфрактальный граф ),( LLL EVG  . 

ВЫХОД: совершенное паросочетание ),( ML EVM  . 

1. Назначим каждый из k  процессоров kppp ,...,, 21  подграф-затравкам 

)(L
sz , 1,1  Lns . Каждый процессор будет обрабатывать только назначен-

ную ему подграф-затравку. 

2. Одновременно k  процессоров kppp ,...,, 21  параллельно и независимо 

друг от друга применяют процедуру Edmonds к назначенной подграф-

затравке. 

3. На выходе шага 2 получаем множество k  совершенных паросочетаний 

kMMM ,...,, 21 , которое определяет совершенное паросочетание 

),( ML EVM  , EEM  . 

ПРОЦЕДУРА Edmonds. 

ВХОД: граф ),( EVG  . 

ВЫХОД: совершенное паросочетание ),( ss EVM  . 

ТЕОРЕМА 6. Параллельный алгоритм Ed  строит на предфрактальном 

графе ),( LLL EVG   совершенное паросочетание ),( ML EVM  . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. На последнем шаге L  порождения предфрактального 

графа LG  все вершины замещаются затравкой ),( QWH  . Совершенное паро-

сочетание sM  подграф-затравки )(L
sz , 1,1  Lns , покроет все вершины принад-

лежащие данной подграф-затравке. Так как множество вершин графа LG  мож-

но представить в виде совокупности вершин подграф-затравок )(L
sz , то покрыв 

совершенными паросочетаниями все подграф-затравки, получим покрытие все-

го множества вершин LG . Совершенные паросочетания подграф-затравок )(L
sz , 

при этом состоят только из новых ребер и в совокупности образуют совершен-

ное паросочетание предфрактального графа LG . ◄ 

ТЕОРЕМА 7. Время исполнения алгоритма Ed  на предфрактальном графе 

),( LLL EVG  , 
L

L nV   при использовании 1 Lnk  процессоров, равно )( 3nO . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Основой алгоритма является шаг 2, с ним и связано за-

трата времени на исполнение. Остальные шаги производят простые операции и 

инициализацию переменных. Алгоритм Ed  выполняет шаг 2 параллельно, 

каждым из k  процессоров. Для выполнения шага 2 потребуется )( 3nO  времени 
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(столько времени [20] требует процедура Edmonds для обработки подграф-

затравки). Так как это верхняя оценка в наихудшем случае, тогда будем считать 

что все k  процессоров закончат свою работу – выполнение шага 2 – одновре-

менно, за время )( 3nO . Тогда алгоритм Ed   исполняется за время )( 3nO . ◄ 

Время исполнения последовательного алгоритма Эдмондса на предфрак-

тальном графе ),( LLL EVG  , NVL   равно )( 3NO . Сравнив последователь-

ный алгоритм Эдмондса с параллельным алгоритмом Ed , получаем что время 

исполнения алгоритма Ed  меньше на два порядка: )()( 3NONO  . 

СЛЕДСТВИЕ 7.1. Ускорение параллельного алгоритма Ed  на предфрак-

тальном графе ),( LLL EVG  , L
L nV   при использовании k  процессоров, 

1 Lnk , от последовательного алгоритма Эдмондса равно )( 2NO . 

ТЕОРЕМА 8. Вычислительная сложность алгоритма Ed  на предфракталь-

ном графе ),( LLL EVG  , L
L nNV   равна )( 2nNO  . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгоритм Ed  представляет собой, по существу много-

кратное выполнение шага 2. Шаг 2 потребует выполнения )( 3nO  операций на 

каждой подграф-затравке (столько операций требует процедура Edmonds). В 

сумме будет выполнено )( 3nOk   операций, 1 Lnk . ◄ 

Тогда, )()()()( 22313 nNOnnOnnOnkO LL   . Отсюда, вычисли-

тельная сложность алгоритма Ed  равна )( 2nNO  . 

Вычислительная сложность алгоритма Эдмондса равна )( 3NO . Сравнив 

ее с вычислительной сложностью алгоритма Ed , получаем: )()( 32 NOnNO  . 

СЛЕДСТВИЕ 8.1. Вычислительная сложность алгоритма Ed  меньше вы-

числительной сложности алгоритма Эдмондса в 22 Ln  раз. 

5. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ПОИСКА ЭЙЛЕРОВОЙ ЦЕПИ 

Для поиска эйлеровой цепи [19] предфрактального графа предложим ал-

горитм El . Рассмотрим предфрактальный граф ),( LLL EVG   и его траекто-

рию ),( lll EVG  , Ll ,..,2,1 . Алгоритм использует k процессоров kppp ,...,, 21 .  

Число процессоров не обязано соответствовать количеству входных записей, а 

может варьировать в промежутке от одного до 
1

1






n

n
k

L

. Назначим каждый 

процессор одной из подграф-затравок )(l
sz , Ll ,1 , 1,1  lns . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Для того чтобы на предфрактальном графе LG  существо-

вала эйлерова цепь, достаточно выполнение следующих условий: 

1. Смежность старых ребер предфрактального графа LG  сохраняется. 

2. На затравке ),( QWH   существует эйлерова цепь. 
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Таким образом, будем предполагать, что алгоритм требует выполнения 

условий утверждения 2. 

Основная идея алгоритма заключается в следующем. Каждая подграф-

затравка )(l
sz  рассматривается как отдельно взятый граф. При этом каждый из k  

процессоров параллельно независимо друг от друга находит эйлерову цепь на 

своей подграф-затравке )(l
sz . Поиск эйлеровой цепи отдельно взятой подграф-

затравки осуществляется алгоритмом Эйлера [20]. Алгоритм Эйлера использу-

ется в алгоритме El  в виде процедуры по мере необходимости. В результате 

нахождения эйлеровых цепей всех подграф-затравок )(l
sz , получаем эйлерову 

цепь предфрактального графа ),( LLL EVG  . 

Использование 
1

1






n

n
k

L

 процессоров, равное числу подграф-затравок 

позволяет достичь максимальной эффективности алгоритма El . 

АЛГОРИТМ El . 

ВХОД: предфрактальный граф ),( LLL EVG  . 

ВЫХОД: эйлерова цепь ),( LP EVP  . 

1. Назначим каждый из k  процессоров kppp ,...,, 21  подграф-затравкам 

)(l
sz , Ll ,1 , 1,1  lns . Каждый процессор будет обрабатывать только 

назначенную ему подграф-затравку. 

2. Одновременно k  процессоров kppp ,...,, 21  параллельно и независимо 

друг от друга применяют процедуру Eiler к назначенной подграф-

затравке. 

3. На выходе шага 2 получаем множество k  эйлеровых цепей kPPP ,...,, 21 , 

которое определяет эйлерову цепь ),( LP EVP  . 

ПРОЦЕДУРА Eiler. 

ВХОД: граф ),( EVG  . 

ВЫХОД: эйлерова цепь ),( EVP ss  . 

ТЕОРЕМА 9. Параллельный алгоритм El  строит на предфрактальном гра-

фе ),( LLL EVG   эйлерову цепь ),( LP EVP  . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По определению, эйлерова цепь покрывает все ребра 

графа по одному разу, при этом любая вершина графа может состоять в цепи 

сколь угодно раз. Эйлерова цепь также представляет собой замкнутую цепь. На 

шаге 2 алгоритма El  найдены k  эйлеровых цепей kPPP ,...,, 21 . Таким образом 

на подграф-затравке 
)1(

1z  найдена эйлерова цепь 1P . Так как смежность старых 

ребер предфрактального графа LG  сохраняется, к эйлеровой цепи 1P  добавля-

ются цепи iP , выделенные на подграф-затравках )2(
sz . В результате получаем 

эйлерову цепь 2G . Продолжая по данному принципу добавлять эйлеровы цепи 
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подграф-затравок )(l
sz , в итоге получим эйлерову цепь предфрактального графа 

LG . ◄ 

ТЕОРЕМА 10. Время исполнения алгоритма El  на предфрактальном графе 

),( LLL EVG  , 
1

1






n

n
qME

L

L  при использовании 
1

1






n

n
k

L

 процессоров, 

равно )(qO . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Основой алгоритма является шаг 2, с ним и связано за-

трата времени на исполнение. Остальные шаги производят простые операции и 

инициализацию переменных. Алгоритм El  выполняет шаг 2 параллельно, 

каждым из k  процессоров. Для выполнения шага 2 потребуется )(qO  времени 

(столько времени [20] требует процедура Eiler для обработки подграф-

затравки). Так как это верхняя оценка в наихудшем случае, тогда будем считать 

что все k  процессоров закончат свою работу – выполнение шага 2 – одновре-

менно, за время )(qO . Тогда алгоритм El   исполняется за время )(qO . ◄ 

Отметим, что q  определяет размерность задачи поиска эйлеровой цепи на 

подграф-затравке, в то время как размерность задачи поиска эйлеровой цепи на 

предфрактальном графе ),( LLL EVG   равна M , MEL  . Таким образом вре-

мя исполнения алгоритма El  равно времени затрачиваемому на поиск эйлеро-

вой цепи на подграф-затравке. 

Время исполнения последовательного алгоритма поиска эйлеровой цепи 

на предфрактальном графе ),( LLL EVG  , MEL   равно )(MO . Сравнив по-

следовательный алгоритм Эйлера с параллельным алгоритмом El , получаем, 

что время исполнения алгоритма El  меньше на порядок: )()( MOqO  . 

СЛЕДСТВИЕ 10.1. Ускорение параллельного алгоритма El  на предфрак-

тальном графе ),( LLL EVG  , 
L

L nNV   при использовании k  процессоров, 

1

1






n

n
k

L

, от последовательного алгоритма Эйлера равно )(NO . 

ТЕОРЕМА 11. Вычислительная сложность алгоритма El  на предфракталь-

ном графе ),( LLL EVG  , MEL   равна )(MO . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгоритм El  представляет собой, по существу много-

кратное выполнение шага 2. Шаг 2 потребует выполнения )(qO  операций на 

каждой подграф-затравке (столько операций требует процедура Eiler). В сумме 

будет выполнено )(qOk   операций, 
1

1






n

n
k

L

. ◄ 

Тогда, )(
1

1
)( MOq

n

n
OqkO

L




















 . Вычислительная сложность алго-

ритма El  равна )(MO . 

СЛЕДСТВИЕ 11.1. Вычислительная сложность алгоритма El  равна вычис-

лительной сложности алгоритма Эйлера. 
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6. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ПОИСКА ГАМИЛЬТОНОВА ЦИКЛА  

Алгоритм Et  производит поиск гамильтонова цикла [19] на заданном 

предфрактальном графе. Опишем принцип работы алгоритма Et . Для этого 

рассмотрим предфрактальный граф ),( LLL EVG   и траекторию ),( lll EVG  , 

Ll ,..,2,1 . Алгоритм использует k процессоров kppp ,...,, 21 . Где k  может ва-

рьировать в промежутке от одного до 1Ln . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 3. Для того чтобы на предфрактальном графе LG  существо-

вал гамильтонов цикл, достаточно выполнение следующих условий: 

1. Смежность старых ребер предфрактального графа LG  не сохраняется. 

2. На затравке ),( QWH   существует гамильтонов цикл. 

3. Между любой парой вершин затравки ),( QWH   существует гамиль-

тонова цепь. 

Таким образом, будем предполагать, что алгоритм требует выполнения 

условий утверждения 3. 

Работа алгоритма начинается с того, что на подграф-затравке 
)1(

1z  произ-

водится поиск гамильтонова цикла. Затем на каждой подграф-затравке )2(
sz  вы-

деляется гамильтонова цепь между двумя вершинами, которые являются кон-

цами ребер, выделенного на подграф-затравке 
)1(

1z , гамильтонова цикла. Поиск 

гамильтоновых цепей на подграф-затравках )2(
sz  осуществляется параллельно и 

независимо n  процессорами. На следующем этапе 2n  процессоров также па-

раллельно и независимо находят гамильтоновы цепи на подграф-затравках )3(
sz . 

Поиск гамильтоновой цепи на подграф-затравке )3(
sz  осуществляется между 

двумя вершинами, которые являются концами гамильтоновой цепи, найденной 

на предыдущем этапе. Работа алгоритма продолжается до тех пор, пока на эта-

пе L  не будут найдены гамильтоновы цепи подграф-затравок )(L
sz . В результате 

нахождения гамильтоновых цепей всех подграф-затравок )(l
sz , получаем га-

мильтонов цикл предфрактального графа LG . 

Основная идея алгоритма заключается в том, что каждая подграф-

затравка рассматривается как отдельно взятый граф. При этом на Ll ,..,2,1  

этапах каждый из 1ln  процессоров параллельно и независимо друг от друга 

находит гамильтонову цепь на своей подграф-затравке )(l
sz . Поиск гамильтоно-

вой цепи подграф-затравки осуществляется с помощью алгоритма Hamilton 

[20]. Алгоритм Hamilton оформлен в виде процедуры и используется по мере 

необходимости.  

Использование 1 Lnk  процессоров, равное числу подграф-затравок )(L
sz  

позволяет достичь максимальной эффективности алгоритма Et . 
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АЛГОРИТМ Et . 

ВХОД: предфрактальный граф ),( LLL EVG  . 

ВЫХОД: гамильтонов цикл  ),( CEVC  . 

1. Процессор 1p  применяет процедуру Hamilton_Cycle к подграф-затравке 

)1(
1z . На выходе процедуры получаем гамильтонов цикл 1C . 

2. На данном шаге необходимо выполнить )1( L  этапов для Ll ,..,2 . 

2.1. Назначим каждый из 1 lnr  процессоров rppp ,...,, 21  подграф-

затравкам )(l
sz , 1,1  lns . Каждый процессор будет обрабатывать только 

назначенную ему подграф-затравку. 

2.2. Одновременно 1 lnr  процессоров rppp ,...,, 21  параллельно и неза-

висимо друг от друга применяют процедуру Hamilton к назначенной под-

граф-затравке. 

3. На выходе шага 2 получаем множество гамильтоновых цепей 

sCCC ,...,, 32 , )1
1

1
( 






n

n
s

L

, которое в совокупности с циклом 1C  опреде-

ляет гамильтонов цикл ),( CEVC  , EEC  . 

ПРОЦЕДУРА Hamilton_Cycle. 

ВХОД: граф ),( EVG  . 

ВЫХОД: гамильтонов цикл ),( ss EVC  . 

ПРОЦЕДУРА Hamilton. 

ВХОД: граф ),( EVG  . 

ВЫХОД: гамильтонова цепь ),( ss EVC  . 

ТЕОРЕМА 12. Параллельный алгоритм Et  строит на предфрактальном 

графе ),( LLL EVG   гамильтонов цикл ),( CEVC  . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Гамильтонов цикл покрывает все вершины графа стро-

го по одному разу, а покрытие ребер графа определяется вершинами цикла. На 

шаге 1 алгоритм Et  производит поиск гамильтонова цикла на подграф-

затравке 
)1(

1z . Затем осуществляется поиск гамильтоновых цепей на подграф-

затравках )2(
sz . Поиск проводится между двумя вершинами подграф-затравки 

)2(
sz , которым инцидентны два старых ребра 1-го ранга, входящих в гамильто-

нов цикл подграф-затравки 
)1(

1z . Более простыми словами, на подграф-затравке 

)1(
1z  находится гамильтонов цикл, а затем вместо вершин вставляются гамиль-

тоновы цепи соответствующих подграф-затравок )2(
sz . Таким образом, получа-

ем гамильтонов цикл предфрактального графа 2G . Продолжая по данному 

принципу добавлять гамильтоновы цепи подграф-затравок )(l
sz , в итоге полу-

чим гамильтонов цикл предфрактального графа LG . Так как покрыты все вер-



  19  

шины предфрактального графа LG , тогда найденный гамильтонов цикл являет-

ся искомым. ◄ 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В выполненной работе можно выделить несколько важных аспектов.  

Во-первых. Вычислительная сложность всех описанных алгоритмов ре-

шения теоретико-графовых задач на порядок ниже чем у известных аналогич-

ных алгоритмов. 

Во-вторых. Распараллеливание в исследованных задачах является гео-

метрическим. Т.е. входные данные алгоритмов делятся на определенные груп-

пы, которые затем обрабатываются на различных процессорах. Входными дан-

ными, в нашем случае, являются предфрактальный граф, а группами, соответ-

ственно, являются все его подграф-затравки. 

В-третьих. Это самый важный аспект. Возможность выделение на предф-

рактальном графе подграф-затравок, а значит и проведение геометрическое 

распараллеливания, существует только благодаря свойству самоподобия. 

Считаем приятным долгом выразить признательность профессору Мали-

нецкому Г.Г. за неоценимую помощь и поддержку в выполнении работы. 
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