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ЗАМКНУТЫЕ КЛАССЫ ЛИНЕЙНО-АВТОМАТНЫХ
ФУНКЦИЙ, СОДЕРЖАЩИЕ СУММАТОР

л. л. часовских
(МОСКВА)

Известно, что проблема полноты в классе Ро.д. конечных автоматов,
рассматриваемом вместе с операциями композиции (суперпозиции и обрат­
обратной связи), алгоритмически неразрешима [2, 4, 5]. В [8] для класса линейно­
автоматных функций (л.-а. функций) L, L Q Pq^, с теми же операциями
построен алгоритм, проверяющий полноту конечных систем. Алгоритм фор­
формулируется в терминах предполных классов.

Полученные результаты позволяют перейти к изучению замкнутых
классов линейно-автоматных функций. В настоящей работе изучается за­
задача выразимости в классе L через конечные системы, содержащие сумма­
сумматор F+B). Получено описание замкнутых классов в L, содержащих сумматор.
Решена задача выразимости конечных систем с сумматором.

Для Ро.д. известен критерий полноты систем, содержащих полную в
классе функций алгебры логики подсистему [1]. Мы построили алгоритм,
проверяющий выразимость в L через конечные системы с F+B) и критерий
вхождения F^ в замкнутый класс. Таким образом, получен алгоритм, кото­
который по паре (М15 М2) конечных множеств из L устанавливает справедливо
ли включение

что раньше было сформулировано в [7].

§ 1. Основные понятия и обозначения

В настоящей работе приведены доказательства фактов, полученных
в [7] и использованы определения и результаты работы [8].

Поле из двух элементов 0 и 1 будем обозначать Е2, а множество всех
формальных рядов переменной ? с коэффициентами из Е2 обозначим i?2[?]­
Таким образом,

Д2[?] = { ao + «i^+«2^2 + --- I ^?Е2, г=0,1,2,... }.
© А. А. Часовских, 2004
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Множество i?2[?] с операциями сложения и умножения является кольцом,
содержащим подкольцо периодических (с предпериодом) рядов, изоморфное
подкольцу L? кольца отношений многочленов,

а{еЕ2, Ь3-еЕ2, г'=0, 1,..., n, i = 1,2,..., га }.
Как показано в [8], л.-а. функция F(x{,..., хп), F(x{,..., хп) Е 1>,

осуществляет отображение из Д2П[?] в ^[?] следующим образом. Найдут­
Найдутся /х15..., /хи, 7 — элементы LJ такие, что для любых а15..., ап из R2[?]
выполнено: ^(а!,...,ап)=Е^^+7.	A)

г = 1

Будем говорить, что л.-а. функция F(xu ..., хп) сохраняет О, если
F@,..., 0) = 0. Следовательно, функция, задаваемая равенством A), сохра­
сохраняет 0 в точности тогда, когда 7 = 0.

Множество всех л.-а. функций, сохраняющих 0, обозначим L0, а мно­
множество всех л.-а. функций, зависящих от одной переменной, обозначим L{.
Таким образом, множество L°nL1 совпадает с L?, а его элементы 1 и ?
называются соответственно проводником и задержкой с нулевым началь­
начальным состоянием.

Если в A) для любого г, г = 1,...,п, выполнено //• =0, то
F(x{,..., хп) называется константной л.-а. функцией. Множество всех
константных л.-а. функций обозначается Lс.

На множестве L® помимо операций сложения и умножения можно рас­
рассматривать и операцию деления для случаев, когда делитель содержится в

Так при /jl{ e Lj и /jl2 e l+?Lj результат деления определен и выполнено:
^/2 Е Lf. Если fi2 e ?L$\ to на /х2 делить нельзя. Кроме того, на L? удобно

ввести операцию «Об», положив в случае /^ Е L?, /x2 G ?L?,

= тт

На множестве L стандартным образом [5] вводятся операции компо­
композиции (отождествления переменных, переименования переменных, подста­
подстановки и обратной связи)

Л.-а. функция F(x{,..., хп), задаваемая равенством A), где //• = 1, г =
= 1, 2,..., п, и 7 = 0, называется сумматором с п входами и обозначается
F+H(x,,...xn).

Если теперь л.-а. функция F(xl5..., хп) задается равенством A),
то, используя сумматор F+(n + 1) (ж15.. .жи + 1), а также функции /х^^),...
..., 1лп{хп)^ 7» Мг € ^?> г = 1,..., п, 7 € ?с> и операции подстановки,
получим

F(xl5 asj,..., хп) = F+(- + 1) (^(xO, M2(^),..., Mn(xJ, 7) .	B)

Пусть наряду с B) выполнено

\ Хп + ^, Жп + 2, . . ., Хп + п,) =

= F+("' + 1> (MB + i(xn + 1), А*„ + 2(я„ + 2)> • • •» А*„ + „-(я!в + п.), 7') • C)

Тогда для функций F=(xu х2,..., xn_l), F"(x[, х^,..., x'J,
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, х2,..., хп + п,_х), F°(xx, Д&2,..., an_i), построенных из F несоответ­
несоответственно отождествлением переменных хп и хп_{ у F, переименованием пе­
переменных у F с ж15 ^2,..., жп на ж{, ж?,..., х'п, подстановкой F(x{, х2,..., хп)
вместо переменной хп + п, функции F'(xn + l, xn + 2,..., хп + п,), применением
обратной связи к переменной хп функции F(x{, а^,..., хп), если обратная
связь в данном случае применима, имеют место равенства

F= = F+<n> (/x^i)* //2(^),..., /хп_2(жп_2), (fin_x+ /OK-i)* 7) , D)
F» = Ff + V (Ml(*f), ^(xj),..., Mn«), 7) ,	E)

7') ?

n Mn)(a;n_ J, O6G, /xj) . G)

Замыкание множества М, М С L, по операциям композиции, т. е.
операциям отождествления переменных, переименования переменных, под­
подстановки и обратной связи обозначим К(М). Замыкание множества М,
М С L® по операциям «+», «•» и «Об» обозначим АГA)(М), а замыкание
этого множества по операциям «+», «•» обозначим К}(М).

Если справедливо B), то положим

Пусть М CL. Тогда

FeM

С{М)= U
FeM

Каждой паре М, С подмножеств из L?, Lc соответственно, можно
сопоставить множество

которое обозначается 5(М, С).
В дальнейшем для доказательства некоторых утверждений будет ис­

использоваться метод, который называется индукцией по построению. При
этом рассматривается некоторое множество М л.-а. функций, замкнутое
по некоторому набору операций в. Пусть также множество М', М' С М
порождает М по операциям из в. Если удается доказать некоторое свойст­
свойство и) для каждого элемента из М', а также, то, что в результате применения
любой операции из в к любым элементам из М, обладающим свойством lj,
получаются л.-а. функции, обладающие свойством uj, то свойство ш счита­
считается доказанным для любого элемента М. Использованный принцип дока­
доказательства называется индукцией по построению.

Лемма 1. 1. Для любого М, MCL, справедливы включения

U(K(M))CKM(U(M)),
С(К(М)) С S(U(M),
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2. При f) e K(M),	(8)
функция F, удовлетворяющая соотношению B), содержится в К(М)
в точности тогда, когда для каждого г, г = 1, 2,..., п,

>yeS(U(M),C(M)).
Доказательство. Утверждение 1 леммы нетрудно доказать, ис­

используя индукцию по построению элементов из К(М) и равенства B)-G).
Докажем утверждение 2. Если F(x{,..., хп) ЕМи выполнены соотно­

соотношения B), (8), то из равенств

(Г = Ff)(x, x),
0°°,0°o,...0°°),

O00,...^, х, О00, 0°°,.. .О00))
г -1 раз о~

получаем: 7 G К(М) и fit e if(M), г = 1, 2,..., п.
Заметим, что

и в случае /х' G ^L? функцию Об (//, //') (ж) получаем применением обратной
связи к переменно х' функции F+B)(/x(x), /jl'(x')). Поэтому

K^(U(M))CK(M) и С(М)СК(М).
Отсюда и из (8) вытекает утверждение 2 леммы.

Лемма доказана.
Из утверждения 2 леммы следует, что, если F+B) e К(М), то

= S(U(M),
Нетрудно видеть, что из (8) следует1<EK^(U(M)).	(9)

Поэтому в дальнейшем изучается множество L? и замыкания АГA)(М),
5(М, С), |С| < сю, с некоторыми ограничениями на систему М, вытека­
вытекающими из (9).

Рассмотрим следующие замкнутые в Lf по операциям «+», «•»,
«Об» классы.

G Е2, ЦОе E2[t], v(t) € 1 + ^[f], К(О, «(О) =

- 2A
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?, ч>е?2Ш\{0}.
Введем следующие обозначения

Нетрудно видеть, что

Пусть ft, ft,... — последовательность всех неприводимых многочленов
из Е2[?], р{ = ? и р• фрр если г ^j. Положим

г = 1,2,...

"(О е Я2[?], v(f) е 1 + f^[f ], deg fix(f) < deg v

deg

В дальнейшем Л^A)(^) и Щ1)(?) обозначаем соответственно М}1) и Ril\
г=0,1,2,....

Лемма 2 [8]. 1. Множество JA),

J^d) = {Л i1), Л4?1) | i =0,1,2,...},

является приведенной критериальной системой в L\, т. е. для любо­
любого М, MCLf,

в точности тогда, когда

М

для любого в*1*,
2. Множество JA) состоит из предполных классов в L\ и содержит

все предполные классы.

§ 2. Замкнутые классы в L\

Замкнутые в L°x классы, не содержащиеся в тех же предполных клас­
классах, в которых не содержится проводник, имеют структуру, описанную в
следующей теореме.



118	А. А. ЧАСОВСКИХ

Теорема 1. 1. Пусть
г=0,1,2,.... A0)

Тогда найдутся такие \±, и0, Т, \± е f L°, и0 е 1 + ?Е2[?]> Т eN, что
выполнено одно из двух следующих соотношений:

Q М С M^bi, по),	A1)
= М = ЧA)(М) П ММ(ъ щ).	A2)

2. Число замкнутых в L\ классов М, удовлетворяющих включени­
включениям^!) или включениям A2) конечно.

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся некоторые предвари­
предварительные сведения.

Если цг е Ь?(м), где II е ??? \ {0}, то найдутся а-, Ър а- G ?^2, ^- е
€Е2, г =0, 1,..., п', у = 1, 2,..., п" такие, что

Рассмотрим отображение Фд из LQx{ii) в L$\ положив для /х', удовлет­
удовлетворяющего равенству A3),

Из трансцендентности расширения поля Е2 элементом \± [3] следует кор­
корректность определения отображения Фд.

Нетрудно видеть, что имеют место следующие равенства.

A4)
A5)

для любых ^', /х" из i?(/i).
Для множества М такого, что М С Lf(/x), через Ф (М) обозначим{	}
Лемма 3. Пусть выполнены A0). 7Ъг<Эа найдутся такие \i, \i^,

}, ч/по

A7)
A8)
A9)
B0)%	B1)

г =0,1,2,....
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Доказательство. Из доказательства леммы 9 в [8] следует, что
найдутся /х, /х0, \i e ?L?\{0}, \i = ^, (и, v)= 1, /x0eL?\{0}, со свойства­
свойствами A7) и A8). Соотношения A9), B0) следуют из A0), A4)—A6).

Докажем B1) при г =0.
Пусть

—	rL?-i	, П < S.
Тогда

.. . + апип) vs ~ nL
Поэтому в случае \i' е R^{\i) и degi; ^ 1, справедливо //' G i?A)(v). Если же
li' е Д0A)(м) и ^ = 1 > то deg и ^ 1 и ^' е Щ1). Отсюда следует

Нетрудно видеть, что B1) справедливо при г = 1.
Докажем B1) при г е {2, 3,...}.
Рассмотрим неприводимые многочлены и', и" из i?2[?L

и" = 1 + ах? + а2?2 + ... + ап„_x^n-l + f»\

Тогда v»fii' (^) e^[f ] и t;»"^ (^) e?72[f ].
Если {«"«'(^.«"•«"(^jcp^ie]	B2)

для некоторого неприводимого р из i?2[?], тои' = и".	B3)
Действительно, пусть B3) не имеет места. Тогда найдутся такие мно­

мно[ и и" из ??2[^], degu[(?) = n[, degu['(?) = n", что

поэтому

п' + п[ = п" + n{',

Отсюда и из B2) получаем иерЕ2[?], противоречие с (и, v) = 1.
Равенство B3) доказано.
Далее, пусть ФДМ) С iJ^fw"), degTz" = n" и vn"u"(/i) ф 1. Для лю­

любого /х', //' G М, найдутся г^ и ?х2 — многочлены из Е2[?] и найдутся

целые неотрицательные числа к, и к> такие, что /ir = vn"u"(/i)v, Ц1 и

vkiut{ii) G ^2[^]? г = 1,2. Из приведенных выше рассуждений с учетом
взаимной простоты многочленов г; и vn"u"(/i) следует

Для завершения доказательства соотношения B1) при г > 1 осталось
рассмотреть случай

ФГМ) С Я*1 V), vn<V(/x) = 1.	B4)
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Пусть «"(м)^у G М, «,(?) € Е2[?] и v,(O € 1 + ??,>[?]. Степени мно­
гочленов ?/"(?), и{(?)и v{(?) обозначим соответственно через п", t и s.
Не ограничивая общности рассуждений, будем в дальнейшем считать, что
(г^^), ?/"(?)) = 1 и s> n". (Этих соотношений можно добиться, сначала
представив дробь 1, ' в несократимом виде, а потом домножив числитель
и знаменатель полученной дроби на многочлен из E2[fi] взаимнопростой
с fiu"(fi).)

Имеет место тождество

Из B4) вытекает degu(?) = degv(?). Нетрудно видеть, что в
найдутся щ(?), щ(?), удовлетворяющие равенству

B5)

и неравенствам и3(?)^0, degu2(?)^s — n". Обозначим degu(?) через к.
Имеют место следующие соотношения:

deg(vsu"(fi)u2(fi)) =
= deg((^ri"^/(/x))

Нетрудно видеть, что выражения

являются многочленами из ^2[^]- Поэтому из B5) следует, что^	а Так как ^(Ом5-п" + 1(ОМм(О) =
и знаменатель дроби ^""-'(^^(^(i;)) вза­

имнопрост с «(?)' то u" ~ЧО'"з(м(О)е-Ё'2[^]- Поэтому

deg (^

Таким образом,

deg (^S(O^,(M(O)) >(s- n" + l)k.	B6)
Положим

Для степеней числителя и знаменателя дроби /х'(?) из B6) следуют
неравенства deg ?/'(?) ^ fc • s + fc • t и degv'd) ^ fc(s + 1) + kt. Поэтому

Щ1)
Таким образом, в случае B4) справедливо МСЩ1).
Тем самым получено доказательство B1) при г > 1. Соотношение B1)

доказано для любого г, г е {0, 1,...}.
Лемма 3 доказана.
Доказательство теоремы 1 проведем при условии, что найдется /х0, /х0 е
\Щ

B7)



ЗАМКНУТЫЕ КЛАССЫ ЛИНЕЙНО-АВТОМАТНЫХ ФУНКЦИЙ, СОДЕРЖАЩИЕ СУММАТОР	121

По лемме 3 это условие не ограничивает общность рассуждений.
Утверждение 1 теоремы 1 будет доказано, если в предположени­

предположениях A0), B7) показать, что для некоторого % Т е N,

B8)

ИЛИ ^ М С ЩЧ п М^(щ).	B9)
Через Щ Г', //'), где Т е N, /х' е 1 + ?L°{, обозначим

UV I jeN,j>T'}.

Через ^(А',//'), где А' е N, /л' е 1 + fL?, M; = ^, degu' < degv' - 2,
обозначим

V (е2Л') } I i е JV, 2Л' < j < (degv'(O

Лемма 4. Пусть имеют место A0), B7).М % ЩЪ	C0)
некоторых \±х, То

u(T0,tf)CKM(M).	C1)
При М С Д^1)	C2)
некоторых iix и \х {)	C3)
Доказательство C1) в случае C0) нетрудно получить, воспользовав­

воспользовавшись обоснованием леммы 9 в [8].
Пусть выполнено C2).
Для некоторых щ, /^, n^N, /jl{ g 1

Найдутся r^ и 7?з из iV, что

где atj e E2. Если щ > 0, то в последнем равенстве а10 = 1.
Из C2) вытекают неравенства

пз

Положим
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Для любого г, г Е {1, 2,...}, найдутся, и притом единственным образом,
числа п' и п", удовлетворяющие соотношениям

г = (ттз — щ — пх — \){п' — 1) + п".

Если выполнены последние три соотношения, то положим

Ai={C\,32) I j2 = (nl + l)j\ + i,j\^nf + n3-2},
А" = {(in h) I i2 = n\3\ ~ h h ^ (пз ~ 2)n\} >

< = 1,2
Множество U (AJ U A") U Ao обозначим через Ar, r = 1, 2,

г = 1
Положим

r=l

Покажем, что для любой пары (j\, j2) из А справедливоerfeM	C4)
Соотношение C4) выполнено, очевидно, если (j\, j2) ? Ао- Пусть C4)

имеет место для любой (j\, j2), (j\, j2) g Ar_{, r ^ 1. Из соотношения
UnJ2)?A'r следует

tii - 1, i2 - n3 + 1),.. .(^ - 1, j2 - щ + щ)} С Ar_ 19 C5)

а из (ii,i2)^^r следует

{(in i2 + 1)> (in i2 + 2),..., (ii, i2 + n3 - l), (y1? j2 + n3),
(ii - !> i2M (ii - 1» i2 + 1),.. -(ii - 1, h + ^2 - l),

til-h32 + *2)}QAr-l- C6)
Воспользуемся тождеством

Ml + «21^1 + • • • + 02, „3- if "-"Vl + О Ml +

a10 + аг г С + ... + ahn% _ г О "! + f"8 = 0.

При ^ ^ 1 получим

+«i,,-1ei+^vr'+e+v-1. C7)
При jj ^ "з и У, ^ 1 получим

1- C8)
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Используя свойства C5), C6) множеств А'г, А" и тождества C7), C8),
получим C4) при (j\, j2)tAr.

Таким образом, C4) доказано для любой (j\, j2) из А.
Нетрудно видеть, что

iiHl,2,...},A6{l,2,...}}CA. C9)
Из C9) следует C3) для \v

2Al ^ max ((rig - 2)n1? (п3 - 2)(п3 - п2 - пх - 1)) .

Лемма 4 доказана.
С использованием известных рассуждений (см. обоснование леммы 9

в [8]) доказывается
Лемма 5. Если имеют место A0) и, кроме того,

м %

то найдется \i\

Продолжая доказательство теоремы 1, положим

I0 = {i | ге{2,3,...},МСМр},	D0)
D1)

где /jl{ —дробь из If, /jl{ = ^-, удовлетворяющая в случае C0) соотноше­
соотношению C1) или в случае C2) соотношению C3).

Из равенств D0), D1) следует, что найдутся многочлены им, и2
из Е2[?\ такие, что

и\ = ими2

и для любых г, j, г е Io, j E 12,

Положим

и =/ П(^/о)^' если/о^0,
0 1 1,	если 1О = 0.

Пусть имеет место C0). Из леммы 4 для некоторого 2J, TotN, вытекает

П{То,(имщ)То)сМ.	D2)
По лемме 5 в М найдется дробь ^-, (и3, щ)= 1. Отсюда и из D2)М.	D3)
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Используя D2), D3) и равенство

,Го.

справедливое для некоторых многочленов щ, и5 из i?2[?]> получим

В дальнейшем используется следующая лемма.
Лемма 6. Для взаимнопростых многочленов и' и ?им(?), и'(?) е

ЕЕ2[?], им(С)еЕ2[С]\{0} найдется и\ и»еЕ2[?],H	D4)
такой, что

D5)

Доказательство. Для любого г, г G N, в Е2[?] найдутся
' удовлетворяющие соотношениям

(^%(О)г = «'(ОчA)(О + Ч!2)(О, degnf <deg«'(e)­

Ввиду конечности множества многочленов со степенями меньше degu'(?),
в N найдутся г0, г\, г0 < г\, и\2) = и\2\ При этом

(l + NOI1"') =^(O (uW + uW) •	D6)
^(О + ^Р^О

Обозначим —	-¦— через и". Из условий леммы и равенства D6)(?%Ж))г° Р	У	v	У )
вытекает u"(?)eE2[?], a также соотношения D4) и D5). Лемма 6 доказана.

Пусть fi' = ^j, (г/, им) = 1. Тогда из доказательства леммы 6 следует,
что найдутся Г' и г*", Г'GiV, Г' ^ 2J, и"еЕ2[?], такие что

Отсюда следует

так как

/ (?и )Т° и" (?и )Г \ с КМ (Q (Т] \ э М)	' \ э М) Г — с \ \ О'

Для некоторого Г, Г eiV\{0}, верно

Поэтому

если м' = тг. (w',«o) =
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Найдется /хе, принадлежащее МП A + ???).
Заметим, что

для некоторого //*, /х* = \, (г;*, г?0) = 1. Отсюда

Таким образом,

мA) ((^о)Г) С М
Очевидно

Поэтому имеет место B8).
Утверждение 1 теоремы 1 в случае C0) доказано. Докажем его в слу­

случае C2).
Имеют место следующие свойства М.Свойство 1. Если

^i(A', ^')QM,
то для любого А", X" е N, X" ^ X',

^i (A", A*') Q М.
Свойство 2. Если

«.(V.JJCM,	D7)
fi, (А', ?) С М,	D8)

degu' = n', degu" = n", n'^n",	D9)

то для некоторого А", А" б N,

«,^",^СМ.	E1)
Свойство 3. Если

fi, (А', ^) С М,

fii (а", ^) с м,
то для некоторого AJ из N

Свойство 1 следует из доказательства леммы 4. Докажем свойство 2.
Пусть имеют место D7)-E0). Тогда

ем
/
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Используя последние два соотношения и лемму 4, получим E1). Свой­
Свойство 2 доказано.

Свойство 3 доказывается с использованием свойств 1, 2 и алгоритма
Эвклида.

Вернемся к доказательству теоремы.
Докажем, что найдутся do(?), А2, do(?)еЕ2[^], degdo(?)^4, А2еN,

Используя леммы 4 и б для некоторых 4>(О> иб(О> ^з>
4@ ^ 4, «в(О € 1 + ^[^ ]. лз € N, получаем

E3)

(

По лемме 5 в М содержится некоторая дробь /Jt7 /i\?[^i (еIе[^] (момен(О)^[i ь()^[] (момн(О)
Тогда из E2) и доказательства леммы 4 имеем

Используя свойство 3 множества М, равенство {щ(?)уо(?), щ(?)) = 1
и соотношения E3), E4), получим

An, ,,. ^u ,.Л С М.	E5)
Из E5) следует E2).
Обозначим degdo(?) через n, deguM(?) через m, ?2^ через ту.
Покажем, что для любых г, г, у,

r<EN\ {0}, 0 ^ г ^ 2^(т + 1), 1 ^ j ^ пг - 2,	E6)
имеет место

1рШ^-еМ.	E7)^о (^м(^))	V '
Доказательство проведем индукцией по г. При г = 1 справедли­

справедливость E7) для любых г, у, удовлетворяющих E6), вытекает из E2).
Пусть E7) выполнено при r = rr, r'^l, для всех указанных в E6) г, j.
Нетрудно видеть, что E7) выполнено при

r = r' + 1, 0^ г ^2As(m + 1), 2^j^(r'+ l)n-3.
При a- G ?^2' * = 15 2,..., n — 1 имеет место

Обозначим rjuM(rj) через Т. Тогда

Г1 -\- 1 /'Y^\	J f' ~Ь 1 /ЛГ\	1 J ?*' + 1 /rY*\л \ ^ /	^0 \ /	0 \ /

J ',+,J • E9)
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Из того, что degdo(?)^4, следует, что каждое слагаемое в правых
частях равенств E8), E9) содержится в М. Поэтому E7) выполнено для
всех г, j, удовлетворяющих E6) при г = г'+1.

Таким образом, E7) при ограничениях E6) доказано.
Из E7) для любых г, u'(O> reN\{0}, и'(?)еЕ2[?], degu'^ nr2x*(m +

+ 1)-2Л2 + 1(т + 1), вытекает ^Щем.	F0)
Пусть и'(?)€^Ш, v'(t)€E2[t], ИО,е%(О) = 1, deg«'(?)<

A 1

м - АО ¦
Докажем, что fi'EM.	F1)
Предположим

= пг (га + 1JЛ2.

Ввиду леммы 5 эти предположения не ограничивают общности. Из F0)
для /jl[, /^2,

получим fi[ ем, ^ем.
Отсюда и из равенства

следует F1).
Через Т обозначим натуральное число, Т ^ 1, удовлетворяющее соот­

соотношению
Г

Для любой fi', iir e L?, /х' = ^-, (г;', г^) = 1, degu'(?)
(

Найдется /хе, \±е е МГ\ A + f L?). Тогда
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где («*(?), Ч.(О) = 1- degw*(O<deg^(O-2T(deg4)(O+l), т. е. 1 еМ.
Таким образом,

Очевидно,

Поэтому имеет место B9).
Утверждение 1 теоремы 1 доказано. Докажем утверждение 2. Пусть

г^0 е 1 + f-E2[?L положим

Для доказательства второй части теоремы 1 используется
Лемма 7. 1. При /jl' е М^1)(и0) для любого Г, Г е N\{0}, найдутся,

и притом единственным образом, /jl{, \±'2, \±[ е M}l)(u^), \±'2 g МA)((^0)г)
такие, что

Vf = ti + V2-	F2)
2. При fi' e M$l)nM(l)(u0) для любого Т, TeN\{0}, найдутся, ипритом
единственным образом, /х{, /^ /x{G^A)(^0T), ^^^^^(^oO) такие, что
выполнено F2).

Доказательство леммы. Пусть /jl' = ^t,

М' G М<1>D)).	F3)
Не ограничивая общности, предположим, что

Найдутся гх{, г^, deg^[ < T(deg?xo+1), удовлетворяющие равенству

Отсюда

т. е. имеет место разложение F2).
Если помимо F3) выполнено ещеМ' 6 МР>,	F4)

то для некоторых а, и[, и'2, и^, а€Е2, и[ Е Е2[^], г = 1,2,3,
<T(deguo+l), j = l,2,

Тогда ?(У'	F5)
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и разложение F2) имеет место при

М,' G Р^(Щ), 14 € РA)(О­
Докажем единственность разложения F2).
Пусть в случае F3) наряду с F2) имеет местом' = К + К,	F6)

где Mi" e M?)(u?), i4 e М(')«). Тогда
Hl + tf = l4 + rf-	F7)

Ввиду

из F7) получим /х{ = /л", ii'2 = /л%. Поэтому разложения F2) и F6) совпа­
совпадают. Единственность разложения F2) в случае F3) доказана.

Пусть имеют место F3) и F4) и наряду с F5) выполнено,	F8)
degf<<r(degno + l), г = 1,2.

Из F5) и F8) получим

откуда и[ = и" и и'2 = и'2'.
Используя приведенные рассуждения, нетрудно показать единствен­

единственность разложения F2), когда выполнены F3) и F4).
Лемма 7 доказана.
Из леммы 7, первой части теоремы 1, конечности множеств М}1)(и^)

и P}1)(uq) и изоморфизма множеств L°x и L°x{ii) вытекает второе
утверждение.

Теорема 1 доказана.
Теорема 2. Соотношение1 е КМ(М)	F9)

выполнено тогда и только тогда, когда для каждого г, г =0, 1, 2,...,М^Щ1К	G0)
Доказательство. Если F9) имеет место, то G0) выполнено ввиду

Щ1\ г =0, 1, 2,.... Необходимость утверждения теоремы доказана.
Его достаточность установлена при доказательстве теоремы 1.
Теорема 2 доказана.

§ 3. Об алгоритме проверки выразимости
через конечные системы с сумматором

Теорема 3. Существует алгоритм, который для любых \±',
у, м, с,

fi'eLl 7'eLc, McLf, CCLC,	G1)
|M|<oo, |C|<oo, 1еКМ(М),	G2)

9 MBK, вып. 13
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определяет справедливость соотношений

ц' 6 КМ(М),	G3)7 е S(M, С).	G4)
Доказательство. Пусть имеют место G1), G2). Положим

м* = VI /л"емп ?Ц} и {/л" + 11 A"еМ\?Ц}
Выполнено

В дальнейшем, не ограничивая общности, рассмотрим случай

М = {1} U М', М'С?Ц\ {0}.

Доказательство теоремы 3 нетривиально при условии М' ф 0, что равно­
равносильно соотношению

К^(М)\Е2ф0.	G5)
Пусть G5) имеет место. Используя известные результаты [3, с. 259],

нетрудно показать, что для некоторой дроби /х, \± е ?L$\ выполнено

G6)
где через Е2(М) и E2(fi) обозначены замыкания по операциям сложения,
умножения и деления множеств Е2иМ и E2U{fi} соответственно.

Из [3, с. 146, 258], [6] вытекает
Утверждение 1. Пусть /х", /xf'E^Lj,

Тогда ii" = iia{ii") для некоторого /ха(?) из L°x и deg/ха(?) • deg/х{' =
d

Имеет место также
Утверждение 2. Дробь /jl, удовлетворяющая равенству G6),

содержится в множестве

Ма = {/х*| /x*Glf, Е2(/л") С Е2(/л*) для любого /л" из М}.

а имеет максимальную возможную степень.
Докажем утверждение 2. Из G6) следует /х е Ма. Если бы в Ма нашлась

дробь //*, deg /х* > deg /х, то

что противоречит утверждению 1.
Таким образом, утверждение 2 доказано.
Заметим, что для любого М, \М\ < сю, множество Ма конечно и может

быть найдено ввиду утверждения 1.
Далее, найдется такое /х0, fioeK*(M), /л0ф0, что р^еК^М).
Для каждого /х', /х' G М, строится /х"(?), /л"(?) G L?, удовлетворяющая

соотношению

Конечность этой процедуры следует из утверждения 1.
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Далее доказательство ведется параллельно для двух случаев.
Случай 1.
Случай 2. MC
Используя доказательство теоремы 1, для М можно найти ио(?) и Т

такие, что в случае 1 имеет место A1), а в случае 2 выполнено A2).
Положим в случае 1

= l},
а в случае 2

м» = Г «A)(^) +\ 1 +
l), г = 1,2},

„, _ f WM))T «У) | «'(«го

И	= 1, degn'(O < deg«'(O - 2Г
Имеет место

где
М"СМЙ.

Множество М" находится следующим образом. Пусть

М'п = {и' | fi' = u' + fi", u'eM*% fi"eM'",
/jl' может быть получен из элементов множества М
с использованием не более чем п операций «+» , «•», «Об»},

71=1,2,....
Тогда для некоторого n0, Uq^N, выполнено

Нетрудно видеть, что

Таким образом, указан алгоритм, определяющий справедливость соотноше­
соотношения G3).

Множество 5(М, С) — линейное пространство над кольцом АГA)(М) с
порождающим множеством С, С = {^ 72? • • -7т}­

Рассмотрим линейное пространство S"(/x, С) над полем E2(/jl) с по­
порождающим множеством С. Пусть 7i> 72> • • -7г» г ^. гп, — базис этого про­
пространства. Конечный базис в S"(/x, С) существует [3, с. 258] и может быть
выделен из С известными методами.

Для любого г, г < г ^ ш, определяются элементы L®(/ji), r/-(/x), tj{ Д/х),
V2,i(ljL)>~-Vr,i(ljL)> не все равные нулю и удовлетворяющие равенству
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При этом, не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что
^ЛОе(^(О)т??(О,и^дОе(^(О)т??(О­

Положим

х(?)=/ (?Ч>(О)Т,	еслиг = т,

Тогда для некоторых щ(^),

Пусть s = deg?/1(?). Положим в случае 1

| degu'<s},

а в случае 2:

Для некоторого iV', JV' С N,

= N' + N".

Множество N' определяется методом, использованным для получения М'.
Включение G4) имеет место в точности тогда, когда

что, в свою очередь, равносильно соотношению

. G7)
Соотношение G7) может быть установлено с использованием извест­

известных алгоритмов.
Таким образом, теорема 3 доказана.
Теорема 4. Проблема выразимости в L через конечные системы,

содержащие сумматор в замыкании, алгоритмически разрешима.
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§ 4. Выразимость сумматора через конечные системы

Далее будет получен алгоритм для проверки свойстваF& е К(М)	G8)
любой конечной системы л.-а. функций М.

В [8] для L построена приведенная критериальная система J,

J = {T0,Tl,Vl,VK,Mi,Rf,R* | г =0,1,...,;/=0,2,3,...}.
Положим

J' = {Tx,Vx,V^Rf,Rf | У =0,2,3,...}.

Из G8) для любого в,

ве J',

следует
М?6.

Обратное, вообще говоря, неверно. Приведем соответствующий при­
пример. Пусть

Мо = {Ff\Xl, %, %), F+(?(x), 010°°)} .

Тогда Mg6 для любого 0, в G «/', но любой F, F е К(М0), либо име­
имеет нечетное число непосредственных входов [8] и второй элемент после­
последовательности F@°°, 0°°,..., 0°°) равен 0, либо имеет четное число непо­
непосредственных входов и второй элемент этой последовательности равен 1.
Доказательство последнего утверждения нетрудно провести индукцией по
построению функций из К(М0).

Положим
J' = J'\{Tl].

Лемма 8. Если М % в для любого в, в е «/*, то

fw e К(М).

Доказательство. Пусть М % в для любого в, в е J. Исполь­
Используя доказательства лемм 9 и 10 из [8], нетрудно показать, что для некото­
некоторых /х1? /12, ..., fin, 7 и /, /x^Gi?, г = 1,2, ..., п, jeLc, /GiVu{0},
{//. | г = 1, 2,..., nj^i?}1), г =0, 1, 2,..., выполнено

Далее, воспользовавшись доказательством теоремы 3 из [8], и
свойством

вытекающим из теоремы 2, для некоторого 7', Y €LC, получим
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Следовательно,

Xl, %, х3) = F& (*,, FW(x,, x,, Y), 7')) •

Лемма доказана.
Используя лемму 8, получим критерий для свойства G8).
Теорема 5. Пусть М^8 для любого 0, в е «/*, \М\ < оо,

С(М) = {Ъ, Ъ,..., 7.}, C(M\VH) = {7l, Ъ,..., Ъ}.
Тогда условия 1 -Л эквивалентны.
1. Найдутся Д, /32, ..., Д, из if A)(С/(М)), такие что

и|{г | ^Gl + ^L?, г = 1,2,..., fc}| нечетно.
2.

3.
000 б К(М).

4.

Доказательство. Пусть М % в для любого в, ве«7*, |М|<оо.
По лемме 8

F^ еК(М).
Пусть выполнено условие 1 теоремы. Можно считать, что Д б

еКс(ЩМ)).
Для каждого /х из U(M)

Имеет место

i=\j=\

где П^- получается с использованием лишь операции подстановки из эле­
элементов множества U(M) и

нечетно. Положим

Из сумматора F+C) с использованием операции подстановки построим
F+(m)(xl5 ^2,..., хт) с m ^ fc*. Для некоторого т', т' ^ т в L? найдутся
/V + i> M*- + 2.-.., Mm' такие, что

п(хп), П12(ж12),.. .niri(zlri), П21(^), П

П
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Через G-, Gi = G-(x.l5..., xip), г = 1, 2,..., s, обозначим такие функции
из множества М, что 7; — C(Q) и> если 1 ^ г ^ к, то G- 0 V^.

Тогда

i2(Q),.. Л1Г1(СХ), П21(С2), П22(С2),...

П2Р1 (G2),..., nsl(Gs), ns2(Gs),.. .nsJGs), /v + i(*V + i),

Пусть выполнено условие 2 теоремы. Отождествляя переменные
функции F(xx, #2,..., жп) из (К{М) П L°) \ V^, получим функцию Ff(x),
F'{x)eZL\. Тогда

Условие 3 теоремы доказано.
Если выполнено условие 3 теоремы, то из равенства

вытекает условие 4.
Пусть имеет место условие 4 теоремы. Индукцией по построению функ­

функций из К(М) нетрудно показать, что справедливо
Утверждение. В условиях теоремы 5 пусть F е К(М),

{}

N' = {i | #el + ?L?, z = l,2,..,fc}.
либо F e VH u\N'\ четно, либо F 0 VH u\N'\ нечетно.

Так как F+B) 0 V^, то из приведенного утверждения следует условие 1
теоремы.

Теорема доказана.
Теорема 6. Существует алгоритм, проверяющий для любой

пары конечных множеств Мх, М, Met, Мх с L, справедливо ли

Доказательство. По теореме 4 достаточно доказать алгоритми­
алгоритмическую разрешимость проверки соотношения G8) для любого конечного М,McL.

Пусть С(М) = {7i,72>--->7mL Jb72>--->7r — базис S'(^C(M)) в
смысле доказательства теоремы 3 и N, М'", N' — множества, построенные
в этом доказательстве.

Линейной комбинации I, I = ^7! + .. - + Cm7m' d ^Nr, г = 1, 2,..., т,
сопоставим число г;(/),

v(l) = \{i | del + ^Ц, %eC{M\Vu)}\.
По условию 1 теоремы 5 включение G8) выполнено в точности то­

тогда, когда

{/ | / = ?l7l + ... + ?m7m5 C.eN', ,г = 1,2,...,ш,г;(/) нечетно} П

Отсюда вытекает конечность процедуры проверки соотношения G8).
Теорема 6 доказана.
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