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РАЗВИТИЕ МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЕ К КОМБИНАТОРНЫМ ЗАДАЧАМ)

Т. В. АНДРЕЕВА
(МОСКВА)

Введение

Значительное место в математике занимают перечислительные зада­
задачи, связанные с доказательством существования, алгоритмами построения
и подсчетом числа элементов данного множества, обладающих некоторыми
свойствами. Речь может идти, например, о числе решений задач целочис­
целочисленного линейного программирования, числе n-вершинных графов с опре­
определенными свойствами или о числе изомеров химических элементов. Су­
Существующие методы решения таких задач можно разделить на два типа:
комбинаторные и вероятностные.

К комбинаторным методам относится классический метод производя­
производящих функций, получивший развитие в середине XX века. Использование
перечислительных теорем Пойа, де Брёйна и Робинсона позволяет полу­
получать некоторые соотношения между числовыми характеристиками изучае­
изучаемых объектов. Метод заключается в том, что на основании рекуррентных
соотношений выводится дифференциальное уравнение, решением которого
является производящая функция. Разложение производящей функции в ряд
дает точные или асимптотические формулы для коэффициентов. Тем не ме­
менее, методика построения производящих функций сложна и не всегда при­
приводит к обозримым результатам, поэтому существует класс задач, которые
не могут быть решены с помощью классических методов.

Существенную роль играют комбинаторно-вероятностные методы ре­
решения перечислительных задач. В своих работах эти методы применяли
Ю.Л. Васильев, В.В. Глаголев, В.Л. Гончаров, В.Ф. Колчин, А.А. Сапо­
женко, В.Н. Сачков, Н. Алон, Дж. Спенсер, П. Эрдёш. Идея вероятност­
вероятностного метода заключается в том, чтобы показать, что почти все объекты
из рассматриваемого класса обладают некоторым свойством. Вероятност­
Вероятностные формулировки комбинаторных задач дают возможность при отыскании
асимптотических формул использовать аппарат предельных теорем.

Задачи, в которых речь идет о нахождении числа объектов, имеющих
заданную границу или заданную мощность границы, естественно назвать
перечислительными изопериметрическими задачами. Такими являются, на­
например, задачи о числе монотонных булевых функций (так называемая
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проблема Дедекинда), независимых множеств в двудольных графах, буле­
булевых функций ранга ноль, двоичных кодов с расстоянием 2, пар подмножеств
с расстоянием 2 в графах.

Оказалось что, такие задачи сводятся к вычислению сумм специаль­
специального вида, которые называются суммами граничных функционалов. Метод
граничных функционалов разработан А.А. Сапоженко для решения перечи­
перечислительных изопериметрических задач. Он сочетает в себе комбинаторный
и вероятностный подходы и позволяет получать предельные распределения
для случайных величин типа числа компонент связности. Сущность мето­
метода заключается в сведении исходной комбинаторной задачи к вычислению
сумм граничных функционалов и дальнейшему аналитическому исследова­
исследованию последних. Цель метода — получение оценки исходных сумм через
«простейшие» суммы граничных функционалов. Это позволяет уйти от пе­
перебора и громоздких конструкций, возникающих при чисто комбинаторном
подходе.

К классу перечислительных изопериметрических задач относятся зада­
задачи о числе антицепей в частично упорядоченных множествах, а, значит,
и задачи о числе конечнозначных монотонных функций. Наибольшую из­
известность среди таких задач получила упоминавшаяся выше проблема Де­
Дедекинда о числе ф(п) монотонных булевых функций или, что то же, о числе
антицепей в единичном n-мерном кубе Вп.

В 1897 г. Р. Дедекинд вычислил значение фD). Р. Черч в 1940 г. и
М. Уорд в 1946 г. получили соответственно значения фE) и фF). В 1954 г.
Е. Гильберт показал, что ф(п) удовлетворяет неравенствам

^ф()^	+ 2.
В.К. Коробков в 1962-65 гг. показал, что ф(п) ^ 24'23^), Ж. Ансель
в 1968 г. улучшил верхнюю оценку до 3^2]\ а Д. Клейтмен в 1969 г. дока­
доказал, что

Асимптотическое решение проблемы Дедекинда было получено
А.Д. Коршуновым в 1980 г. Оно основано на описании «типичных» мо­
монотонных булевых функций и оценках числа подмножеств вершин слоев
единичного n-мерного куба, имеющих заданную мощность границы.

В 1989 г. А.А. Сапоженко получил асимптотику числа антицепей в уни­
унимодальных частично упорядоченных множествах, из которой вытекает и
асимптотика для ф(п).

Проблема вычисления мощности множеств функций п переменных
из замкнутых классов исследовалась и для fc-значных логик. В 1974 г.
В.Б. Алексеев в статье [2] получил асимптотику логарифма числа fc-знач­
fc-значных функций, монотонных относительно произвольно заданного частичного
порядка на S.

В данной статье получена асимптотика числа антицепей в частично
упорядоченном множестве S?, являющемся декартовой степенью к -звез­
-звезды при 5 ^ к ^ 11, а также улучшена нижняя оценка числа антицепей в
трехзначной n-мерной решетке Е?.
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ГЛАВА 1
ОЦЕНКИ СУММ ГРАНИЧНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

§ 1.1. Основные понятия

В параграфе приводятся основные понятия и определения, введенные
в [?-8-10]­

Модельной задачей, иллюстрирующей подход, связанный с методом
граничных функционалов, является проблема нахождения числа неза­
независимых множеств в двудольных графах. Пусть дан двудольный граф
Г = (X, Z;E) с долями вершин X, Z и множеством ребер Е. Границей
множества А С X называется множество

Подмножество С вершин графа Г называется независимым, если под­
подграф, порожденный множеством С, не содержит ребер. Пусть /(Г) — число
независимых множеств в графе Г. Тогда

/(Г) = 21*1 X) 2-|5(А)|.	A.1.1)
АСХ

В самом деле, произвольное независимое множество С в Г может быть
представлено в виде С = A U В, где А = С Г\Х, В = С П Z. Если выбрано
множество АСХ, то все подмножества В С Z \ д(А), и только они, об­
образуют вместе с А независимое множество в Г. Число таких подмножеств
равно 2|Z\5(A)I. Отсюда следует A.1.1). Через 2х обозначается семейство
всех подмножеств множества X.

Функционал /(А) = 2~|5(А)| обладает следующими свойствами:
1H</(А)^1 для всех АСХ;
2) f(A)= 1 тогда и только тогда, когда А =0;
3)f(AuB)>f(A)f(B);
4) f(A UB)> f(A)f(B) тогда и только тогда, когда существуют иЕ А

nveB такие, что f({u, v}) > f({u})f({v}).
Из равенства A.1.1) следует, что вопрос о числе независимых множеств
сводится к вычислению сумм вида J^ f(A)­

АСХ

Функционал /: 2х —> R, удовлетворяющий условиям 1) - 4), назы­
называется граничным. Пара / = (X, /), где X — конечное множество, а / —
граничный функционал, называется функциональной парой. Через

T(I) = T(X,f)= ? f(A)
АСХ

обозначается полная сумма значений функционала /.
Пусть / = (X, /) — функциональная пара. Вершины и и v из X такие,

что f({u, v}) > f({u})f({v}), называются смежными (обозначение u#v).
Вершины и иу, для которых выполнено равенство f({u, v}) = f({u})f({v}),
называются несмежными (обозначение и \\ v). Множества АСХ и В С X
называются смежными (обозначение А#В), если f(A U В) > f(A)f(B).
Множества А и В называются несмежными (обозначение А \\ В), если

B) = f(A)f(B).
Граф GT = (X; Ет) с множеством ребер Ет = {{и, v}: u#v} называет­

называется графом функциональной пары I = (X, /). Через HG (A) = (А; Е':), где

АСХ, Е[ = {{и, v} g Ет : {u,v}CA} обозначается подграф графа GT,
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порожденный множеством А. Непустое множество F С X называется
связным, если подграф HG (F) графа GT, порожденный множеством F,
связен. Семейство всех связных подмножеств множества X обозначается
через su(I).

Подмножество В С А называется компонентой связности множест­
множества А (обозначение В Ь А), если граф HG (В) является компонентой связ­
связности графа HG (А). Для 2§ С su(I) полагаем

{АСХ : В\-А =ф ВеЩ.

Таким образом, СE§) состоит из всех множеств, у которых все компоненты
принадлежат семейству 58. Положим

S№= Е НА).
А е С{Щ

Справедливо утверждение (см. [10]), что

При получении оценок сумм значений граничных функционалов мы бу­
будем иметь дело с последовательностями функциональных пар {In}™=i- Все
асимптотические соотношения выводятся в предположении, что п достаточ­
достаточно велико. Чтобы не загромождать изложение, индексы п опускаются.

Идея получения асимптотики сумм ТA) заключается в том, чтобы най­
найти семейство 5§ С sd{I), для которого выполняются следующие условия:1) (f()\)l

2) существует простая асимптотическая формула, выражающая
через суммы граничных функционалов по связным семействам малой мощ­
мощности, вычисление которых обычно не вызывает затруднений.

Пусть v — натуральное число и 3§ Qsd{I) — прозвольное семейство,
тогда*) положим

а Я)= Е Г (А)­
А

Пусть m ^ 0 — целое, тогда положим

= U

Назовем характеристикой функциональной пары / = (X, /) наимень­
наименьшее целое А такое, что выполнено условие

А.А. Сапоженко [8,10] получил асимптотическую формулу для сумм
граничных функционалов в случае, когда функциональные пары имеют ха­
характеристику А ^ 2.

Функциональная пара / называется /^-сходящейся, если

*) В дальнейшем для краткости (f(A))u = fu(A).
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Лемма 1.1.1 [10]. Для любой функциональной пары I = (X, /) и
любого 3§ С sd(I) выполнено неравенство

= S(^(/)) ^ SC§) exp{a

Из леммы 1.1.1 следует, что для А-сходящихся функциональных пар
справедливо

Существенной частью метода граничных функционалов является выра­
выражение сумм 5E§) через суммы типа аиB&) по связным множествам малой
мощности.

§ 1.2. Асимптотики сумм граничных функционалов

В статье А.А. Сапоженко [9] было введено понятие «^-ограниченной
последовательности. Сумма такой последовательности приближается сум­
суммой ее «типичных» членов. При этом случайные величины, связанные с ти­
типичными членами последовательности, имеют в пределе при п —> оо рас­
распределение Пуассона или нормальное распределение. Пусть даны последо­
последовательность функциональных пар {1п = (Хи, fn)}™=i и последовательность
семейств {2&п С s4(In)}™=l. В данном параграфе доказано, что последова­
последовательность сумм {5C8П)}~=1, являющихся обобщением сумм 5C8П), явля­
является «1B§п)-ограниченной.

Последовательность {&nj}™j=0 называется ап-ограниченной, если при
любом j выполняется неравенство

Для «^-ограниченных последовательностей справедливы следующие ут­
утверждения:

Теорема 1.2.1 [9]. Пусть последовательность {anj}™j=0 являет­
является ап -ограниченной и lim ujn = сю, Положим 6п = ап + ujnJa^, an = J^ a ¦

Тогда при п^оо

где lim en = 0. При этом ?п = О(е~и*/4), если и;п^.^/а^, и ?п =
п —> оо

Следствие 1.2.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.2.1 и
п = о((сО1/6) • Тогда при п^оо

Теорема 1.2.2. Пусть последовательность {^n;i}^i=0 является
ап-ограниченной u lim cvn = сю. Положим вп = ап + a;nV/o^, ап = ^ °п у?

3 п
Тогда при п^> сю
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где lim еп = 0. При этом еп = О(е-^/4), если и<^а~, и еп =

Пусть функционал тг: 2х —>@; 1] удовлетворяет следующему условию:

7r(BOr(D) ^ тг(В UD)^ тг(В)	A.2.1)
при всех Д D С X.

Для функциональной пары 1 = (Х, /) и семейства 5§ С ^(/) положим

§{&)= Е Л^МА).
А е C(S8)

В параграфе 1.3 будет введен функционал тг, удовлетворяющий усло­
условию A.2.1), а также получены асимптотические формулы, выражающие
суммы 5E§) через суммы вида аиB&). В дальнейшем для нахождения асим­
асимптотики сумм 5C§) необходимо получить оценку функционала тг. Теоре­
Теорема 1.2.2 дает возможность при оценке тг(.Е?) ограничиться рассмотрением
только тех множеств В, у которых количество компонент мало отличает­
отличается от alB&). При выполнении некоторых условий это позволяет получить
асимптотические формулы для сумм граничных функционалов, имеющих
характеристику 3 (см. параграф 1.4).

Через г](А) обозначается число компонент связности множества
АСХ. Для функциональной пары I = (X,f), семейства 3§ С sd{I) и на­
натурального к положим

2&j = {B <еЗ§: А \\В}.
Лемма 1.2.1. Пусть даны функциональная пара I = (X, /) и

функционал тг. Тогда для любого семейства 3§ с sd(I) и целого числа
k ^ 0 выполнено

(fe + l) E f(A)*(A)= ? f(B) ? f(DMBuD). A.2.2)

Доказательство. Правая часть равенства A.2.2) равна сумме
произведений f(B)f(DOr(B UD) по всем упорядоченным парам (Д D)
таким, что В е Ск(Щ, D е ^.

Для каждой такой пары множество А = В U D принадлежит семейству
Ск + 1(9Ь). При этом /(А)тг(А) = f(B U D)ir(B UD) = f(B)f(D)ir(B U D).
Таким образом, каждая пара (Д D) определяет множество А е Ск + 1C&),
причем каждое множество А порождается fc + 1 раз. Отсюда следует A.2.2).

Пусть I = (Х, /) — функциональная пара, АСХ, J{ С2Х. Через я
обозначим число компонент множества А, принадлежащих семейству Jf.
Если к натуральное, 5§ Qsd{I), то положим

= U

Лемма 1.2.2. Пусть I = (X, /) — функциональная пара, функцио­
функционал тг удовлетворяет условию A.2.1), S8X Q2%Qsi(I), al = al(^l), Jf A2х,
Jf п 38 j =0, в — натуральное число. Положим

A.2.3)
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Тогда последовательность {^(S§1)}^=0 является а{-ограниченной.

Доказательство. Из A.2.1) и A.2.2) получаем
(fe + i) E f(B)*(B) =

В е Cfe + 1(|1) Щ

Е	ПВ) Е f(C)n(BUD)^
Е f(B)*(B) E

Е f(B)n(B).

Отсюда следует A.2.3).

Теорема 1.2.3. Пусть I = (X, /) — функциональная пара, функ­
функционал тг удовлетворяет условию A.2.1), 3§ с sl(I), I — натуральное
число. Пусть также

2&= U 3St, 38^П38. = 0 для всех гфъ и ot,t = ax(S&t)^> оо.

f(B)ir(B).	A.2.4)

Доказательство. Из леммы 1.2.2 следует, что для каждого t,
t^.1, последовательность

**(а,)= Е

является ^^-ограниченной. Теперь утверждение вытекает из следст­
следствия 1.2.1.

Следствие 1.2.2. Пусть I = (X, /) — функциональная пара,
2&{С2&С d(I), I — натуральное число. Пусть также

2&= U 38t, 38. П2&3. = 0 для всех гф% и at = alB&t) -> сю.

Доказательство. Заметим, что по определению

5(S8)= E /(#)•!•
В е C(S8)

Функционал 7г(В) = 1, очевидно, удовлетворяет условию A.2.1).
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§ 1.3. Отношения между суммами граничных функционалов

В этом параграфе введен функционал специального вида тг и получе­
получены асимптотические формулы для сумм 5E§) (теоремы 1.3.3, 1.3.4) в тех
случаях, когда выполнены условия типа

Для дальнейшей оценки сумм 5E§) необходимо получить асимптотику
функционала тг. Отметим, что значение функционала тг асимптотически рав­
равно 1, если выполнены условия теоремы 1.3.3, тем самым, задача об оценке
сумм 5E§) окончательно решена для функционалов с характеристикой 2.
В параграфе 1.4 будет получена оценка тг для функционалов с характери­
характеристикой 3.

Нам понадобятся обобщения введенных ранее сумм на случай семейств
подмножеств.

Пусть / = (X, /) — функциональная пара, введем понятие семейст­
семейства ранга г над X. Произвольное подмножество А С X называется се­
семейством ранга 1. Если Al5...,As — различные семейства ранга г, то
F = {А{,..., As} называется семейством ранга г + 1. Семейства А15..., As
называются элементами семейства F. Множество всех семейств ранга г
над X обозначается через Х(г).

Для произвольного семейства F ранга г по индукции определены ве­
величины \F\ — мощность семейства F, \\F\\ — мультимощность семей­
семейства F, f(F) — значение функционала на семействе F и множество
(F) — основа семейства F. Если F — семейство ранга 1, т.е. F С X, то
||F|| = |F|, где \F\ — число элементов множества F, f(F) определяется
функциональной парой I = (Х, /), a (F) = F. Пусть для некоторого г ^ 1 эти
величины и множество определены, и пусть F = {А15..., As} — семейство
ранга г + 1. Тогда

1*4 = *, 11*41= Е 1Ш1, f(F)= П НА,), (F)= U (А,).l^i^s	l^i^s	l^i^s
Введем понятие связного семейства ранга г. Пусть / = (Х, /) — функ­

функциональная пара. Для семейств ранга 1 связность определена ранее. Се­
Семейство F = {А15..., As} ранга г > 1 называется связным, если каждое из
А., г = 1,..., s, является связным семейством ранга г — 1 и (F) G s?(I)­
Множество всех связных семейств ранга г обозначается через sd^r){I). По
определению d{X)(I) = su(I).

Для произвольного подсемейства 5§ Qsd{I) определено семейство 5§(г)
связных подмножеств ранга г, порожденное множеством 38. Положим

= 3§. Если 3{г~1) определено, то

Подсемейство В семейства F ранга г называется компонентой связ­
связности семейства F (обозначение В \- F), если В е su^r\I) и (В) — ком­
компонента связности множества (F). Через rj(F), как и раньше, обозначается
число компонент связности семейства F.

Пусть / = (X, /), 3§ С sd(r)(I). По аналогии со случаем г = 1 полагаем

АеЯ

С(%) = {FC Х« : А \- F => А е %},
Cy(S8) = {FGC(SI): v(F) = j},
= Е НА), Sk(®)= Е НА).
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Если 3§СХ(г), В eX(s), r, О 1, то положим

3§s = {А е 5§ : (А)#(В)} , % = {А е 5§ : (А) \\ (В)}.
Далее доказываются некоторые соотношения между суммами гранич­

граничных функционалов разных типов.

Лемма 1.3.1 [10]. Для любой функциональной пары I = (X, /),
любого натурального г и любого 5§ С sd^r){I) справедливо неравенство

SB&)^exp{alB&)}.	A.3.1)
Пусть Э = 3§(г~1}, через Э' обозначим семейство 3§(г).
Теорема 1.3.1. Пусть функциональная пара I = (X, /), нату­

натуральное г и подсемейство 3§ с $4{г)A) таковы, что для некоторых по­
положительных чисел ф и 8 выполняются неравенства

а1B&')<^<ф,	A.3.2)
а2(ЗВ)<&	A.3.3)

Тогда

ja^SB) - ф - f j < 5(ЗВ) < ехр {а1^)} •	A.3.4)
Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.1 из статьи [10]

для случая г = 1.

Лемма 1.3.2 [10]. Для любой функциональной пары I = (X, /),
любого натурального числа г и любого 3§ с sd^r)(I) выполнено

Теорема 1.3.2. Пусть функциональная пара I = (X, /) и подсе­
подсемейство 3§ с sd(I) таковы, что для положительных чисел А и С выпол­
выполняется \,	A.3.5)С.	A.3.6)
Тогда

П A

Доказательство. В силу леммы 1.3.2 имеем
(= Е f{B) E /Ф)-	A-3.7)

Поскольку 38^ С 2§B), из теоремы 1.3.1 при г = 2,^=Аи5 = ( следует, что

lU	/(i?)^exp{a1C§f))}.	A.3.8)
D e C(SSg>)

Заметим что

aU(mV)) — ai(<3jB)\ _ a42&B))	A 3 9)
Теперь из A.3.7) - A.3.9) следует утверждение теоремы.
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Везде в дальнейшем будем рассматривать функционал к(В) =
{())}. Положим

= Е f(B)*(B), sk(»)= E f(B)*(B).

Теперь для получения асимптотики сумм 5E§) необходимо получить асим­
асимптотики сумм 5E§) и оценки функционала тт.

Лемма 1.3.3. Пусть I = (X, /) — функциональная пара,
2&Qsd{I). Тогда функционал тг(В) = ехр{ — ах (S§^)} удовлетворяет
условию A.2.1).

Доказательство. Пусть Д D СХ, утверждение следует из опре­
определения функционала тг и из того, что

Следствие 1.3.1. Пусть для функциональной пары I = (X, /),
подсемейства 3§ Qsi(I) и положительных чисел ф, 5 выполнены нера­
неравенства A.3.2) и A.3.3). Тогда

exp ja1^) - 2<ф - ? j < 5(SB) < expfa^SB)}.	A.3.10)

Доказательство. Утверждение следует из теоремы 1.3.1 с г = 1
и того, что

Теорема 1.3.3. Пусть даны функциональная пара I = (X, /),
семейство 2&Qsd(I) и натуральное число I. Кроме того, пусть 3§ =
= U 3St, 2&{ П2&3. = 0 для всех г ф j, и at = alB&t) -> оо. Положим

^9/14, СE§)= р| C^(S8|S8f). Пусть также для положительных

А а С выполняются неравенства A.3.5), A.3.6) а для некоторых
положительных j и (р выполнено

max а^ЗД^т,	A.3.11)
А е С(т)

A.3.12)
Тогда

ехр{//2E§)} ^ 5E§К

1/7Г<2 ^^7/2) (	А + | + ^+ 71,2 d J A.3.13)
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Доказательство. С использованием неравенства
\п{\+х)<^х-х2/2 + хъ/Ъ

при ж>0и условия A.3.12) получаем

П A

С другой стороны, из неравенства х—ж2/2^1п A+ж) при х >0 следует, что

A-3-15)

Из A.3.14), A.3.15) и теоремы 1.3.2 вытекает неравенство

| |). A.3.16)

Поскольку 1 ^ (тг(.В)) , то из первого неравенства A.3.16) следует, что

ехр{//2C§)} ^ 5(ЗВ).	A.3.17)
В силу A.3.11) для всякого В е СE§) справедливо неравенство

('к(В))-1=ехр{а1(^))}^е\	A.3.18)
Из следствия 1.2.2, второго неравенства A.3.16) и A.3.18) имеем

S{m) ^ (l + О («Г1/7е-.2/7/2 + «2-1/7е-1/7/2)) ^ /(В) ^
SGC(Sg)

S e C(S8)

l + О(аГ1/7е-«.2/7/2 ^)) р^^	^ ^ т}^ I	^ 6 ) A.3.19)
Из A.3.17) и A.3.19) вытекает A.3.13).

Теорема 1.3.4. Пусть даны функциональная пара I = (X, /) и
подсемейство 2% C.d{I). Пусть для положительных А и С, выполняются
неравенства A.3.5), A.3.6) и для положительного $ выполненоa4(SB)<?.	A.3.20)
Тогда

- |} < 5C8) ^ exp j^) + А + ||,ехр^(й) - |} < 5C8) ^ exp j^) + А + ||,	A.3.21)
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Доказательство. С использованием неравенства

In A + х) ^ х - х2/2 + х3/3 - х4/4
при ж>0и условия A.3.20) получаем

по

> ехр|^(/(^) - \f\A) + ±Р(А) - ij

= ехр

> exp ja1^) - \а2(Щ + \а\Щ - ||. A.3.22)
С другой стороны, из неравенства х - х2/2 + х3/3 ^ In A + х) при х > 0
следует, что

A.3.23)

Из A.3.22), A.3.23) и теоремы 1.3.2 вытекает A.3.21).

§ 1.4. Оценки сумм 5C§) для ординарных функциональных пар

В [10] определен класс так называемых ординарных функциональных
пар, для которых условия теорем 1.3.1 - 1.3.4 выполняются автоматиче­
автоматически, и с использованием аналога теоремы 1.3.3 получены асимптотические
формулы для сумм 5C8) в случае B, z, q, с)-ординарных функциональных
пар. В данном параграфе получены асимптотические формулы для сумм
5C§) (теорема 1.4.1), а также оценки функционала тг (теорема 1.4.2, лем­
лемма 1.4.14) для регулярных семейств в случае C, х, q, с)-ординарных функ­
функциональных пар. Результатом является асимптотика сумм 5E§) (теоре­
(теорема 1.4.3).

Пусть / = (X, /) — функциональная пара, В С X, т ^ 0 целое, положим

Функциональная пара / = (X, /) называется (A, z, q, ^-ординар­
^-ординарной *) если

1) А — наименьшее целое такое, что 21°й*,	A.4.1)
2)	для всякого v ? X /({«})< 2-,	A.4.2)
3)	для любых А С X и г; G А

/(AK/(A\M)/(MJ<W-1)e,	A-4-3)
4)	для всякого v G X и любого натурального числа m^cm-	A-4-4)

*) Везде в дальнейшем A, q — натуральные числа, с ^ 1.
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Как и ранее, для получения асимптотики сумм 5E§) мы имеем дело с
последовательностью функциональных пар {In = (Xn,fn)}™=l, считаем, что
х = х(п) их->оо при п —> сю. Индексы п в дальнейшем опускаем.

Если какие-либо из неравенств A.4.1) - A.4.4) могут не выполнять­
выполняться для функциональной пары / = (X, /), то в соответствующих координатах
ставятся прочерки. Например, если для функциональной пары / = (Х, /) вы­
выполнены неравенства A.4.2) и A.4.3), но, быть может, не выполнены нера­
неравенства A.4.1), A.4.4), то такая пара называется (—, х, q, —)-ординарной.

Справедливы следующие утверждения.

Лемма 1.4.1 [10]. Пусть I = (Х, /) является (-, х, q, ^-ординар­
^-ординарной функциональной парой, 3§ с si^(I) и Ае С(Щ. Тогда

/(А)^2-1АК--^-1)/2).	(L4.5)
Для функциональной пары / = (X, /) натурального г, В С X и 2§ С

С sd{I), положим

SB$ = {F б 3g« : ||F|| = j}, Щп = Щ$ n S8&).

Лемма 1.4.2 [10]. Пусть I = (Х, /) является (—, х, q, ^-ординар­
^-ординарной функциональной парой, v е X и 3§ с sd~(I). Тогда для всех нату­
натуральных v, г, j

l)j*cii 2-Jl'-q{m-l)/2)u-	A-4.6)

Следствие 1.4.1 [10]. Пусть I = (Х, /) является (-, z, q, ^-ор­
^-ординарной функциональной парой, В С X и 38 с su^(I). Тогда для всех
натуральных v, r, j

-^^rj2-j^-^m-X)'2)v.	A-4.7)
Лемма 1.4.3 [10]. Пусть I = (X, /) является (A, z, g, ^-орди­

^-ординарной функциональной парой, v, r, j — произвольные фиксированные

натуральные числа, 2% С su~(I), т ^ |~х/Bд)]. Гог(Эа яра 3 ^-^ 1°& х

-iiofc*	A.4.8)
и при j > 3^: log2 x

а"(ЗВ[г/)<2-^/2	A.4.9).
Следствие 1.4.2. Пусть I = (X, f) является (А, х, д, ^-орди­

^-ординарной функциональной парой, и, г — произвольные фиксированные на­
натуральные числа, 2&Qsd~{I), ra^ [x/B^)], s^(A+l)/z/. Тогда

\-1°?\	A.4.10)
Доказательство. Положим i0—з— '°^2 х- Тогда из A.4.8), A.4.9)

следует, что

= Е о

в ^ i ^ j0	j > з0
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1.4.1. Оценки сумм SE8) для ординарных функциональных
пар. Здесь получены оценки сумм 5E§) для C, х, q, с)-ординарных функ­
функциональных пар.

Лемма 1.4.4. Пусть I = (X, /) является (A, х, q, с)-ординарной
функциональной парой, ro= |~x/Bg)~|, 2&Qsd~{I). Тогда

.	A.4.11)
Доказательство. Положим 38 = 38Пя^(/) и 3§ = 3§\3§. С исполь­

использованием A.3.1), A.2.1), A.4.8) и A.4.9) с r = l, i/ = l имеем

Веф)	DeC(<%-)

Лемма доказана.

Теорема 1.4.1. Пусть 1 = (Х, /) является C, z, g, с)-ординарной
функциональной парой, 5§ С ^(/). Тогда

A.4.12)

Доказательство. Предположим сначала, что
a1(SS)^2l0^z.	A.4.13)

Воспользуемся теоремой 1.3.4. Для этого докажем, что условия A.3.5),
A.3.6) и A.3.20) выполнены соответственно при А = ( = ? = 2~log23\ То­
Тогда A.4.12) будет следовать из A.3.21).

В силу A.4.10) С1/ = 1,г = Зив=4

а1(ЗВ<3>)= ? а1 Ил) <2-1ой",

следовательно, условие A.3.5) выполнено при А =2~{0&х.
В силу A.4.10) с i/ = 2, r = 2 и s = 2

следовательно, условие A.3.6) выполнено при ? =
В силу A.4.10) cz/ = 4, г = 1и5 = 1

следовательно, условие A.3.20) выполнено при f =2"log23t.
Таким образом, условия теоремы 1.3.4 выполнены при указанных зна­

значениях параметров А, ( и ?. Теперь из A.3.21), вытекает A.4.12), а, значит,
утверждение доказано при условии A.4.13).

Пусть теперь ?	A.4.14)
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Покажем, что выполнены условия следствия 1.3.1 при соответствую­
соответствующих ф и 8. Тогда A.4.12) будет следовать из A.3.10). Проверим выполнение
условия A.3.2). В силу A.4.2), A.4.4) с т = 1 и A.4.14) имеем

= Е /({«}) Е
{и}em	{v}em: v#u

A.4.15)
Аналогично A.4.15) с использованием A.4.2) и A.4.3) получаем, чтоЩ\	A.4.16)
В силу A.4.15), A.4.16), а также A.4.10) при i/ = l, г = 2и s=4 имеем

а 1 C§<2>) = ? «' (Sgf) = Е «' (ЭД = а1 (Щ\) + а' ЗД) + Е «' {Щ\) ^

+ 2-1ой^2-2-1ойх A.4.17)
Отсюда вытекает A.3.2) с ф =2'2~1о^х.

Проверим выполнение условия A.3.3). Для любого А е sd^{I) имеем
из A.4.5)

поэтому

С учетом A.4.14) получаем, что

^ + <?.	A.4.18)

Отсюда вытекает справедливость условия A.3.3) с 6 = 2-* + {o?* + q. Теперь
из A.3.10) при соответствующих ф и 6 получаем

5(ЗВ) = (l + О B • 2-10^*)) exp {al(%)} =

+ ОB • 2-1ой*)) exp

Утвержение доказано при условии A.4.14).
Лемма доказана.

Пусть / = (X, /) — функциональная пара, 5§ С sd{I), положим для
краткости

а также

Следствие 1.4.3. Пусть I = (Х, /) является C, z, q, ^-ординар­
^-ординарной функциональной парой, S§ С sd^{I). Тогда

A.4.19)

Доказательство. В силу A.4.10) с i/ = l, r = 2 и s=4 имеем

Щ\) ^2~ь?\	A.4.20)

Теперь A.4.19) следует из A.4.11) и A.4.20).

11 МВК, вып. 13



162 Т. В. АНДРЕЕВА

Следствие 1.4.4. Пусть I = (Х, /) является C, z, q, ^-ординар­
^-ординарной функциональной парой, ro= \x/Bq)], S8C^-(J), 3§ = 3§П?^(/). Тогда

Утверждение вытекает из леммы 1.4.4 при Д = 3 и из A.4.19).

1.4.2. Оценки сумм S(?&) для семейств d-связных множеств. В
предыдущем пункте была получена асимптотика сумм 5E§). Теперь для
получения оценок сумм 5C§) необходимо найти асимптотическую форму­
формулу, выражающую функционал к(В) = ехр{ — а1 E8^)} через суммы вида
a^(S§(r)). В данном пункте получена оценка функционала тг для множеств,
с?-компоненты которых имеют мощность большую 1 (лемма 1.4.13). Это поз­
позволит при дальнейшей оценке тг ограничиться рассмотрением только тех
множеств, компоненты которых имеют мощность 1 и находятся на доста­
достаточно большом растоянии друг от друга.

Для графа G = (X; Е) через pG(u, v) обозначается расстояние между
вершинами и и v. Последовательность (ги0, ги15..., wk) называется d-цепью
длины fc, соединяющей и и v, если u = w0, v = wk и pG(wi_^ wt) ^ d при
г = 1, 2,..., k. Подмножество А С Х называется связным с шагом d, если
для любых и, v из А существует с?-цепь, состоящая из элементов множе­
множества А и соединяющая и и v. Далее для краткости множества связные с
шагом d будем называть d-связным (не путать с понятием с?-связности
графа, [13]).

Пусть I = (X,f) — функциональная пара. Через sdd{I) обозначается
семейство всех с?-связных подмножеств множества вершин графа GT, по­
порожденного функциональной парой /. Положим

**A) = {А€*<A): \А\ = к}, ЩA)= U *№•
г ^к

Подмножество В С А называется d -компонентой множества А (обозна­
(обозначение В \-d А), если В g sud(I), но ни для какого D e sud(I) неверно, что
BcDCA. Если Э С dd(I), то положим

Cd(®) = {ACX: B\-dA ^ В е<2)},

таким образом, Cd(@) состоит из всех множеств, все d-компоненты которых
принадлежат семейству Э. Положим также

BeCd(<$)

Через rjd(A) обозначается число с?-компонент множества А. Для Э С sud(I)
и натурального fc положим

) = {А е

Для 2§ С sd{I) положим
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Таким образом, семейство S&<d>l> состоит из всех d-связных множеств, у
которых все 1-компоненты принадлежат семейству 2$. Положим также

1> ={A

Для wGl, положим
*/?,„¦(/) = {Ae sud{l): \A\ = j, А и M e */<(/)}•

Из леммы 2.2 из статьи [6] следует
Лемма 1.4.5. Пусть Т = (Х;Е) — граф, максикальная степень

вершины в котором равна А, иЕХ. Пусть nd({u}, a) — число всех
d -связных множеств А С X таких, что | А \ = а и и е А. Тогда

Лемма 1.4.6. Пусть функциональная пара I = (X, /) такова, что
для всякого veX, всякого натурального т и некоторого натурального
с выполнено

тогда для всех натуральных d и j справедливо

Доказательство. Из включения В е sd^^I) следует, что мно­
множество В является с?-связным, и что существует вершина и е В такая,
что pG (и, v) ^ d. Для выбора множества В е su^ 3(I) достаточно указать
вершину и G X такую, что pG (и, v) ^ d, и d-связное множество В такое,
что и G В.

Каждая вершина и € X соединена в графе GT с вершинами из множе­
множества si{u^\, из A.4.21) следует, что число таких вершин не превышает хс.
Таким образом, граф GT удовлетворяет условию леммы 1.4.5 с А = хс, и,
следовательно,

MM, iK^z0")'-1.
Для заданной вершины v вершину и G X такую, что pG {и, v) ^ d, можно
выбрать не более, чем 4xdc способами, следовательно,

Лемма доказана.
Лемма 1.4.7. Пусть I = (X, /) является (A, z, g, ^-ор­

^-ординарной функциональной парой d — натуральное, т ^ [z/Bg)],

^2-logK	A.4.22)
Доказательство аналогично доказательству леммы 1.4.3.
Лемма 1.4.8. Пусть I = (X, /) является (А, х, д, ^-ординар­

^-ординарной функциональной парой, ro= \x/Bq)], 3§ С d~(I), d — натураль­
натуральное. Тогда

5(SB)=
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Доказательство. Поскольку

С(ЗВ) = Cd (С(ЗВ) П

Из определения следует, что
gu3§- =38il3 иЗ§­
< А, - >	< А, - >	< А, А >	< А, - >'

Аналогично доказательству леммы 1.4.4 получаем с использованием A.4.22)

Лемма доказана.

Для Э С sud(I), целого j и АСХ положим

Пусть АСХ, Ж С2Х. Через rj^(A) обозначим число d-компонент мно­
множества А, принадлежащих семейству Ж. Если j натуральное, Э Qsdd{I),
то положим

= U

Для натуральных j, в и семейств Л, ЖС2Х, Л П Ж = 0, положим
П

Лемма 1.4.9. Пусть даны функциональная пара I = (X, /), семей­
семейство 2& С ^(/) а натуральное 9. Пусть также ЧЬХ СЭ = 38<^1_>>, ^ g2x,
«>Y П®1=0. Положим a = ax'd(B)l),

f(B)*(B).

последовательность {ad}™=0 является а-ограниченной.
Доказательство аналогично доказательству леммы 1.2.2.

Лемма 1.4.10. Пусть I = (X, /) является (А, х, д, с)-ординарной
функциональной парой, 2& с ^j(J), ®! СЭСЗЙ^!^, <2J = <2) \ЭР а также((x),	A.4.23)
Положим ах = а1^(<2)х), вх = ах + а^, a2 = al'd(%), в2 =	/

Е

ACi) = A =min{(<7+ lM^+1/5^}. Тогда существует положительное чи­
число ех такое, что
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Доказательство. Оценим 	„d J + l при j ^ в{. Аналогич­
аз

но A.2.2) имеем из A.2.1)
C + 1) Е	f(B)*(B) = E f(B) E f(DOr(BuD)>BeCd ~C>|3>рЗ>2)	(|p2)	^j + 1, ftj	j, ^2

> E f(B)n(B) ? f(D)n(D).	A.4.24)

Оценим k(D). Заметим, что если D G Э^ С 5§<f;}>, то |Z)| = 1. Воспользу­
Воспользуемся A.4.7) с m = A, r = 2 и is = 1

= E ^(яу ^ |D| E &'	i ^ 2
Следовательно, существует такое положительное число Этакое, что

tt(D) ^ ехр{-2-2* + 0^х4с} ^ 1 - s2~2*x4c.
Тогда

Е /(Я)тг(Я) Е f(DOr(D)>

A.4.25)

Оценим «^^(Si^) при В G С^(Э|Э15Э2)- Множество .В состоит не бо­
более, чем из (j + 02) d-компонент, каждая компонента имеет мощность, не
превосходящую А. Поскольку а{ > 1, то в\ ^ 2а., г = 1, 2, следовательно,\\A	AA	). Аналогично A.4.6) имеем

Е
i ^ 1

cd(a1'd(®1) + a1'd(®2)). A.4.26)
Отсюда и из A.4.23) следует, что

c*4®ib) < 2-3t + 0(lo^3t)a1'd(®1).	A.4.27)
При j" ^ в для некоторого ^ >0 из A.4.24) - A.4.27) следуетЕ	1

(
A «2

Лемма доказана.

Лемма 1.4.11. Пусть I = (X, /) является (A, z, g, с)-ординар­
с)-ординарной функциональной парой, S8 с ^-(/), Э с Зй^^Д, ®х = ® П38<^}>,
BJ = B) \Эр Гог(Эа а1^^!) и а1'сг(Э2) удовлетворяют условию A.4.23).
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Доказательство. Оценим а1'^2^) и a1>d(@2). Из определения
следует, что

ах = а^{9>х)= ? ДМ).

Из A.4.2), A.4.3) получаем

a1'd(®1)< ? ? ? ДА U {*})<

Е ДМ)Е Е

Лемма 1.4.12. Пусть а достаточно велико, и для некоторо­
некоторого ех> О выполнено аA — е{) ^ /3 ^ а. Положим т = /3 — а1/7у/]3, тогда
существует положительное число е2 такое, что

(а - а9/14)A - е2) ^ г ^ а - а9/14.

Доказательство. Заметим, что если а ^ 1, то функция х—а1/7\[х
возрастает при х ^ а2/7. Из условия следует, что

т^а-а9?14.	A.4.28)
С использованием неравенства у/\ — у ^ 1 — у/2 нетрудно проверить, что
при достаточно больших ат > ( г)	у/^

- ег) > (а - ск9/14)A - 3^/2). A.4.29)

Положим е2 = Зе1/2. Теперь из A.4.28) и A.4.29) следует утверждение.

Лемма 1.4.13. Пусть I = (X, /) является C, z, g, с)-ординарной
функциональной парой, 3§С^(/), ЭС38<|1>\38<^}>. Пусть a = a1>

4. Пусть также В ?Cf(fy). Тогда

Доказательство. Второе неравенство очевидно. Докажем первое
неравенство. Из включения i? G С^(Э) следует, что i? состоит не более, чем
из 0 с?-компонент, и каждая компонента содержит не более трех элементов.
Если а ^ 1, то в ^ 2а, следовательно \В\ ^ 3^ ^ 6а. Воспользуемся A.4.7)
с га = 3, г = 2, I/ = 1, тогда

i ^ 2	i ^ 2
х4с. A.4.30)

Оценим cK1>d(@) сверху. По условию семейство Э состоит из множеств,
мощность которых не меньше 2 и не больше 3, тогда из A.4.1) - A.4.3) и
леммы 1.4.6 получаем

Е

Е Я{«.«»+Е Е
Л	« е х iu, w} e «*{*„}СО
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Отсюда и из A.4.1) - A.4.4) получаем

Сх I j) I ^^ л> Z	~\ 1С Zd	^^ Zd * Zd	1С • \	/
Из A.4.30) и A.4.31) вытекает, что

Отсюда следует утверждение.

Для натуральных т^иЭС g$d{I) положим для краткости

С[%](ЩЖ)= U Cf{%\M).

Теорема 1.4.2. Пусть I = (X, /) является C, х, д, с)-ординарной
функциональной парой, 2&Qsd^(I). Положим Э = 38<|?1>, ®1 =S8<^}>, Э2 =

a2 = a1'd(®2), 6>2 = а2

е1? е2 > 0. Положим также

Для В е &(Щ пусть В = ВхиВ2, где Вх е Cd(<%x), B2 e Cd{%). Тогда

§{Щ=(\ + ОB-^ + щ117е-^12 + а^	^
В eCd(

Доказательство. Из леммы 1.4.8 следует, что

Из условия A.2.1) получаем

Sd{<2>)=
BeCd(<2)

Нижняя оценка следует из леммы 1.4.13. С другой стороны,

Теперь доказательство верхней оценки аналогично доказательству A.2.4) и
следует из лемм 1.4.9 - 1.4.13 и теоремы 1.2.2.

Теорема доказана.

1.4.3. Оценки сумм SC&) для регулярных семейств. Здесь рас­
рассматриваются так называемые регулярные семейства связных множеств.
Получена асимптотическая формула для функционала к(В) в случае, когда
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множество В состоит из компонент мощности 1, находящихся на достаточ­
достаточно большом растоянии друг от друга.

Пусть I = (Х, /) — функциональная пара, семейство 5§ С su(I) назовем
регулярным, если для любых {и}, {v} e 5§ выполняются равенства

Для 3§ С sd{I) положим

Замечание 1.4.1. Из доказательства теоремы 1.4.1 ясно, что при
lo&x выполнены условия теоремы 1.3.1 с r = l, S =2~х + {о^х + ' и

?, следовательно,

поэтому осталось получить асимптотическую формулу для 5C8) при
)

Лемма 1.4.14. Пусть I = (X, /) является C, z, g, с)-ординарной
функциональной парой, 3§ с ^(/) является регулярным семейством.
Положим a = a1'd(SB<^}>), 6> = a + a9/14, r = (а - а9/14)A - s2~*xcd), где
е>0. Пусть d^A, В е С?в](ЗВ<?}>).

Доказательство. Покажем сначала, что при В е С^ 9] (S§< f;} >)

a1C§g)) = a1C§f[2]) + OB-l0g^).	A.4.32)
Оценим а сверху. Из включения 2§ С su~(I) следует, что

Из A.4.1) и A.4.2) получаем

^23х-21°йх.	A.4.33)

Поскольку В G С[г,^](^< ?,'}>)' множество i? состоит из d-компонент мощ­
мощности 1, и T^|i?|^0. Из определения г и в следует, что существует ?,
f ^ [-1, 1], такое, что

|В| = а + ^(а9/14 + 2-za).	A.4.34)
Отсюда и из A.4.7) при га = 1,г = 2и!/ = 1 получаем

]) = Е «'(%¦]) < 1^1 Е 8^2^2-^ <i ^ 3	i ^ 3
< 2а X) 2-^ + 3^»2с^ < 4 • 2-3х + 9х6са < 2-logK

Отсюда и из A.4.33) следует A.4.32).
Докажем теперь утверждение леммы. По формуле включений-исключе­

включений-исключений имеем

АЛ2])= Е «'7 {и} С В {и, v}CB

Е л1 И?Ы2] П ^,[2, П Щ%Л2]) "...	A.4.35)
{w, «, w} С В
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Пусть Н G 58^[2]» это значит, что существует вершина v e В такая, что
H#{v}. Если множество В удовлетворяет условию леммы, то оно состоит
из компонент мощности 1, расстояние между которыми не меньше d, тогда
при d ^ 4 для любой вершины и е В, отличной от v, выполнено Н \\ {и}.
Следовательно, S8j^ [2] П S§|^ [2] = @> и все слагаемые, кроме первого, равня­
равняются нулю. Теперь из регулярности семейства 5§ для произвольного {v0} e 2§
получаем

) = Е |?КМ,и) = Е Е
«еВ	'	veB {{и},{w}}сS{Bj

Из A.4.34) следует, что

a1№[2]) = «1(a)a1(SB^}i[2]) + e(a9/" + 2-a)a1(SB^},[2]). A.4.36)
Из A.4.33) и A.4.6) cm = l, r = 2, z/ = l и j = 2 получаем

_^22z 1o^z)8x4c2 z ^2"lo^z. A.4.37)

Оценим первое слагаемое. Из регулярности 2§ и определения 58[з]2) сле~
дует, что

Е /(W) E
Из A.4.32), A.4.36) - A.4.38) следует утверждение леммы.

Теорема 1.4.3. Пусть I = (X, /) является C, z, g, ^-ординар­
^-ординарной функциональной парой, семейство S§ С ?^(/) является регуляр­
регулярным. Тогда (	)	A.4.39)

Утверждение вытекает из следствия 1.4.3, теоремы 1.4.2 и лем­
леммы 1.4.14.

Следствие 1.4.5. Пусть 1 = (Х, /) является C, z, q, ^-ординар­
^-ординарной функциональной парой, ro= \x/Bq)], семейство2&Qsu?(I) является

регулярным, 2& = 2&Г\sd^(I). Тогда

Утверждение вытекает из леммы 1.4.4 при Д = 3 и к(В) = 1 и
из A.4.39).

Пусть / = (X, /) — функциональная пара, семейства 3§ С ^(/) и
ЭС^(/), 2§П® = 0, назовем сильно регулярными, если они являются
регулярными,

[Ь&^Ч^шЯ-Ь&^Ч^^ООо&х),	A.4.40)
для любых {?/}, {v} е 2& выполняется |(S8 иЭ)^>[2]| = |C8 иЭ)^}>[2]|, и для
любых {и}, {v}е<2) выполняется |(S8 U <Э)Щ [2]\ = |(S8 U ®)|2)}Л2]|.
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Лемма 1.4.15. Пусть I = (X, /) является C, х, q, с)-ординарной

функциональной парой, семейства Й,ЭС s&~(I) являются сильно регу­
регулярными. Положим а{ = a1'dE§<?;}>), Q!2 = a1'dC<^11>),

^ = Ql + а?'14, rx = (a{ - a*/l4)(l - ^""х"*), в2 = а2 + а29/14,

r2 = (а2 - а29/14)A - ?22-ххссг), г(Эе е1? s2 > 0. Яусть d ^ 4, BeXj|i)Xj|i)
Доказательство. Доказательство утверждения аналогично дока­

доказательству леммы 1.4.14. Заметим, что

a1C§U®) = a1C§) + «1(®) = «M(9§<i;i>) + aM(®<M1>)- A-4.41)

Положим B = BX{JB2, где Д е q^^^^}^), В2еС?гЛ](9>^\М)- Анало­
Аналогично A.4.36) и A.4.38) из сильной регулярности 3§ и Э для произвольных{}	{}® следует

Е «1((9§иЭД,[2])+ Е "

=Е

Лемма доказана.

Теорема 1.4.4. Пусть I = (X, /) является C, z, g, ^-ординар­
^-ординарной функциональной парой, семейства 5§ С si^(I) и Э С ^(/) являются
сильно регулярными. Тогда

и Э) = (l + О B-1ой *)) ехр{/Г3C§ U Э)}.

Доказательство. Поскольку семейства 5§ и Э являются сильной
регулярными, условие A.4.23) выполнено для a1>d(S8<^i>), «1>d(®<f;i>).
Лемму 1.4.10 можно применить дважды. Теперь утверждение вытекает из
следствия 1.4.3, теоремы 1.4.2 и леммы 1.4.15.

Следствие 1.4.6. Пусть I = (X, /) является C, х, д, ^-ор­
^-ординарной функциональной парой, г0 = |~х/Bд)~|, семейства 5§ С su~(l)

и Э С d~(I) являются сильно регулярными. Положим 2% = 2% П
). Тогда

и Э) = (l + О B-10^

Утверждение вытекает из следствия 1.4.5 и теоремы 1.4.4.
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§ 1.5. Оценки сумм 5C8) для существенно
нерегулярных функциональных пар

В данном параграфе рассматривается обобщение понятия (А, х, q, ^-ор­
^-ординарности. В результате получены оценки 5E§) для граничных функцио­
функционалов с характеристикой 2 (теоремы 1.5.2, 1.5.4).

Функциональную пару / = (X, /) назовем (A, {xl5 x2}, q, с, р)-ординар­
ной, если существует разбиение Х = Х11)Х2, Х{Г\Х2 = 0, такое, что

1)	функциональная пара 1Х = (Х15 /) является (A, xl5 q, с)-ординарной,
функциональная пара /2 = (Х2, /) является (А, х2, q, с)-ординарной;

2)	для любых и, v G X

|log2 ЛМ)-bg2/(W)|< Р-	A-5.1)
Как и в параграфе 1.4, считаем, что х15 х2—>оо.
Если какие-либо из неравенств A.4.1) - A.4.4), A.5.1) могут не вы­

выполняться для функциональных пар /15 12, то будем, как и раньше, ставить
прочерки в соответствующих координатах.

Лемма 1.5.1. Пусть I = (X, /) является (-, {z1? x2}, q, с, р)-ор­
динарной функциональной парой, ц г, j — произвольные фиксированные
натуральные числа, S8C^-(J). Тогда

(Щ\ЛЯ) ^8^-^j^rj2-j^-p-q{m-l)/2)%	A.5.2)

если v € Х{ и

<*"{Щ,Ш) ^8^-^j^rj2-j^-q{m-l)/2)%	A.5.3)

если v e Х2.

Доказательство аналогично доказательству леммы 5.2, сформулирован­
сформулированной в [10] для (А, х, q, с)-ординарных функциональных пар.

Следствие 1.5.1. Пусть I = (X, /) — (A, {xl5 x2}, q, с, р)-ор­
динарная функциональная пара, цг — произвольные фиксирован­
фиксированные натуральные числа, 5§ С sd~{I), m ^ min{[x1/Bg'),	}

Тогда

Y: <*"(Щ\) <2-10^^ +2-log^^.	A.5.4)

Доказательство аналогично доказательству следствия 1.4.2.

Лемма 1.5.2. Пусть I = (Х, /) является (A, {z1? x2}, g', с,р)-орди­
нарной функциональной парой, ro= \x/Bq)], S§ Qd~{I). Тогда

A.5.5)

Теорема 1.5.1. Пусть I = (Х, /) является A, {z1? x2}, g', с,р)-ор­
динарной функциональной парой, ^>Qdx(I). Тогда

5(SB) ^ (l ­
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Доказательство. Для доказательства воспользуемся теоре­

теоремой 1.3.1. Покажем, что условия A.3.2) и A.3.3) выполнены при
ф = S =2~log2*! +2"log2*2, тогда утверждение будет следовать из A.3.4).

В силу A.5.4) ci/ = l,r = 2ns = 2

следовательно, условие A.3.2) выполнено при ф =2~log2*1 +2~log2*2.
В силу A.5.4) с z/ = 2, г = 1 и s = 1

следовательно, условие A.3.3) выполнено при <5 = 2~ log2Zl + 2log2*2. Теперь
утверждение вытекает из A.3.4).

Теорема 1.5.2. Пусть I = (Х, /) является A, {х1? х2}, д, с,р)-ор­
динарной функциональной парой, 38 с ^(i"). Тогда

Утверждение следует из A.3.1), леммы 1.5.2 и теоремы 1.5.1.
Теорема 1.5.3. Пусть I = (Х, /) является B, {х1? х2}, д, с,р)-ор­

динарной функциональной парой, S§C^(/). Гог(Эа^)	A.5.6)
5

Доказательство. Положим Il = (Xl,f), 38l=
\. Заметим, что

Предположим сначала, что

a1C§)^2log2^+2log^2.	A.5.7)
Воспользуемся теоремой 1.3.3. Для этого докажем, что условия A.3.5),
A.3.6), A.3.11) и A.3.12) выполнены соответственно при А = ? = р =
= 2-1ой*1 +2-1ой*2 и 7 = 2~2llog2*i +2~2llogK Тогда A.5.6) будет следовать
из A.3.13).

В силу A.5.4) с и = 1, г = 3 и s=4

следовательно, условие A.3.5) выполнено при A =2~log2*l+2~log2*2.
Покажем, что условие A.3.11) выполнено для 7 — 2~2"log2*1 + 2~2"log2*2.

Пусть а1 = а1C§1)и a2 = a1(S82). Положим fl^aj+af/14 и 6>2 = а2+а29/14. Для82). Положим fl^aj+af и 6>2 = а2
В е C-iS&lS&^nC-iS&lS&z) положим B = BXUB2, где Вх е С(^>х), аВ2е СB&2).
Оценим ах сверху. Поскольку функциональная пара Ix = (Xx,f) является
B, х15 д, с)-ординарной, из A.4.1) - A.4.4) имеем()	f(A) =

= Е f(A)+ E /(^)<E/(W)+E E
v ех1 и

2-*» + IXJ*! 2 а:' + « ^ 22"'-2U^x' + *4 2 +% A-5.8)
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Теперь оценим а2 сверху. В силу того, что функциональная пара 12 =
= (Х2,/) является B, х2, q, с)-ординарной, из A.4.1) - A.4.4) при т = \
и A.5.1) имеем
a2 = al{®2) = ? Д^К Е

Ае®2

^ |Х2| 2"*» + |Х2|х2с 2-2x> + q+p ^ 22^-210^^ + х2с 2^ + q+p. A.5.9)
Из A.5.2), A.5.3) при г = 2, т = 2и и = 1 получаем, что

? Е а1 (ЯШ = Е Е «'veB	veB
«еSj i^2	veB2 j^2

< IAI E 8i^lci 2-^-^-?/2) + |B2| E 8i^22ci 2-i(^-?/2). A.5.10)i ^ 2	j > 2
Из включения .В G C7--C8|SS1) П C-(S§|S§2) следует, что Вх состоит не более,
чем из 0х компонент, a B2 состоит не более, чем из 62 компонент. Поскольку
каждая компонента принадлежит семейству 8^A), она содержит не более
двух элементов, следовательно \В{\ ^2в{ и \В2\ ^2в2.

Если а{ ^ 1 для г G {1, 2}, то 6{ ^ 2а. и |BJ ^ 4а.. Тогда из A.5.10)
следует, что

alB&W) ^4а12-2^+4с1о^^ + 0A) + 4а22-2^+4с1о^^ + 0A).	A.5.11)

Теперь из A.5.8) - A.5.11) вытекает A.3.11) с 7 = 2"?lo?^ +2~**h^xK
Если ai < 1 для какого-нибудь г, то ^- < 2 и |Д| < 4, тогда выполнение

условия A.3.11) с 7 = 2^log^+2-^log^ также вытекает из A.5.10), A.5.11).
В силу A.5.4) с i/ = 2, г = 2 и s = 2

следовательно, условие A.3.6) выполнено при ? =2~log2*1+2~log2*2.
В силу A.5.4) cz/ = 3, г = 1 и s = 1

следовательно, условие A.3.12) выполнено при <? = 2~log23tl+2~log2*2.
Таким образом, условия теоремы 1.3.3 выполнены при указанных зна­

значениях параметров А, (, 7 и (р. Теперь из A.3.13) вытекает A.5.6), значит,
утверждение доказано при условии A.5.7).

Пусть теперь

a1(S§)<2log23tl+2log23t2.	A.5.12)
Покажем, что выполнены условия теоремы 1.3.1 при г = 1 и соответствую­
соответствующих ф и 5. Тогда A.5.6) будет следовать из A.3.4).

Проверим выполнение условия A.3.2). В силу того, что функциональ­
функциональная пара 1Х является C, xl5 q, с)-ординарной, а функциональная пара 12 —
C, х2, q, с)-ординарной, имеем с использованием A.4.2) - A.4.4), A.5.1)

«'И^ Е /({«}) Е /(М)+ Е /({«}) Е

)
A.5.13)
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В силу A.5.4) с1/ = 1,г = 2ив = 3

(Щ	°?**.	A.5.14)
Отсюда и из A.5.13) следует, что

Следовательно, A.3.2) выполнено при </, =2-2log^+2-2logK
Проверим выполнение условия A.3.3). Аналогично A.5.14) получа­

получаем оценкуm	(	(	A.5.15)
В силу A.5.4) с I/ = 2, г = 1 и s = 2, а также A.5.15) имеем

а2{®>) = а2(Щ2])+ Y: аЧ%]) < С2"  + 2-*»)Bloe^ + 2log^) + 2-log^ + 2"loeK

Отсюда вытекает справедливость условия A.3.3) при 8 = 2-2~ log2Zl +2-2" log2 ^.
Теперь из A.3.4) при указаных значениях ф и 8 получаем

ехр {

Утверждение доказано при условии A.5.12).

Для 3§ С sd(I) положим

Следствие 1.5.2. Пусть I = (Х, /) — B, {х15 х2}, д', с, р)-ординар­
ная функциональная пара, S§ С^(/), Тогда

)	^	A.5.16)
Доказательство. Имеем

Теперь A.5.16) следует из A.5.5) и A.5.14).

Следствие 1.5.3. Пусть I = (Х, /) является B, {х15 х2}, д', с, р)-ор­
р)-ординарной функциональной парой, r0 = min{[z1/Bq')], [x2/B^)]}, 2§ С

). Тогда

Утверждение вытекает из леммы 1.5.2 при Д = 2 и из A.5.16).

Функциональную пару / = (X, /) назовем (Д, {х15..., xz}, q, с, р)-орди­
нарной, если выполнено условие A.5.1) и существует разбиение

X = U Xt, Х{ПХ3.=0 для всех г, i,

такое, что функциональные пары Ij = (Xj, f) являются (Д, х^., д', с)-ординар­
ными для всех j = 1,..., Z.
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Теорема 1.5.4. Пусть I = (X, /) является B, {х15...
..., xj, q, с, р)-ординарной функциональной парой, 2&Csd^(I). Тогда

SCB)=(l + <

Доказательство. Положим для ./ = 1,2,...,/
¦уР 	 || -у"	г^	/ v f\

ggj =3§ п^(Т^), 38^. = (S8 ns4(T^.)) \S8j-_i­
Дальнейшее доказательство аналогично доказательству теоремы 1.5.3 и вы­
вытекает из следствия 1.2.2.

ГЛАВА 2
АСИМПТОТИКА ЧИСЛА АНТИЦЕПЕЙ В ДЕКАРТОВОЙ СТЕПЕНИ ЗВЕЗД S?

§ 2.1. Основные понятия

В этом параграфе вводятся основные определения из статьи [10].
Рассмотрим двудольный граф G = (X, Z; Е) с долями вершин X, Z и

множеством ребер Е. Границей множества АСХ, как и раньше, назовем
множество

d(A) = {ve Z: 3ueA{u,v}eE}.
Степенью вершины v ? X U Z называется число a(v) вершин и ? X U Z
таких, что {и, v}^E. Граф G называется простым {е, 8)-расширите­
8)-расширителем, если

\А\^\д{А)\{\-8)
для всякого множества АСХ такого, что \А\ ^ \s\X\ ].

Граф G называется граничным (е, 8)-расширителем, если

\А\^\д{А)\{\-8)
для всякого множества АСХ такого, что

Положим min a(v) = x.	B.1.1)
v ? X

Везде далее

6г = SX(G) = х-1 log^ x, 82 = 82(G) = х-2 Iog2 x.
Двудольный граф G = (X, Z; Е) называется полным (А, х, q, p)-расши­
p)-расширителем, если он является граничным (е15 ^)-расширителем, простым
A, 52)-расширителем и удовлетворяет условию B.1.1) и условиямmax a(v)^xp,	B.1.2)

B.1.3)

x/y/log2 х ^ min (j(v) ^ max <т(г;) ^ х,	B.1.4)v e Z	v e Z
B.1.5)

Двудольный граф G называется (А, х, q, p)-полурасширителем, если он
является граничным (е15 ^)-расширителем, простым A/2, <52)-расширителем
и удовлетворяет условиям B.1.1) - B.1.5).
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Множество Р с заданным на нем отношением частичного порядка ^
называется частично упорядоченным (сокращенно ЧУМ). Антицепью в
ЧУМ Р называется множество, в котором нет пары {и, v} такой, что и ^ v.

Элемент и непосредственно предшествует элементу v (обозначение
и -< v), если и ^ v, и ф v и, кроме того, {w: u^w^v} = {и, v}. Целочислен­
Целочисленная функция г, определенная на ЧУМ Р, называется функцией ранга, если
г (г;) = г(и) + 1 для всех и и v таких, что u^v. Если на ЧУМ Р определена
функция ранга г, то Р называется ранжированным множеством, и если
функция ранга принимает ровно п значений, то Р называется п-слойным,
а его подмножество Pk = {v e P: r(v) = к} называется к-м слоем ранжи­
ранжированного множества Р. Диаграммой Хассе множества Р называется граф
Г = (Р; Ер), в котором вершины и, v соединены ребром в том и только в
том случае, когда u^v.

Через (Ро, Р15..., Рт) обозначается ранжированное множество Р с
га + 1 слоями, а через Р — ранжированное множество (Рш, Pm_l5 ..., Ро)
такое, что и ^ v в Р тогда и только тогда, когда v ^ и в Р. Для г, j,
0^ г' <j ^ т, через Р[{ ^ обозначется множество (Р-, Р- + 1,..., Р3) с j — г + 1
слоями, в котором частичный порядок индуцирован частичным порядком в
Р. Обозначим через Г. диаграмму Хассе ранжированного множества Р^ i + l].

Двуслойное множество P[ii + ^ называется полным (А, х, q, p)-расши­
p)-расширителем, если граф Г- является полным (А, х, q, ^)-расширителем.

Многослойное множество Р = (Ро, Р15..., Pm), m ^ 2, называется пол­
полным (А, х, q, р)-расширителем, если при каждом г = 0, 1,..., т — 1 дву­
двуслойное множество Pfoi + i] является полным (Д., x^q^ ^-)-расширителем, и
при этом для всех г =0, 1,..., га— 1 выполняются неравенства

А. ^А, х. ^х, q.^q, maxa(v)^x*>.	B.1.6)
veP

Двуслойное множество Р^ - + 1] называется (А, х, q, p)-полурасшири­
p)-полурасширителем, если граф Г. является (А, х, q, ^)-полурасширителем.

Ранжированное множество Р = (Ро, Р15..., Рш), га ^ 1, называется
(А, х, д, р)-полурасширителем, если при каждом г = 0, 1,..., га — 1 дву­
двуслойное множество Pfoi + i] является (А-, х-, д'., ^-)-полурасширителем, и при
этом для всех г =0, 1,..., га —1 выполняется условие B.1.6).

Ранжированное множество Р = (Ро, Р15..., Рш), га ^ 1, называет­
называется двусторонним (А, х, q, p)-полурасширителем, если множества Р и
Р = (Рт, Рш_15..., ig) являются (А, х, д, ^)-полурасширителями.

Пусть ra^l,0^r^s^ra. Ранжированное множество Р = (Р0, Р15...
..., Рш) называется (А, х, g', p, r, s)-унимодальным, если его подмножест­
подмножества /[о г] и -F[Sjm] являются полными (А, х, д', ^)-расширителями или одно­
однослойными (при г = 0, s = га) множествами, a P[rs] является двусторонним
(А, х, q, р)-полурасширителем (при г < s) или однослойным множеством
(при г = s).

Пусть W(P) — множество всех антицепей в Р и ф(Р) = \W(P)\. Для
г, r^i^s, обозначим через И^(^_1>< + 1]) множество тех AC W(P{i_li + l]),
для которых каждая 2-компонента множеств А П Р{_{ и БП?. + 1 имеет
мощность, не превосходящую А. Положим

Обозначим через Г. + 1 диаграмму ранжированного множества P[ii + l].
Из [10] следует

Теорема 2.1.1. Пусть множество Р = (Ро, Р15..., Рт) является
(А, х, q, p, r, s)-унимодальным. Для всякого г, r^i^s, пусть /• ul\ —
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функциональные пары, порожденные соответственно графами Т{_х и
Г. + 1, а \Р{\=р. Тогда

4

(	m-2 ^
1+2-"*») 2" ? 5(^A,) U

§ 2.2. Унимодальность множества S?

Пусть к — натуральное число, рассмотрим множество

и зададим на нем отношение частичного порядка ^ следующим образом:
г :< —1 при г = 0, 1,..., к — 1. Положим 5^ = {«^(aj,..., ап): a.e5fc, г =
= 1,..., п}. Пусть S,CeS?, тогда а= (а1?.. .,ап) ¦< C = (Д,..., /?п), если
а- ^ /3- для всех г = 1,..., п. Весом набора а из S? называется число
\\a\\ его координат, равных —1. Вес набора является, очевидно, функци­
функцией ранга, поэтому S? является ранжированным частично упорядоченным
множеством. Через S?t обозначим t-и слой множества S?, состоящий из
наборов веса t.

В данном параграфе доказана унимодальность множества S? (тео­
(теорема 2.2.3). Это позволяет свести задачу о числе антицепей в множе­
множестве S? к задаче о числе антицепей в центральных слоях S? (теоре­
(теорема 2.2.4). Сначала будет доказана расширительность множеств (S?t, S?t_{)
при t > (n + l)/(fc + 1) (лемма 2.2А) и полурасширительность множест­
множества (S?TO + 1, S?m) при m = (n - к)/(к + 1) (лемма 2.2.9). Затем будет до­
доказана расширительность множеств (S?t, S?t + l) при t < (п — к)/(к + 1)
(лемма 2.2.11) и полурасширительность множества (S^m, S^m + 1) при
m = (n — к)/(к + 1) (лемма 2.2.13). При доказательстве расширительности
двуслойного множества (X, Z) важную роль играет утверждение о том, что
среди подмножеств А множества X с заданной мощностью наименьшую
границу имеет «сжатое» подмножество, т.е. состоящее из первых \А\ набо­
наборов в некотором упорядочении множества X (см. [4]). В леммах 2.2.6, 2.2.7,

2.2.12 описано сжатое множество, мощность которого превышает о 1-^1- Это
позволяет доказать полурасширительность центральных слоев S]?.

Заметим, что для всех 0 ^ t ^ к

Лемма 2.2.1. Пусть для целых т и j, О ^ j ^ к выполнено п =
= т(к + 1) + j, тогда

1. для любого О^ t ^ п справедливо \S?m\ ^ \S?t\,

Нам понадобятся результаты, полученные С.Л. Безруковым в работе [4]
для множества S?+ {.

Приведем определение упорядочения L^ вершин множества SJ?. Для
задания порядка сначала необходимо определить упорядочение N? множе­
множества S?o. Отметим, что если а = (а15.. ,ап) G S?o, то at G {0, 1,..., к — 1}

12 МВК, вып. 13
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для всех г. Обозначим через 5Ф^ множество, полученное из S^_x заменой
в компонентах всех наборов символа 0 на 1, символа 1 на 2,..., символа
к — 2 на к — 1. Пусть

Щ = {« € ^V «« G {0, к - 1}, г = 1, 2,..., п}.

Определение порядка JV^ дадим индукцией по к. Отметим, что при к =
= 1 множество S"o состоит всего из одной вершины, так что можно считать,
что порядок JVjn определен.

Базис индукции. По определению положим, что при к = 2 по­
порядок iV2n на множестве 52no = i?n совпадает с лексикографическим при
любом п.

Индуктивный переход. Будем считать, что при всех 1 ^ к'< к
порядок N^, на множестве вершин S? (а значит, и на БФпк1) определен при
всех п, и рассмотрим случай к' = к.

Положим, что вершина 0 = @, 0,..., 0) из S?o является самой младшей
в порядке N?, скажем, что она образует первый блок, и обозначим Вх =
= {0}. Пусть уже упорядочены все вершины из S?o, входящие в блоки с
номерами 1,2,...,./, и j ^ 2п. Обозначим через а е Щ самую старшую
в порядке N? вершину из ^'-го блока Bjf и пусть C G Щ — следующая
за а вершина в лексикографическом порядке. Построим совокупность Bj + l
вершин 7 = Gи 725 • • •> 7П)» получающихся из вершины C = (/31? /32,..., /Зп)
заменой каждого C{^0 произвольным числом из множества {1,..., к — 1}
и каждого /3- =0 на 7г — 0 Для всех г. Пусть j^ %?Bj + ln s — число нулевых
координат набора C. Построим вершины j{ и ^, полученные соответственно
из tJ и т^ вычеркиванием s нулевых координат. Отметим, что ^, t^G 50^os.
Положим 7J < % в порядке iV^, если и только если tJ' < % в порядке N?zf.
Кроме того, положим, что найденная таким образом из (j+l)-ro блока самая
младшая вершина является непосредственно следующей за а в порядке N?.
Вершину C назовем образующей блока Bj + l.

Пусть теперь а = (а{, а2,..., ап), C G SJ?. Обозначим через ]а[ набор,
полученный из а заменой каждого a.i = — 1 на к — 1, через [а] — набор,
полученный из а заменой каждого а • = — 1 на 0. Скажем что а < C в порядке
L?, если и только если ](?[<]/9[ в порядке N? либо при ](?[=]/9[ выполнено
[а] > [/?] в порядке N?.

Пусть А С S?t, t — целое число. Обозначим через С А С S?t множе­
множество, полученное заменой А на первые \А\ наборов из S?t в порядке L%,
а через LA С S?t — множество, полученное заменой А на последние \А\
наборов из S?t в порядке L?. Пусть А е S?t. Совокупность всех наборов
Tr(A) Q Skr назовем г-тенью множества А, если для любого C е тг(А) най­
найдется сравнимый с ним в частичном порядке ^ набор а из А. Положим

) г({Р})
Теорема 2.2.1 [4]. Пусть A QS?t, г ^ 1, тогда
l.Tt_r(CA)CCrt_r(A)>
2. если СА=А, то rt_r(CA) = Crt_r(A).

Теорема 2.2.2[4]. Пусть A QS?t, г ^ 1, тогда
l.Tt + r(LA)CLrt + r(A),
2. если LA=A, то rt + r(A) = Lrt + r(A).
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2.2.1. Расширительность пар слоев S? с большими к. Для доказа­
доказательства расширительности множества (X, Z) будем рассматривать множе­
множество В С X и оценивать количество ребер в двудольном графе (Д д(В)),
которое, с одной стороны, равно количеству ребер, идущих из множест­
множества i? в множество д(В), а, с другой стороны, — количеству ребер, идущих
из д(В) в В.

Лемма 2.2.2[10]. Пусть G = (X, Z; Е) — двудольный граф та­
такой, что

max a(v) = и	mma(v) = x и %>иveZ х '	vex x '
Тогда G = (X, Z; Е) является простым A, \/к)-расширителем.

Обозначим множество первых р наборов слоя S?t в порядке LI че­
через Ct(p). Положим а = @,.. .,0, — 1,..., — 1), ||а|| = г. Из определения по­
порядка LI следует, что rt(a) = Ct(\S?t\) для t ^ r.

Лемма 2.2.3. Пусть г = r(n, fc, t, s) = min < г: ( гЛ к1~г ^ s >, по­

положим а = @,.. .,0, — 1,..., -1), ||а|| = г. ТогдаCt(s)Crt(S).	B.2.1)
Доказательство. Положим q = \ S?t \ = ( rt \ кr ~г. Поскольку

s ^ q, то
Ct(s)QCt(q).

С другой стороны,

Ct(q) = Tt(S).
Отсюда вытекает B.2.1).

Следствие 2.2.1. Пусть 0 < t < п, г < п, А С S?t и
К Тогда

B.2.2)

., — 1),

B.2.3)

Доказательство. Положим В = СА, а = @,..., 0, — 1,..., — 1),
| с?|| = г. В силу теоремы 2.2.1 имеем

а из B.2.1) при |А| ^ ( г± ) кг~г получаем

В СтДа).

Заметим, что |т^_х(/3)| = Ы для всякого C из В, и |тДт)| = (г — t + 1) для
всякого 7 из r*-i(-B)- Число ребер Е(В) в двудольном графе (Д Tt_{(B))
удовлетворяет следующим соотношениям:

Отсюда с учетом B.2.3) получаем B.2.2).

Следствие 2.2.2. Пусть г < п, 0 < t ^.п, А С S?t и \rt_{(A)\

kr~t + l. Тогда выполнено неравенство B.2.2).

12*
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Доказательство. Покажем, что \А\^ ( ^ ) кг~г, тогда утвержде­

утверждение будет вытекать из следствия 2.2.1. Предположим, что |A|>(^)fcr~*.

Пусть В = С А и s = [trLi)kr~t + l- Тогда существует набор C из

rt ) кг~г\ такой, что \rt _ x(f3)\Ct _ x(s)\^ 1. Отсюда получаем

что противоречит условию.

Лемма 2.2.4. Пусть t > (п + \)/{к + 1) и Tnt = (X, Z; Е) — ди­
диаграмма Хассе множества (S?t, S?t_{). Положим X = S?t, Z = S?t_{.
Пусть At — наименьшее целое такое, что

\Х\ ^2^ + l)kt-2l0^kt).	B.2.4)
Тогда при достаточно больших п граф Ynt является полным
(An fct, 1, 1) -расширителем.

Доказательство. Положим x = kt, 6{ = x~l \og22 x, 82 = x~2 \og92 x,
дх = х3 log^7 х, el = gl/\Z\. Пусть А С X = S?t. Проверим выполнение усло­
условий B.1.1) - B.1.5). Выполнение условия B.1.1) следует из того, что сте­
степень любой вершины /3 е X равна kt. Степень любой вершины а € Z равна
n — t + \, кроме того, из условия следует, чтоtk>n-t + \,	B.2.5)
поэтому выполняются условия B.1.2) с р = \ и B.1.4). Условие B.1.3)
выполнено при q = 1, поскольку для любых <?, C G X

выполнение условия B.1.5) следует из B.2.4).

При достаточно больших п имеем дх ^ ( t ^ j j k3. Из следствия 2.2.2

при г = t + 2 вытекает, что для всякого А С X такого, что |т^_ 1(^4.)| ^ д{,
выполнено неравенство

\А\ ^ |rt_,(A)|^ ^ |Tt_,(A)|(l - 5,).	B.2.6)
Следовательно, граф Ц* является граничным (е15 ^^-расширителем.

В силу B.2.5) выполнены условия леммы 2.2.2, тогда для всякого А С
С X имеем

\А\ ^ |rt_,(A)|(l - х-1) ^ |Tt_,(A)|(l - 62).
Это означает, что граф Ц* является простым A, <52)-расширителем. Лемма
доказана.

Из определения упорядочения L\ множества S^ следует, что для всех
р, 0 ^ р ^ п

= {@,-1,...,-1), (-1,0,-1,.. .,-!),.¦ .,(-!,.¦ .,-1,0,-1,. ¦¦,-!)}.
„-I
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Для 0 ^ р < п положим

Множество Т(п, fc, ?, р) состоит из наборов слоя S?, у которых (р + 1)-я
координата равна нулю, а первые р координат отличны от нуля. Обозначим
t(n, к, t,p)=\T(n, к, t,p)\, тогда

Цп, k, t,p) = k»

где г-е слагаемое равно количеству наборов, в которых среди первых р
координат ровно г имеют значение — 1.

Справедливо следующее утверждение (см., например, [11]).

Лемма 2.2.5. При всех натуральных к ^ 2 выполнено

Лемма 2.2.6. Пусть к = 2, п достаточно велико и таково, что
для некоторого целого т выполнено п = Зт+2. Тогда

2, m+ll­

Доказательство. Вычислим |'7'т + 1(Си_1B))| при т = (п — 2)/3.
Множество тт + х(Сп_хB)) состоит из наборов, у которых в первых двух
координатах есть хотя бы один нуль. По формуле включений-исключений
получаем

—9.9п-т-2[П-\\ _суп-т-Ъ\ П-2

_ Оп-т-2 I п~ 5п-4
т+\)Цп-\у

Теперь вычислим н |

_ On-m-2 / п ~

При достаточно больших п из B.2.8) и B.2.9) следует утверждение леммы.

Лемма 2.2.7. Пусть к ^ 3, п достаточно велико и таково, что
для некоторого целого т выполнено п = (к + 1)т+к. Тогда

Доказательство. Из B.2.7) следует, что для любых к, пи t,
выполнено

t(n,k,t,p)>\SZ-l\(^-y.	B.2.10)
Кроме того, при т = {п — к)/{к + \) выполнено

1 I СП	|_W n lLn-m-l_|Cn-l \7lk(k + l)	/п О 1 1 \
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Из определения t(n, к, т, р), B.2.10) и формулы суммы геометрической
прогрессии следует, что

Д Ч*Ч *, m + 1, р) ? \Sk:~l+l\k (l - (l - i
B.2.12)

Для fc=3 из B.2.11), B.2.12) получаем, что при достаточно больших п

I Ой- 1 I 3 • 19 ^ I Сп- 1 | 3 • 4п 	 J_i qn	|	/о о 1 Q\l°3,m+ll 27 ^ I 3,m+ll6n-2 ~~ 2' °3,m+l|-	^Z.Z.IO^

При к ^4 и достаточно больших п из B.2.11) и леммы 2.2.5 следует, что

?га+1|. B.2.14)

Теперь из B.2.12) - B.2.14) вытекает утверждение леммы.

Лемма 2.2.8. При к > 1, всех а, п ut,p<n справедливо

Утверждение следует из равенства ( р I = ( р i

Лемма 2.2.9. Пусть п таково, что для некоторого целого т вы­
выполнено n = (k + l)m + k uTnm = (X, Z; Е) — диаграмма Хассемножества
(SZm + i,Z = SZJ. Положим X = S?m + l, Z = S;m. Тогда графГт является

(Дш + 1, п—га, 1, 1) -полурасширителем, где Аш + 1 = ^ 1°?2(^ + 1) ~1­

Доказательство. Положим х = k{m-\-\) = n — m = fc(n + l)/(fc

+ 1). ПустьАСХ = 5,7;т + 1и|А|	Л
2.2.7 следует, что при к ^ 2

Если \тт(А)\^\тт(Сп_1A))\ = (п~Лкп-т-\ то в силу следст­
следствия 2.2.2 имеем

\А\к(п + l)/(fc + 1) < \гт(А)\(кп - \)/{к + 1).

Отсюда получаем, что

\А\^\тт{А)\{\-82).

Если ( п^т ) fc^-7^-1 < |тш(А)|, то положим В = СА. Для каждого множе­

множества В существует р, I ^.р^к — 1 такое, что

|	B.2.15)
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Из теоремы 2.2.1 и B.2.15) вытекает, что В С тт + 1(Сп_1(р + 1)). Пусть
a G В, тогда хотя бы одна из первых р + 1 координат набора а равна нулю.
Это же свойство сохраняется у множества тт(В), поэтому

гт{Сп_г(р)) С тт(В) С ^(^^(р + 1)).	B.2.16)

Рассмотрим двудольный граф (Дгго(В)). Заметим, что |тто(а)| = х. Для
/3 G тт{В) рассмотрим два случая.

1) В первых р координатах ровно один нуль, и значение (р + 1)-й коор­
координаты отлично от нуля. Тогда \тт + 1(/3)ПВ\ = х — 1. Каждый такой набор
принадлежит множеству тт(Сп_х(р)). Пусть Ф(р) равно числу таких набо­
наборов, тогда

п-р-1\ (к-\ \	(п-р-\\ (к1т-г )[ к J	\m-\-i
i=0

где г-е слагаемое равно количеству наборов, у которых среди первых р
координат ровно г имеют значение —1, а значение (р + 1)-й координаты
отлично от нуля. С помощью лемм 2.2.5, 2.2.8 получаем при р ^ к — 1

2) В остальных случаях \rm + 1(C)ПВ| ^ x.

Число ребер Е(В)в графе (Д rm(.B)) удовлетворяет соотношениям

|Я|* = ^(В)<|тт(В)|*-Ф(р),
следовательно,

В силу B.2.7) и B.2.16) имеем аналогично B.2.12)

К(В)\ ^ \тт(Сп_х{р + 1))| = Е t(n, k, т, i) ^
i=0

^(Р + 1I^4 = (P+l)fe"-1-ra(nf;1). B-2.18)

Из B.2.17), B.2.18) вытекает, что при р > 1

следовательно, ||^).	B.2.19)
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Теперь из теоремы 2.2.1 следует, что граф Г^ является простым
A/2, <52)-расширителем. Поскольку B.2.6) справедливо и для т = (п +
+ l)/(fc + 1), то граф Г^ является граничным (е15 ^)-расширителем. Про­
Проверим выполнение условий B.1.1) - B.1.5). Выполнение условий B.1.1),
B.1.2) с р = \ и B.1.4) следует из того, что степень любой вершины
C е X U Z равна х = к(п + l)/(fc + 1) = п - га. Условие B.1.3) выполнено
при q = 1, поскольку для любых a, J3 еХ

Проверим выполнение условия B.1.5). Воспользуемся уточненной форму­

формулой Стирлинга и леммой 2.2.1, при Дш + 1 = ~]~ Iog2(fc + 1) — 1 получим

\Y\ — \qn \_\qn \_(п\ип-т_ п\кп~т ^
1^1- l^m+ll-l^ml- \mJK	- т\{п-т)\ ^

<^

< 2(Дт+1 + 1)*(п + 1)/(* + 1)-21ой(*(п + 1)/(* + 1)) /2 2 20)

Отсюда следует, что Г^ является (Дш + 1, п—т, 1, 1)-полурасширителем.

2.2.2. Расширительность пар слоев 5^ с малыми к. Положим для

Множество Lt(p) состоит из наборов, в которых значения первых р коор­
координат отличны от нуля. Нетрудно видеть, что

fe-l)»-'.	B.2.21)

Лемма 2.2.10. Пусть А С S?t, 0^ t < п- 1 и \А\ ^ (nt \{к - \)п-К
Тогда

\А\(п - t) < |t« + i(A)|(* + l)(fe - 1).	B.2.22)
Доказательство. Положим .В = L А. В силу теоремы 2.2.2 имеем

B.2.23)

Поскольку \В\^ (nt \(к-\)п-\ то из B.2.21) получаем

BCLt(n).

Заметим, что |^ + 1(/3)| = п — t для всякого /3 из В, и |тДт)| = (? + l)(fc —
- 1) для всякого 7 из r« + i(-S)- Число ребер Е(В) в двудольном графе
(	удовлетворяет соотношениям

\В\(п - t) = E(B) < |ri + 1(B)|(t + l)(fc - 1).

Отсюда с учетом B.2.23) получаем B.2.22).
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Следствие 2.2.3. Пусть А С S?t, t<n-\ u\rt
Kk —lI""* - Тогда выполнено неравенство B.2.22).

Доказательство. Покажем, что \А\^ ( t )(к — \)п~*. Утвержде­

Утверждение будет вытекать из леммы 2.2.10. Предположим, что |A|>(^)(fc — \)п~*.

Пусть В =LA, тогда существует набор C из B\Lt(n) такой, что

Отсюда при t < п — 1 получаем

\rt + i(A)\ * \rt + l(B)\ > («I,)*"-'  + 1 >
что противоречит условию.

Лемма 2.2.11. Пусть t < (п - к)/(к + 1) и tnt =(X,Z;E) —
диаграмма Хассе множества (S?t, S?t + l). Положим X = S?t, Z = S?t + l.
Пусть At — наименьшее целое такое, что

\Х\ < 2(At + 1)(n"i) 1og2(n"i).	B.2.24)

Тогда при достаточно больших п граф Г™ является полным (An n ­
— ?, 1, 1) -расширителем.

Доказательство. Положим x = n—t. Проверим выполнение усло­
условий B.1.1) - B.1.5). Выполнение условия B.1.1) следует из того, что сте­
степень любой вершины /3 е X равна п — t. Степень любой вершины а € Z
равна fc(? + l), кроме того, из условия следует, что

n-t > fc(t + l),	B.2.25)
поэтому выполнены условия B.1.2) с р = 1 и B.1.4). Условие B.1.3) выпол­
выполнено при q = 1, поскольку для любых <?, C G X

|т, + 1(а)Пт, + 1

выполнение условия B.1.5) следует из B.2.24).

При достаточно больших п имеем gx ^ (t + iK^"!)™*1- И3 след­

следствия 2.2.3 вытекает, что для всякого АСХ такого, что |ri + 1(A)| ^ дх
выполнено неравенство

\А\ ^ \Tt + №)\{t+n-t~X) < K« + i(^)|(l - Si)-	B-2.26)

Отсюда вытекает, что граф Г^ является граничным (е15 ^^-расширителем.
В силу B.2.25) выполнены условия леммы 2.2.2, следовательно, для

всякого АСХ имеем
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Это означает, что граф Г™ является простым A, <52)-расширителем. Лемма
доказана.

Лемма 2.2.12. Пусть п достаточно велико и таково, что для
некоторого целого га выполнено n = (k + l)m + k. Тогда

\Lm([k/2\)\^^J.	B.2.27)
Доказательство. Из определения Lm(p) следует, что B.2.27)

эквивалентно следующему неравенству:

Из B.2.7) следует, что для любых к, п и га, р ^ n выполнено

t(n,k,m,p)^\S?-l\.	B.2.28)
При достаточно больших п и т = (п — к)/(к + 1) выполнено

[!]№	<2-2-29>
Из определения ?(n, fc, га, p) и B.2.28) имеем¦ ,	. [т~1

К{Сп_1([к/2\))\= ? t(n,k,m,p)^lk/2\\Sk^\.	B.2.30)
Р = о

Теперь из B.2.29) и B.2.30) следует утверждение леммы.

Лемма 2.2.13. Пусть п = (к + 1)га + к иТпт = (Х, 1>\ Ё) — диа­
диаграмма Хассе множества (S^m, S?m + l). Полжим X = S?m, Z = S?m + l.
Тогда граф Г^ является (Am, n — га, 1, 1) -полурасширителем, где

Доказательство. Положим % = п — т = к(п + l)/(fc + 1). Пусть

A CX = S?m и \А\^\Х\/2 = иЛкп~т. Из леммы 2.2.12 следует, что

\A\^\Lm([k/2\)\.

Если \тт + 1(А)\ ^\Lm + l(n)\ = (п+1)(к - 1)п~т~\ то в силу следст­
следствия 2.2.3 имеем

\А\к(п + l)/(fc + IK Km + 1(A)|(fc - l)(n + l)/(fe + 1),
следовательно,

Если f n j )(fc — \)m-n-1 < |rm + 1(A)|, положим i? = LA. Для каждого

множества В существует р, [к/2\ ^.р^.п — 1 такое, что

\Lm(p + l)\<\B\^\Lm(P)\.	B.2.31)
Из теоремы 2.2.2 и B.2.31) вытекает, что В С Lm(p). Пусть а € В, тогда
ни одна из первых р координат набора а не равна нулю. Это же свойство
сохраняется у всех наборов из множества тт(В), поэтому

Lm+l(P + 1) С тт + 1(В) С Lm + 1(p).	B.2.32)
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Рассмотрим двудольный граф (Д тт(В)). Заметим, что |тто + 1(а)| = х.
Для C g rm + l(B) рассмотрим два случая.

1)	0 € Lm + l(p+ I), и ровно г, 0^ г ^р из первых р координат имеют
значение —1, тогда |тш(/?)ПВ| = х — г.

2)	В остальных случаях |тш(/?)ПВ| ^ я.
Положим

где г-е слагаемое равно числу ребер, идущих из вершины /3 е тш + 1(В) в
множество тт(/3)\В, причем среди первых р координат набора C ровно г
имеют значение — 1, а значение (р+1)-й координаты отлично от нуля.

С использованием леммы 2.2.8 получим, что

Тогда
|Я|х<|гга

следовательно,

|S|<|rm + 1(B)|(l-I^-^|).	B.2.34)
Из B.2.32) следует, что

— hn-m-\ у^ (Р \( п-р \fk-\-«	2^ I I I	I I
г=0

где г-е слагаемое равно числу наборов, у которых среди первых р координат
ровно г имеют значение —1.

Рассмотрим три случая.
1) \_к/2\ ^ р ^ т +1, тогда из B.2.35) получаем

p f \ f л \ / I 1 \p~i,n-m-l Y^ P\ n-\-p\ k-\\m + 1 - г I l *¦ I	+
г =1

р-г
п- 1 -р\ f к ­

+ ^—1 ± (?)(п-1.7) (V)"8- B-2-36)
Покажем, что при р ^ [к/2\

Щр)>\тт+1(В)\.	B.2.37)
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Имеем при т = (п- к)/(к + 1)

р-г

_3p(m+l)[n-A [k-lY
п-т-1 ym+lj у к

к-lY > (п-\-р
J ^ у* A; ym+lj у к J * \ т+1 } \ к

Кроме того, при всех р, к ^ 2 и всех 0 ^ г ^ р

следовательно,

B.2.39)
Теперь из B.2.33), B.2.38), B.2.39) и B.2.36) вытекает B.2.37). Отсюда и
из B.2.34) получаем, что при р ^ \к/2\

B.2.40)

2) m+2^p<n-2—m, тогда из B.2.33) следует, что

*(p)=pfe»-1-nEo(?)(nf;!.7)(nriI' '	B-2-41)
из B.2.35) получаем

Jfc-Г'

?)(^^(nr) • B-2-42)
Покажем, что при m + 2^^^n — 2 — m\	B.2.43)
Имеем

Zp-ijjizLL] ^[»-\-v)[!Lzl\ . B.2.44)
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Теперь из B.2.39), B.2.41), B.2.44) и B.2.42) вытекает B.2.43) при р ^ га +
+2. Отсюда и из B.2.34) получаем, что при т+2^.р^. n—2—m

B.2.45)

3) п—l — m^p^n — l, тогда из B.2.33) следует, что

из B.2.35) получаем

Р\ П-\-р\ к-\

_ L.n-m-1

L	[гi=p+\ + m-n \

Теперь из B.2.39), B.2.46) и B.2.47) следует, что при р^ n-1-m

ЗЩрJ\
отсюда и из B.2.34) получаем, что

B.2.48)

Из теоремы 2.2.2, B.2.40), B.2.45) и B.2.48) следует, что

Поскольку B.2.26) справедливо и для т = (п- fc)/(fc + l), то граф Г^ явля­
является граничным (е15 ^^-расширителем. Выполнение условий B.1.1), B.1.2)
при р = 1 и B.1.4) следует из того, что степень каждой вершины /3 е X U Z
равна х = к(п + l)/(fc + 1) = п — т. Условие B.1.3) выполнено при q = \,
поскольку для любых <?, C G X

Проверим выполнение условия B.1.5). Из B.2.20) следует, что при
=r^log2(fc + 1I-1

= \Sn I =I Гm I I m

Следовательно, граф Г^ является (Am, n-m, 1, 1)-полурасширителем. Лем­
Лемма доказана.
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2.2.3. Доказательство основного результата.
Теорема 2.2.3. Пусть п = (к + \)т + г для некоторых це­

целых т и г, 0 ^ г ^ к. Положим А = —|— Iog2(fc + 1) - 1. Тогда при
достаточно больших т и 0 ^ г ^ fc — 1 множество S? является
(А, п - т + 1, 1, 2, га, т)-унимодальным. При г = к множество S? явля­
является (А, п-га, 1, 2, га, ш + 1)-унимодальным.

Доказательство. Положим х = [fc(n + l)/(fc + 1)]. При ? ^ (п —
- fc)/(fc + 1) степень вершины C е S?t в графе Г™ равна п - t ^ х. При
? ^ (n + l)/(fc + 1) степень вершины C е X = 5^ в графе Г^ равна tk ^ х.
Степень вершины C е S?t в 5fcn равна п + t(fc - 1) ^ 2х ^ х2. Выполнение
условия B.1.5) следует из леммы 2.2.1, B.1.6) и B.2.20).

В силу леммы 2.2.4 при каждом t > (п + 1)/(& + 1) граф Г^ яв­
является полным (An fct, 1, 1)-расширителем. Таким образом, множество
(S?n,..., iS^|-(n + 1)/(ifc + 1)-|) является полным (А, х, 1, 2)-расширителем.

В силу леммы 2.2.11 при каждом t <(п — к)/(к + 1) граф Г^ является
полным (Ап п — t, 1, 1)-расширителем. Таким образом, множество (S?o,...
• • •? ^Кп-*)/(* + 1)]) является полным (А, х, 1, 2)-расширителем.

В силу лемм 2.2.9 и 2.2.13 при п = (к + \)т + к графы Г^ и Г^ являются
(Аш, х, 1, 1)-полурасширителями, поскольку Дш = Дш + 1.

Из сказанного вытекает утверждение теоремы.
Обозначим через ^(S^) число антицепей в множестве S?. Из

статьи [10] следует
Теорема 2.2.4. Пусть п = (к + \)т + г для некоторых целых т

и г, 0^ г ^ к. Положим Д = ^~ Iog2(fc + 1) — 1. Тогда при достаточно
больших т иО^г ^к — 1

достаточно больших т и г = к

§ 2.3. Асимптотика числа антицепей в S?

В параграфе показано, что функциональные пары, порожденные трой­
тройками соседних центральных слоев S? являются C, х, q, с)-ординарными при
подходящих х, q и с (лемма 2.3.1). С помощью теоремы 1.4.3 получена асим­
асимптотика числа антицепей (теорема 2.3.2).

Обозначим через Ц* = (Xt, Zt; Et) двудольный граф с долями вершин
Xt и Zt, где Xt = Sj^t_lUS^t + l, Zt = S?t I ^ t ^.n-l и множеством ребер

Et = {{S,J3}: aeXt,f3eZt a ^ C или $< а).
Для A CXt полагаем

d(A) = {peZt: 3SeA {S,p}eEt}
и /ДА) = 2~|а(Л)|. Обозначим через /" функциональную пару (Xt,ft), по­
порожденную графом Г^ = (Xn Zt; Et).
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Лемма 2.3.1. Пусть п = т(к + 1) + г для некоторых целых т и
г, О ^ г ^ к. Пусть т достаточно велико, А = —^- Iog2(fc + 1) — 1,
х = \k(n + l)/(fc + 1)]. Тогда если О ^ г ^ к - 1, то функциональная
пара 1^ = (Хт, /т) является (А, х, 2, 3) -ординарной. Если г = к, то
функциональные пары Q = (XmJm) и Q + l = (Xm + l, fm + l) являются
(А, х, 2, 3) -ординарными.

Доказательство. Убедимся сначала в выполнении усло­
условия A.4.2). Это следует из того, что при 0^ г ^ к — 1 минимальная степень
вершины C еХш в графе Г^ равна (kn + k + i + l)/(k + l), а при г = к мини­
минимальная степень вершин C е Хт в графе Г^ и at Xm + l в графе Г^ + 1 равна
fc(n+l)/(fc + l), а также из того, что по определению /Д{/3}) = 2~|5(ОТ)|.

Проверим выполнение условия A.4.1). Из B.2.20) следует, что

\ qn I ^ Ып + \)\0g2(k + \)
I °k, m I ^ Z

При достаточно больших п и (п — к)/(к + 1) ^ t ^ (п + 1)/(& + 1) из лем­
леммы 2.2.1 имеем

I у I _ I On	I , I on	I < о o(n+l)log2(fe + l)

Положим Д= r^^log2(fc + l)l -1, x = \k(n + l)/(k + l)]. Тогда при
t G {m, m + 1} имеем

\X I < 2 • 2^ + 1^log2^ + 1) < 2(А+1)х~21ойх	B 3 1)

Из B.3.1) при достаточно больших п вытекает справедливость A.4.1).
Убедимся в справедливости условия A.4.3) при q = 2. Заметим, что в

графе 17 = (Xt, Zt; Et) для любых двух вершин а, C е Xt справедливо

Отсюда следует, что для любого А С Xt выполнено

Е \д({а})Пд({Р})\^\А\-2.
аеА\{C}

По формуле включений-исключений имеем

\д(А)\ > \д(А \0})\ + \д@})\ -\А\ + 2.

Отсюда	_	_	_ _ _
Таким образом неравенство A.4.3) выполнено при q = 2.

Наконец, убедимся, что при достаточно больших п и t, (n — к)/(к +
+ 1) ^ t ^ (п + l)/(fc + 1), выполнено свойство A.4.4), т.е. при указанном
х и с = 3 для всех C е Xt и натуральных р
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Заметим, что В Esu^AI^) означает, что множество В является 2-связным,
и что существует элемент atB такой, что {а}#{0}. В свою очередь
{а}#{0} означает, что р^п(а, C) = 2. Для выбора множества В е ^ ~ (/™)
достаточно указать вершину а € Xt такую, что р^ДаТ,/3) ^ 2, и 2-связное

множество В С Xt такое, что a е В.
Степень вершины т'е ^ в графе Г™ равна kt +{n — t). Таким образом,

™ = (Хп Zt; Et) леммы 1.4.5 сД^Ь. Поскольку fcx^4, то имеем

a}, a) < D(fcxJ)a-1 < »з<-1).	B.3.2)
Для любой вершины C G Xt число вершин &EXt таких, что fcn(a, C) =

= 2, не превосходит [tk + (п - t) - 1) тах{п - t + 1, fc(t + 1)}. При (п ­
— к)/(к + l)^?^(n + l)/(fc + 1) это не превосходит кх2. Из сказанного с
учетом B.3.2) следует, что при достаточно больших п

Таким образом, неравенство A.4.4) выполнено при указанном х и с = 3.
Лемма доказана.

Замечание 2.3.1. Из B.2.20) и B.3.1) следует, что А = 2 при
1 ^fc ^4 и Д = 3 при 5^fc ^ 11.

Пусть t >(n+l)/(fc + l) и Г™ = (ХП Zf; ?Jf) — двудольный граф с долями
вершин Xt = S?t, Zt = S?t_{ и множеством ребер

Для A CXt полагаем

= {peZt: 3SeA {S,p}eEt}
и /(A) = 2~la(A)L Обозначим через /" функциональную пару (Хп /), порож­
порожденную графом 17 = (Xt, Zt; Et).

Пусть t <(n - к)/(к + 1) и fj = (Xt, Zt; Et) — двудольный граф с
долями вершин X t = S? t, Zt = S?t + l и множеством ребер

Для А С X t полагаем

= {peZt:

и /(A) = 2~|5(i4)l. Через I™ обозначим функциональную пару (Xt, /), порож­
порожденную графом Г^ = (Xt, Zt; E).

Лемма 2.3.2. Пусть п = т(к + \) + г для некоторых целых т и г,
0 ^ г ^ к. Пусть t = т при O^z^fc — I, atE{m,m + l} при г = к. Пусть
также I? = (Xt, ft), I? = (Xt, ft) ulnt=(X t,~f t) — функциональные пары,
определенные выше. Тогда множества 3& = s4(I?)c.s4(I") uB) = (

являются сильно регулярными.
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Доказательство. В графе Tt = (Х t, Z t; E t) степень каждой вер­
вершины из Xt равна k(t + 1), степень каждой вершины из Zt равна п — t.
Следовательно, для любых /3,j€Xt

В силу того, что каждая из долей графа Tt симметрична, существует пре­
преобразование ip: 2XtUZt -^2XtUZt такое, что если u,v € Xt и {и} = ip({v}), то

= ip(d({v})). Следовательно,i=№mi-	<2-з-з>
Отсюда следует регулярность множества Э.

В графе Tt = (Xt, Zt; Et) степень каждой вершины из Xt равна п — t +
+ 1, степень каждой вершины из Zt равна Ы. Следовательно, для любых
а, &е Xt

аналогично B.3.3) получаем

Отсюда следует регулярность множества 38.
Заметим, что 3§П2' = 0. Из определения следует, что

Отсюда и из определения функциональных пар /", I™ следует выполнение
условия A.4.40). Для любой вершины C tXtUXt

где 8§ш = {{{а}, {7}} 6(SBu3)g}[2]: SeXt, 7 6 X,}. Аналогично B.3.3)
для любых /3,j€Xt справедливо

а для любых а, 6 EXt справедливо

Из сказанного выше следует сильная регулярность множеств 2§ и Э. Лемма
доказана.

Из теорем 2.1.1 и 2.2.4 следует
Теорема 2.3.1. Пусть п = (к + 1)га + г (Э^я некоторых целых

т и г, 0 ^ г ^ fc. Для га ^ t ^ т + 1 пусть Ц ulnt — функциональные
пары, определенные выше. Положим Д= ^" Iog2(fc + 1) — 1. Тогда при
достаточно больших га uO^i^k — l

достаточно больших т и г = к

13 МВК, вып. 13
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Теорема 2.3.2. Пусть 5 ^ к ^ 11, п достаточно велико и п =
= (k + \)m + i для некоторых га, г, 0^ г ^ к. Для m^t ^ га + 1 пусть I™
и lnt — функциональные пары, определенные в теореме 2.3.1. Положим
2&t=s^(Itn), <$t=d^(lnt), а также

Тогда если 0 ^ г ^ к — 1, то

г = к, то

Доказательство. Пусть Ц = (Xt, ft) — функциональная пара,
определенная выше. Тогда si(I^), ^(I^)C^(J"). Согласно лемме 2.3.2 мно­
множества 2&t и 4tt являются сильно регулярными. Из следствия 1.4.6 полу­
получаем, что

») U */(/»)) ~ ехр{/1з(^(/:) U s^JlS)} = exp{/rfn>3}.
Теперь утверждение следует из теоремы 2.3.1.

Теорема 2.3.3. Пусть 5 ^ к ^ 11, п достаточно велико и п =
= (k + \)m + i для некоторых т, г, 0^ г ^ к. Тогда

Доказательство. При 0 ^ г ^ к — 1 утверждение следует непо­
непосредственно из теоремы 2.3.2.

При г = к из определения следует, что при т ^ t ^ ш +1

Кроме того,

п

\(n-t + \) tk . o-k(t + \) n — tI	n-t + \^~Z	(t + l)A
При т = {п — к)/(к + 1) получаем

J 'пк + 2к + 2 + Z

I 2~к^~к nk~l

Поскольку ( ^ j kn~m= ( mn+ Лкп~т~1 в силу леммы 2.2.1, получаем

Отсюда следует утверждение теоремы.
В приложении суммы a^v вычислены через параметры множества SJ?.
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Теорема 2.3.4. Пусть к > 11, п достаточно велико и п = (к +
+1 )т + г для некоторых т, г, 0 ^ г ^ fc. Тогда

Утверждение следует из теорем 2.3.1 - 2.3.3.

ГЛАВА 3
ОЦЕНКИ ЧИСЛА АНТИЦЕПЕЙ В ТРЕХЗНАЧНОЙ П-МЕРНОЙ РЕШЕТКЕ Е?

§ 3.1. О мощности слоев множества Е?

Трехзначной п-мерной решеткой, п ^ 1, называется множество

Е3п = {«=(«!,..., ап): а3. е Я3 = {0, 1, 2}, j = 1, 2.. , п}.

Нормой набора a G ??3И называется величина ||а|| = J^ а.. Подмножество
i = i

множества ?^3П' состоящее из всех наборов с нормой г, 0 ^ г ^ 2п, называ­
называется г-м слоем и обозначается через F(n, г). Мощность множества F(n, г)
обозначается через iV(n, г). В данном параграфе получена оценка мощно­
мощности слоев для F(n, n — 1) и F(n, n) (теорема 3.1.1), а также отношения
iV(n, n — l)/iV(n, n) (следствие 3.1.2). Это позволит в дальнейшем доказать
расширительность графов, порожденных парами соседних слоев Е?.

Нетрудно получить явные формулы для iV(n, г):

L*/2J / \ /	.\
0= Е (j) \J-2j) ПРИ 0< t < гц	C.1.1)

L*/2j / \ / .\
=.Е hjLn_2JJ при п<г<2п,	C.1.2)

где параметр j — число двоек в наборе с нормой г, a [^J — наибольшее
целое, меньше или равное х. Отсюда следует, что iV(n, 2п — г) = iV(n, г),
поэтому в дальнейшем считаем 0 ^ г ^ п.

Положим

Тогда
L*/2J

0= Z)

Лемма 3.1.1. 1. Если 0 ^ г ^ \/^ + 1, ^о величина а) убывает с
ростом j.

2. Если \Jп + 1 ^ г ^ гг, то величина а1- возрастает при 0^ j < jo(i)
и убывает при jo(i) <j^ г'/2,

. /.\_ (п + 3Q - л/(п + 3Q2 - 12(г2 - п - 1)

13*
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Доказательство. Положим //] = d./d- + {. Найдем промежуток
возрастания а*, по j, для этого решим неравенство /х^ < 1. Заметим, что

C.1.3)

г - 2j - 1)(г

Неравенство \±1- < 1 при О ^ j ^ г'/2— 1 эквивалентно неравенству

Ър - (п + Зг'Х/ + (г2 - п - 1) > 0.

При 0^ г < \Jп + 1 неравенство C.1.3) не имеет решений, а при \Jп + 1 ^
^ г ^ гг решение имеет вид 0 ^ j" < У0(г)' и' следовательно, при этих условиях
ап- возрастает. Если же jo(i) <j^ г/2— 1 и yn-И^ г ^ гг или O^j^ г/2— 1
и 0 ^ г < \Аи-1, то а*, убывает. Лемма доказана.

Следствие 3.1.1. ?c7ia \/^ + 1 ^ г ^ гг, то а*, достигает макси­
максимального значения при jo(i).

Известно (см., например, [3]), что при а>0 справедливы формулы

C.1.4)

Лемма 3.1.2. Положим, и>{п) = у/п In п. Тогда при \j — п/3\ ^ и>{п)
выполнены равенства

lim ^=0,

lim %=0,

C.1.6)

C.1.7)

4n + 8n2

Доказательство. По уточненной формуле Стирлинга имеем

exp

i2j + lexp\-2j ^ + О (
Следовательно, M

\j3
Воспользовавшись разложением

1	л
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имеем при | j" — п/3\ ^ ш(п)

Кроме того,

I	II	-i	1	. /^. /	1	\	/Г) 1 Г\\
ехр< — g-r > = I - g^ + О I ^ )•	C.1.9)

Отсюда следует C.1.6).
В силу разложения

1пA + х) = х - ^ + О(х3)	C.1.10)
и уточненной формулы Стирлинга имеем

2J + 1 ¦ ,
j\(j + 1)! = 2тг^ + 2(l + iV exp|-2i ­

а также

Bi+l)! = \/2^22i + 3/Vi + 3/2(l + 57

Следовательно,

1	1	/1

\	\J / /
Отсюда и из C.1.8) и C.1.9) получаем C.1.7). Лемма доказана.

Лемма 3.1.3. 1. Если 1 ^j <п/3, то Ь" возрастает с ростом j.
2. ?а/ш п/3 < i ^ п/2, то Ь" убывает с ростом j.
Доказательство. Положим z^n = b"/b"+ x. Найдем промежуток

возрастания Ъ™ по у, для этого решим неравенство uj1 < 1. Заметим, что

Bj + l)Bj + 2) Л ¦

Неравенство z/™ < 1 при 1 ^ j ^ п/2— 1 эквивалентно неравенству

6j2 - (8п - \)j + Bп2 - 2п - 1) > 0.	C.1.1
Решение неравенства C.1.11) относительно j имеет вид

8n-l-\/l6(n + _ J_12 ^ 3 12*
Следовательно, fr^ возрастает при 1 ^ j < n/3. Если n/3 < j" ^ n/2, то Ь"
убывает. Лемма доказана.
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Лемма 3.1.4. 1. Если 1 ^j <п/3, тос^~1 возрастает с ростом j.
2. Если n/3<j ^(п-1)/2, тос^~1 убывает с ростом j.
Доказательство аналогично доказательству леммы 3.1.3.
Лемма 3.1.5. При достаточно больших п справедливы равенства

L(n-l)/2j	on+1/2 /	1С

Доказательство. По определению Ъ™ имеем

л/А УгЧА™()Ь _ 15i , 27/ _ J5. , J5V 2 \)Z у	+	+
Заметим, что

^ * ~ V тгп ^ V 2Э I \ 8 4n 8n2 64j ^ 32n 64n2 / '

i^i ( 1 9i 15 ?i	1
4n \2jj - 8 ' n ' Bj)\(n-2j)r ~

Для остальных слагаемых справедливы аналогичные равенства. Раскрыв
скобки, получим
Ln/2j	г^г- ( /[п/2\ / \	\ 1 с L^/2J /	, \Г/,"- л/AJ 15» V [ п )92i _ 1 1 _ 12 V" n-1 92i­

,	v K2J

Используя C.1.4) и C.1.5), имеем

-т|- + О Л . C.1.12)

Получаем

5 15j . 27j2 75 75 135Л _
8 4n + 8n2 64i + 32n 64nV~

-^+Ч?))- C-L13)
Из C.1.12), C.1.13) следует утверждение леммы.
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Оценим теперь N(n, п — 1) и N(n, п). В силу C.1.6) имеем при доста­
достаточно больших пи lim — = 0, lim — = Оп—>оо п	п—>оо п

(	) (
lim — = 0 lim — =

—>

N(n,n)= ? <*"= Е oj+0i/2	|/3|Ф)
= 0 + 0 Е ь;U/3|() «? =

о е *>; + е «?-о + о е ь;,

= (i + C) E c;-'+ E aj-'-O + ej E с;-1.
1 < ,-<(n_ l)/2	|j - п/3| > ы(п),	|j - п/3| > ы(п),0^j^(n-l)/2	Ui^(n-l)/2

Для удобства оценки изменим индекс суммирования, тогда
Щп,п)= Е а" =

-n/3^i^n/6

= (i + ?j E &;+ е <-0 + О Е ь;, C.1.14)
- и/3 < i ^ и/6	ы(") < Ij I.	ы(") < Ij I.

N(n,n-l)=

= 0 + е„) E c;-'+ E «Г'-О + е») Е c;-1. C.1.15)/3j	/6	()||	()||
Лемма 3.1.6. ?c7ia с > 0, г достаточно велико и 0 < х < 1, mo

справедливы оценки

ж)г<1 + ж> + с ^ гж + гж2/2 - гж3/2,	C.1.16)
гA-ж) + с^-гж + гж2/2 + сж2/2-сж.	C.1.17)

Доказательство. Неравенство C.1.16) следует из монотонности
функции In ж и из C.1.10). Докажем неравенство C.1.17):

Е Т = ~г Е т + г Е ^—с Е тг ^ 1	г ^ 1	г ^ 1	г ^ 1

( 1 ) > га сж + ^ 2	2. гж . сх
= —ГХ + ~2~ + ~2	СХ'

Лемма доказана.

Лемма 3.1.7. При uj{n)< \j\ ^ гг/6 справедливы неравенства

C.1.18)

К,3 -^ + 0A)}, <7-3^. ^ al^ expj-^ + 0A)},
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Доказательство. В силу следствия 3.1.1 для любого целого j
справедливы неравенства а?/3 > </3 + i и «п/з1 > аф + 3-> a B СИЛУ лемм 3.1.2
и 3.1.3 — неравенства Ь™/3> К/з + j и сф1 >сп/з + з- Докажем C.1.18). Осталь­
Остальные неравенства доказываются аналогично. По уточненной формуле Стир­
линга имеем

2тгп

Для удобства будем считать, что j > 0. Оценим сначала a%/3 + j. Отметим,
что если j = п/6, то

Пусть теперь j < п/6. По уточненной формуле Стирлинга имеемп			п\	^
а	(п/3 + j)\(n/3 + j)\(n/3 - 2./)! ^

В силу C.1.16) при с = 1, г = 2п/3 и x = 3j/n и C.1.17) при с = 1/2, г = п/3
и ж = 6j/n, имеем при j" < п/6

х	/ + j4 /	n/3-2i + l/2\ta(A+-) И) )»-) И
2n 3i , 2n 9i^ _ 2n 27j3 n 6i , n 18j2 9j2 3j _

Отсюда и из C.1.20), C.1.21) следует, что

</з+, < </з ехр|-^ + 0A)}.	C.1.22)
Теперь оценим a™/3_j при j ^ п/6. Получаем

В силу C.1.16) при с = 1, г = 2п/3и x = 3j/n и C.1.17) при с = 1/2, г = п/3
и х = €>j/n, имеем при j ^ п/6

_2п 3_i 2п 9/ ,9/ _ 3_i п 61 п \Ъ?_ _ п 108j3
3 ' п + 3 ¦ 2n2 + 2n2 n + 3 ' п + 3 ' „2 3 ' „3
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Отсюда, из C.1.19) и C.1.23) следует, что

</з-, < </з ехр{-^ + ОA)}.	C.1.24)
Теперь из C.1.22) и C.1.24) следует C.1.18).

Лемма 3.1.8. При достаточно больших п справедливы равенства

C.1.25)

Доказательство. Докажем C.1.25), остальные равенства дока­
доказываются аналогично. Заметим, что

j<—n/Q	—n/&^.j<—u(n)	ш(п) < j ^ n/6

В силу следствия 3.1.1 а^/з + з возрастает, если —п/3 ^. j ^ — п/6, поэтому
из C.1.24) следует, что

V пп < -nn —-nn exnl —— 4- ОНИ — п( -nn Iz—^	II/ о-\- j	о / °	О / °	I 1Z	I	\ Т1 al° J
Таким образом,

V г/п < пп ( V ехп< -^ 4- ОНИ 4- о( — I I C 126^
W(n).

-n/3<j<n/6

Известно (см., например, [3]), что если /(ж) — непрерывная, монотон­
монотонно возрастающая на отрезке [a, b] функция, то

/(а) < Е /(О - \ f(x)dx ^ /F).	C.1.27)г = а	а
Из [12] следует, что при х —> оо

j е аж < е -.	(o.l.zo)
—оо

Функция /(ж) = е"ж2/2 непрерывна и монотонно возрастает на интервале
(-оо;0]. Из C.1.27), C.1.28) следует, что при uj(n) = Vn In n справедливо

Е
и(п)<з

Отсюда и из C.1.26) следует C.1.25).
В силу лемм 3.1.1 и 3.1.2 при всех j имеем &™/3 ^ К/з + j и сфХ ^ cn/3 + j­

Дальнейшие рассуждения аналогичны.
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Теорема 3.1.1. При достаточно достаточно больших п спра­
справедливы равенства

(fe (i))	<зл-29>

Утверждение следует из C.1.14), C.1.15) и лемм 3.1.7, 3.1.9.

Следствие 3.1.2. При достаточно достаточно больших п спра­
справедливо неравенство

N(n,n) ^X 4n^

§ 3.2. Нижняя оценка числа антицепей
в средних слоях множества Е?

В этом параграфе доказана B, {xl5 z2}, q, с, р)-ординарность функцио­
функциональной пары 1п, порожденной тремя центральными слоями трехзначной
n-мерной решетки Е? (лемма 3.2.1). Это позволяет воспользоваться теоре­
теоремой 1.5.3 и получить асимптотику сумм S(s$^(In)) (теорема 3.2.1).

Набор а = (а15..., ап) е Е? не превосходит набор /3 = (Д,..., (Зп) G
G Е? (т.е. а ^ /3) тогда и только тогда, когда at ^ /3. для всех г, 1 ^ г ^ п.
Следовательно, Щ является частично упорядоченным множеством. Наборы
<?, C g ?^3П называются сравнимыми, если либо &^/3, либо /3 ^ а.

Обозначим через Тп = (Хп, Zn; En) двудольный граф с множествами вер­
вершин Xn = F(n, n — l)UF(n, n+1), Zn = F(n, n) и множеством ребер

?п = {{а, C} : aGln, fie Zn, a, fi сравнимы}.

Для А СХп положим

{peZn: BSeA {S,p}eEn}
и fn(A) = 2"|5(А)|. Обозначим через 1п функциональную пару (Хи,/И), по­
порожденную графом Гп = (Хп, Zn; En).

Лемма 3.2.1. При п—>оо функциональная пара In = (Xn, fn) явля­
является B, {«j", х2п}, 2,4, 1)-ординарной с х^ = [0.53nJ, x?= [0.5nJ.

Доказательство. Для а е F(n, n—l) пусть j(S) — число двоек
в наборе а, а для a tF(n, n+1) пусть j(a) — число нулей в наборе а. Из
определения следует, что O^j(S)^ |_(гг, — 1 )/2J для всех a Gln.

Степень вершины а^Хп в графе Тп равна n—j(a). Следовательно,

Пусть Хп = XnlU Хп2, где Хп1 — множество вершин а, для которых
выполнено [0-53nJ ^ |^({сГ})|» а Хп2 — множество вершин а, для ко­
которых [0-5nJ ^ |5({сГ})| < [0.53nJ. Покажем, что функциональная пара
Inl=(Xnl,fn) является B, х^, 2, 4)-ординарной, а функциональная пара
In,2 = (Xn,2i fJ является B, х2п, 2, 4)-ординарной.
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Из определения множеств Хп1,Хп2 следует, что условие A.4.1) вы­
выполняется с х™ = |_0.53nJ и с %% — [0-5nJ.

Убедимся в выполнении условий A.4.3) с q=2 и A.5.1) с р=\. Заметим,
что в графе Тп = (Хп, Zn; Еп) для любых двух вершин а, C е Хп выполнено

Отсюда вытекает, что для любого А С X и C е А справедливо

\д(А \ 0}) п д@})\ < ? \d({S}) П Д

По формуле включений-исключений имеем

\д(А)\ >\д(А\ {0})\ + \д@})\ - 2(\А\ - 1).
Из определения функционала fn следует, что

Таким образом неравенство A.4.3) справедливо при q = 2, а неравенс­
во A.5.1) — при р = \.

Теперь убедимся, что при п —> оо для любого натурального га и любой
сГ G Хп справедливо

HR,™D)N@.5nL™.	C.2.1)
Заметим, что i? G ^~^(/и) означает, что существует вершина C G В та­

такая, что {<?}#{/3}, и что множество .В является 2-связным. В свою очередь
{а}#{/3} означает, что рт (а, /3) ^ 2.

Граф Гп = (Хп, Zn; Еп) удовлетворяет условиям леммы 1.4.5 с А = 2п.
Поскольку п ^ 16, имеем

^({а}, а) < DBпJ)а-' < @.5пL<<-').	C.2.2)
Для заданной вершины а €Хп вершину C е Хп такую, что рт (<?, /3)^2

можно выбрать не более, чем 2п2 способами. Из сказанного с учетом C.2.2)
при п —> оо следует, что

Неравенство C.2.1) доказано. Отсюда следует, что

Таким образом, доказано выполнение условия A.4.4) при с =4 и соответ­
соответствующих х™, х2п.

Наконец, проверим выполнение условия A.4.2). При х^ = [0.53nJ и
Д = 2 из C.1.29) следует, что при п—>оо

gn ^ onlog23
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Оценим теперь мощность множества Хп 2. Заметим, что Хп 2 состоит из та­
таких наборов a G Хп, для которых |~0.47n] =n — %™ <j(a) ^ п — х? = |~0.5п~|.
Аналогично C.1.19) и C.1.22) получаем, что при j ^ п/3 количество вер­
вершин слоя F(n, п — 1) с j двойками равно а™~1, и количество вершин слоя
F(n, n + 1) с j нулями равно ап,~х, где

Таким образом,

«Г1­

Из C.2.3), C.2.4) и C.1.27), C.1.28) вытекает
on+ 3/2 °-5п

0.47пon+ 3/2 +оо З е< 2	 f -15ж2/Bп) J ^ о	е	 ^^ 7ГП	J e	ttX ^ 7ГП 15-0.136 ^
ОЛЗбп

^ ori(log23-0.1361og2 е)

Отсюда вытекает справедливость A.4.2). Лемма доказана.

Теорема 3.2.1. Пусть {1п = (Хп, /п)}~=1 — последовательность
функциональных пар, порожденных графами Тп = (Хи, Zn; En), где Хп =
= F(n, n-l)UF(n, n+1), Zn = F(n, n) и fn{A) = 2~\d^\ для всякого АСХп.
Тогда при п^оо (^)^	C.2.5)
где

Доказательство. Воспользуемся теоремой 1.5.3 с Sl =
Положим для ц г, k G {1, 2}

Из C.1.1), C.1.2) следует, что

ЛГ(п, п - 1) = Щп, п + 1) =

где, как и в лемме 3.2.1, j" = j(S) для <?G ^(n, n — 1) U F(n, n + 1). Кроме
того, fn({&}) = 2-(n-j&\

Теперь непосредственно из определения получаем, что при v e {1, 2}

L(n-1)/2J
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Из определения следует, что {а, /3}е^2(/п), если д({а})Пд({/3})^0.
На рисунках 3.1 - 3.4 изображены множества вершин, принадлежащие
семейству sd^{In). Каждое такое множество является 2-связным в графе
Тп = (Хп, Zn\ En). Жирными точками изображены вершины, входящие в рас­
рассматриваемое множество, а простыми точками — вершины, принадлежащие
множеству Zn. Вершины соединены отрезком, если в графе GT , порожден­
порожденном функциональной парой 1п, существует ребро, соединяющее их. Если
две вершины образуют 2-связное множество, то наборы их координат отли­
отличаются в одной позиции. Рядом с каждой вершиной выписаны координаты,
в которых она отличается от остальных вершин множества.

На рис. 3.1, 3.2 и 3.4 изображены пары вершин {а, /3}, для которых

на рис. 3.3 — пары, для которых \д({а, Д})| = |<9({а})| + |<9({Д})|-2.12	11	22

Рассмотрим пару {а,C}, изображенную на рис. 3.1,а. Пусть j(a) = j,
= j + 1, количество таких пар равно j(j + 1). Вклад, вносимый такими

парами вершин в сумму а2A)'1 равен

L(n-1)/2J

И	20 ,,	21	12 , 7n+1	m	# /2+7

Кроме того, каждая пара вершин {а, C} е si{In) порождает семейство
{{а}, {/?}} е s4{2){In), для которого
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Вклад, вносимый парами, изображенными на рис. 3.1,а, в сумму а2B)'1 равен
L(n-1)/2J

3=0 га - 2./ - 1

L(n-1)/2J= Е
Случай, изображенный на рис. 3.2,а симметричен случаю, изображенному
на рис. 3.1,а.

п+1

иа	б	в
Рис. 3.3

Рассмотрим пару вершин, изображенную на рис. 3.3,а. Обозна­
Обозначим через а вершину, принадлежащую множеству

п+1 F(n, п — 1), а через C — вершину, принадлежащую
множеству F(n, п + 1). Положим j(a) = j, тогда

п

п-1

i = j — 1, количество таких пар равно i 2
Вклад, вносимый такими парами вершин в сумму
а2A)I равен
L(n-1)/2J

Е
3=0

п-з

т^	РиС- 3'4 «	Г - ^	Г2^ 1
Вклад, вносимый парами вершин {а, р) в сумму a$h равен

Остальные случаи аналогичны рассмотренным. В итоге получаем|_()/J	•
'= Е (;)(n_V­

3 + м 2 + (j + 1)(п - 2j - 1J2 + (j + 1J
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L(n-1)/2J= ?

- 2j - 1) + (j + 1)

Теорема доказана.

Обозначим через ф(Е^) число антицепей в множестве Е?. Из тео­
теорем 3.2.1, 2.1.1 и 2.2.4 следует

Теорема 3.2.2. Прип^оо

где ijq определено в предыдущей теореме.
Замечание 3.2.1. С помощью вычислений, аналогичных вычисле­

вычислениям, проделанным в параграфе 3.1, можно убедиться, что

где с = д / ту­

§ 3.3. Логарифмическая выпуклость
мощностей слоев fc-значной п-мерной решетки

Последовательность чисел {ак}к^0 называется логарифмически вы­
выпуклой, если для всех k ^ 1 справедливо

5Aо& ак-1 + log2 ak + i) < log2 a*­

Множество

^/Г = {«=(«!> «25 • • •> «„): ^ е {0, 1,..., к - 1}}

называется к-значной п-мерной решеткой. Нормой набора а е Екп на­
п

зывается величина ЦсГЦ = Y1 ап- Положим F(n, г, fc) = {aG ^n: ЦсГЦ = г}.
i = i

Множество F(n,i,k) называется г-ж слоем Екп. Через N(n,i,k) обо­
обозначим мощность множества F(n, г, fc). В [5] оценивалась величина
5(г, гг, k) = N(n, г + 1, k)-N(n, г, fc). В [1 с. 498, предложение 8.60] сфор­
сформулировано без доказательства утвержение, из которого следует, что по­
последовательность мощностей слоев множества Ек логарифмически выпук­
выпукла. В данном параграфе это утверждение будет доказано.

Теорема 3.3.1. При любых к ^2, п^2 и2^г ^ п(к - 1) спра­
справедливо N(n,i-2,k) ^ N(n,i-l,k)	/oouN(n,i-\,k)^ N(n,i,k) '	yo.o.i)
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Доказательство. Заметим, что для любых п, к и 0^ г ^ п(к — 1)
N(n, г, fc) равно количеству целочисленных решений уравнения

хх + х2 + • —\- хп = i, 0 ^ ж- ^ fc — 1.	C.3.2)
Докажем выполнение C.3.1) индукцией по п.

Если п = 2, ToiVB, г, fc) = i + l при О^г ^ fc-1, и iVB, г, k) = 2k-i-l
при к ^ г ^ 2(fc — 1). Тогда имеем при 2 ^ г ^ к — 1

ЛГB, г -2, А;) _ г - 1	г _ ЛГB, г - 1, к)
Щ2,ъ-\,к)~ г	г + 1~ Щ2, г, к) '

При г = fc получаем iVB, fc—2, к) = NB, fc, k) = k — 1, тогда
NB, к-2, к) _ k-1	к _ NB,k-l,k)
Щ2,к-\,к)~ к <к-\~ NB, к, к) *

При fc + 1 ^ г ^ 2(fc — 1) получаем

NB, г-2, к) _ 2к - г + 1	2А; - г _ ЛГB, г - 1, к)
Щ2,г-\,к)~ 2к-г < 2к - г - 1 ~ NB, г, к) '

Базис индукции доказан. Пусть C.3.1) верно для всех 2 ^ п' ^ п, к
и г. Докажем утверждение для п' = п + \ и & + 1^г^(гг— l)(fc — 1), т.е.
необходимо доказать неравенство

N(n+ 1, г -2, /г) . N(n + 1, г - 1, /г)	/о о лч
Щп +1,2- 1, Л) ^ 7V(n + 1, г, Л) *	(Э.3.3)

При гг^Зи fc — 1 ^ г ^ (гг— l)(fc — 1) имеем

JV(n, г, fc) = *E iV(n - 1, г - i, fc).	C.3.4)
i = o

С использованием C.3.4) получаем, что при fc + l^z^(n — l)(fc — 1) нера­
неравенство C.3.3) эквивалентно неравенству

, _ Щп, i-l,k)- Щп, г-2-(к- 1), к) < 1 _ Щп, г, к) - Щп, г - 1 - (к - 1), к)1	N(n+\,i-\,k)	^Х	ЛГ(п+1,г, Л)
ИЛИ А;- 1	А;- 1
N(n, г, fc) X) N(n, г - 1 - j, fc) + N(n, г - 1 - fc, fc) X) ^(n, г - i, fc) ^i=o	j=o

^N(n, i- 1, fc) ^ iV(n, г-i, fc) + iV(n, г-fc, fc) X) iV(n, г - 1 - i, fc).i=o	i=o
Это справедливо, поскольку в силу индуктивного предположения при 0 ^
^i^fc —1 и fc + l^z^(n — l)(fc — 1) выполнены неравенства

— j, к) ^ N(n, г, к) '
Ъ — 1 — /Cj К j 	 1V у 7T-j 2 — 1 — J, К )
, г — к, к) ^ ^(^5 г'• — Ъ к)

Неравенство C.3.1) доказано при fc + 1 ^ г ^(п —l)(fc —1).
Теперь докажем, что C.3.1) выполняется при всех п ^ 3 и к для любых

2 ^ г ^ fc. При 0 ^ г ^ fc — 1 из C.3.2) получаем iV(n, г, fc) = п + г ~

Следовательно,

ЛГ(п, г — 2, /г) 	 г — 1	г 	 ^(^5 г — 1, А;)
ЛГ(п, г - 1, А;) ~ п + г - 2 п + г - 1 ~ N(n,i,k) '
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В случае, когда г = к, имеем из C.3.2)

-l\_n<(n + k-l

отсюда следует, что

N(n,k-2,k) _ к-1	к	N(n,k-l,k)
N(n, к - 1, к) ~ п + к -2 < п + к - 1 < N(n,k,k) '

Таким образом неравенство C.3.1) доказано при 2^ г ^ к.
Наконец, докажем, что C.3.1) выполняется при всех п^З и к для

любых г, (к — \)(п — 1) + 1 ^ г ^ п(к — 1). В этом случае уравнение C.3.2)
эквивалентно уравнению

У\ + 2fcH	hyn = (fc - 1)п-г, 0^ у. ^ к - 1,	C.3.5)

где у. = к-1-х{. Тогда имеем N(n, г, к)= ({к " ^I^ " ^ = (^V-Г
следовательно

, г -2, к) _ пк - г + 1	ге/г - г _ N(n, i - \, к)
Щп, г - 1, к) ~ пк - г + 2 - п < пА; - г + 1 - п ~ Щп, г, к) '

Тем самым теорема доказана.

Следствие 3.3.1. Для любых fc^2, n^l u 0 ^ г ^ п(к - 1)
д

iV(i, гг, k) = N[n(k - 1)- г, гг, fc).
Утверждение следует из эквивалентности C.3.2) и C.3.5).

§ 3.4. Расширительность пар слоев Е?

В этом параграфе доказана расширительность графов, порожденных па­
парами соседних слоев множества Е% (леммы 3.4.3, 3.4.4, 3.4.5), а также уни­
унимодальность множеств (Е?0,Е?1,...,Е?2ф) и (Е3п2п, Е?2п_1,..., Я3 п/3)
(теорема 3.4.3).

Пусть А С F(n, г), 0 ^ г < 2гг, через rt(A) обозначается множество
всех наборов t-ro слоя Е?, сравнимых с наборами из А. Положим rt{C) =

Будем использовать понятие лексикографического порядка на множе­
множестве Щ', при котором набор (ск15..., ап) предшествует набору (Д,..., /?и),
если либо «! < Д, либо «! = Д,..., ^_! = Д_15 OLi < Д для некоторого г,
2 ^ г ^ п.

Пусть А С F(n, г). Через СА обозначается множество, состоящее
из \А\ первых в лексикографическом порядке, а через LA — множество
из |А| последних в лексикографическом порядке элементов F(n, г). Из [14]
следует

Теорема 3.4.1. Для произвольного А С F(n, г), г =0, 1,..., 2гг,
справедливо

2.
3. если
4. если

14 МВК, вып. 13

А
А

Л\ Л\

т

= СА,
= LA,

i-i(CA)\;
i + i(LA)\;
mo ri_l(A) =
mo ri + l(A) =
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Докажем вспомогательные утверждения. Обозначим множество по­
последних р векторов множества F(n, г) в лексикографическом порядке через

Лемма 3.4.1. Пусть A QF(n, г), г <п, \A\ = s, t = t(n, г, s) = min{/:
N(n-l,i-2l)^s}. Положим at = B,..., 2, 0,..., 0), ||aj=2t. Тогда

LACF(n, г)Пг.(^).	C.4.1)
Доказательство. Положим q = \ri(at)\ = N(n — t, г — 2t). По­

Поскольку s ^ q, то

С другой стороны,

Отсюда вытекает C.4.1). Лемма доказана.

Следствие 3.4.1. Пусть А С F(n, г), г<п иг такое, что
\A\^N(n-2r,2). Тогда

C.4.2)

Доказательство. Положим В = LA, аг = B,..., 2, 0,..., 0),
||аГг|| =2г. В силу теоремы 3.4.1 имеем |r. + 1(A)| ^ |ri + 1(B)|, a в силу лем­
леммы 3.4.1 при \В\ ^N(n — 2r, 2) справедливо

В CF(n, г)Пт.(Й;).

Заметим, что |т"- + 1(/3)| ^ п — 2т — 1 для всякого C ? В, и |тДт)| ^ 3 для
всякого 7^^г. + 1(.В). Обозначим через Е(В) множество ребер в графе с
долями вершин В и ri + l(B). Тогда

Отсюда следует C.4.2).

Следствие 3.4.2. Пусть А С F(n, г), г<п иг такое, что
\ri + l(A)\ ^N(n-2r, 3). Тогда выполнено неравенство C.4.2).

Доказательство. Покажем, что \А\ < N(n — 2r, 2), тогда
утверждение будет вытекать из следствия 3.4.1. Предположим, что
\А\ = s > N(n - 2г, 2). Пусть В = LA и t = N(n - 2г, 3). Тогда для вся­
всякого набора C из B\Lni(N(n-2r, 2))

Отсюда получаем, что при г < п

\ri + l(A)\ > \т( + 1(В)\ > Щп - 2г, 3) + 1 > Щп - 2г, 3),

что противоречит условию.
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Лемма 3.4.2. Пусть А С F(n, г), г < п, \А\ = s, t = ?(п, г, s) =
= min{Z: N(n- I - 1, г -21 - l) + N(n- I - 1, г -2/ -2)^s}. Положим
Д=B,..,2,1,0,...,0), ||/y=2t + l. Тогда

LACF(n, г)Пг.(Д).	C.4.3)
Доказ ательство. Пусть q = |тДД)| = N(n - t - 1, г - 2t - 1) +

+ N(n— t — 1, г — 2t — 2). Поскольку s ^ g', то

С другой стороны,

Отсюда вытекает C.4.3). Лемма доказана.

Теорема 3.4.2. При п—>оо и 0 ^ г ^п-1 справедливо

C.4.4)

а яра гг + 1 ^ г ^ 2гг справедливо

1 ^У	C.4.5)
Доказательство. При г = п неравенство C.4.4) вытекает из след­

следствия 3.1.2. При 0 ^ г ^ п неравенство C.4.4) следует из теоремы 3.3.1 с
N(n,i) = N(n,i,3).

При п + 1 ^ г ^ 2п неравенство C.4.5) вытекает из неравенства C.4.4)
и следствия 3.3.1 с iV(n, i) = N(n, г, 3).

Теорема доказана

Из теоремы 3.4.2 вытекает

Следствие 3.4.3. Яра п —> сю и произвольных 1 ^ г ^ п выполнено

Лемма 3.4.3. Яусть тг -> сю, 0 ^ г'^ тг - 1 аГ" = (Х-, Z-; ?7^ —
диаграммаХассемножества (F(n, г), F(n, г + 1)). Положим Xt = F'(п, г),
Z. =F(n, г + 1). Тогда Г^ является простым A, 82)-расширителем.

Доказательство. Положим х = п — [г/2\, <52 = (log!) x)/x2. Для
любого of E F(n,i) справедливо n — |_z/2J ^ |Ti + 1(cT)| ^ п, кроме то­
того, п/2 ^ х ^ п при г ^ п — 1. Пусть А С Х-, покажем, что |А| ^
^ |г. + 1(А)|A - 52). Рассмотрим наборы ато = B,..., 2, 0,.. .,0) е F(n, 2m)
и Д. = B,..., 2, 1, 0,..., 0) е F(n, 2r + 1). Если множество L А совпадает
либо с т{(ат) для некоторого га, 2га ^ г, либо с т.(/Зг) для некоторого г,
2г + 1 ^г, то в силу лемм 3.4.1, 3.4.2 и следствия 3.4.3 справедливо C.4.6).
В противном случае возможны два варианта.
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1) Найдется t, I ^ t ^г/2 такое, что |тДа4)| < |А| < |тД/?4_!)|. Положим
C = LA\ri(at)l7i*+1(C) = ri + 1(C)\ri + 1(at)l тогда ri + l(LA) = ri + l(St)U
Ur*+l(C). Имеем в силу следствия 3.4.3

10(n — t) |T / ~ \| _|_ i(

Поскольку |т".(Д_1)\г.(й'?)| = |т-€(/5г_i)| - 1^(^I =N(n- t,i-2t + l), то,
\C\<N(n- t, i -2t + l) = \ri + l(St)\. Из [5] следует, что |С| < |т;*+1(С)|, с
учетом этого и теоремы 3.4.1 получаем

- t,i -2t + 1) + |C|) ^

(N(n- t, i-2t + l) + \i

2) Найдется t, 0^ t ^ г'/2 такое, что |т-(/^)| < \А\ < \т{(&г)\. Положим
С = ЬА\т№), r*+1(C) = Ti + 1(C)\Ti + l(Pt), тогда ri + l(LA) = т, + 1(Д) U
Ur.*+1(C). Имеем в силу следствия 3.4.3

Щп-t-l)) N(n-t-l,i-2t
(N(n-t-l,i-2t)

Поскольку |r.(^)\r.(/^)|=iV(n-t-l, i-2t), то, \C\<N(n-t-l, i-2t)\.
Из [5] следует, что \С\ ^ |т".*+1(С)|, с учетом этого и теоремы 3.4.1 получаем

- 20(n-t-l)) K*

Лемма доказана.

Лемма 3.4.4. Пусть n^oo,0^i ^n-l uT" = (X., Zt; Е{) — граф,
определенный в лемме 3.4.4. Тогда Г™ является граничным E1? е{)-рас­
е{)-расширителем.
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Доказательство. Положим х = п — [г/2\. При п
п — 1 имеем

N{n- \i/2\ +2,3) = (n"Lf+2) + (""LfJ+2) (

У2­

Из следствия 3.4.2 при г = |_z/4J — 1 вытекает, что для всякого А С X такого,
что | г. + j (А) | = g ^ д2 выполнено неравенство

Следовательно, граф Г™ является граничным (е15 ^^-расширителем.
Лемма доказана.

Из теоремы 3.4.2 и следствия 3.3.1 при к=3 и N(n, г) = iV(n, г, 3)
вытекает

Следствие 3.4.4. Яра п ^ оо и произвольных п ^ г ^ 2гг — 1
+ 1) 1	7
г) ^Х 10п*

Лемма 3.4.5. Яусть гг -> сю, п + 1 ^ г ^ 2п иТпг= (X., Z-; ??.) —
диаграмма Хассе множества (F(n, г), ^(гг, г — 1)). Тогда Г^ является
простым A, 62)-расширителем и граничным (е1? 6{)-расширителем.

Доказательство. Заметим, что граф Г^ изоморфен графу Г^_^,
определеному в лемме 3.4.3. Теперь утверждение следует из следствия 3.4.4
и лемм 3.4.3, 3.4.4.

Теорема 3.4.3. Пусть п —> сю, (Эля всех г положим E?t = F(n, г),
t = [2(гг - 1)/3J, x = гг - [t/2\. Тогда множества (?73%, ?3?п • • •» ^з?«) и
(E?2n-t) • • -5 ^з?2п-1> ^з?2п) являются B, х, 1, 2, ?, t)-унимодальными.

Доказательство. Покажем сначала, что при 0 ^ г ^ t — 1 граф Г",
определенный в лемме 3.4.3 является полным B, х., 1, 1)-расширителем при
х{ = п— [г/2\. Проверим выполнение условий B.1.1) - B.1.5). Выполне­
Выполнение условия B.1.1) следует из того, что степень любой вершины C е X не
меньше п — [г/2\. Степень любой вершины а е Z не больше г + 1, кро­
кроме того, из условия следует, что п — \г/2\ ^ г + 1, поэтому выполняются
условия B.1.2) при |) = 1 и B.1.4). Условие B.1.3) выполнено при q = l,
поскольку для любых а, C G X

Проверим выполнение условия B.1.5), имеем при 0 ^ г ^ t — 1

N(n г) < \Еп\ =Зп = 2nlog23 < 23(n"Li/2J)"lo^(n"Li/2J).

Отсюда и из лемм 3.4.3, 3.4.4 следует, что граф 17 является полным B, п —
— |_i/2J, 1, 1)-расширителем.

Положим х = [2п/3], тогда х. ^ х при 0 ^ г < 2п/3. Степень верши­
вершины /3 G X = Е?г в Е? не больше п + г ^ х2. Таким образом, множество
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(Е?о, Е?и • • •> ^3t) является B, х, 1,2, ?, ^-унимодальным. Поскольку для
всех 0 ^ г ^ п - 1 граф Г" изоморфен графу Г", из леммы 3.4.5 следует,
что множество (Е?2п_„ ..., Е3п2п_1, Е3п2п) является B, х, 1, 2, t, ?)-унимо­
дальным.

Теорема доказана.

Приложение

Вычисление /%

Пусть Гт = (Хт, fj, Гт = (Хт, fj и 11
ные пары, определенные в главе 2. Тогда

= (XmJj - функциональ­
) С su(I^). Положим

и вычислим соответствующие суммы.
По определению {а, /3}б^(/^), если

3§то П Эт = 0, то справедливо
. Поскольку

U

: {a}, , {а,

U g^2 U «g где

7}}: 0, 7} е C§m U ®m)[2], {а, /J, 7} G *

} {Д, {а, /J}}: {а, Д} G C§m U 9J[2] j,
где

{7}}}: {{Д'}, {7}} е C§m U ®m)B2), {S, /?, 7}

<Ят U

Из определения /(^4) для любого A

<Y= Е Г({«})+ Е Г({«}),

<V= E /({ff,i9})+ E

следует, что

= E E

= E
{a, /3} g Sgm

E
{a, /3} g 9m
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И, кроме того,

«йч = _ _ Е /({«})/({Д})/({т}) + __ Е	Д
{а,/?,7}е^3(О	{«,/?, 7} e^3

+ _ Е
{Q!,/3}G(ggm

<[ST=_ E
{/?,7}еC8тиэт)[2(,

+ ?
На рис. п1-п13 изображены множества вершин, принадлежащие се­

семейству sd^{I^). Каждое такое множество является 2-связным в гра­
графе Г^ = (Xm, Zm). Жирными точками изображены вершины, входящие в рас­
рассматриваемое множество, а простыми точками — вершины, принадлежащие

-, т-1а- -Ъ
\gn\ l к \ _	i cn\ I n- m'k II 2 "	\^k\\2"L	\"k\\ 2

Рис.п1	Рис.п2
множеству Zm. Вершины соединены отрезком, если в графе G~n, порожден­

порожденном функциональной парой 1^, существует ребро, соединяющее их.
Если две вершины образуют 2-связное множество,

то наборы их координат отличаются в одной или двух
'т	позициях (см. рис. nl-пЗ). Если 2-связное множест­

множество состоит из трех вершин, то наборы их координат
отличаются не более, чем в четырех позициях. Рядом
с каждой вершиной выписаны координаты, в которых
она отличается от остальных вершин множества, для
удобства —1 заменена на —. Рядом с каждым рисунком
выписано количество множеств с данной структурой,
содержащихся в множестве Хт. На рис. nl изображе­
изображены пары вершин {а, /3} еЭтоГ21. На рис. пЗ изображеныРис. пЗ.	_ ~	l J

тк(п-т)	пары вершин {а, C\ е 5§т[2]- Для каждой из пар, изоб­
2	раженных на рис. nl, п2 справедливо равенство
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Имеем |$({аГ})| = к(т+1) для всех а€B)т, и | $({/?}) | =п — га+1 для

а	Ъ—с

ab- a-c -be

I Qn\ ( m\ (n — m)k\bk\\ 2	3

Рис.п4

всех a ?5§m. Следовательно, каждая пара вершин, изображенная на рис. nl,
порождает семейства,

входящие в и вносящие вклад в
(ОД | | б> \	О-2(п-т+ 1)+ 1	п/A)'1\^т U -"m/[2]	Z	am, 2 5
V^m U -^m)[2]	^	^ш,2 5	И\

С?	О О-3(п-m+l)+l	ri^2)'1
cv?	о o-3(n-m+l)	A,2), 1

Рассуждения для пар вершин, изображенных на рис. п2, аналогичны. Пара
вершин, изображенная на рис. пЗ, порождает семейства,

входящие в

эш,3

и вносящие вклад
2~(n-m+ \)-k(m+ 1)

-2(n-m+ 1)­ _i_

*т,2 5 B)

т

а Ъ с
а*Ъ, Ъфс, а*с

\SZ\m

т а- -с

а— -Ъ- —с

I Qn\ I m\Ьк\\ з

т-1 ab ас dc

\s>
n\ mk(n — m)(k —

Рис.пб
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На рис. п4-п6 изображены тройки вершин {а, C, 7} e ®m[3]- Для каж­
каждой из троек, изображенных на рис. п4,б, п5, пб справедливо равенство

а для тройки, изображенной на рис. п4,а справедливо равенство

Тройка вершин, изображенная на рис. п4,а, порождает семейства,
входящие в и вносящие вклад в
FА I I Ф \	O-3(n-m+1) + 3	n>A^1\Jdm U и)т)щ	?	OLm2) ,

р	О . О-3(и-ш+1)+1	пД2)'16m,l	6' Z	am,3 >	C)

каждая тройка вершин, изображенная на рис. п4,б, п5, порождает семейства
входящие в и вносящие вклад в(GA \\О\ \	<)-Цп-т+\) + 2	rw^1)'1\^UJ))[3]	Z	a3 5

а^'з ^	D)g	O-3(n-m+l)	лB),1
о?	О O-3(n-m+l)	^,A,2), 1

а каждая тройка вершин, изображенная на рис. п5,в, пб, порождает се­
семейства

входящие в и вносящие вклад в

2.2-3(„-т+1)+1
2-3(n-m+l)Z

2 . 2-3(n-m+l)с m
m-l	U	i \ m-1	i I i m-1ab- a-c -de	ab- a-c d-c	ab— a-c—cd

\S?\fc\n-mJk2(k-l)

Рис.пб

На рис. п7 изображены тройки вершин {сГ, /3, т}, где {а, /3} G ®m[2]
~ Каждая такая тройка вершин порождает семейства,

входящие в и вносящие вклад	вр	О-2(п-т+\)-к(т+\)	г\^1
аB),1?	F)
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т+1

т-1ab-	-be

т+1

"С a-/ -b\ \c­m —*-—-k	V- m

т-1аЪ	сЪ
аФс

Рис.п7

т+1 т+1

a-c­
m

т-1ab-d abc­

п\\п~Тп\\т\9к2\\ 2 И 2 )АК

Рис.п8

На рис. п8 изображены тройки вершин {а, /3, т}, где {а, C} е Это[2]» {т}
§~}\S§m{^}. Каждая такая тройка вершин порождает семейства,

входящие в и вносящие вкладр	Ъ-2(п-т+\)-к(т+\)
эш,2

^ш, 1

G)
2 . 2-2(™­ v(l,2), 1Хт,3

На рис. п9 изображены тройки вершин {а, /9,7}> гДе {а
{<?, /3} ^ Это[2], {т} ^ 2§т{«} п ^т{^}- Каждая такая тройка вершин порож­
порождает семейства,

входящие в и вносящие вклад
«.2 (8)

2. a A,2), 1
m, 3
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т-1
ab— —cd

m)

Рис.пЭ

ab- a-c -be

ab- a-c -be m

n\ln — m11 3

Рис.пЮ

a- -b c-	ab- a-c -de	ab~ a-c	cdшт+1	Т-ГТ/w+i	\ I T m+1

ab cb m
cfrb

\qn\(n~rn\(h n
1^1^ 2 )\к [>

a

abc adc m
b*d

1 qu\ I n — m\ 3(k — 1)V 3 J 2
6

Рис.пП

abc- a-cd

1 nni / n — m }

в

m

\3mk
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т+1
abed

тк n | ( п — т\ ЗткII з }

Рис.п12

т-1

-b- a—
т+1

-bed
т-1

2k2

Рис.п13
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Случаи, изображенные на рис. пЮ-п13, аналогичны рассмотренным выше.
Из A)-(8) следует, что

-к(т+\)

-2(и - т + 1) / ( тк\	тк\\2 ) 2(
-2k(m+l) п — т\	п- т

2 J 2k(m+\)
, 2-(n-m+\)-k(m+\) mk(n - m) .

-3(и-ш+1) I	гпк	9/ тк\ , ( т\ (п-т)к2Fк^3(l) Zy2j^y2j	3
(A (n _ mKfc3

y-3k(m +1)

-2(n-m+l)

n — m . I n — m\ 4mk -\-3k — 9 , I n — m\ Зтк -\- к — \

-fe(m+l) / mk(n-m) , I k\ m(n - m)Bmk - к - 1) _v 2 W	2
_ 9 / re - m \ I mk\ , /m\ ЗА; (re - m)Z( 2

-(n-m+\)-2k(m+\) ( mk(n - m) , (n-m^ 2	+ ^ 32	^ 3 i~4
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