
1 

 1 

 

 

РОССИЙСКАЯ  АКАДЕМИЯ  НАУК 

Ордена  Ленина 

ИНСТИТУТ  ПРИКЛАДНОЙ  МАТЕМАТИКИ 

им. М.В.Келдыша 

 

 

 

 

 

 

М.Ю. Беляев,  Е.С. Медведев,  Д.Н. Рулев,  В.В. Сазонов 

 

 

 

 

ВЛИЯНИЕ  ВАРИАЦИЙ  ПЛОТНОСТИ  АТМОСФЕРЫ, 

ВЫЗЫВАЕМЫХ  ГЕОМАГНИТНОЙ  АКТИВНОСТЬЮ, 

НА  ТОЧНОСТЬ  ПРОГНОЗА  ДВИЖЕНИЯ МКС 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Москва – 2004 



2 

 2 

Аннотация 
 

В рамках модели плотности атмосферы ГОСТ 25645.115-84 исследовано 

влияние вариаций индекса геомагнитной активности на точность прогноза не-

управляемого движения Международной космической станции на интервале 

времени до 15 ч. Прогноз считался приемлемым, если модуль ошибки предска-

зания радиуса-вектора станции не превышал 400 м. Из возможных источников 

ошибок прогноза учитывалась только неточность знания плотности атмосфе-

ры, обусловленная вариациями геомагнитной активности. Оценки ошибки 

прогноза находились методом статистического моделирования с использова-

нием реальных данных о состоянии атмосферы за пять лет (1998 – 2002 гг.). 

Оказалось, что ошибка предсказания положения станции в конце интервала 

прогнозирования существенно зависит от уровня солнечной активности. В 

случае длинных интервалов эта зависимость может оказаться критической. Для 

15-часового интервала вероятность неудачного прогноза составляет несколько 

процентов при низкой солнечной активности и превосходит 30% при высокой. 

На более коротких интервалах вероятность неудачного прогноза снижается. На 

интервалах длиной менее 7.5 ч эта вероятность не превосходит 1%. На интер-

валах менее 4.5 ч неудачных прогнозов не обнаружено. 

 

M.Yu. Belyaev, E.S. Medvedev, D.N. Rulev, V.V. Sazonov. The influence 

of atmosphere density variations, caused by geomagnetic activity, on accuracy 

of the forecast of ISS motion. We investigate the influence of variations of the ge-

omagnetic activity index on accuracy of the forecast of uncontroled motion of the In-

ternational Space Station in a time interval not more than 15 hours. The investigation 

is carried out in the framework of the atmosphere density model of GOST 

25645.115-84. The forecast is considered to be acceptable if the absolute value of an 

error in the predicted station position do not exceed 400 m. From possible sources of 

errors, we take into account only inaccuracy in assignment of the atmosphere densi-

ty, caused by variations of geomagnetic activity. A forecast error is estimated by the 

method of statistical modeling using the real data about the index of geomagnetic ac-

tivity for five years (1998 – 2002). It is shown that the error in a predicted station po-

sition at the end of an interval of forecasting essentially depends on a level of solar 

activity. In case of long intervals this dependence can appear critical. For a 15-hour 

interval the probability of the unsuccessful forecast makes some percent at low solar 

activity and surpasses 30 % at high. On shorter intervals the probability of the unsuc-

cessful forecast is reduced. On intervals with a length less than 7.5 hours this proba-

bility does not surpass 1 %. On intervals less than 4.5 hours unsuccessful forecasts 

do not occure. 
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 1. Постановка задачи. Оценивается точность прогноза неуправляемого 

движения МКС на интервалах времени длиной до 15 ч. Прогноз считается при-

емлемым, если модуль ошибки предсказания радиуса-вектора станции не пре-

вышает 400 м. Из всех возможных источников ошибок прогноза учитывается 

только неточность знания плотности атмосферы. Оценка находится методом 

статистического моделирования с использованием реальных данных о состоя-

нии атмосферы и модели плотности верхней атмосферы, определенной ГОСТ 

25645.115-84 (редакция 1990 г.). 

Эта модель содержит три параметра: среднесуточное значение F  индек-

са солнечной активности 7.10F , среднее взвешенное значение 81F  индекса F  за 

предшествующие 81 сутки и среднесуточный индекс геомагнитной активности 

pK . Значения параметров с некоторым запаздыванием относятся к суткам, на 

которые вычисляется искомая плотность. Характерное время изменения индек-

са F  – несколько суток, и это изменение достаточно точно прогнозируется. 

При статистическом моделировании значение F  считалось постоянным. Ин-

декс pK  является огрубленной характеристикой. Детальное изменение геомаг-

нитной активности во времени описывается трехчасовым индексом pk , значе-

ния которого служат исходной информацией при вычислении pK . В расчетах 

повышенной точности следует использовать именно их. Статистическое моде-

лирование использует значения pk , относящиеся к 1998 – 2002 гг. 

ГОСТ рекомендует придерживаться определенных правил при работе с 

индексом pk . В программе интегрирования уравнений движения спутника за-

висимость )(tkk pp  , где t  – время, советуют представлять кусочно-линейной 

функцией, значения которой в окрестности точек стыка участков постоянства 

получены сглаживанием измеренных значений pk . При статистическом моде-

лировании эта и некоторые другие рекомендации излишни. Ниже указанная за-

висимость представляется кусочно-постоянной функцией в соответствии с ис-

ходными значениями pk . 

2. Метод исследования. Применявшаяся математическая модель движе-

ния станции представляла собой дифференциальные уравнения движения ее 

центра масс, записанные с учетом нецентральности гравитационного поля Зем-

ли и сопротивления атмосферы. Нецентральность поля учитывалась с точно-

стью до членов порядка (36,36) включительно в разложении гравитационного 

потенциала Земли в ряд по шаровым функциям. Атмосфера считалась враща-

ющейся вместе с Землей, плотность атмосферы, как уже говорилось, рассчиты-

валась согласно модели ГОСТ 25645.115-84. Указанные уравнения можно 

представить в виде 

)]()(1[),()()( 210 pkQzPtzfzfzf
dt

dz
 .                               (1) 
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Здесь Tzzz ),,( 61  , 1z , 2z , 3z  – координаты станции в гринвичской системе 

координат, dtdzz /14  , dtdzz /25  , dtdzz /36  . Слагаемое )(0 zf  в правой ча-

сти системы (1) является главным. Оно включает сферическое гравитационное 

поле и поле, задаваемое гармоникой геопотенциала (2,0). Слагаемое  1(z)f  от-

вечает остальным гармоникам геопотенциала. Последнее слагаемое правой ча-

сти (1) описывает сопротивление атмосферы, причем выражение в квадратных 

скобках, где P  и Q  – скаляры, представляет собой один из сомножителей 

формулы плотности атмосферы. А именно, сомножитель, учитывающий зави-

симость этой плотности от индекса геомагнитной активности. Здесь и ниже 

этот индекс при любых способах его определения обозначается pk . 

 Решения системы (1) рассматривались на фиксированном отрезке време-

ни Tttt  00 , 155.2  T  ч, при одинаковых начальных условиях и пара-

метрах F , 81F . Решения отличались только использованными для их построе-

ния функциями )(tkk pp  . Эти функции выбирались кусочно-постоянными с 

отрезками постоянства ],)1([ 00  ititIi  , где 3  ч, Ni ,,2,1  , N  – 

минимальное натуральное число, удовлетворяющее условию /TN  . При 

iIt  принималось const)( )(  i
pp ktk . Исследование точности прогноза дви-

жения станции состояло в статистическом исследовании разброса значений 

)( 0 Ttz   рассматриваемых решений на реалистическом множестве изменения 

параметров )(i
pk . 

Исследование разброса величин )( 0 Ttz   сводилось к исследованию раз-

броса разностей )()( 0
*

0 TtzTtzd  . Здесь )(* tz  – опорное решение си-

стемы (1), построенное при постоянном значении *
pp kk   и том же начальном 

условии, что и решения рассматриваемого семейства. Как оказалось, в пред-

ставляющей интерес области изменения величин T  и )(i
pk  с относительной по-

грешностью около 0.1% выполнено равенство )( 0 Ttyd  , где )(ty  – решение 

линейной начальной задачи 

 )()]([)]([]),([
)]([ ***

2

*
0

pp kQtkQtzPttzfy
z

tzf

dt

dy





 ,    0)( 0 ty .     (2) 

Функция )()]([)( *
pp kQtkQth   является кусочно-постоянной: при iIt  име-

ем const)(][)( *)(  ip
i

p hkQkQth . Введем функции )(ti , положив 1)( ti  

при iIt  и 0)( ti  в остальных случаях ),,2,1( Ni  . Поскольку 






N

i

ii thth

1

)()(  , 

решение начальной задачи (2) и вектор d  можно представить в виде 
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где )(tyi  – решения начальных задач 

)()]([]),([
)]([ **

2

*
0 ttzPttzfy

z

tzf

dt

dy
ii

i 



 ,     0)( 0 tyi . 

Величины )( 0 Ttyi   вычислялись однократно перед выполнением статистиче-

ского моделирования. 

В качестве значений )(i
pk  при моделировании использовались данные из-

мерений трехчасового индекса pk  за 5 лет – с 1 января 1998 г. по 31 декабря 

2002 г. Примеры использованных данных приведены на рис. 1, 2. Здесь изоб-

ражены графики изменения во времени индекса pk  и отвечающего ему также 

трехчасового индекса pa . Последний имеет ясный физический смысл и более 

наглядно характеризует геомагнитную активность. Графики задают кусочно-

постоянные функции с интервалами постоянства 3 ч. Для удобства восприятия 

на рисунках указаны вертикальные отрезки, соединяющие предельные значе-

ния функций в точках разрыва. Графики на рис. 1 показывают изменение ин-

дексов pk , pa  в течение первых 200 суток рассматриваемого интервала. Левые 

графики на рис. 2 дают пример максимально возможного возмущения с 9pk , 

400pa . Правые графики на этом рисунке иллюстрирует продолжительный 

отрезок времени слабой геомагнитной возмущенности. 

Используемые данные измерений pk  были упорядочены во времени. Из 

этих данных выбиралась последовательность идущих подряд значений 
)(i

pk   ),,1,0,,2,1( Nnni  ,                                  (4) 

где n  – натуральное число. Первые n  членов этой последовательности пере-

считывались в значения индекса pa  и усреднялись. Результат усреднения пере-

считывался назад в pk  и обозначался 
pk . Вычисления выполнялись по схеме: 

)0,,2,1()()(  nniak i
p

i
p ,    

n

aaa
a

n
ppp

p

)1()1()0(  



,    

pp ka  . 

Затем находилась разность dd  , в которой d  и d  определены второй 

формулой (3) соответственно при значениях )(i
pk  ),,2,1( Ni   из последова-

тельности (4) и при одинаковых 
p

i
p kk )( . Фактически d и d  не находились, а 

сразу по указанной формуле (3) при )(][ )( 
p

i
pi kQkQh   вычислялась их раз-

ность. Введение величин d и d  удобно для ее интерпретации. 

Эта интерпретация заключается в следующем. Последовательность (4) 

моделирует измерения индекса pk  на трехчасовых отрезках времени iI  
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),,1,0,,2,1( Nnni  . Первые n  отрезков предшествуют моменту 0t  

выполнения прогноза. По этим отрезкам определяется используемое при про-

гнозе усредненное значение 
pk . Величина dTtz  )( 0

*  служит прогнозом 

фазового вектора станции на момент Tt 0 . Величина dTtz  )( 0
*  моделиру-

ет реальное значение фазового вектора )( 0 Ttz  , а вектор  , представляющий 

собой разность второй и первой этих величин, выражает ошибку прогноза. 

Векторы   вычислялись для всех возможных последовательностей (4). 

На первом шаге в качестве такой последовательности использовались первые 

Nn   элементов имеющегося массива значений индекса pk . На втором шаге 

использовались идущие подряд Nn   элементов этого массива, начиная со 

второго, на третьем – Nn   элементов начиная с третьего и т. д. При 13 Nn  

таких последовательностей из имеющего массива данных можно выбрать бо-

лее 14500. 

Результаты вычислений представлялись в базисе, связанным с точкой 

)( 0
* Ttz   опорного решения. Пусть r  и V  – геоцентрический радиус-вектор 

станции и ее абсолютная геоцентрическая скорость в этой точке. Использован-

ный базис имел орты 

||
1

V

V
e  ,    

||
2

Vr

Vr
e




 ,    

||
213

r

r
eee  . 

Первые три компоненты вектора Tzzz ),,( 621    задают в гринвичской 

системе координат разность r  между фактическим и прогнозируемым поло-

жениями станции в момент Tt 0 . Компоненты этой разности в базисе 

},,{ 321 eee  обозначим  ,, . Последние три компоненты вектора   являются 

аналогичными компонентами разности v  между фактической и прогнозируе-

мой скоростями станции относительно гринвичской системы координат. Раз-

ность V  между фактической и прогнозируемой абсолютными скоростями 

станции в момент Tt 0  выражается через введенные величины формулой 

rωvV   , где ω  – угловая скорость вращения Земли. Компоненты век-

тора V  в базисе },,{ 321 eee  обозначим  VVV ,, . 

Составим вектор TVVVx ),,,,,(  . Среднее значение этого вектора 

и его ковариационную матрицу [1], вычисленные по всем реализациям после-

довательностей (4), обозначим соответственно T
VVV mmmmmmm ),,,,,(   

и C . Квадратные корни из диагональных элементов матрицы C  являются 

стандартными отклонениями соответствующих компонент вектора x . Обозна-

чим эти стандартные отклонения   VVV ,,,,, . Анализ результатов 

моделирования состоял в анализе величин m ,   и т. п. в функции параметров 

T  и F , а также в изучении гистограмм распределений компонент вектора x . 
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3. Результаты статистического моделирования. Первым опорным ре-

шением служило фактическое движение станции 09.03.2003 г. Его начальные 

условия были определены по данным измерений GPS, выполненных на Амери-

канском сегменте МКС. Опорное решение рассчитывалось при 14681  FF  

3* pk , и 0t 12:28:38 ДМВ. Параметры атмосферы и баллистический коэффи-

циент (0.003365 м 2 /кг) были взяты из данных ЦУП. Результаты моделирования 

для некоторых значений n  и T  представлены в табл. 1, 2 и на рис. 3, 4. В заго-

ловках таблиц и подписях к рисункам рассматриваемый прогноз обозначен как 

прогноз 1. В таблицах здесь и ниже N  – число испытаний в данном варианте, 

q  – доля испытаний, в которых было выполнено неравенство 400|| r  м. 
 

Таблица 1. Прогноз 1 при 14681  FF  и 15T  ч. 
 

n  N  m , м  , м m , м  , м m , м  , м 

1 14604 0.01 260.6 0.00 0.26 0.00 5.49 

2 14603 -8.30 263.3 0.01 0.26 0.16 5.46 

4 14601 -19.5 276.3 0.02 0.27 0.37 5.60 

8 14597 -33.5 299.0 0.03 0.29 0.64 5.91 

 

n  q  
Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с 

1 0.103 0.00 2.79 0.00 0.08 -0.01 294.6 

2 0.103 -0.08 2.78 0.00 0.08 9.39 297.6 

4 0.115 -0.19 2.85 0.01 0.09 22.0 312.3 

8 0.139 -0.32 3.01 0.01 0.10 37.9 338.0 

 

Таблица 2. Прогноз 1 при 14681  FF  и 8n . 
 

T  q  
m    m    m    Vm  

V
 Vm  

V
 

Vm  
V

 

ч  м мм/с 

2.5 0 -0.9 8.3 0.0 0.0 0.1 1.2 -0.1 0.7 0.0 0.0 1.0 9.3 

4.5 0 -2.9 26.4 0.0 0.0 0.2 1.6 -0.1 0.7 0.0 0.1 3.3 30.1 

6.0 0 -5.2 47.2 0.0 0.0 0.2 2.1 -0.1 0.9 0.0 0.1 5.9 53.6 

7.5 0.001 -8.2 74.0 0.0 0.0 0.3 2.6 -0.1 1.1 0.0 0.1 9.3 83.9 

9.0 0.008 -11.9 107 0.0 0.1 0.4 3.2 -0.2 1.4 0.0 0.2 13.5 121 

10.5 0.022 -16.3 145 0.0 0.1 0.4 3.8 -0.2 1.7 0.0 0.2 18.4 165 

12.0 0.047 -21.3 190 0.0 0.2 0.5 4.5 -0.2 2.1 0.0 0.1 24.1 215 

13.5 0.086 -27.1 242 0.0 0.2 0.6 5.1 -0.3 2.5 0.0 0.0 30.6 273 

15.0 0.139 -33.5 299 0.0 0.3 0.6 5.9 -0.3 3.0 0.0 0.1 37.9 338 

 

Из табл. 1 видно, что точность прогноза довольно слабо зависит от числа 

n  измерений индекса pk , по которым вычисляется используемое в прогнозе 
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значение 
pk . Хотя, как и следовало ожидать, с уменьшением n  точность про-

гноза несколько повышается. Согласно табл. 2 ошибка прогноза быстро 

уменьшается с уменьшением T . Согласно обеим таблицам основная ошибка в 

прогнозе положения станции совершается вдоль орта 1e  – по направлению век-

тора абсолютной скорости в точке )( 0
* Ttz  . Ошибка в направлении орта 3e  

(по радиусу-вектору) примерно в 50 раз меньше, ошибка в направлении орта 

2e  (по нормали к плоскости орбиты) пренебрежимо мала. Ошибки прогноза 

абсолютной геоцентрической скорости станции наиболее велики в направле-

нии орта 3e  и пренебрежимо малы в направлении 2e . Эти факты находятся в 

полном согласии с теорией возмущенного движения ИСЗ в атмосфере [2, 3]. 

Распределение ошибок в пространстве )(6 xR  можно пояснить, рассмот-

рев собственные числа и собственные векторы ковариационной матрицы C . 

Эти величины слабо зависят от n , поэтому ограничимся анализом случая 8n . 

Собственные числа матрицы C  при 8n  составляют (при расчете C  единицей 

измерения длины служили метры, скорости – мм/с) 
5

1 10037.2  ,   9.22  ,   3106.1  ,   5101.2  ,   8103.5  ,   9107.5  . 

Нормированные собственные векторы, отвечающие максимальному и второму 

по величине собственным числам, соответственно имеют вид 
Tu ]75.0,00.0,01.0,01.0,00.0,66.0[1  , 

Tu ]10.0,01.0,45.0,88.0,00.0,09.0[2  . 

Модули компонент вектора 
Tu ]0.338,09.0,91.2,72.5,29.0,0.299[11  , 

достаточно точно совпадают с соответствующими стандартными отклонения-

ми  ,  , …, V . Указанный факт обусловлен доминированием 1  над 

остальными собственными числами матрицы C  – в этом случае TuuC 111 . 

Некоторое несовпадение модулей третьей и четвертой компонент с   и V  

обусловлено влиянием одноименных компонент вектора 2u . Последнее утвер-

ждение следует из более точной формулы TT uuuuC 222111   . 

Из приведенного анализа собственных чисел и векторов матрицы C  сле-

дует, что ошибки прогноза в пространстве )(6 xR  распределены в основном 

вдоль направления 1u . Модули коэффициентов корреляции лишь в случае пар 

),(  V , ),(  VV  составляют 0.88. Модули коэффициентов корреляции осталь-

ных пар переменных превосходят 0.96. Проекции вектора 1u  на подпростран-

ства ),,(3 R  и ),,(3
 VVVR  характеризуют распределение ошибок прогно-

за положения и скорости станции в базисе },,{ 321 eee . 

 Детальное представление о полученном при статистическом моделиро-

вании распределении ошибок прогноза по величине дают гистограммы [1] пе-
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ременных  ,  ,  , V , V  и V . Гистограммы строились единообразно, поэто-

му ограничимся описанием построения гистограммы координаты  . Пусть M  

– натуральное число. Отрезок ]3,3[    mmI  разбивался на M2  от-

резков равной длины, и для каждого отрезка разбиения подсчитывалось число 

оказавшихся в нем полученных при моделировании значений  . Пусть в отре-

зок с номером j  попало jN  точек. Гистограммой называется кусочно-

постоянная функция )(p , которая на отрезке с номером j  принимает значе-

ние )3/( NMN j . Напомним, N  – общее число испытаний в данном варианте 

моделирования (при данном n ). Графики гистограмм )(p , )(p , )(p , 

)(VpV , )(VpV  и )(VpV , построенные для варианта с 8n  при 50M , 

изображены на рис. 3. Эти графики выглядят как ступенчатые линии, посколь-

ку для наглядности на рисунках указаны вертикальные отрезки, соединяющие 

предельные значения гистограмм в точках разрыва.  

 Полученные гистограммы достаточно точно аппроксимируются плотно-

стью вероятности двухстороннего показательного распределения 

)||exp(
2

),,(1 aa  


  

при надлежащем выборе a  и  . Для определения этих параметров надо при-

равнять первый и второй моменты выписанной плотности соответствующим 

выборочным моментам. В частности, для аппроксимации )(p  надо взять 

ma  ,  /2 . Графики построенных таким образом аппроксимирующих 

функций также приведены на рис. 3. Эти графики выглядят как плавные линии 

с изломом посередине. Аппроксимации гистограмм всех переменных выглядят 

весьма похоже, что объясняется указанной выше сильной корреляцией этих 

переменных. 

 Для сравнения на рис. 4 приведены результаты аппроксимации получен-

ных гистограмм плотностью вероятности нормального распределения 








 


2

2

2
2

)(
exp

2

1
),,(








a
a . 

В этом случае при аппроксимации )(p  принималось ma  ,    и т. д. 

Как показывает рисунок, такая аппроксимация является существенно менее 

точной. 

 Рис. 3, 4 построены для варианта 8n  в случае 50M . Визуально при-

мерно такое же качество аппроксимации достигается во всех вариантах из 

табл. 1 при 100,50,30M . На рис. 5 приведены гистограммы и их аппрокси-

мации плотностью вероятности 1  для варианта 1n  в случае 50M . 

Чтобы оценить влияние параметров F  и 81F  на точность прогноза, опи-

санные расчеты были повторены для опорных решений, рассчитанных при 
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прежних начальных условиях и *
pk , но при 8081  FF  и 22081  FF . Ре-

зультаты расчетов в случае 8081  FF  приведены в табл. 3, 4 и на рис. 6. Но-

вые таблицы в точности аналогичны табл. 1, 2. Из них видно, что погрешность 

прогноза заметно уменьшилась. На рис. 6 изображены гистограммы )(p , 

)(p , )(p , )(VpV , )(VpV  и )(VpV  (ступенчатые линии), построенные 

при 50M  для варианта 4n , и аппроксимации этих гистограмм плотностью 

вероятности 1  (плавные линии с изломом посередине) при описанном выше 

способе выбора значений a  и  . Из рисунка видно, что в данном случае ап-

проксимация не так точна, как в случае 14681  FF . Распределение ошибок 

прогноза стало более кучным и уже не может адекватно описываться двухсто-

ронним показательным распределением. Аппроксимация гистограмм плотно-

стью 2  выглядит еще менее точной. 
 

Таблица 3. Прогноз 1 при 8081  FF  и 15T  ч. 
 

n  N  m , м  , м m , м  , м m , м  , м 

1 14604 0.00 178.7 0.00 0.18 0.00 3.69 

2 14603 -2.47 181.2 0.00 0.18 0.05 3.69 

4 14601 -6.35 190.6 0.01 0.19 0.12 3.78 

8 14597 -11.3 205.0 0.01 0.20 0.21 3.96 

 

n  q  
Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с 

1 0.042 0.00 1.83 0.00 0.05 0.00 201.8 

2 0.042 -0.02 1.83 0.00 0.06 2.79 204.7 

4 0.048 -0.06 1.87 0.00 0.06 7.17 215.4 

8 0.058 -0.10 1.97 0.00 0.07 12.8 231.7 

 

Таблица 4. Прогноз при 8081  FF  и 8n . 
 

T  q  
m    m    m    Vm  

V
 Vm  

V
 Vm  

V
 

ч  м мм/с 

2.5 0 -0.3 5.7 0.0 0.0 0.0 0.8 0.0 0.5 0.0 0.0 0.3 6.4 

4.5 0 -1.0 18.1 0.0 0.0 0.1 1.1 0.0 0.4 0.0 0.1 1.1 20.6 

6.0 0 -1.8 32.3 0.0 0.0 0.1 1.4 0.0 0.6 0.0 0.1 2.0 36.8 

7.5 0.000 -2.8 50.7 0.0 0.0 0.1 1.7 0.0 0.7 0.0 0.1 3.2 57.5 

9.0 0.003 -4.0 73.2 0.0 0.1 0.1 2.1 0.0 0.9 0.0 0.1 4.6 82.9 

10.5 0.010 -5.5 99.9 0.0 0.1 0.1 2.5 -0.1 1.2 0.0 0.1 6.2 113 

12.0 0.020 -7.2 131 0.0 0.1 0.2 3.0 -0.1 1.3 0.0 0.1 8.2 148 

13.5 0.036 -9.2 166 0.0 0.2 0.2 3.4 -0.1 1.6 0.0 0.0 10.4 187 

15.0 0.058 -11.3 205 0.0 0.2 0.2 4.0 -0.1 2.0 0.0 0.1 12.8 232 
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Результаты расчетов в случае 22081  FF  приведены в табл. 5, 6 и на 

рис. 7, 8. Таблицы аналогичны предыдущим. Они показывают, что погреш-

ность прогноза заметно возросла по сравнению со случаем 14681  FF . На 

рис. 7, 8 изображены гистограммы )(p , …, )(VpV , построенные при 

50M  для варианта 4n , и аппроксимации этих гистограмм плотностями 

вероятностей 1  (рис. 7) и 2  (рис. 8). Параметры a ,   и   аппроксимирую-

щих функций определялись выборочными средними значениями и дисперсия-

ми найденных ошибок прогноза. По сравнению со случаем 14681  FF  ап-

проксимация гистограмм плотностью 2  стала точнее. Точность аппроксима-

ции плотностью 1  уменьшилась, но в отличие от случая 8081  FF  это 

уменьшение точности вызвано увеличением разброса переменных  , …, V . 

Распределение ошибок прогноза приблизилось к нормальному. 

 

Таблица 5. Прогноз 1 при 22081  FF  и 15T  ч. 
 

n  N  m , м  , м m , м  , м m , м  , м 

1 14604 0.02 426.3 0.00 0.42 0.00 9.26 

2 14603 -18.0 429.4 0.02 0.42 0.35 9.20 

4 14601 -41.3 449.3 0.04 0.44 0.81 9.41 

8 14597 -70.4 486.8 0.07 0.47 1.39 9.97 

 

n  q  
Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с 

1 0.291 0.00 4.89 0.00 0.13 -0.02 482.2 

2 0.291 -0.19 4.86 0.01 0.13 20.3 485.7 

4 0.310 -0.43 4.97 0.01 0.14 46.7 508.3 

8 0.347 -0.73 5.27 0.02 0.16 79.7 550.8 

 

Таблица 6. Прогноз при 22081  FF  и 8n . 
 

T  q  
m    m    m    Vm  

V
 Vm  

V
 Vm  

V
 

ч  м мм/с 

2.5 0 -1.9 13.5 0.0 0.0 0.3 1.9 -0.2 1.2 0.0 0.0 2.1 15.3 

4.5 0 -6.1 43.5 0.0 0.0 0.4 2.7 -0.2 1.3 0.0 0.1 7.0 49.5 

6.0 0.000 -11.0 77.3 0.0 0.0 0.5 3.6 -0.2 1.7 0.0 0.2 12.5 87.8 

7.5 0.009 -17.3 121 0.0 0.1 0.6 4.5 -0.3 2.1 0.0 0.2 19.7 137 

9.0 0.035 -25.1 174 0.0 0.1 0.8 5.5 -0.4 2.6 0.0 0.3 28.4 197 

10.5 0.089 -34.3 237 0.0 0.2 0.9 6.5 -0.4 3.1 0.0 0.2 38.8 269 

12.0 0.168 -44.9 310 0.0 0.3 1.1 7.6 -0.5 3.7 0.0 0.2 50.8 351 

13.5 0.257 -56.9 393 0.1 0.4 1.2 8.7 -0.6 4.4 0.0 0.1 64.4 445 

15.0 0.347 -70.4 487 0.1 0.5 1.4 10.0 -0.7 5.3 0.0 0.2 70.7 551 
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Поведение матрицы C , ее собственных чисел и векторов в случаях 

8081  FF  и 22081  FF  в точности такое же, как в случае 14681  FF . 

4. Прогноз при неизменном pk . Для более полной оценки полученных 

результатов сравним прогноз движения станции, выполняемый при выборе pk  

по схеме раздела 3, с более простым прогнозом, который всякий раз рассчиты-

вается при одном и том же значении этого индекса. Статистическое моделиро-

вание такого прогноза проводилось следующим образом. Все варианты рассчи-

тывались при 15T  ч )5( N . Задавалось значение 
pk . На первом шаге из 

имеющегося упорядоченного массива данных измерений трехчасового индекса 

pk  (см. раздел 2) выбирались первые пять элементов. Эта упорядоченная пя-

терка принимались в качестве параметров )(i
pk )5,,2,1( i . Для таких значений 


pk  и )(i

pk  способом, описанным выше, рассчитывался вектор  . На втором шаге 

в качестве параметров )(i
pk  использовались взятые подряд 5 элементов этого 

массива начиная со второго. Для прежнего значения 
pk  и новых )(i

pk  снова рас-

считывался вектор  . На третьем шаге из массива значений pk  выбирались 5 

элементов начиная с третьего и т. д. Всего таких шагов выполнялось 14605. 

Использовались прежние опорные решения. Обработка результатов вычисле-

ний выполнялась по описанной выше схеме. В качестве значений 
pk  для опре-

деленности использовались значения 1,1+ (1.3333), 2 (1.6667) и т.д. Результа-

ты приведены лишь для некоторых значений 
pk  и обязательно содержат вари-

ант с минимальным значением q . В заголовках таблиц и подписях к рисункам 

новый прогноз обозначен как прогноз 2. 

Результаты, полученные для опорного решения в случае 14681  FF , 

представлены в табл. 7 и на рис. 9. Таблица аналогична табл. 1, 3 и 5, только в 

ней вместо значений n  указаны значения 
pk , и отсутствует столбец со значе-

ниями N  – во всех вариантах моделирования теперь 14605N . Из таблицы 

видно, что изменение 
pk  приводит только к смещению среднего значения про-

гноза, а его стандартные отклонения остаются неизменными. Указанное сме-

щение приводит к значительному увеличению q . При  2
pk  смещение весь-

ма мало, и описанный простейший способ прогноза практически не уступает 

по точности, способу рассмотренному выше. 

Матрица C  во втором способе прогноза практически не зависит от 
pk . 

При 333.2pk  ее собственные числа составляют 

5
1 10457.2  ,   7.2 ,   3109.1  ,   5102.2  ,   8102.5  ,   9106.5  ; 
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нормированные собственные векторы, отвечающие максимальному и второму 

по величине собственным числам, совпадают (если указывать две цифры после 

запятой в каждой компоненте) с векторами 1u  и 2u , приведенными выше. 

Модули компонент вектора 
Tu ]3.371,11.0,00.3,90.5,32.0,3.328[11  , 

достаточно точно совпадают с соответствующими стандартными отклонения-

ми  ,  , …, V . Ситуация здесь в точности та же, что и в случае, рассмот-

ренном в предыдущем разделе. Анализ средних значений m , m , …, Vm  в 

табл. 7 показывает, что при изменении 
pk  эти средние значения смещаются 

вдоль вектора 1u . 
 

Таблица 7. Прогноз 2 при 14681  FF . 
 


pk  q  

m , м  , м m , м  , м m , м  , м 

2  0.138 2.03 328.3 0.00 0.32 -0.04 6.08 

3  0.203 -81.8 328.3 0.08 0.32 1.56 6.08 

3 0.312 -170.2 328.3 0.17 0.32 3.24 6.08 

5 0.902 -795.7 328.4 0.78 0.32 15.2 6.08 

 

pk  Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с 

2  0.02 3.09 0.00 0.11 -2.30 371.3 

3  -0.79 3.09 0.03 0.11 92.5 371.3 

3 -1.65 3.09 0.05 0.11 192.4 371.3 

5 -7.71 3.09 0.25 0.11 899.5 371.3 
 

На рис. 9 приведены гистограммы значений переменных  ,  , …, V , 

полученных в варианте статистического моделирования с  2
pk  (ступенча-

тые линии). Способ построения этих гистограмм описан в предыдущем разде-

ле. В данном случае 50M . Эти гистограммы достаточно точно аппроксими-

руются плотностью вероятности гамма распределения с показателем формы 2: 

)](,0[max)](exp[||),,(3 aaa   . 

На рис. 9 графики аппроксимирующих функций изображены плавными кри-

выми. Для определения параметров a  и   использовались первый, второй и 

третий выборочные моменты. Например, при аппроксимации )(p  принима-

лось  /2 ma ,   /)sgn2( , где   – третий центральный выбороч-

ный момент полученных при моделировании значений  . Выписанные соот-

ношения означают, что первый и второй моменты плотности вероятности 3  

равны соответствующим выборочным моментам. Третий центральный момент 

  использован для определения знака  . В принципе должно выполняться 
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соотношение 3/4   , которое также можно использовать для определения 

 . Найденные разными способами значения этого параметра отличаются на 

несколько процентов, однако визуально более точна аппроксимация с парамет-

ром  , найденным по выборочной дисперсии. Гистограммы и их аппроксима-

ции функциями 3  при других значениях 
pk  выглядят также. 

Результаты, полученные при 8081  FF , представлены в табл. 8 и на 

рис. 10. Эта таблица в точности аналогична табл. 7. Из нее видно, что погреш-

ность прогноза заметно уменьшилась. На рис. 10 изображены гистограммы 

)(p , …, )(VpV  (ступенчатые линии), построенные при 50M  для вариан-

та  3
pk , и аппроксимации этих гистограмм плотностью вероятности 3  

(плавные линии) при описанном выше выборе параметров a  и  . Из рисунка 

видно, что в данном случае аппроксимация не так точна, как в случае 

14681  FF . Распределение ошибок прогноза стало похоже на одностороннее 

показательное распределение. Используя термины гамма распределения можно 

сказать, что коэффициент формы заметно уменьшился. 
 

Таблица 8. Прогноз 2 при 8081  FF . 
 


pk  q  

m , м  , м m , м  , м m , м  , м 

2  0.059 34.0 218.1 -0.03 0.21 -0.63 3.94 

3  0.031 -136.5 218.1 0.13 0.21 2.56 3.95 

4 0.360 -281.8 218.1 0.28 0.21 5.25 3.95 

5 0.837 -547.2 218.2 0.54 0.21 10.2 3.95 

 

pk  Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с 

2  0.31 1.96 -0.01 0.07 -38.5 246.6 

3  -1.26 1.96 0.04 0.07 154.3 246.6 

4 -2.61 1.96 0.09 0.07 318.5 246.6 

5 -5.06 1.96 0.17 0.07 618.3 246.6 
 

Результаты расчетов в случае 22081  FF  приведены в табл. 9 и на рис. 

11. Таблица аналогична табл. 4, 5. Из нее видно, что погрешность прогноза за-

метно возросла по сравнению со случаем 14681  FF . 

На рис. 11 изображены гистограммы )(p , …, )(VpV , построенные 

при 50M  для варианта  2
pk , и аппроксимации этих гистограмм плотно-

стью вероятности 3 . Из рисунка видно, что и в данном случае аппроксимация 

не так точна, как в случае 14681  FF . Распределение ошибок прогноза стало 

похоже на гамма-распределение с коэффициентом формы, заметно превыша-

ющем 2. 
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Для второго и третьего опорных решений также имеет место независи-

мость стандартных отклонений прогноза от 
pk . При высоком уровне солнеч-

ной активности прогноз 2 заметно уступает по точности прогнозу 1. При низ-

ком и среднем уровне солнечной активности оба прогноза обеспечивают в 

среднем примерно одинаковую точность. 
 

Таблица 9. Прогноз 2 при 22081  FF . 
 


pk  q  

m , м  , м m , м  , м m , м  , м 

2  0.406 236.3 542.1 -0.23 0.53 -4.65 10.4 

2  0.463 -44.3 542.1 0.04 0.53 0.87 10.4 

3 0.642 -335.2 542.1 0.33 0.53 6.60 10.4 

5 0.946 -1270 542.2 1.23 0.53 25.0 10.4 

 

pk  Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с Vm , мм/с V , мм/с 

2  2.46 5.49 -0.07 0.18 -267.4 613.4 

3  -0.46 5.49 0.01 0.18 50.1 613.4 

3 -3.49 5.49 0.10 0.18 379.2 613.4 

5 -13.2 5.49 0.40 0.18 1436 613.5 

 

5. Заключение. Статистическое моделирование показало, что влияние 

геомагнитной активности на точность предсказания положения станции суще-

ственно зависит от уровня солнечной активности. В случае длинных интерва-

лов эта зависимость может оказаться критической. Например, в конце 15-

часового интервала прогнозирования при малой солнечной активности вероят-

ность неудачного прогноза составляет несколько процентов (4% при )80F . В 

случае средней солнечной активности (при )146F . эта вероятность возраста-

ет до 14%. При высокой солнечной активности (при )220F  вероятность не-

удачного прогноза превосходит 35%. С уменьшением длины интервала вероят-

ность неудачного прогноза снижается. На интервалах с длиной менее 7.5 ч эта 

вероятность не превосходит 1%. На интервалах менее 4.5 ч неудачных прогно-

зов не оказалось. 
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Рис.1. Трехчасовые индексы геомагнитной активности. Момент 0t  соответствует 00:00:00 UTC 1 января 1998 г. 
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Рис.2. Трехчасовые индексы геомагнитной активности. Момент 0t  соответствует 00:00:00 UTC 1 января 1998 г. 
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Рис.3. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 1 и их аппроксимация 

двухсторонним экспоненциальным распределением, 8n , 14681  FF . 
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Рис.4. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 1 и их аппроксимация 

нормальным распределением, 8n , 14681  FF . 
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Рис.5. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 1 и их аппроксимация 

двухсторонним экспоненциальным распределением, 1n , 14681  FF . 
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Рис.6. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 1 и их аппроксимация 

двухсторонним экспоненциальным распределением, 4n , 8081  FF . 
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Рис.7. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 1 и их аппроксимация 

двухсторонним экспоненциальным распределением, 4n , 22081  FF . 
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Рис.8. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 1 и их аппроксимация 

нормальным распределением, 4n , 22081  FF . 
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Рис.9. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 2 при  2pk  и их аппроксимация 

гамма-распределением с параметром формы 2, 14681  FF . 
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Рис.10. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 2 при  3pk  и их аппроксимация 

гамма-распределением с параметром формы 2, 8081  FF . 
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Рис.11. Гистограммы распределений ошибок положения и скорости в прогнозе 2 при  2pk  и их аппроксимация 

гамма-распределением с параметром формы 2, 22081  FF . 
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