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Введение 
 

Математическое моделирование в области социальных и исторических 

наук является молодой и бурно развивающейся отраслью знания. Достигнутые 

к настоящему времени успехи позволяют говорить о формировании нового 

научного направления - теоретической истории [1,2,3,4]. Настоящая работа вы-

полнена в рамках исследований, направленных на создание математических 

моделей социальной истории; она является продолжением ранее опубликован-

ных работ [5,6,7,8] и преследует цель исследования динамики социально-

экономических и демографических процессов в обществе.  

В качестве объекта моделирования выбрано аграрное общество. Это вы-

звано тем, что подавляющее количество исторических данных относится к об-

ществам именного этого типа. Тем самым появляется возможность верифика-

ции модели путем сравнения результатов моделирования с реально происхо-

дившими событиями истории. Модель описывает процессы производства, пе-

рераспределения и потребления материальных благ в социуме в рамках одно-

продуктового приближения с учетом демографических изменений в обществе.  

 

 

1. Математическая модель 
 

Математическая модель строится следующим образом. В моделируемой 

общественной системе выделяются основные подсистемы (социальные группы 

или институты) [O1, … , Ok], которые определяют особенности ее функциони-

рования. В рамках экономико-демографической модели эти подсистемы опи-

сываются двумя характеристиками – численностью Ni социальной группы и 

суммарными материальными накоплениями Xi членов группы. Модель пред-

ставляет собой систему дифференциальных уравнений, описывающих совокуп-

ную динамику данных величин для выделенных подсистем. Таким образом, в 

результате вычислений определяются зависимости Ni = Ni(t), Xi = Xi(t),  

i = 1, … , k. Эти зависимости являются результатом следующих внутри- и меж-

групповых экономико-демографических процессов. 

К внутренним процессам относятся: 

изменение численности группы в результате естественной рождаемости и 

смертности, зависящих от условий жизни; 

увеличение накоплений путем непосредственного производства матери-

альных благ; 

материальные затраты на обеспечение процесса производства материаль-

ных благ (инвестиции, вложения и т.п.); 

уменьшение накоплений материальных благ в ходе их потребления. 

К межгрупповым процессам относятся: 

переход из одной социальной группы в другую (социальная мобильность); 



 – 4 – 

уменьшение численности группы вследствие антагонистического взаимо-

действия с другими группами (смертность в ходе вооруженных конфликтов, 

эмиграция); 

перераспределение материальных благ между двумя группами (насиль-

ственное, либо обусловленное традициями, обычаями, политической культурой 

изъятие благ у одной группы в пользу другой);  

изменение суммарных накоплений групп в результате перехода членов од-

ной группы в другую; 

материальные издержки в ходе межгруппового взаимодействия (управле-

ние, поддержание порядка, ведение конфликтов); 

увеличение производительности труда в той или иной группе как результат 

инвестирования со стороны других групп (прямые вложения, займы, безвоз-

мездная помощь и т.п.). 

 

Система уравнений, учитывающая эти процессы, может быть записана в 

виде: 

 

kjiICQFGGDDD

NxIxNxNC

xNxNGxQNINXFX

xNxNDxNxNDxDNN

iijiijiijijjiij

iiijjii

k

i
ij

jjii

k

j
ijiiiii

jjii

k

j
ijjjii

k

j
ijiiii

,1,;0,0,0,0,,0'',

)1(

),(),,,(

),,,()(),,(

),,,(''),,,()(

1

1

11








































 

 

где:  

xi = Xi/Ni – средние удельные накопления представителей i-й группы; 

Di – демографический коэффициент, представляющий собой разность 

между рождаемостью и смертностью (количественные характеристики которой 

зависят от условий жизни и интенсивности конкурентной борьбы внутри груп-

пы);  

D’ij – скорость перехода из группы j в группу i;  

D”ij – смертность в группе i, обусловленная антагонистическим взаимо-

действием с группой j; 

Fi – функция производства, то есть количество продукта, производимого 

членами социальной группы в единицу времени;  

Qi – функция индивидуального потребления;  

Gij – количество материальных благ, изымаемых тем или иным образом 

группой i у группы j (с учетом переходов между группами); 

Cij – затраты группы i на управление группой j;  

Ii –инвестиции в производство. 
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Для упрощения анализа результатов моделирования в (1) используются 

усредненные величины. Усреднение проводится внутри каждой социальной 

группы для всех ее членов. При необходимости в модели можно учитывать раз-

брос индивидуальных характеристик внутри социальных групп. 

 

Анализ конкретных социально-исторических процессов с использованием 

приведенной модели состоит из следующих этапов: 

1. Выделение структурных элементов системы, каждый из которых в 

дальнейшем рассматривается, как единое целое. Определение связей между 

ними и выполняемых ими функций (при этом необходимо, чтобы выделенные 

социальные группы были достаточно однородны по составу и их члены выпол-

няли схожие функции). 

2. Качественное описание экономико-демографических процессов внутри 

и между подсистемами. Построение в общем виде системы уравнений, описы-

вающих данные процессы. 

3. Конкретизация коэффициентов в уравнениях. Запись модели в виде си-

стемы дифференциальных уравнений с правыми частями, зависящими от пара-

метров. 

4. Выделение в пространстве параметров и начальных данных областей, 

соответствующих рассматриваемым реальным социально-историческим про-

цессам.  

Конкретизация модели на этих этапах производится путем принятия неко-

торых допущений относительно свойств исследуемой системы. Потому необ-

ходимо всякий раз определять границы применимости принимаемых допуще-

ний. 

5. Исследование свойств системы в выбранной области параметров с по-

мощью математического моделирования с целью:  

- выявления основных типов поведения; 

- определения возможных вариантов эволюции системы; 

- исследования устойчивости системы к внутренним и внешним воздей-

ствиям. 

 

2. Примеры реализации подхода 
 

Ниже приведены некоторые примеры возможного применения метода в 

моделировании аграрного общества феодального типа, рассматриваемого на 

разных уровнях детализации. Такое общество, как и большинство доиндустри-

альных обществ, имеет ярко выраженную сословную структуру с четкими со-

циальными границами; основными социальными группами в нем являются 

землевладельцы и сельскохозяйственные производители - крестьяне.  

Для всех рассматриваемых далее систем считаются выполненными следу-

ющие условия: 

1. Основная часть населения напрямую занята производством сельскохо-

зяйственной продукции. Доля населения, занятого производством орудий тру-
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да, торговлей, наукой, искусством и т.п., относительно мала и учитывается кос-

венным образом. 

2. Натуральное хозяйство и прямой обмен продуктами являются преобла-

дающими. 

3. Система замкнута, то есть такими явлениями, как иммиграция и эмигра-

ция, изменение границ, внешние войны, можно пренебречь на отрезке времени, 

на котором ведется моделирование, либо определить их как внешние парамет-

ры. 

 

2.1. Базовая модель демографического цикла 
 

Теория демографических циклов изучает процессы изменения численности 

населения в условиях ограниченности природных ресурсов. Историками пока-

зано наличие демографических циклов в развитии многих географических ре-

гионов и схожие модели их течения [3,4,9]. В условиях изобилия ресурсов при 

высоком потреблении население региона быстро растет. Затем рост замедляет-

ся, стабилизируясь вблизи асимптоты, соответствующей уровню минимального 

биологического потребления. Сложившееся состояние является неустойчивым: 

рост социального напряжения, приводящий к смутам, восстаниям и войнам, 

всеобщий голод и массовые эпидемии становятся причинами резкого падения 

численности населения – демографической катастрофе. Это снижает экологи-

ческую нагрузку на природу региона, увеличивает объем ресурсов, приходя-

щихся на душу населения. После социальной стабилизации улучшаются усло-

вия жизни, и начинается рост населения в новом демографическом цикле. 

В изложенной ниже модели демографических циклов рассматривается 

только одна социальная группа – крестьяне. Тем не менее, построенная на ос-

нове небольшого числа предположений, модель, как будет показано, может в 

определенных условиях достаточно правдоподобно описывать реальную демо-

графическую динамику. Модель имеет качественный вид и носит иллюстратив-

ный характер. Более детальные математические модели демографических цик-

лов в аграрных обществах приведены в [3,4]. 

 

В случае k=1 система (1) переходит в 
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или, считая инвестиции в крестьянском хозяйстве пренебрежимо малыми по 

сравнению с потреблением, 
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Функция прироста населения D(x) строится из следующих соображений: 

D(x) положительна при значениях x больших некоторого значения xd и от-

рицательна при меньших x. То есть xd – критическое значение доходов произ-

водителя, при котором рождаемость равна смертности; 

D(x) выходит на насыщение при x → ∞. Это обусловлено как биологиче-

скими, так и социальными факторами; 

D(x) → − ∞ при x → 0, поскольку в голод смертность может быть сколь 

угодно большой. 

Для простоты предполагается, что D(x) монотонно возрастает с увеличе-

нием x. В модели принято: 

 

D(x) = r ∙(1 − xd/x).         (3) 

 

Производственная функция имеет вид:  

 

F(X,N) = f∙R(N)∙N,          (4) 

 

где f – производительность труда одного крестьянина с единицы площади об-

рабатываемой земли, R(N) – площадь земли, обрабатываемой одним крестьяни-

ном. Считая общую площадь пригодной к обработке земли постоянной, а уро-

жайность – всюду одинаковой, получим: 
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где R0 – максимальная площадь, которую способен обрабатывать один крестья-

нин. Производительность труда f ограничена и, при нормальных условиях жиз-

ни постоянна. Ухудшение условий жизни (снижение удельных накоплений x) 

ниже некоторого критического порога xf приводит к росту социального напря-

жения, обретающего формы открытых конфликтов. При этом социальная, во-

енная и политическая нестабильность вкупе с эпидемиями и голодом делают 

невозможным нормальное ведение хозяйства и приводят к снижению произво-

дительности труда. Положим: 
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Вид функции f(x) представлен на рисунке 1. 
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Рис.1. Связь производительности труда крестьян f 

с их материальным достатком x 

 

Функция потребления Q(x) полагается линейной: Q(x) = Ax + B. Здесь B – 

минимальный уровень потребления. 

Окончательно, система имеет следующий вид: 
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Численное решение системы демонстрирует наличие аттрактора типа 

«предельный цикл» в области разумных значений параметров. На рисунках 2 -

 5 приведены фазовые траектории системы (7) при значениях параметров  

r = 0.04,  xd = 0.9,  f1 = 1.7,  xf = 1.0,  f0 = 1.7,  N0 = 1.0,  A = 0.25,  B = 1.0. 
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Рис.2. Фазовый портрет системы в коор-

динатах (X,N) 

 
Рис.3. Фазовый портрет системы в ко-

ординатах (x,N) 

 
 

 
Рис.4. Периодические колебания числен-

ности N, суммарных накоплений X и 

удельных накоплений x 

 
Рис.5. Площадь обрабатываемой земли 

R, доход F и потребление Q на одного 

крестьянина 

 

 

На рисунках 6 – 9 приведены фазовые траектории системы (7) при тех же 

значениях параметров за исключением f0 : значение f0 уменьшено с 1.7 до 1.2. 

Величина f0 зависит от природно-климатических условий в регионе (естествен-

ного плодородия почв, температурно-влажностного режима и т.п.). Ее умень-

шение означает переход в более суровую климатическую зону.  
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Рис.6. Фазовый портрет системы в коор-

динатах (X,N) 

 
Рис.7. Фазовый портрет системы в коор-

динатах (x,N) 

 
Рис.8. Периодические колебания чис-

ленности N, суммарных накоплений X и 

удельных накоплений x 

 
Рис.9. Площадь обрабатываемой земли 

R, доход F и потребление Q на одного 

крестьянина 

  

 

Видно, что длительность демографических циклов увеличивается, появля-

ется некоторый период стабильного развития: участки с R ~ const и F ~ const. 

Эти участки соответствуют постепенному освоению ранее заброшенных земель 

(пустошей) при умеренных темпах роста населения. 

Интересно сравнить результаты расчетов с реальными историческими дан-

ными. К сожалению, возможности реконструкции экономических показателей 

аграрных обществ на больших временных интервалах (сотни лет) крайне огра-

ничены, поэтому приходится пользоваться косвенной информацией. В [9] при-

ведены данные по средней дневной заработной плате неквалифицированных 

рабочих в средневековом Египте (см. рис.10). Если предположить, что потреб-

ление неквалифицированных рабочих (соответствующее их заработной плате) 

коррелирует с потреблением крестьян, то можно сопоставить приведенные 

данные с рассчитанной по модели функцией Q(t) (см. соответствующий график 

на рис.5). 
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Рис.10. Средняя заработная плата неквалифицированных рабо-

чих в Египте в литрах зерна в день 

 

Указанное сопоставление демонстрирует неплохое качественное соответ-

ствие расчетов по модели с реальной исторической картиной в период прибли-

зительно с 700 по 1100 г.г. н.э. На этом этапе модель вполне применима, по-

скольку в этот период в Египте преобладала государственная собственность на 

землю, а налоги собирались, исходя из площади имеющейся у крестьянина зем-

ли, что позволяет считать коэффициент f0 в (7) постоянным. Дальнейшие рас-

хождения по-видимому связаны с тем, что в государстве, в конце концов, уста-

новилась феодальная система, существенно изменившая структуру социально-

экономических взаимоотношений. Потому приведенная модель перестает быть 

адекватной. 

 

2.2. Базовая модель аграрного общества с преобладанием госу-

дарственной собственности на землю 
 

Рассматривается социальная система, основными составляющими которой 

являются сельскохозяйственные производители – крестьяне и собственник зем-

ли – государство. Такие социальные системы были достаточно широко распро-

странены в докапиталистическую эпоху в Северной Африке, на Ближнем и 

Дальнем Востоке. Модель, описывающая такую систему, в отличие от модели 

(7), наряду с демографическими и производственными процессами учитывает 

социальное взаимодействие крестьян и государства. 

 

2.2.1. Описание модели 

 
Модель является усложненной версией модели "феодал-производитель" 

[5,6] и строится следующим образом. 

Как уже упоминалось выше, предполагается, что общество состоит из про-

изводителей аграрного продукта (крестьян) и военно-административной элиты, 

стоящей на службе у государства и живущей за счет изъятия продукта на соб-

ственные нужды у производителей. Произведенный продукт расходуется на по-

требление как непосредственно (продукты питания), так и в преобразованной 
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форме (ремесленная продукция, услуги и т.п.). Кроме того, государство может 

расходовать определенные средства на стимулирование и повышение эффек-

тивности сельскохозяйственного производства (что сказывается на появлении 

зависимости производительности крестьян от экономического состояния госу-

дарства), а также тратит определенные средства на удержание производителей 

в повиновении, чтобы обеспечить себе возможность дальнейшего изъятия про-

дукта. 

В соответствии с (1) две выделенные группы - крестьяне и государство - 

характеризуются в модели величинами X1, N1 ≡ 1, X2, N2. Для удобства обозна-

чим: X=X1, N=N2, Y=x2=X2/N2. Таким образом, состояние государства характе-

ризуется величиной X – суммарным накоплением материальных благ (государ-

ственная казна), выраженным в единицах обобщенного продукта. Крестьяне 

характеризуются величинами Y и N, где Y - средние накопления материальных 

благ у одного крестьянина и N - численность крестьян в рассматриваемом аг-

рарном государстве. При сделанных предположениях производство и перерас-

пределение продукта, а также демографические процессы в обществе могут 

быть в соответствии с (1) описаны следующей системой дифференциальных 

уравнений: 
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     (8) 

 

Здесь: 

G(X, Y, N) - суммарное количество продукта, изымаемое государством у 

крестьян в единицу времени (например, за год) посредством налогов и различ-

ных поборов; 

QX(X) и QY(Y) - функции потребления государства и крестьян, соответ-

ственно, показывающие, какое количество продукта потребляется ими в едини-

цу времени. Функция QX(X) включает в себя расходы на содержание чиновни-

чества, на развитие инфраструктуры, охрану внешних границ и т.п.; 

F(X,Y,N) - производственная функция, характеризующая совокупное сель-

скохозяйственное производство в государстве; 

C(X,Y,N) - функция затрат государства на управление (на обеспечение по-

виновения крестьянства); 

D(Y) - функция прироста населения. 

 

В первом приближении можно считать, что функция G(X, Y, N) пропорци-

ональна X, Y и N: 
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G(X, Y, N) = ∙X∙Y∙N.      (9) 

 

Аналогичное приближение может быть принято и для функций потребле-

ния: 

 

QX(X) = AX ∙X,         (10) 

 

QY(Y) = AY ∙Y.         (11) 

 

Допустим, что функция C(X,Y,N) затрат на управление не зависит явно от 

X. Если границы государства стабильны, то допустимо считать, что C(X,Y,N) 

линейна по N. С другой стороны, она должна возрастать как при Y → 0 (по-

скольку обнищание населения усиливает недовольство и сопротивление вла-

сти), так и при Y → ∞ (так как у состоятельного населения возникает стремле-

ние добиваться независимости от центральной власти). В соответствии с этим в 

модели принимается, что  

 

NYC
Y

C
NYCNYXC )(),(),,(

2

1  .      (12) 

 

Производственная функция может быть представлена в виде 

 

F(X,Y,N) = N∙f(X)∙R(N),        (13) 

 

где R(N) – площадь обрабатываемой одним крестьянином земли, а функцио-

нальная зависимость f(X) отражает вклад государства в производительность 

труда (строительство дамб и каналов, проведение ирригационных работ, обес-

печение порядка). 

 

В соответствии с (5) 
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В модели используется гладкое приближение этой функции: 
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в соответствии с которым  R(N) ~ const = R0 при N → 0  и  R(N) ~ R0∙(N0/N) при 

N → ∞. 
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Предполагается, что производительность труда f(X) – монотонно возрас-

тающая функция, выходящая на насыщение при X → ∞. В модели принято: 
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где b и X0 – некоторые постоянные. Таким образом, вид функции аналогичен 

представленному на рис.1. Предполагается, что средства X, прямо или косвенно 

расходуемые государством на повышение производительности труда крестьян, 

входят составной частью в функцию потребления государства QX(X). 

Функция прироста населения, как и в предыдущей модели, предполагается 

равной D(x) = r ∙(1 − Y0/Y). 

В итоге имеем систему: 
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 (16) 

 

Раскрыв 
dt

dN
Y

dt

dY
N

dt

YNd


)(
, получим: 
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В полученной системе двенадцать коэффициентов. От некоторых из них 

можно избавиться, введя нормировку  X, Y, N и t. 

Положив  rt
N

N
n

Y

Y
y

NY

X
x  ,,,

0000

, получим: 
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где  β = ∙Y0∙N0/r,  ax = Ax/r,  ay = Ay/r,  c1 = C1/(r ∙Y0
2
),  c2 = C2/r,  F = f∙R0/(r ∙Y0),  

x0 = X0/(Y0∙N0). Здесь единица численности N0 – численность населения, при ко-

торой обрабатывается вся пригодная земля; единица времени – минимально 

возможный период (при условии  y >> 1), за который население увеличится в e 

раз. 

В дальнейшем, в основном, будет использоваться система в виде (18). 

Иногда, для большей наглядности, результаты будут приводиться для системы 

(17). 

 

2.2.2. Результаты численного моделирования 

 
Результаты численного решения системы показали, что при различных 

наборах параметров наблюдаются следующие режимы: 

1) система сильно нестабильна, то есть не существует устойчивой или не-

устойчивой точки равновесия (X
*
, Y

*
, N

*
) в фазовом пространстве системы при 

положительных значениях X
*
, Y

*
 и N

*
. Такая система быстро разрушается, то 

есть хотя бы одно из значений X(t), Y(t), N(t), характеризующих систему, обра-

щается в ноль; 

2) в фазовом пространстве существует точка неустойчивого равновесия ти-

па “фокус” или “центр”. Система разрушается за конечное время. Однако, если 

начальные условия близки к точке равновесия, система может довольно долго 

существовать не разрушаясь даже при наличии флуктуаций; 

3) существует точка устойчивого равновесия типа “фокус” или “центр” и 

соответствующая область притяжения данного аттрактора в фазовом простран-

стве (X, Y, N); 

4) существует предельный цикл с соответствующей областью притяжения. 

В двух последних случаях система теоретически может существовать не-

ограниченно долго. Однако для устойчивости системы необходимо, чтобы из-

менения ее параметров вследствие каких-либо внешних или внутренних причин 

не выводили систему за границу области притяжения. В соответствии с этим, 

представляет большой интерес исследование влияния параметров системы на 

размеры и форму области притяжения существующих аттракторов. 

При достаточно широких вариациях значений параметров система имеет 

точку равновесия типа «устойчивый фокус», имеющую определенную область 

притяжения. Типичный вид траекторий системы в таком случае представлен на 
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рис.11(a)-(d) (значения коэффициентов:   = 0.0003,  AX = 0.1,  AY = 0.7,  

C1 = C2 = 0.1,  f = 1,  X0 = 500,  b = 0.5,  r = 0.04,  Y0 = 1,  R0 = 1,  N0 = 1000). На ри-

сунке 11(а) пунктиром показана граница области притяжения при значениях Y, 

близких к Y = 1. 

 

 

 
 
Рис.11(a). Траектории системы в координа-

тах X, N при Y = 1. 

 

 
 
Рис.11(b). Зависимость N(t) для различных 

начальных условий. 

 
 

Рис.11(c). Зависимость X(t) для различных 

начальных условий. 

 
 

Рис.11(d). Зависимость Y(t) для различных 

начальных условий. 

 

Представляет интерес то, каким образом поведение системы зависит от 

значений параметров. 

 

Зависимость устойчивости системы от затрат на управление 
 

На рис.12(a)-(f) в нормированных координатах показаны траектории при 

разных значениях параметров c1 и c2, характеризующих затраты правящего 

класса на управление и поддержание порядка. Как видно из графиков, при ро-

сте затрат равновесное значение n сначала увеличивается. При этом равновес-

ное значение x почти не изменяется, но область притяжения сужается (см. 
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рис.12(a)-(d)). Наконец, при достаточно больших c1 и c2 фокус становится не-

устойчивым (рис.12(e)) и при дальнейшем росте коэффициентов исчезает со-

всем (рис.12(f)). 

 
 

 
Рис.12(a). Траектории системы в координатах 

x, n при с1 = с2 = 2.5 

 
Рис.12(b). Траектории системы в координатах 

x, n при с1 = с2 = 3.75 

 
Рис.12(c). Траектории системы в координатах 

x, n при с1 = с2 = 5.0 

 
Рис.12(d). Траектории системы в координатах 

x, n при с1 = с2 = 6.0 

 
Рис.12(e). Траектории системы в координатах 

x, n при с1 = с2 = 6.25 

 
Рис.12(f). Траектории системы в координатах 

x, n при с1 = с2 = 6.7 
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Зависимость устойчивости системы от способа перераспределения 

продукта 
 

Рассмотрим для системы с нормированными коэффициентами, как зависит 

положение точки устойчивого равновесия от коэффициента , определяющего 

долю изымаемого у крестьян продукта. С уменьшением  координаты аттрак-

тора (x
*
, n

*
) растут (см. рис.13), причем зависимость между x

*
 и n

*
 близка к ли-

нейной. При n близких к единице (N
*
 близких к N1) эта зависимость нарушает-

ся, и с дальнейшим уменьшением  система теряет устойчивость. Это объясня-

ется тем, что при n > 1 (N > N0) рост N уже не приводит к увеличению выпуска 

суммарного продукта (т.к. вся пригодная к сельскохозяйственной обработке 

земля уже используется), а лишь к снижению удельного (на одного крестьяни-

на) выпуска.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис.13. Положение аттрактора системы при различных значениях β (F = 37.5). 

(1) – β = 2.125,  (2) – β = 2.25.  (3) – β = 2.5,  (4) – β = 3.25,  (5) – β = 5.0, 

 (6) – β = 7.5,  (7) – β = 10.0,  (8) – β = 15.0,  (9) – β = 17.5 

 

 

Эволюция фазовой картины с изменением параметра β для значений коэф-

фициентов:  ax = 0.1, ay = 1, c1 = c2 = 0.05, F = 0.75, b = 1.0, x0 = 1.0  представлена 

на рис.14(a)–(h). При β, меньших определенного критического значения аттрак-

тор отсутствует, однако существует неустойчивая точка равновесия типа «узел» 

(см. рис.14(a)). С ростом β узел приобретает устойчивость, и область притяже-

ния при этом уже довольно велика (см. рис.14(b)). В дальнейшем узел перехо-

дит в фокус (рис.14.(c),(d)). Потом фокус теряет устойчивость, и возникает пре-

дельный цикл (рис.14(e)). Область притяжения изменяется незначительно, но 

предельный цикл расширяется, подходя все ближе к ее границам (рис.14(f)), 

после чего разрушается (рис.14(g)), и аттрактор исчезает (рис.14(h)). 
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Рис.14(a). Фазовый портрет системы  

при β = 0.128 

 

 
Рис.14(b). Фазовый портрет системы  

при β = 0.13 

 

 
Рис.14(c). Фазовый портрет системы 

при β = 0.15 

 

 
Рис.14(d). Фазовый портрет системы  

при β = 0.17 

 

 
Рис.14(e). Фазовый портрет системы  

при β = 0.175 

 

 
Рис.14(f). Фазовый портрет системы  

при β = 0.1875 
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Рис.14(g). Фазовый портрет системы  

при β = 0.19 

 

 
Рис.14(h). Фазовый портрет системы 

при β = 0.25 

 

 

Учет внешних факторов 
 

Если предположить, что внешние воздействия относительно малы и имеют 

несистематический характер, можно представить их как случайные флуктуации 

параметров, и введя в модель, проследить, как изменится поведение системы.  

Интересно исследовать, как влияет на поведение системы наличие флукту-

аций параметра f. Этот параметр характеризует производительность труда кре-

стьян (урожайность), которая зависит от применяемой технологии обработки 

земли. При этом она в значительной мере определяется также и климатически-

ми, погодными факторами, экологической обстановкой и т.п. И, если остальные 

параметры системы могут оставаться почти неизменными на протяжении деся-

тилетий, а то и столетий, то урожайность может сильно изменяться из года в 

год. 

Для учета влияния внешних факторов на производительность была введена 

зависимость параметра f от времени:  f(t) = f0(1 + dfi),  где dfi – случайная вели-

чина, равномерно распределенная на отрезке [−Δf, Δf] (Δf > 0) и сохраняющаяся 

постоянной в течение времени (T0 + dT∙i) ≤ t < (T0 + dT∙(i + 1)),  где  T0 > 0,  

dT > 0,  i = 0, 1, 2, … 

Сравнение результатов расчетов при f = const и f = f(t) показывает, что при 

различных соотношениях параметров область устойчивости системы может 

остаться практически неизменной, или, напротив, значительно измениться, ли-

бо исчезнуть вообще.  

Если параметры системы далеки от критических значений, а вариации ко-

эффициента f(t) не слишком велики, то фазовый портрет системы меняется не-

существенно. Совсем иная ситуация складывается, если параметры системы 

околокритические. Рассмотрим случай, когда производительность низка, но у 

правящего класса еще остается возможность изменять долю изымаемого про-

дукта, не нарушая устойчивости всей системы (интервал значений , при кото-

рых существует точка устойчивого равновесия, еще достаточно широк). При 

значениях параметров, соответствующих системе, фазовый портрет которой 
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изображен на рис.12(d), область устойчивости невелика, а затухание возмуще-

ний происходит медленно. Потому система, будучи выведена из равновесия 

даже относительно слабыми воздействиями (Δf = 0.1, dT = 1), не успевает вер-

нуться в прежнее состояние, и с каждой новой флуктуацией оказывается все 

дальше и дальше от равновесного положения, пока не попадает, наконец, в зону 

неустойчивости (рис.15(a)–(d)). 

 

 
Рис.15(a). Траектория системы в координатах 

X, N. 

 

 
Рис.15(b). Зависимость N(t). 

 
Рис.15(c). Зависимость X(t). 

 
Рис.15(d). Зависимость Y(t). 

 

 

Следует заметить, что при меньших  (и неизменных прочих параметрах) 

система с введением флуктуаций остается устойчивой. Однако для того, чтобы 

общество сознательно изменило значение коэффициента, нужно суметь вовре-

мя предсказать приближающуюся катастрофу. Это трудно, поскольку в рас-

сматриваемой ситуации система может оставаться относительно стабильной 

достаточно долго, и может создаться впечатление, что так будет продолжаться 

и в дальнейшем. Однако рано или поздно устойчивость все равно будет потеря-

на. 

Аналогичная ситуация внезапного разрушения системы после длительного 

периода относительной стабильности может реализоваться и в отсутствие 
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внешних воздействий, а именно – в случае, когда система попадает в состояние 

неустойчивого равновесия. Фазовый портрет, соответствующий данной ситуа-

ции, изображен на рис.16. Видно, что существует точка равновесия, которая яв-

ляется притягивающей для траекторий из достаточно обширной фазовой обла-

сти, и система, приближаясь к этой точке, будет достаточно долго находиться в 

ее окрестности без существенного изменения своих характеристик. Однако, за-

тем величина государственной казны X, характеризующая в том числе их воз-

можности удерживать крестьян в повиновении, резко падает до нуля – наступа-

ет кризис (траектория (1) на рис.16). Реально это приводит к смутам, граждан-

ским войнам, массовым миграциям населения, что в конце концов может за-

вершиться завоеванием страны соседями, или разделением ее на более мелкие 

государства, или сменой государственного устройства на более эффективное.  

Моделирование показывает, что такое поведение системы может реализо-

ваться тогда, когда b > 0 (см. уравнение (15)), то есть когда государство играет 

существенную роль в повышении эффективности производства. Это может вы-

ражаться в организации общественных работ, направленных на повышение 

плодородия (мелиорация, ирригация, строительство плотин и каналов), разви-

тие транспортной инфраструктуры, поддержание порядка внутри страны, защи-

ту от внешних врагов, борьбу со стихийными бедствиями. В таком случае уси-

ление государства стабилизирует систему, а ослабление – после некоторого пе-

риода относительно слабых изменений приводит к глубокому кризису (см. 

рис.16(с)), который сопровождается резким обнищанием населения (рис.16(d)) 

и депопуляцией (рис.16(b)) (реальные исторические аналогии этому легко 

найти, например, в многовековой истории Китая или в истории России XVII и 

XX веков).  

 

 

 
(a) 

 

 
(b) 
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(c) 

 

 
(d) 

 
Рис.16. Фазовые траектории и временные зависимости x(t), y(t), n(t) в системе с па-

раметрами  β = 1.28,  ax = 1.0,  ay = 10.0,  c1 = c2 = 0.5,  F = 7.5,  b = 1.0,  x1 = 1.0,  

(1): Δf = 0,    (2),(3): Δf = 0.1, dT = 0.04 

 

Следует отметить, что подобная картина сохраняется и при наличии флук-

туаций параметра f(t) (траектории (2) и (3) на рис.16): в этом случае изменяется 

лишь момент начала катастрофы, но не сам характер процесса. При этом систе-

ма может долго не проявлять явных признаков нестабильности, и общество 

скорее всего окажется не готовым к приближающемуся кризису. 

Влияние флуктуаций параметров проявляется в том, что одновременно с их 

скачкообразным изменением также скачком меняется форма и размеры области 

притяжения аттрактора, и дальнейшее поведение системы зависит от того, ока-

жется ли она в этот момент внутри или вне новой области притяжения. Если же 

параметры системы изменяются медленно и непрерывно, то область притяже-

ния, как правило, меняется плавно, и система будет устойчива до тех пор, пока 

эта область существует. 

Рассмотрим пример, когда медленно уменьшается уровень производства F. 

Это может происходить как в результате глобального изменения климата, так и 

в результате чрезмерно интенсивной хозяйственной деятельности, приводящей 

к постепенному исчерпанию природных ресурсов и/или к ухудшению экологи-

ческой обстановки. На рис.17 изображена эволюция системы при постепенном 

уменьшении значения F. Зависимость F от времени полагается линейной: 

F = 7.5 – 10
-3

∙τ. В данном случае наблюдается быстрый выход системы из ста-

ционарного состояния при исчезновении области устойчивости. 
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Рис.17(a). Фазовый портрет системы  

при F = 7.5 

 

 
Рис.17(b). Фазовый портрет системы  

при F = 7.4 

 

 
Рис.17(c). Изменение x(t), y(t), n(t) при уменьшении значения F. 

 

 

2.3. Модель аграрного государства феодального типа 

 
В предыдущей модели военно-административная элита отожествлялась с 

институтом государства. Однако, как известно из истории, конфликты и соци-

альное взаимодействие могут происходить не только между государством и 

народом, но и внутри властных структур, что приводит к многообразию раз-

личных форм правления и политической организации. В приведенной далее 

модели элита и государство представлены не как единое целое, а как отдельные 

элементы системы, взаимодействующие между собой. 

Итак, в соответствии с (1), введем в рассмотрение крестьянское сословие, 

землевладельцев-феодалов и институт центральной власти. Вертикальной мо-

бильностью, в условиях сословного средневекового общества практически от-

сутствующей, можно пренебречь, т.е. D’ji = 0. Таким образом, имеем систему из 

пяти уравнений для величин: X1 – государственная казна, N1  1, X2 и N2 – мате-

риальные накопления и численность феодалов, X3 и N3 – материальные накоп-

ления и численность крестьянства соответственно. 

Предположим, что взаимоотношения между выбранными группами по-

строены следующим образом. Основным (и, при сделанных упрощениях, – 

единственным) производителем материальных благ (в данном случае – сель-
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скохозяйственной продукции) являются крестьяне. Землевладельцы и государ-

ство силой изымают продукцию у крестьян, а государство, также, – у землевла-

дельцев, встречая при этом некоторое сопротивление и неся расходы на его 

преодоление. Помимо того, государство и землевладельцы косвенно вносят 

определенный вклад в повышение выпуска сельскохозяйственной продукции 

(инвестиции I), что выражается в организации и проведении ирригационных 

работ, охране территории и т.п.  

Положим: F1 = F2  0  и 
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где R(N3) – площадь обрабатываемой земли, приходящейся на крестьянина (за 

единицу принимается максимальная площадь, которую способен обрабатывать 

один крестьянин). 

Будем, как и прежде, в первом приближении считать, что функции G, Q, I 

пропорциональны соответствующим накоплениям Xi. Тогда коэффициенты си-

стемы (1) примут вид: 
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Определив таким образом коэффициенты, мы в данном случае считаем, 

что: 

а) затраты государства на управление землевладельческой элитой и кресть-

янами, и землевладельцев – на управление крестьянами, имеют минимум при 

некотором значении удельных накоплений управляемой группы, и возрастают 

как при их росте, так и при падении; 

б) и государство, и землевладельцы изымают продукт непосредственно у 

крестьян (G12  0, G13 > 0, G23 > 0); 

в) рождаемость  Dj  rj  при  xj  +,  и  Dj  -  при  xj  0. 

 

Полученная система является более сложной, чем система (8), и имеет 

множество различных решений в зависимости от количественного соотноше-

ния параметров модели.  

 

 

На рисунках 18 и 19 представлены зависимости накоплений (рис.18(b), 

19(b)) и численностей социальных групп (рис.18(a), 19(a)) от времени при 

  
Рис.18(а). Зависимость Nj = Nj(t) 

при  23 = 0,001065 

 

Рис.18(b). Зависимость Xj = Xj(t) 

при 23 = 0,001065 

 

  
Рис.19(а). Зависимость Nj = Nj(t) 

при 23 = 0,001066 

Рис.19(b). Зависимость Xj = Xj(t) 

при 23 = 0,001066 
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начальных условиях X1(t=0) = 50, X2(t=0) = 100, X3(t=0) = 100, N2(t=0) = 10, 

N3(t=0) = 100 и незначительно различающихся значениях коэффициента 23 (23 

= 0,001065 (рис.18), 23 = 0,001066 (рис.19)). 

Параметры модели приняты в соответствии с таблицей: 

 
A1 0,1 13 0,0015 C12(1) 0,05 C13(1) 0,001 C23(1) 0,001 1 0,1 

A2 0,1 23  C12(2) 0,05 C13(2) 0,001 C23(2) 0,001 2 0,1 

A3 0,1           

f1 1 b1 100 N3
0
 100 r2 0,1 x2

0
 10   

f2 1 b2 100   r3 0,1 x3
0
 1   

f3 0,1           

 

Из рисунков видно, что данных значениях параметров система имеет точку 

неустойчивого равновесия, покинув которую, она может перейти в одно из двух 

принципиально разных для рассматриваемой социальной системы состояний. 

Изображенные на рисунках графики можно интерпретировать как отражение 

течения конфликта между центральной властью и элитой, который в первом 

случае (рис.18) заканчивается победой одной, а во втором (рис.19) - другой сто-

роны. То есть государство из состояния со сбалансированным управлением в 

результате приходит либо к авторитаризму (первый случай: численность и 

накопления элиты обращаются в нуль), либо к олигархии и/или феодальной 

раздробленности (второй случай: накопления государства обращаются в нуль). 

Конечно, приведенный пример расчета довольно условен. Зависимости па-

раметров модели от динамических переменных, безусловно, имеют более 

сложный характер. Данный пример служит лишь для иллюстрации того, что с 

помощью представленного подхода можно моделировать и наблюдать эконо-

мические и социальные кризисы, революции, смены форм производственных 

отношений, форм правления и т.п. 

 

Заключение 
 

В работе изложена математическая модель для описания аграрного обще-

ства, учитывающая демографические процессы и взаимодействие различных 

социальных слоев. Показано, что общество может иметь качественно разные 

пути развития в зависимости от внешних условий, начального состояния и па-

раметров системы. Обсуждены различные возможности возникновения кризис-

ных ситуаций, рассмотрены некоторые механизмы потери устойчивости рас-

сматриваемого общества. Несмотря на свою простоту, модель позволяет опи-

сать некоторые особенности эволюции социальных систем. В дальнейшем 

предполагается использовать данную модель для анализа закономерностей со-

циальной динамики в конкретных государствах, для определения условий ста-

бильного развития аграрных обществ. 
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