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ПОСТРОЕНИЕ РАСПОЗНАЮЩИХ ПРОЦЕДУР
НА БАЗЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ КЛАССИФИКАТОРОВ)

?. В. ДЮКОВА, Я. В. ПЕСКОВ
(МОСКВА)

ВВЕДЕНИЕ

Рассматриваются задачи, в которых практически невозможно построе­
построение математических моделей в общепринятом смысле. Этими задачами яв­
являются задачи распознавания на основе прецедентов.

Стандартная постановка задачи распознавания заключается в следу­
следующем [23]. Исследуется некоторое множество объектов М. Объекты это­
этого множества описываются системой признаков {ж15..., хп}. Известно, что
множество М представимо в виде объединения непересекающихся подмно­
подмножеств (классов) Кх,..., Kv Имеется конечный набор объектов {515..., Sm}
из М, о которых известно, каким классам они принадлежат (это прецеден­
прецеденты или обучающие объекты). Требуется по предъявленному набору значе­
значений признаков, т. е. описанию некоторого объекта S из М, о котором,
вообще говоря, неизвестно, какому классу он принадлежит, определить
этот класс.

Для решения прикладных задач распознавания успешно применяют­
применяются методы, основанные на комбинаторном анализе признаковых описаний
объектов, которые особенно эффективны в случае, когда информация цело­
целочисленная и число допустимых значений каждого признака невелико. При
конструировании этих методов используется аппарат дискретной матема­
математики, в частности, булевой алгебры, теории дизъюнктивных нормальных
форм и теории покрытий булевых и целочисленных матриц. Основополага­
Основополагающими работами являются работы Ю. И. Журавлёва, С. В. Яблонского и
М. Н. Вайнцвайга [4, 5, 8, 37, 40].

Главной особенностью рассматриваемых процедур распознавания, на­
называемых в дальнейшем дискретными или логическими процедурами, яв­
является возможность получения результата при отсутствии информации
о функциях распределения значений признаков и при наличии малых обуча­
обучающих выборок. Не требуется также задание метрики в пространстве опи­
описаний объектов. В данном случае для каждого признака определяется би­
бинарная функция близости между его значениями, позволяющая различать
объекты и их подописания.

Основной задачей при построения дискретных процедур распознава­
распознавания является поиск информативных подописаний (или фрагментов опи­
описаний) объектов. Информативными считаются такие фрагменты, которые
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отражают определенные закономерности в описаниях обучающих объек­
объектов, т. е. наличие или, наоборот, отсутствие этих фрагментов в классифи­
классифицируемом объекте позволяет судить о его принадлежности тому или иному
классу. В классических дискретных процедурах распознавания информа­
информативными считаются такие фрагменты, которые встречаются в описаниях
объектов одного класса, но не встречаются в описаниях объектов осталь­
остальных классов. Рассматриваемые фрагменты, как правило, имеют содержа­
содержательное описание в терминах той прикладной области, в которой решается
задача, и поэтому построенный алгоритм распознавания также легко ин­
интерпретируется. Однако выделение информативных подописаний во многих
случаях оказывается сложным в силу чисто вычислительных трудностей
переборного характера. Как правило, задача сводится к поиску тупиковых
покрытий булевых и целочисленных матриц и может быть также сфор­
сформулирована как задача построения нормальной формы логической функ­
функции [14, 15, 19, 37, 40].

Наличие большого перебора, а также первоначально низкая произ­
производительность вычислительной техники явились причиной того, что ос­
основные усилия в течение многих лет были направлены на разработку
общей теории сложности решения задач дискретного анализа, информа­
информации и синтеза асимптотически оптимальных алгоритмов поиска информа­
информативных фрагментов. Полученные в данном направлении результаты поз­
позволили в определенной степени преодолеть указанные трудности и зна­
значительно усовершенствовать такие известные модели как тестовый алго­
алгоритм и алгоритм голосования по представительным наборам. Здесь следу­
следует отметить работы [1-3, 10-19, 30, 31, 34-36, 38-40]. При этом вопро­
вопросам качества распознавания не уделялось достаточного внимания. Ука­
Укажем некоторые проблемы, от решения которых зависит результат распо­
распознавания.

При построении классических дискретных процедур вводится понятие
элементарного классификатора [19, 40]. Под элементарным классификато­
классификатором понимается фрагмент описания обучающего объекта. Для каждого клас­
класса строится некоторое множество элементарных классификаторов с заранее
заданными свойствами и, как правило, используются элементарные клас­
классификаторы, которые встречаются в описаниях объектов одного класса и
не встречаются в описаниях объектов других классов, т. е. характеризуют
лишь некоторые из обучающих объектов данного класса. С другой сторо­
стороны, наборы значений признаков, не встречающиеся в описании ни одного
из обучающих объектов класса, характеризуют все объекты данного класса
и с этой точки зрения являются более информативными. Поэтому акту­
актуальным является вопрос конструирования распознающих процедур, осно­
основанных на принципе «невстречаемости» наборов из допустимых значений
признаков.

Одной из центральных проблем является наличие шумящих признаков,
т. е. таких признаков, значения которых редко встречаются во всех классах.
В частности, шумящими являются признаки, принимающие много значений.
Такие признаки порождают очень большое число фрагментов, встречаю­
встречающихся только в одном классе и с формальной точки зрения являющихся
информативными. Однако, каждый из указанных фрагментов крайне ред­
редко встречается и в том классе, который он представляет, поэтому про него
нельзя сказать, что он является значимым.

Другая проблема — наличие в обучающей выборке объектов, лежащих
на границе между классами. Каждый такой объект не является «типич­
«типичным» для своего класса, поскольку его описание похоже на описания объ­
объектов из других классов. Наличие нетипичных объектов увеличивает длину
фрагментов, различающих объекты из разных классов. Длинные фрагмен­



ПОСТРОЕНИЕ РАСПОЗНАЮЩИХ ПРОЦЕДУР НА БАЗЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ КЛАССИФИКАТОРОВ	59

ты реже встречаются в новых объектах, тем самым увеличивается число
нераспознанных объектов.

Необходимость построения эффективных реализаций для дискретных
процедур распознавания напрямую связана с вопросами изучения метри­
метрических (количественных) свойств множества информативных фрагментов.
Важными и технически очень сложными являются задачи получения асим­
асимптотических оценок для типичных значений числа (тупиковых) покрытий и
длины (тупикового) покрытия целочисленной матрицы, а также задачи по­
получения аналогичных оценок для допустимых и максимальных конъюнкций
логической функции.

В настоящей работе описаны эффективные в вычислительном плане
подходы к конструированию распознающих процедур дискретного характе­
характера, позволяющие повысить качество распознавания и в определенной сте­
степени решить указанные выше проблемы.

В § 1 рассмотрены общие принципы построения дискретных процедур
распознавания. Описаны основные модели, такие как тестовый алгоритм
и алгоритм голосования по представительным наборам, а также новые мо­
модели, основанные на построении покрытий класса [20, 32, 41-43]. Практи­
Практические эксперименты показали, что в определенных случаях данные алго­
алгоритмы имеют преимущество перед классическим алгоритмом голосования
по представительным наборам.

В § 2 рассмотрены подходы к повышению эффективности алгоритмов
распознавания дискретного характера, основанные на выделении для каж­
каждого класса типичных значений признаков, типичных обучающих объектов
и построении информативных зон [20, 32, 41-43]. Предварительный ана­
анализ исходной информации позволяет снизить влияние шумящих призна­
признаков, а также повысить качество распознавания алгоритма в случае, когда
в обучающей выборке содержится много объектов лежащих на границе меж­
между классами. При этом под качеством распознавания понимается качество
алгоритма вне обучающей выборки (способность алгоритма к обобщению
или экстраполяции), которое в данной работе оценивается долей (в процен­
процентах) правильно распознанных объектов при проведении процедуры сколь­
скользящего контроля.

В § 3 приведены новые результаты, касающиеся изучения метрических
свойств множества покрытий целочисленной матрицы [20]. Эти результаты
использованы в § 4 для нахождения асимптотик типичных значений числа
допустимых конъюнкций и типичного ранга допустимой конъюнкции дву­
двузначной логической функции, заданной множеством нулей, а также оценок
аналогичных характеристик множества максимальных конъюнкций.

В § 5 описаны результаты апробации описанных методов на реальной
информации. Исследованы задачи прогнозирования результатов лечения он­
кобольных и анализа результатов социологического опроса.

§ 1. Модели дискретных (логических) процедур распознавания,
основанные на построении покрытий классов

При решении прикладных задач достоверная информация о структу­
структуре множества М, как правило, отсутствует, поэтому при построении ал­
алгоритма распознавания мы не можем гарантировать качество работы это­
этого алгоритма на новых (отличных от 5l5..., Sm) объектах. Однако, ес­
если обучающие примеры достаточно характерны для исследуемого мно­
множества объектов, то алгоритм, редко ошибающийся на обучении, будет
давать неплохие результаты и на неизвестных (не входящих в обуча­
обучающую выборку) объектах. В связи с этим большое внимание уделяет­
уделяется проблеме корректности распознающих алгоритмов. Алгоритм являет­
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ся корректным, если все объекты из обучающей выборки он распознает
правильно.

В данном параграфе рассматриваются общие принципы построения
дискретных (логических) алгоритмов распознавания. В этих алгоритмах
используется процедура голосования по элементарным классификаторам
(набором из допустимых значений признаков). Описываются корректные
модели.

1.1. О принципах построения дискретных (логических) проце­
процедур распознавания. Простейшим примером корректного алгоритма явля­
является следующий. Распознаваемый объект S сравнивается с каждым из объ­
объектов обучения 515...,5Ш. В случае, если описание объекта S совпадает
с описанием обучающего объекта 5-, объект S относится к тому классу,
которому принадлежит объект 5-, в противном случае алгоритм отказыва­
отказывается от распознавания. Нетрудно видеть, что описанный алгоритм является
корректным, однако он не сможет распознать ни один объект, описание ко­
которого не совпадает с описанием ни одного из обучающих объектов.

Очевидно, что требование полного совпадения описаний распознавае­
распознаваемого объекта и одного из обучающих объектов является слишком осторож­
осторожным. Анализ прикладных задач свидетельствует о том, что вопрос о бли­
близости объектов и их принадлежности одному классу можно решать на ос­
основе сравнения некоторого множества их подописаний. Поэтому возникает
вопрос, как выбирать поднаборы признаков, порождающие такие подопи­
сания, по которым будут сравниваться объекты. Один из вариантов ответа
на данный вопрос используется в модели алгоритмов вычисления оценок
(АВО) [22, 23, 25, 26].

Введем следующие обозначения. Пусть Н — некоторый набор из г,
г ^ п, различных целочисленных признаков вида {х3-,..., х. }. Близость объ­
объектов 5' = (а'15 d2,..., о!п) и S" = (d[, а!/,,..., а") из М по набору признаков Н
будем оценивать величиной

B(S>, S", H) = lh 6СЛИ *>. = «S. Ч» * = 1> 2,..., г,
{ 0 в противном случае.

Принципиальная схема построения алгоритмов АВО следующая. В си­
системе признаков {ж15..., хп} выделяется совокупность различных подмно­
подмножеств вида Н = {xj,..., х. }, г ^ п, не обязательно одинаковой мощности.
В дальнейшем выделенные подмножества называются опорными множе­
множествами алгоритма, а вся их совокупность обозначается через Q. Задают­
Задаются параметры: 7; — параметр, характерезующий представительность объек­
объекта 5-, г = 1, 2,..., га; Рн — параметр, характерезующий представительность
опорного множества Н, Н е Q. Далее проводится процедура голосования
или вычисления оценок. Распознаваемый объект S сравнивается с каж­
каждым обучающим объектом 5- по каждому опорному множеству. Считается,
что объект S получает голос за принадлежность классу К, если S\ G К и
описания объектов S и 5- совпадают по опорному множеству Н (в этом
случае ВE, 5-, Н) = 1). Для каждого класса К, К е {Кх,..., Kt}, вычис­
вычисляется оценка принадлежности ГE, К) объекта S классу К, которая име­
имеет вид*)

1 К* S^K Ней

K\ = \Kn{Sl,...,Sm}\.

*) Здесь и далее \Q\ —мощность множества Q.
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Объект S относится к тому классу, который имеет наибольшую оцен­
оценку. Если классов с наибольшей оценкой несколько, то происходит отказ
от распознавания. Очевидно, что построенный алгоритм не всегда являет­
является корректным. Для корректности этого алгоритма требуется выполнение
системы линейных неравенств указанного ниже вида.

Для простоты пусть 1=2, 5• G Кх при 1 ^ г ^ тх, S• G К2 при тх + 1 ^
^ г ^ га, \^тх^т — 1. Тогда система неравенств имеет вид

T(SX,KX)>T(SX,K2),

Решение системы сводится к выбору параметров *у{, г = 1,2,..., га,
и Рн, Н е Q. В случае, если система несовместна, находится ее максималь­
максимальная совместная подсистема и из решения этой подсистемы определяются
значения параметров ^{ и Рн.

Другой способ добиться корректности алгоритма — выбрать «хорошую»
систему опорных множеств. В частности, выбрать ее так, чтобы для любо­
любого обучающего объекта S' 0 К было выполнено ГE', К) = О и для любого
обучающего объекта S" е К было выполнено ГE", К) > 0. Это можно сде­
сделать следующим образом.

Пусть Н — некоторое опорное множество. Набор признаков Н назовем
тестом, если для любых обучающих объектов S' и S", принадлежащих
разным классам, выполнено B(Sf, 5", Н) = 0. Другими словами, тест — это
набор признаков, по которому различаются любые два объекта из разных
классов.

Пусть flT — некоторая совокупность тестов. Если совокупность опор­
опорных множеств алгоритма состоит из тестов, то очевидно, такой алгоритм
является корректным при любых положительных значениях параметров j{,
г = 1, 2, ..., га, и Рн, Н G ?1Т.

Если набор признаков Нх — тест, то любой набор признаков Н2 такой,
что Нх с Н2, также является тестом. При этом если объекты близки по Н2,
то они будут близки и по Нх. Если же два объекта близки по набору столб­
столбцов Нх, то они не всегда будут близки по Н2. В этом смысле более короткие
тесты обладают большей информативностью, и разумно ограничивать длины
тестов или строить тупиковые тесты.

Набор признаков Н назовем тупиковым тестом, если выполнены сле­
следующие два условия:

1)	Н является тестом;
2)	любое собственное подмножество набора Н не является тестом.

Другими словами тупиковым тестом является неукорачиваемый набор при­
признаков, по которому любые два обучающих объекта из разных классов от­
отличаются друг от друга.

Пусть каждый признак х-, j = 1, 2,..., п, имеет конечное множество
допустимых значений N3-.

Пусть H={xj,..., х- } — некоторый набор признаков, 5=(alv .., ап) —
объект из обучающей выборки. Фрагмент (а3-,..., а-) описания объекта S
обозначим через E, Н).
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Каждый тест Н порождает множество фрагментов описаний объектов
вида E-, Н), г = 1, 2,..., га, где 5- — обучающий объект, причем каж­
каждый из этих фрагментов встречается в некотором классе и не встречает­
встречается в остальных. При распознавании объектов производится голосование
по множеству всех таких фрагментов. Впервые модель тестового алгоритма
описана в [8].

Рассмотрим пример. Пусть обучающая выборка состоит из объ­
объектов ^ = @,1, 1,0), Я, = A,2,0,1), 53 = @,1,0,1), S4 = A,2,1,0),
S5 = A, 1,0, 1), 56 = A, 1, 1, 2), при этом объекты 5l5 52, S3 принадлежат
первому классу, а объекты 54, 55, 56 — второму.

В данном примере тупиковыми тестами являются наборы призна­
признаков {ж15 х2, х3}, {хх,х2, х4} и {#2, х3, х4}. Если использовать тестовый
алгоритм, то объект S = @,1,2,1) не будет отнесен ни к одному
из классов, однако фрагмент @,1), порождаемый парами (Sl^{xl^x2})
и E3, {ж15 х2}), содержится в S и соответствующих объектах из перво­
первого класса и не содержится в объектах из второго класса, что дает нам
основание полагать, что распознаваемый объект более близок к перво­
первому классу. Таким образом, если при построении алгоритмов распозна­
распознавания перейти от рассмотрения опорных множеств признаков к анали­
анализу фрагментов описаний объектов, можно строить менее осторожные и
при этом корректные процедуры. Примерами таких процедур являются ал­
алгоритмы голосования по представительным наборам или алгоритмы типа
«Кора» [4, 5, 15].

Фрагмент описания объекта S' из класса К вида (S", Н) назовем пред­
представительным набором для К, если для любого обучающего объекта S",
не принадлежащего классу К, имеет место B(S'', 5", Н) = 0. Фрагмент опи­
описания объекта S' из класса К вида (S", Н) назовем тупиковым предста­
представительным набором для К, если выполнены два условия: 1) для любого
обучающего объекта S" 0 К имеет место B(S', S", Н) = 0; 2) для любо­
любого набора Нг, Н' с Н, найдется обучающий объект S" 0 К, для которого
B(S', S", Н') = \.

В классической модели алгоритма голосования по (тупиковым) предста­
представительным наборам для каждого класса К строится множество (тупиковых)
представительных наборов, обозначаемое далее через %{К). Распознавание
объекта S осуществляется на основе процедуры голосования. В простейшей
модификации для оценки принадлежности объекта S классу К использу­
используется величина

±	? B(S,S',H).

Очевидно, что все фрагменты описаний обучающих объектов, порож­
порожденные некоторым тестом, являются представительными наборами. Очевид­
Очевидно также, что не все представительные наборы, порожденные тупиковым
тестом, являются тупиковыми представительными наборами, т. е. в алго­
алгоритме голосования по представительным наборам строится больше корот­
коротких фрагментов описаний объектов, следовательно, он менее осторожный
и реже отказывается от распознавания.

Теперь мы можем описать общую схему конструирования дискретных
процедур распознавания с использованием понятия элементарного класси­
классификатора [20, 32, 38,39, 41-43].

Пусть Н — некоторый набор из г различных признаков вида
Н = {xj,..., х- }, о = (<715..., <тг), <т- — допустимое значение признака х-,
г = 1, 2,..., г. Набор а назовем элементарным классификатором, порож­
порожденным признаками из Н.
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Близость объекта S = (а15..., ап) из М и элементарного классифика­
классификатора <7 = (<715..., <тг), порожденного набором признаков Н, будем оценивать
величиной

О в противном случае.

Множество всех элементарных классификаторов, порожденных на­
наборами признаков из {ж15..., хп}, обозначим через С. Таким образом,
С = {((т, Я)}, гдеЯС{ж1?..., хп}, H = {xji,...,xjr}, <т = (<т1,..., <тг), ^eN^
при г = 1, 2,..., г. Каждый распознающий алгоритм А для каждого клас­
класса if, К е {Кх,..., Кг}, строит некоторое подмножество СА(К) множест­
множества С. Обозначим

сА = и

Распознавание объекта S осуществляется на основе вычисления
величины B(a,S,H) для каждого элемента (<т, Н) множества СЛ(К),
К g {ifl5..., Kt}, т. е. по каждому элементу множества СЛ(К) осуществ­
осуществляется процедура голосования. В результате вычисляется оценка ГE, К)
принадлежности объекта S классу К. Таким образом, каждый распозна­
распознающий алгоритм А из рассматриваемого семейства определяется множест­
множеством элементарных классификаторов СА(К) и способом вычисления оцен­
оценки ГE, К), которая получается на основе голосования по элементарным
классификаторам из СА(К).

Например, если А — алгоритм вычисления оценок, то множество СА
состоит из элементарных классификаторов, порождаемых теми фрагмен­
фрагментами обучающих объектов, которые порождаются опорными множества­
множествами алгоритма А. Если же А — алгоритм голосования по представитель­
представительным наборам, то СЛ(К) — некоторое подмножество множества представи­
представительных наборов класса К. В обоих случаях оценка ГE, К) получается
на основе суммирования величин В (а, 5, Н), где (<т, Н) е СА(К). Далее
объект S относится к тому классу, для которого оценка принадлежности
наибольшая (если таких классов несколько, то происходит отказ от распо­
распознавания).

В общем случае элементарный классификатор (<т15..., аг), порожден­
порожденный признаками из Н, может обладать одним из следующих трех свойств:

1)	каждый фрагмент вида (S", Н), где S'eK, совпадает с (<т15..., аг);
2)	не все, а лишь некоторые фрагменты вида (S", Н), где Sr G К, со­

совпадают с (<т15..., <тг);
3)	ни один фрагмент вида (S", Н), где S'€К, не совпадает с (<т15..., аг).
Первая ситуация встречается крайне редко, поэтому работать с набора­

наборами значений признаков, для которых выполняется свойство 1, не представ­
представляется возможным. Существенное различие в информативности следующих
двух свойств заключается в том, что свойство 2 характеризует лишь неко­
некоторое подмножество обучающих объектов из К, а свойство 3 все объекты
из К. Следовательно, в случае, когда важно рассматривать класс К изоли­
изолированно от других классов, напрашивается вывод о большей информативно­
информативности таких наборов значений признаков, для которых выполнено свойство 3.
В указанном случае аргументом за отнесение распознаваемого объекта S
в класс К более естественно считать ситуацию, когда набор значений при­
признаков не присутствует у всех объектов из класса К и не присутствует
у объекта S.

Классические дискретные процедуры распознавания (тестовые алгорит­
алгоритмы, алгоритмы голосования по представительным наборам) основаны на по­
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строении элементарных классификаторов, которые встречаются в описа­
описании некоторых объектов рассматриваемого класса (обладают свойством 2).
В п. 1.2 описываются корректные процедуры, основанные на построении
элементарных классификаторов, не встречающихся в описании ни одного
объекта рассматриваемого класса (обладающих свойством 3). Этими моде­
моделями являются модель голосования по покрытиям класса и модель голосо­
голосования по антипредставильным наборам [20, 21, 32, 41-43]. В ряде случаев
указанные модели позволяют повысить качество распознавания и требуют
меньших вычислительных затрат.

В [18] изучаются вопросы синтеза корректных алгоритмов распознава­
распознавания на базе элементарных классификаторов методами алгебраического под­
подхода. Показано, что для формирования достаточных наборов элементарных
классификаторов могут быть применены методы, родственные тем, которые
используются при логическом синтезе.

1.2. Модели голосования по антипредставительным наборам и
по покрытиям класса. Введем следующие обозначения: М^п, к ^ 2, —
множество всех матриц размера т х п с элементами из {0, 1,..., к — 1};
Е[ — множество всех наборов вида (<т15..., аг), где <т- ?{0, 1,..., к — 1}.

Пусть L е М^п, <геЕ1[. Набор Н из г различных столбцов матрицы L
назовем а-покрытием, если подматрица LH, образованная столбцами на­
набора Н, не содержит строку о.

Набор Н из г различных столбцов матрицы L назовем тупиковым
а -покрытием, если выполнены следующие два условия:

1)	LH не содержит строку а;
2)	LH содержит (с точностью до перестановки строк) подматрицу вида

А а2 аЗ • • • ar-\ ^

г-1 д.

где (Зр ф ар при р = 1, 2,..., г. Такую подматрицу будем называть а-подма­
а-подматрицей. При о = @,..., 0) и к = 2 тупиковое а-покрытие является непри­
неприводимым покрытием, а а-подматрица — единичной подматрицей.

Таблицу обучения можно рассматривать как пару матриц L{ и L2, где
Lx —матрица, состоящая из описаний обучающих объектов из класса К,
a L2 — матрица, состоящая из описаний остальных обучающих объектов.
Тогда очевидно, что элементарный классификатор вида (<т15..., аг), порож­
порожденный парой E-, Н), 5- G К, H = {xj,..., х- }, является (тупиковым) пред­
представительным набором для К тогда и только тогда, когда набор столбцов
матрицы L{ с номерами j\,..., jr не является (<т15..., <тг)-покрытием, а на­
набор столбцов L2 с номерами j\,..., jr является (тупиковым) (<т15..., <тг ^по­
^покрытием. При построении тестового алгоритма используется еще более об­
общее понятие покрытия (^-покрытие [19, 40]), а также @,..., 0)-покрытия
булевой матрицы (матрицы сравнения обучающей таблицы).

Предлагаемые ниже модели (модель голосования по покрытиям клас­
класса и модель голосования по антипредставительным наборам класса) осно­
основаны на построении для каждого класса таких элементарных классифи­
классификаторов, которые по данному набору признаков не встречаются в описа­
описаниях ни одного объекта класса. Если такой элементарный классификатор
не встречается и в описании распознаваемого объекта, то считается, что
этот объект близок к рассматриваемому классу. Таким образом, ищутся
закономерности, присущие всем обучающим объектам рассматриваемого
класса, т. е. каждый элементарный классификатор характеризует весь класс
целиком.
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В указанных моделях построение элементарных классификаторов для
класса К основано на построении а-покрытий матриц, образованной описа­
описаниями обучающих объектов каждого класса К. Использование этих моде­
моделей позволяет несколько снизить вычислительные затраты в случае, когда
\К\ < \К\, например, при большом числе классов. Ниже приводится описа­
описание этих моделей.

В модели голосования по (тупиковым) а-покрытиям класса множест­
множество СА(К) состоит из таких элементарных классификаторов, которые по­
порождаются (тупиковыми) (j-покрытиями матрицы, образованной описания­
описаниями обучающих объектов класса К. В отличии от классического алгоритма
здесь элементарный классификатор из СА(К) голосует за принадлежность
распознаваемого объекта классу К, если этот элементарный классифика­
классификатор не встречается в описании рассматриваемого объекта. Принадлежность
объекта S классу К (в простейшей модификации) оценивается величиной

(*,Н)еСА(К)

Рассмотрим теперь модель с антипредставительными наборами. Эле­
Элементарный классификатор <т, порожденный (тупиковым) а-покрытием клас­
класса if и набором признаков Н, является (тупиковым) антипредставитель­
антипредставительным набором, если он совпадает хотя бы с одним фрагментом вида (S", Н),
где S' — обучающий объект из К. Процедура голосования такая же, как
в алгоритме голосования по покрытиям класса. Принадлежность объекта S
классу К (в простейшей модификации) оценивается величиной

(а,Н)еСА(К)

Заметим, что представительный набор для класса К является анти­
антипредставительным для К.

Нетрудно показать, что в случае I = 2 при использовании обеих мо­
моделей объект S будет отнесен к одному и тому же классу. В самом
деле, пусть Ах — алгоритм голосования по представительным наборам,
А2 — алгоритм голосования по антипредставительным наборам. Как уже
было сказано,

Пусть в распознаваемом объекте S с представительными наборами клас­
класса Кх совпадают qx фрагментов, а с представительными наборами клас­
класса К2 — q2 фрагментов. Тогда

|с2|'

Таким образом, T{(S, K{) > T{(S, K2) тогда и только тогда, когда
T3(S,Kl)>T3(S,K2).

5 МВК, вып. 14
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Рассмотрим теперь случай, когда I > 2. Очевидно, что представитель­
представительный набор для класса if-, г = 1, 2,..., Z, является антипредставительным для
каждого из остальных классов. Однако антипредставительный набор для if­
может не являться представительным набором ни для одного из остальных
классов. В самом деле, если некий фрагмент описания встречается в описа­
описаниях объектов из классов if. и if., но не встречается в if., то он является
антипредставительным набором для if., но не является представительным
ни для if., ни для if.. Таким образом, если Ах — алгоритм голосования
по представительным наборам, А2 — алгоритм голосования по антипред­
антипредставительным наборам, то справедливо

C^{KX) U ... U CA^Kt) С СА*(Кг) U ... U C^(ifz).

Кроме того, каждый антипредставительный набор является покрытием,
но не каждое покрытие является антипредставительным набором. Поэтому,
если А3 — алгоритм голосования по покрытиям класса, то справедливо сле­
следующее включение:

СА> с С^с САк

Наиболее трудоемким этапом при построении рассматриваемых алго­
алгоритмов является нахождение требуемого множества покрытий. В классиче­
классических моделях покрытия строятся для матрицы, составленной из описаний
тех обучающих объектов, которые принадлежат if. В новых моделях покры­
покрытия строятся для матрицы, составленной из описаний тех обучающих объ­
объектов, которые принадлежат if. Таким образом, при большом числе классов
новые модели требуют меньших вычислительных затрат.

Модели апробированы на реальной информации. Результаты тестиро­
тестирования приводятся в п. 5.1.

§ 2. Методы повышения эффективности
дискретных процедур распознавания

Одним из подходов повышения качества распознавания и снижения вы­
вычислительных затрат является проведение предварительного анализа обуча­
обучающей информации. Целью такого анализа является оценка основных инфор­
информативных характеристик обучающей выборки, в частности, оценка инфор­
информативности признаков, значений признаков, выделение наиболее предста­
представительных (типичных) объектов.

В данном параграфе описывается методика предварительного анализа
обучающей информации, основанная на нахождении в обучающем материа­
материале «информативной зоны» и типичных для своих классов объектов. Инфор­
Информативная зона выделяется на основе оценки типичности значений каждого
признака.

Предлагается два способа выделения типичных объектов:
1)	типичными считаются объекты, описания которых состоят из типич­

типичных значений признаков;
2)	типичными являются объекты, которые правильно распознаются

на скользящем контроле.
При использовании первого способа вычислительные затраты незна­

незначительны. Второй способ довольно трудоемкий. Для уменьшения вычисли­
вычислительных затрат приводится быстрый способ вычисления оценок при голо­
голосовании по представительным и тупиковым представительным наборам для
процедуры скользящего контроля.
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Выделение типичных объектов позволяет значительно повысить эф­
эффективность алгоритмов распознавания в случае, когда в обучающей вы­
выборке содержится много объектов, лежащих на границе между классами.
В этом случае обучающая выборка разбивается на две подвыборки: ба­
базовую, содержащую «типичные» для своих классов объекты, и контроль­
контрольную, содержащую остальные (пограничные) объекты. По первой строит­
строится множество элементарных классификаторов, а по второй вычисляются
их веса.

Разработанная методика позволяет снижать влияние шумящих призна­
признаков. Шумящими, в частности, являются признаки принимающие слишком
много значений, их значения редко встречаются во всех классах. Поэтому
такие признаки порождают большое число уникальных элементарных клас­
классификаторов, редко участвующих в голосовании.

Предложенные методы апробированы на реальной информации, резуль­
результаты тестирования приводятся в § 5.

2.1. Методы оценки информативных характеристик обучаю­
обучающей выборки. Для повышения эффективности дискретных процедур рас­
распознавания полезно оценить информативность признаков, их отдельных
значений, а также фрагментов описаний объектов. Традиционно в ка­
качестве меры важности признака х-, j G {1, 2,..., п}, рассматривалась
величина

где СА — подмножество таких элементарных классификаторов из СА, в ко­
которых содержится признак х- [23]. При этом в качестве А использовался
тестовый алгоритм или алгоритм голосования по представительным набо­
наборам. Во многих случаях такой способ оценки информативности призна­
признаков дает не очень хорошие результаты. Например, если признак являет­
является тестом, то он входит лишь в один тупиковый тест и согласно форму­
формуле для I. имеет очень маленький вес. Однако, очевидно, что указанный
признак является важным и обладает большой информативностью. С дру­
другой стороны малоинформативные шумящие признаки входят в большое
число тестов (представительных наборов) и, следовательно, имеют боль­
большой вес I-.

Пусть А — алгоритм голосования по представительным наборам. Ча­
Частично проблему шумящих признаков можно решить, введя порог pmin ми­
минимальной встречаемости представительного набора в базовой подвыборке,
т. е. рассматривать только те представительные наборы, которые в базо­
базовой подвыборке встречаются не менее pmin раз. При использовании этого
дополнительного условия шумящие многозначные признаки не получают
самой большой оценки по информативности. Однако возможно, что их ин­
информативный вес будет все-таки довольно большим, поскольку не всегда
можно взять большой порог pmin, из-за того, что структура класса такова,
что каждый представительный набор встречается не очень большое число
раз. В данном случае помогает следующий прием.

Для снижения вычислительных трудностей разделим случайным об­
образом обучающую выборку на две подвыборки: базовую и контрольную.
По базовой будем строить множество представительных наборов, а по кон­
контрольной вычислять их веса. Для вычисления весов представительных на­
наборов можно воспользоваться различными функциями. Например, пусть
ш — представительный набор класса К, К е {К{,..., Kt}, порождаемый
парой (S", Н), где S' — объект из базовой выборки, и пусть 8(К, ш) — чи­
число объектов в контрольной выборке, за которых представительный набор
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голосует «правильно», б(К, ш) — число объектов в контрольной выборке,
за которых он голосует «неправильно». Тогда в качестве функции ^З',щ (вес
представительного набора) возьмем функцию

В общем случае функция, по которой вычисляется вес представитель­
представительного набора, должна обладать следующими свойствами: она должна моно­
монотонно возрастать по числу объектов из контрольной выборки, за которые
представительный набор голосует правильно, и монотонно убывать по числу
объектов, за которые он голосует неправильно.

Для решения проблемы шумящих признаков не обязательно при по­
помощи варьирования pmin добиваться того, чтобы оценка их информатив­
информативности была низкой при любом разбиении на базовую и контрольную вы­
выборку. Достаточно, чтобы оценка информативности шумящих признаков
при различных разбиениях (имеется в виду, что мощности контрольной
и обучающей выборки постоянны, меняется только их состав) была неу­
неустойчива по разбиению информации на две подвыборки, при том что
по остальным признакам наблюдается некоторая устойчивость. При реше­
решении практических задач (см. п. 5.2) для выявления шумящих признаков
достаточно было вычислить веса признаков для трех-четырех разных раз­
разбиений.

Как обобщение описанного выше метода выявления шумящих призна­
признаков рассмотрим метод оценки информативности признаков, основанный
на вычислении весов так называемых (р, д)-представительных наборов.

Зададим целые числа р и q, такие, что

1 ^ р ^ min |АГ-|, 0 ^ q ^ min |if-|, P>Q­

Элементарный классификатор <т, порожденный признаками из Н, назо­
назовем (р, q)-представительным набором для класса К{, если не менее чем
для р объектов S' из класса Ki справедливо В (a, S", Н) = 1 и не более чем
для q объектов S" из Кг справедливо В(а, S", Н) = \.

В частности представительный набор является A, О)-представительным
набором.

Очевидны следующие свойства (р, д)-представительных наборов:
1)	если набор значений признаков о не удовлетворяет порогу р, то

любой набор содержащий а, также не удовлетворяет порогу р;
2)	если а не удовлетворяет порогу q, то любой поднабор а не удовлет­

удовлетворяет порогу q.
Использование свойств 1) и 2) дает возможность существенно сни­

снизить вычислительные трудности при построении (р, д)-представительных
наборов.

Пусть а является (р, д)-представительным набором класса К, ра —
его встречаемость в обучающей выборке в классе К, qa — встречаемость
в остальных классах (ра ^р, qa ^ q). Тогда информативный вес набора будем
вычислять по следующей формуле:

За счет варьирования р и q можно существенно снизить влияние шу­
шумящих признаков. Дело в том, что, разрешив представительным наборам
встречаться в других классах (увеличив q), можно увеличить минимальную
встречаемость в своем классе (увеличить р). В практической реализации
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для снижения вычислительных затрат предлагается использовать следую­
следующий метод. Множество (р, д)-представительных наборов строится по слу­
случайной подвыборке F0-70%) обучающей выборки. После этого проверя­
проверяется, являются ли построенные представительные наборы (р, д)-представи­
тельными наборами для всей обучающей выборки, и в случае положитель­
положительного результата вычисляются их информативные веса. Далее вычисляется
информативный вес каждого признака как сумма весов (р, g ^представитель­
^представительных наборов, в которые он входит.

Приведенные методы оценки информативности признаков показывают
хорошие результаты в прикладных задачах (см. п. 5.2). Однако их недо­
недостатком является большая вычислительная сложность. Указанные методы
трудно применимы для предварительного анализа обучающей информации.

Достаточно эффективным и не требующим больших вычислительных
затрат являются предлагаемый ниже метод оценки информативности при­
признаков и отдельных значений признаков, основанный на вычислении близо­
близости между объектами по отдельным признакам.

Пусть S'eKi9 г е{1, 2,..., /}, i е{1, 2,..., п}. Положим

- — V

= — У

Величины fiip(S') и ii\f{S') характеризуют близость объекта S' соот­
соответственно к своему классу и к другим классам. Величину

назовем весом значения признака х. для объекта S'. Будем говорить,
что значение признака xj для S' является типичным, если fii3-(Sr) > //,
где \i — порог информативности значения признака, — 1 < \± < 1. Например,
можно положить ii=0. Тогда значение признака будет являться типичным
для класса, если в этом классе оно встречается чаще, чем в остальных.

Множество типичных значений признаков в таблице обучения образу­
образует так называемую информативную зону. Далее при построении множества
элементарных классификаторов имеет смысл анализировать только те зна­
значения признаков, которые попадают в информативную зону. Тем самым
уменьшается перебор при построении распознающего алгоритма. Кроме то­
того, в информативную зону не попадают значения признаков, которые очень
редко встречаются во всех классах (шумящие). Поэтому использование ин­
информативной зоны позволяет также снизить влияние шумящих признаков.

Исследование типичности значений признаков позволяет также оце­
оценить сложность (в смысле возможности построения качественного алгорит­
алгоритма распознавания) решаемой задачи.

2.2. Выделение типичных объектов в классе для задач распо­
распознавания. Разбиение обучающей выборки на базовую и контроль­
контрольную. При решении прикладной задачи распознавания интересно попытать­
попытаться оценить эффективность построенного алгоритма при распознавании объ­
объектов, не входящих в обучающую выборку. Например, воспользоваться хо­
хорошо известным методом скользящего контроля. К сожалению, в ряде прик­
прикладных задач алгоритмы, описанные в § 1, не всегда показывают достаточно
высокую эффективность. Такая ситуация возникает, когда классы плохо от­
отделяются друг от друга (в каждом классе есть много объектов, описания
которых похожи на объекты, не принадлежащие данному классу). В этом
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случае построенный алгоритм зачастую, хотя и хорошо распознает «извест­
«известные» ему объекты (объекты, которые участвовали в построении алгоритма),
но плохо распознает «новые» объекты. Здесь предлагается подход, позво­
позволяющий повысить качество распознающих алгоритмов за счет выделения
«типичных» для своих классов объектов. Этот подход продемонстрирован
ниже на примере модели голосования по представительным наборам.

Объекты, лежащие на границе между классами, плохо распознаются
и, по-видимому, они не позволяют строить короткие представительные на­
наборы. Пусть описание обучающего объекта, не принадлежащего классу К,
похоже на описания некоторых объектов из К. Тогда данный объект «ли­
«лишает» класс К некоторого множества коротких представительных наборов,
и это существенно снижает эффективность алгоритма. Для решения ука­
указанной проблемы предлагается разбить обучающую выборку на две подвы­
борки, по первой (базовой) построить множество представительных набо­
наборов, по второй (контрольной) вычислить их веса. Причем разбить нужно
таким образом, чтобы объекты, находящиеся на границе между классами,
попали в контрольную подвыборку, а все остальные (типичные) объекты —
в базовую подвыборку. Практические эксперименты на прикладных зада­
задачах подтверждают гипотезу о том, что такое разбиение увеличивает число
коротких представительных наборов и тем самым позволяет повысить ка­
качество алгоритма распознавания.

Для выделения типичных объектов предлагаются два способа. Пер­
Первый основан на оценке типичности объекта путем вычисления типичности
значений признаков из его описания. Проводится следующая процедура.
В таблице обучения для каждого значения признака вычисляется величи­
величина fi^S'), г е {1, 2,..., /}, j е {1, 2,..., п}, S' е К, (см. п. 2.1). Задается
число /х, где \i — порог информативности значения признака, — 1 <\± < 1.

Пусть дано целое число р, 1 ^ р ^ п. Объект S' будем считать типич­
типичным для класса Kt no порогу р, если неравенство /^(S") > \± выполняется
не менее чем для р признаков.

Заметим, что пороги /х и р можно выбирать из эвристических сообра­
соображений, например положить //=0, р = [п/2]. Тогда значение признака х­
для S' будет типичным для класса К{, если в К{ оно встречается чаще, чем
в Кг. Объект S' будет типичным для К{, если не менее половины значений
признаков в его описании типичны для К{.

Описанный метод позволяет очень быстро оценить типичность обучаю­
обучающих объектов по отношению к своим классам. Его недостатком является то,
что информативность (типичность) значений признака вычисляется незави­
независимо от других признаков, т. е. не учитывается тот факт, что, вообще гово­
говоря, фрагмент описания некоторого объекта может быть типичен для одного
из классов (в этом классе данный фрагмент встречается значительно чаще,
чем в остальных класса), но при этом значения признаков, которые состав­
составляют этот фрагмент, встречаются в разных классах примерно одинаковое
число раз и не являются типичными ни для одного из классов. Кроме того,
необходимо настраивать параметры /х и р, что не очень удобно.

Ниже предлагается метод выделения типичных объектов на основе про­
проведения процедуры скользящего контроля, который заключается в следую­
следующем. Из обучающей выборки исключается один объект 5-, г G {1, 2,..., ш}.
По оставшейся подвыборке {515..., Sm} \ 5- строится распознающий алго­
алгоритм (например, используется модель алгоритма голосования по предста­
представительным наборам в классическом варианте). Далее этот алгоритм приме­
применяется для распознавания объекта 5-. Объект 5- считается типичным для
своего класса, если построенный алгоритм распознал его правильно, и нети­
нетипичным для своего класса, если алгоритм отнес его к другому классу или
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отказался от распознавания. Описанная процедура повторяется для всех
объектов обучающей выборки.

Пусть обучающая выборка одним из описанных выше способов разби­
разбита на базовую и контрольную подвыборки. По базовой построим множест­
множество представительных наборов. Сопоставим каждому построенному предста­
представительному набору некий вес, который вычисляется по контрольной под­
выборке.

Пусть и — представительный набор класса К, К е {Ки ..., Kt}, по­
порождаемый парой E', Н), где S' — объект из базовой выборки, и пусть
8(if, ш) — число объектов в контрольной выборке, за которых предста­
представительный набор голосует «правильно», S(K, си) — число объектов в кон­
контрольной выборке, за которых он голосует «неправильно». Тогда в качестве
функции z/E, н) (вес элементарного классификатора) можно рассматривать,
например, функции

_ 1 + 6(К, ш)

Принадлежность объекта S классу К будем оценивать величиной

Т(^К)=ЮЧШ ? u(8.,B)(l-B(S,S',H)),
1° Ул)\ (S',H)eCA(K)

где С? — множество представительных наборов, порожденных объектами
из базовой выборки.

В качестве информативного веса признака х- будем рассматривать
величину Е "(S',H)

(S',H)eCA(K)
I =j Е "(s',Hy

(S',H)eCA(K)

Данный подход был апробирован на реальных задачах. Результаты те­
тестирования приведены в § 5.

2.3. Быстрый метод вычисления оценок при голосовании по
представительным наборам для процедуры скользящего контроля.
При использовании скользящего контроля в алгоритме голосования по пред­
представительным наборам для вычисления оценок обычно используется следу­
следующая процедура. Для каждого г G {1,..., га} по выборке {515..., Sm} \ 5­
строится множество представительных наборов, по которым вычисляются
величины ГE-, К) и ГE-, К). Очевидно, что для больших задач эта про­
процедура требует существенных вычислительных затрат. Ниже предлагается
метод, позволяющий сократить время счета при использовании процедуры
скользящего контроля в алгоритме голосования по представительным набо­
наборам примерно в га раз.

Пусть К е {Кх,..., Кг}, S е К, S е {?1?..., Sm}. Для простоты рас­
рассмотрим случай 1=2. Введем следующие обозначения: QX(S, К) — мно­
множество всех таких наборов признаков Н, для которых ни один фраг­
фрагмент вида (S',H), Sr G {515..., Sm}, S'^K, не совпадает с фрагмен­
фрагментом (S, H) {QX{S,K) — множество всех таких наборов признаков Н, для
которых фрагмент E, Н) является представительным набором для клас­
класса К); NX(S, Н) — число фрагментов вида (S", Я), Н е Q{(S, К), Sf e К,
Sr G {515..., Sm}, совпадающих с фрагментом E, Н), считая сам фрагмент
E, Н); Q2(S, К) — множество всех таких наборов признаков Н, для кото­
которых выполнены два следующих условия: 1) ни один фрагмент вида (S", Н),
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S' e{Su...,Sm}, S'eK, S'^S, не совпадает с (S, Я); 2) по крайней
мере, один фрагмент вида (S",H), S" e {Su ..., Sm}, S"gK, совпадает
с (S, Н); N2(S, Н), HeQ2(S, К), —число фрагментов вида (S", Н), g
S" 6E,,..., Sm}, совпадающих с (S, Н);

XU(S,K)=

Xl2(S,K)= ? (ВДЯ)-1)+? ? Щ8',Н);
#eQ,(S, К)	S'eK HeQ^S, К)

X2l(S,K)= ? N2(S,H);
HeQ2(S,K)

\22{S,K) = ? iV2(HeQ2(S,K)	S'eK
Нетрудно видеть, что

B.1)

Таким образом, для вычисления требуемых оценок необходимо найти,
во-первых, представительные наборы для класса К (эти наборы участву­
участвуют в построении множеств Q^S^K), S G К) и, во-вторых, найти так на­
называемые A, д)-представительные наборы для К, т. е. фрагменты, которые
по данному набору признаков встречаются в if в точности один раз, а в дру­
другом классе в точности q раз.

Вычисление величин АпE, К), А12E, К), А21E, К) и А22E, К),
5g{515 ..., Sm}, К Е{К{,..., Kt}, может быть организовано следующим об­
образом. Первоначально полагаем эти величины равными нулю. Пусть на оче­
очередном шаге найден представительный набор для К, порожденный объек­
объектами S-,..., S- . Тогда величины АпE- , К) и А12E- , К) при t = 1, 2,..., р

1	р	Ь	Ь
увеличиваем на р — 1, а величину \12{S^ К) при j 0 {г15..., гр} увеличива­
увеличиваем на р. Если же на очередном шаге найден A, д)-представительный набор
для К, порожденный объектом 5, то величины А21E, К) и А22E, К) уве­
увеличиваем на q.

Формулы B.1) легко обобщаются на случай I > 2 и на случай тупи­
тупиковых представительных наборов. Очевидно, что при голосовании по ту­
тупиковым представительным наборам в качестве QX(S,K) нужно взять
множество всех таких наборов признаков Н, Н С {ж15..., хп}, для ко­
которых фрагмент E, Н) является тупиковым представительным набором
для класса К, и в качестве Q2(S, К) — множество всех таких наборов
признаков Н, Н С {ж15..., хп}, для которых выполнены три следующих
условия: 1) ни один фрагмент вида (S',H), S' G {515..., Sm}, S'tK,
Sf ф S, не совпадает с E, Н); 2) по крайней мере, один фрагмент ви­
вида E",Я), S"e{Sl,...,Sm}, S'#K, совпадает с E, Я); 3) для каждо­
каждого t, t g {1, 2,..., г}, в К можно указать строку S^, Sj. ф 5, такую, что

§ 3. Метрические свойства множества
<т-покрытий целочисленной матрицы

Традиционно вопросы изучения трудоемкости и качества дискрет­
дискретных процедур распознавания связаны с исследованием метрических (ко­
(количественных) характеристик множества элементарных классификато­
классификаторов [1-3, 10-16, 19, 30, 31, 34-36]. В частности, такая информация как ти­
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личное число элементарных классификаторов и типичная длина элементар­
элементарного классификатора позволяет оценить требуемые вычислительные ресур­
ресурсы, лучше организовать память компьютера и тем самым понизить необхо­
необходимые требования к вычислительной технике при программной реализации
дискретных алгоритмов. Изучение метрических свойств множества элемен­
элементарных классификаторов напрямую связано с получением асимптотических
оценок типичных значений числа (тупиковых) а-покрытий и длины (тупико­
(тупикового) (j-покрытия целочисленной матрицы. Изучаются также метрические
свойства подматриц специального вида (а-подматриц).

Ранее в [10-16, 19, 40] изучался случай, когда число строк в матрице
по порядку меньше числа столбцов, а именно случай, когда та ^ n ^ кт\
а > 1, C < 1. Показано, что в данном случае величина |i?(L)| почти всегда
(для почти всех матриц L из М^п) при п —> оо асимптотически совпадает
с величиной |5(L)| и по порядку меньше числа покрытий. На основании
этого факта был построен асимптотически оптимальный алгоритм поиска
покрытий из B(L).

В данном параграфе рассмотрен прямо противоположный случай,
а именно, когда па ^ т ^ кп\ а > 1, C < 1 [20, 21, 41]. Приведены асим­
асимптотики типичных значений числа а-подматриц и порядка а-подматрицы.
Для практически общего случая приведены асимптотики типичных значе­
значений числа (j-покрытий и длины а-покрытия.

3.1. Леммы о случайных величинах. Введем следующие обозначе­
обозначения: М^п, к ^ 2, — множество всех матриц размера т х п с элементами
из {0, 1,..., к — 1}; Е[, к ^ 2, г ^ п, — множество всех fc-ичных наборов
длины г; Qp(a), <гЕЕ?, а = (а1,..., аг), ре {1,2,..., г}, — множество всех
таких наборов вида (Д,..., Д.) в Е[, для которых (Зрф ар и ft. = о. при{}\{}

{
Пусть
Wrn, r^n, — множество всех наборов вида ju ..., jr, где izG{l, 2,..., п}

при / = 1,2,..., г и j\ <...<jr;
Фо — интервал (logk mn, п);
$j — интервал

E5 lo&fe шп ~ 5 log*log* шп ~

5 log, mn-\ log, log, mn + log, log, log,
an w bn означает, что lim(an/bn) = 1 при п —> сю;
an^nbn означает, что an ^ bn при всех достаточно больших п.
Пусть LeM^, а ЕЕ?.
Напомним (см. п. 1.2), что набор Н из г различных столбцов матри­

матрицы L называется a-покрытием L, если подматрица LH, образованная столб­
столбцами из Н, не содержит строку а. Набор Н из г различных столбцов матри­
матрицы L называется тупиковым а-покрытием L, если, во-первых, подматри­
подматрица LH, образованная столбцами из Н, не содержит строку а, и, во-вторых,
если ре{1, 2,..., г}, то LH содержит хотя бы одну строку из Qp(&).

Заметим, что если о = (<т15..., <тг), то набор столбцов Н матрицы L яв­
является тупиковым (j-покрытием в том и только том случае, если выполнены
следующие два условия:

1)	LH не содержит строку а;
2)	LH содержит (с точностью до перестановки строк) подматрицу вида

А °2 °Ъ • • • °т-\ °
3

т-\
ог_х аг

а2 а3 ... ог_х (Зг
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где /Зр Ф ар при р = 1, 2,..., г. Такую подматрицу будем называть а-подма­
а-подматрицей.

В частности, тупиковое а-покрытие булевой матрицы является непри­
неприводимым покрытием [16, 19, 35].

Пусть C(L, а) — множество всех пар вида (Д а), где Н — а-покры­
тие матрицы L, B(L,a) — множество всех пар вида (Н,а), где Н — ту­
тупиковое (j-покрытие матрицы L, S(L, а) — совокупность всех а-подматриц
матрицы L.

Положим

C(L)=\J U C(L,a), B(L)={J \jB(L,tr), S(L) = \J (J S(L, a).r=\ veE?	r=\ veE?	r=\ veE?
Далее нас будут интересовать асимптотики типичных значений чи­

чисел |C(L)| и |5(L)|, а также оценка типичного значения отношения
|5(L)|/|i?(L)|. Выявление типичной ситуации будет связано с высказы­
высказыванием типа «для почти всех матриц L из М^п при п—>оо выполнено свой­
свойство C», причем свойство C также может иметь предельный характер. Это
означает, что доля тех матриц из М^п для которых с ^-точностью выполнено
свойство C, стремится к 1 и одновременно е стремиться к 0 при п—>оо.

Будем считать М^п = {L } пространством элементарных событий, в ко­
котором каждое событие L происходит с вероятностью 1/|M^J. Математиче­
Математическое ожидание случайной величины X(L) будем обозначать через MX(L),
а дисперсию — через T>X(L).

Лемма 3.1.1 [31]. Пусть для случайных величин XX(L) и X2(L),
определенных на М^

и при п^оо верно

МХ{(L) « MX2(L), DX2(L )/(MX2(L )J -> 0.

Тогда для почти всех матриц L из М^п имеет место

X2(L)^Xl(L)^MX2(L) при п^оо.

Лемма 3.1.2 [33]. Пусть X(L) —случайная величина, определен­
определенная на М^п, и пусть А(ш, п) — доля тех матриц L из М?п, для которых
X(L) = 0. Тогда если

MI(L)->0 при п^>оо,
то

А(ш, п) -^ 1 при п —> сю.
3.2. Асимптотика типичных значений числа а-покрытий и ти­

типичной длины бг-покрытия. Здесь получены асимптотики типичного чис­
числа (j-покрытий и типичной длины (j-покрытия для матрицы из М^п в случае,
когда т ^ кп\ C < 1. Отметим, что указанное ограничение на т не явля­
является существенным, так как при т > кп матрица обязательно содержит
одинаковые строки. Справедлива

Теорема 3.2.1. Если т^кп\ C < 1, то для почти всех матриц L
из М^п при п^оо имеет место
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и длины почти всех покрытий из C(L) принадлежат интервалу Я?о.
Доказательство теоремы 3.2.1 опирается на лемму 3.1.1 и приведенные

ниже леммы 3.2.1-3.2.3.
Лемма 3.2.1. Если га^ кп\ C < 1, то при п—>оо имеет место

± c:kr(i - k-')m « Е c;fcr0 - к~Т­г=1	геФ0
Доказательство. Положим

Мг = Сгпкг{\-к~Т, г€{1,2,...,п}.
Пусть г ^ \ogk тп + 1. Тогда имеем

logjfcmn+l
^ п - log^ тп ^ ^ ^

<
Мг	<^&гA - A;"r)m	^ п-г+ 1 ^ п - log^ тп

Следовательно, ^ М- = О(Е М-) ПРИ ^^сю. Лемма доказана.( )
Пусть w g Wrn и а е Е?. На множестве элементарных событий

M^n = {L} рассмотрим случайную величину ?(Щ(Т)(Ь), равную 1, если на­
набор столбцов с номерами из w образует а-покрытие матрицы L, и равную О
в противном случае. Положим

№) = ? Е Е WL)> ?2(?)=Е Е Е W?).

Заметим, что |C(L)| = ^(L).
Обозначим через M(Wjff), <т = (<j15 ..., <Jr), множество всех матриц L

в М^п таких, что в подматрице матрицы L, образованной столбцами с но­
номерами из w, не содержится строка (<т15..., <тг).

Лемма 3.2.2. Если т ^кп\ C <\, то для почти всех матриц L
из М^п при п^оо имеет место

Доказательство. Очевидно,± E
где Р(?{щa)(L) = l) — вероятность того, что ?{щa)(L) = l. Очевидно,

I Ad/ \\	/1 Ь, — 1"\ТП1, fn,ni) = ^f = ( J =O-fc-r
Тогда, в силу леммы 3.2.1,

r=l	геФ0
С другой стороны,

М?2(?)=Е Е ЕРE,ч#) = 1)=Ес;^A-Пв.
г<еФ0 tuGWrn o-e?7fcr	геФ0

Требуемая оценка следует из того, что при г е Фо в условиях леммы имеет
место A — k~r)m ^ exp(—2mk~r) ^ ехр(—2/п). Лемма доказана.
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Лемма 3.2.3. Если т ^ кп\ C <1, то имеет место

Доказательство. Имеем
D

Нетрудно видеть, что

a)f\M^w a)\ ^ kmn. Отсюда получаем, что

min(r, I)i)J^ E cn'fc'+' E c-c^z;^ E CM*'-'.r, Zg*0	a = 0	r, Zg*0
С другой стороны, в силу леммы 3.2.2, имеем

0

Лемма доказана.
Пусть rQ = \ogk m — \ogk(\ogk гпЛп кп) и пусть

C1(L)=U U C(L,a),

Заметим, что \С{(Ь)\ =
Теорема 3.2.2. Для почти всех матриц L е М(ктп) при п —> оо

справедливо
|Ci(L)|=0.

Доказательство. Имеем

Е

(здесь Р(С(Щa)(L) = l) — вероятность того, что f(ш>a)(L) = 1).
Так как при г ^ г0

ar = Cnrfcr(l - k~r)m < Cnrfcr exp(-mfc-r)

TO

а значит, M^3(L)^>0 при п —> сю. Отсюда, пользуясь леммой 3.1.2, полу­
получаем утверждение теоремы.

3.3. Асимптотика типичных значений числа <т-подматриц и по­
порядка a-подматрицы в случае большого числа строк. Здесь получены
асимптотики типичного числа а-подматриц и типичного порядка а-подма­
трицы для матрицы из М^п.
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Теорема 3.3.1. Если па ^ га ^ кп\ а > 1, C <\, то для почти
всех матриц L из М^п при п —> оо справедливо

и порядки почти всех подматриц из S(L) принадлежат интервалу^\.
Доказательство теоремы опирается на лемму 3.1.1 и приводимые ниже

леммы 3.3.1-3.3.5.
Пусть V™, г ^ га, — множество всех упорядоченных наборов ви­

вида (г15...,гг), где г, G {1, 2,..., га} при Z = l,2,..., г и \ф \ при
Zl5Z2 = 1,2,..., г, и пусть veVrm, v = (ix,...,ir), w e W/\ v = 0*!,.!., ir),
a e Ek\

Матрицу L из М^п назовем (г;, w, а)-матрицей, если в подматрице
матрицы L, образованной столбцами с номерами (ii,...,ir), строка с но­
номером гр, р = 1, 2,..., г, принадлежит Qp(ct). Обозначим через M^vwa) мно­
множество всех (г;, -ш, <т)-матриц в М^п. Очевидно,

\ = {к-\)гк—\	C.1)
Лемма 3.3.1. Если vx e Vrm, v2 e V™, wx e Wrn, w2 e Wtn, ox e Erk,

а2 е Е1Г и наборы v{ и v2 пересекаются по а (а^ 0) элементам, а набо­
наборы wx и w2 пересекаются nob (b^O) элементам, то

\М	ПМ	I < (h — ]\r + l-ah,mn-r2-l2 + ab

Доказательство. Оценим, сколькими способами можно постро­
построить матрицу из M = M(()i^)ffi)nM^^ffj). Сначала выберем те элементы,
которые расположены на пересечении строк с номерами из г^ и столбцов
с номерами из wx. Это можно сделать (к — 1)г способами. Затем выбира­
выбираем элементы, расположенные на пересечении строк с номерами из v2 и
столбцов с номерами из w2, учитывая, что аЪ из них расположены одновре­
одновременно на пересечении строк с номерами из г^ и столбцов с номерами из w2
((к — \у~а способов). Произвольным образом доопределяем строки матрицы
с номерами из г^иг^ (^k^r+l~a^n+ab~r2~12 способов). Выбираем остальные стро­
строки произвольно (kmn-(r+l-a)n способов). Из сказанного следует требуемая
оценка для \М\.

Лемма 3.3.2 [15]. Если па ^ га ^ кп\ а > 1, C < 1, то при п —> оо
имеет место

min(m, n)

? СгтСгпгЦк - \)гк'-^ « ? СгтСгпгЦк - lyk'-'-2.

Доказательство. Пусть ar = CrmCrnr\(k — l)rfcr"r2,

Р = 5 1о^ тп ~ 5 1о^ 1°ёк тп, Я = 1°ёк 1°ёк 1°ёк п­

а) Пусть г ^ р — q +1. Тогда имеем

аг + \ _ (п - r)(m - г) д._2г + 1 ^ mn^_2p

Следовательно, X) «r = ° (Z) ar) •
r<E[p+q, n]	rG*j
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б) Пусть г ^ р — q + 1. Тогда имеем

п	7 2r-2 < 2(p-g+l) i 2p-2g+l
Следовательно, ^ аг

re[\,P-q]
Отсюда получаем требуемое утверждение.

Лемма 3.3.3 [15]. Если па ^.т, а > 1, и г, / ^ ^ log* mn' moem место
min(r, I)

6 = 0

где S(n) —> 0 при n —> сю.	(k-l)aklacrcacl~a
Доказательство. Обозначим Ла =	—r " r "~r. Так как

И ПО УСЛОВИЮ Г, I ^ н l°Sife mn> Т0

(А; - 1) logfe m

При достаточно большом п, в силу того, что па ^ ш, а > 1,

и оцениваемая сумма не превосходит

Г*г /^ii (л	(/г — 1) log^ rri

Отсюда, пользуясь неравенством Cln_r ^ C^, получаем утверждение леммы.
Пусть v e Vrm, w e Wrn, a e Е[. На множестве элементарных событий

М^п = {L} рассмотрим случайную величину гу(г; w)(L, <т), равную 1, если
L g M(vwa), и равную 0 в противном случае.

Положим

min(m, n)

= E E E V(v,w)(L>°)> V2(L)=H E E %,W)(L,°)'r=\ veVrm а?Е?	rG*j veVrm <reE?

Заметим, что |5(L)| =7]{(L).
Лемма 3.3.4. Если па ^ш^ кп\ а > 1, C < 1, то имеет место

Доказательство. Имеем
min(m, n)= Е Е Е
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где Р(г]{ь W)(L, а) = 1) — вероятность того, что r](v w)(L, a) = 1. Из C.1)
получаем'

I mn I

Следовательно,

min(m, n)е
г = 1

Отсюда и из леммы 3.3.2 следует утверждение леммы 3.3.4.
Лемма 3.3.5. Если па ^т^кп\ а >1, C <1, то имеет место

->0 при п —> сю.

Доказательство. Имеем

Т)г]2(Ь) = М(г72(? )J — (М.7]2(Ь )J.	C-2)

Нетрудно видеть, что

где M = M(tli)^)ffi)nM(e!)Ui)ffj). Пользуясь леммой 3.3.1, получаем

min(r, I)

r, Zg*j 6 = 0

Отсюда, в силу леммы 3.3.3, имеем

где 5(п)^>0 при п—>оо. С другой стороны, в силу леммы 3.3.4,

^2- C.4)

Из C.2)-C.4) следует утверждение доказываемой леммы.
Утверждение теоремы 3.3.1 следует из лемм 3.3.4, 3.3.5 и леммы 3.1.1.
Пусть rx = \ogk mn и пусть

Sl(L)={J U S(L,a), %=? Е J2viv,m)(L,o).
weWrn

Заметим, что \Sl(L)\=r]3(L).
Теорема 3.3.2. Для почти всех матриц L е М?п при п —> оо

Доказательство. Имеем
Е Е
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где Р(?7(г; Ш)(?, <т) = 1) — вероятность того, что rj^v w)(L, <т) = 1. Следователь­
Следовательно, в силу C.1),

Так как при г^гх

С:С'тг\(к-\ук'-** ^ fc^r2'-1
то при достаточно большом п

log, ran ^0 прип^оо.

Теперь утверждение теоремы следует из леммы 3.1.2.
Замечание. Из теорем 3.2.1 и 3.3.2 следует, что при п —> оо для

почти всех матриц L из М^п число тупиковых покрытий не превосходит
величины

где Ф2 — интервал (logk m — \ogk(\ogk га-In fcn), \ogk ran).

Теорема 3.3.3. ?c7ia na ^ ra ^ fcn/?, a
всех матриц L из М^п при п^оо справедливо

Теорема 3.3.3. ?c7ia na ^ ra ^ fcn/?, a > 1, /3 < о, ^о <Э^я почти

\B(L)\ °°­
Доказательство. Согласно теореме 3.3.1 для почти всех ма­

матриц L из М^п при п —> оо справедливо

Так как

и, аналогично,

то имеем

где

шп " 5

В силу приведенного выше замечания, для почти всех матриц L
из Мтпк справедливо

r^ \ogk mn

Пусть аг = С^кг. Тогда
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Следовательно,

Отсюда и из C.5) следует, что

\S(L)\ > (mn)Vl~2 . (a + i)(ri-2)-\ogkmn\B(L)\~ '

Теорема доказана.
Из теоремы 3.3.3 следует, что в случае, когда число строк матрицы

по порядку больше числа столбцов, почти всегда величина |5(L)| по по­
порядку больше величины |B(L)|. Ранее (см. [И, 15, 19]) было установлено,
что в противоположном случае, когда число строк в матрице по поряд­
порядку меньше числа столбцов, почти всегда |5(L)| асимптотически совпада­
совпадает с \B(L)\.

Для случая па ^ т ^ кп\ а > I, /3 < 1, результаты, полученные в тео­
теоремах 3.2.1-3.3.2, проиллюстрированы на рис. 3.1:

почти все а-подматрицы	почти все покрытия
нет сг-подматриц

Рис. 3.1

Фо — интервал (logk mn, п);
$j — интервал

mn-\ log, log, mn - log, log, log, n,

5 log, mn-\ log, log, mn + log, log, log, n) ;
m-lnkn);o gife

rx = log, mn.

§ 4. Конструирование дискретных процедур распознавания
с использованием аппарата логических функций

В данном параграфе основные принципы конструирования дискретных
процедур распознавания изложены с использованием аппарата логических
функций [19, 40]. Рассмотрена связь между задачей нахождения покрытий
целочисленной матрицы с элементами из множества {0, 1,..., к — 1} и за­
задачей построения сокращенной дизъюнктивной нормальной формы (ДНФ)
двузначной логической функции, заданной на fc-ичных наборах. На основе
теорем, доказанных в § 3, получены новые результаты, касающиеся изуче­
изучения метрических свойств множества допустимых, неприводимых и макси­
максимальных конъюнкций логической функции, заданной множеством нулей.

4.1. Связь задач построения множества элементарных класси­
классификаторов, построения нормальных форм логических функций и
поиска покрытий целочисленных матриц. Все неопределяемые ниже
понятия можно найти в [7].

6 МВК, вып. 14



82 Е. В. ДЮКОВА, Н. В. ПЕСКОВ

Пусть на наборах из Е? задана частично определенная логическая
функция /, принимающая значения из множества {0, 1}, Af — множество
единиц этой функции, Bf — множество ее нулей. Введем ряд определений.

Пусть переменная х принимает значения из множества Е?, а е Е]?.
Введем обозначение

хи = 1, если х = <т,
О, если хфо.

Элементарной конъюнкцией называется выражение вида хр ... хр,
где все xjm различны. Число г называется рангом конъюнкции. Интервал
истинности элементарной конъюнкции 03 обозначается через N^.

Элементарная конъюнкция 03 называется допустимой для /, еслиА^0	0
Элементарная конъюнкция 03 называется неприводимой для /, если

не существует элементарной конъюнкции 03' такой, что N^, D N% и N^C\Bf =»f
Элементарная конъюнкция 03 называется максимальной для /, ес­

если 03 допустимая и не существует допустимой конъюнкции 03' такой, что

Заметим, что определения допустимой, неприводимой и максимальной
конъюнкций полностью переносятся и на случай всюду определенной логи­
логической функции, т. е. на случай, когда Af = E?\Bf.

Задачу построения сокращенной ДНФ функции / обычно сводят к за­
задаче построения сокращенной ДНФ функции F, принимающей значение О
на наборах из Bf и значение 1 на остальных наборах из Е?. После по­
построения ДНФ функции F из нее удаляют конъюнкции 03, не обладающие
свойством Дз П Af ф 0 [7].

Пусть Af состоит из наборов (ап, а12,..., а1п), ..., (avl, av2,..., avn),
a Bf — из наборов (/?п, /?12,..., Д J, ..., (/?ttl, (Зи2,..., (Зип).

Из наборов Af составим матрицу L { вида

а

Х2\

12

*22

а \п

<*vl av2 О!.,

Из наборов Bf составим матрицу L2 вида

... А„

Очевидными являются приводимые ниже утверждения 4.1.1-4.1.4.
Утверждение 4.1.1. Элементарная конъюнкция х^ ... хр яв­

является допустимой для F тогда и только тогда, когда набор столбцов
с номерами j\,..., jr является (<т15..., аг)-покрытием матрицы L2.

Утверждение 4.1.2. Элементарная конъюнкция хр ... хр яв­
является неприводимой для F тогда и только тогда, когда в наборе
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столбцов с номерами j\,..., jr матрицы L2 содержится (<т15..., аг)-под­
аг)-подматрица.

Утверждение 4.1.3. Элементарная конъюнкция хр.. .xjr явля­
является максимальной для F тогда и только тогда, когда набор столбцов
с номерами з\,..., jr является тупиковым (<т15..., аг)-покрытием ма­
матрицы L2.

Утверждение 4.1.4. Элементарная конъюнкция хр ... xjr
является максимальной для f тогда и только тогда, когда набор
столбцов с номерами j\,..., jr является тупиковым (<т15..., аг)-по­
крытием матрицы L2 и подматрица матрицы Lx, образованная
столбцами с номерами j\,...,jr, содержит хотя бы одну из строк
вида (<71?..., <тг).

Построить сокращенную ДНФ логической функции можно также пу­
путем преобразования конъюнктивной формы вида D.1), которая строится
по наборам из BF.

Очевидно, что конъюнктивная форма

Dl&D2&...&Du,	D.1)
где Di = XinWx20i2\/.. .Ух^п, г = 1, 2,..., и, реализует функцию F.

Воспользуемся равенством

Тогда конъюнктивная форма D.1) примет вид

Д*&Д* &...&!)„*,

где

Д*= V ^i7V V ^7V...V V * г = 1,2,...,и.

Далее производится процедура логического перемножения скобок ана­
аналогично бинарному случаю.

4.2. О характеристических функциях классов. Рассмотрим ситу­
ситуацию, когда объекты из исследуемого множества М описаны признаками,
каждый из которых принимает значения из множества {0, 1,..., к — 1}.

Элементарному классификатору (<т, Н), где а = (<т15..., ar), H — на­
набор признаков с номерами il5...,ir поставим в соответствие элементар­
элементарную конъюнкцию 03 = х*1 ... xjr. Если S = (а15..., ап) — объект из мно­
множества М, то, очевидно, B(a,S,H) = l тогда и только тогда, когда
(а1?..., aJeiVg,.

Покажем, что построение множества элементарных классификаторов
класса К для рассмотренных в § 1 моделей сводится к нахождению до­
допустимых и максимальных конъюнкций для характеристической функции
класса К, т. е. такой двузначной логической функции, которая на обуча­
обучающих объектах из К и К принимает разные значения. Распознавание
объекта S = (al5..., ап) осуществляется на основе голосования по по­
построенным элементарным конъюнкциям. Приведем примеры характери­
характеристических функций для рассмотренных в § 1 моделей процедур распо­
распознавания.

1. Алгоритм голосования по представительным
наборам. В данном случае характеристическая функция класса К — ча­
частичная логическая функция fK от п переменных, принимающая значение 1
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на описаниях объектов из К, значение 0 на объектах из if и не опреде­
определенная на остальных наборах из EJ?. Представительному набору класса К
соответствует допустимая конъюнкция для fK, тупиковому представитель­
представительному набору — максимальная конъюнкция для fK. Допустимая (максималь­
(максимальная) конъюнкция 03 голосует за принадлежность объекта S классу К, если
(а1?..., aJeiVg,.

2.	Алгоритм голосования по антипредставитель­
антипредставительным наборам. Характеристическая функция класса К — частичная
логическая функция /^ от п переменных, принимающая значение 0 на опи­
описаниях объектов из К, значение 1 на объектах из if и не определенная
на остальных наборах из EJ?. Антипредставительному набору класса К со­
соответствует допустимая конъюнкция для функции /^, а тупиковому анти­
антипредставительному набору — максимальная конъюнкция для /^. Допусти­
Допустимая (максимальная) конъюнкция 03 голосует за принадлежность объекта S
классу К, если (al5..., an)^N^.

3.	Алгоритм голосования по покрытиям класса.
Характеристическая функция класса К — всюду определенная логическая
функция F^, принимающая значение 0 на описаниях объектов из К и зна­
значение 1 на остальных наборах из Е?. Покрытию класса К соответству­
соответствует допустимая для F^ конъюнкция, тупиковому покрытию — максимальная
для F^ конъюнкция. Допустимая (максимальная) конъюнкция 03 голосует
за принадлежность объекта S классу К, если (al5..., an)^N^.

Таким образом, построение множества элементарных классификаторов
для класса К сводится к следующему. Задается характеристическая функ­
функция. Далее строится ДНФ, реализующая эту функцию. Наибольшую слож­
сложность представляет построение ДНФ из максимальных конъюнкций (сокра­
(сокращенной ДНФ) характеристической функции.

4.3. Метрические свойства дизъюнктивных нормальных форм
двузначных логических функций, определенных на fc-ичных
п-мерных наборах. Пусть в пространстве Е]? задана всюду определен­
определенная логическая функция F(x{,..., хп), принимающая значения из множе­
множества {0, 1}, BF —множество наборов, на которых функция F принимает
значение 0, \BF\ = u. Множество всех таких функций обозначим через $кип.

Утверждение 4.3.1. Если т ^ кп\ /3 < ^, то при п —> оо по­
почти все матрицы из М^п являются матрицами с попарно различными
строками.

Доказательство. Обозначим через g(s, t) число всех упорядо­
упорядоченных выборок из s элементов по t (g(s, t) = s(s — l).. .(s — t + l)).

Покажем, что при - ^ н имеет местоS A
5(s, «)<*'•	D.2)

Верхняя оценка в D.2) очевидна, нижняя получается из оценки

g(s, t) > s* (l - f) * = s* exp(* • ln(l - f))
применением формулы Тейлора

где -| <0<О.
Пользуясь D.2), получаем, что если и ^ кп\ C < ^, то при п—>оо почти

все матрицы из М^п являются матрицами с попарно различными строками.
Утверждение доказано.
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Пусть
Ф° — интервал (logk un, п);
Щ — интервал

т> log, ип-\ log, log, ип - log, log, log, n,

5 log, un-\ log, log, un + log, log, log, n) ;
F, r) — множество всех допустимых конъюнкций ранга г для функ­

функции F из g*n;
©(F, г) — множество всех максимальных конъюнкций ранга г для

функции F из g*n;

), &(F) = U 6(F, r).

Теорема 4.3.1. Еслии^. кп\ C < g, то (Э^я почти всех функций F
из $кип при п^оо имеет место

а ранги почти всех конъюнкций из €(F) принадлежат интервалу Ф°.
Доказательство теоремы следует из утверждений 4.1.1, 4.3.1 и теоре­

теоремы 3.2.1.

Следствие. Если и ^ 2п\ /3 < ^, я?о для почти всех функций F
из $\п при п^оо имеет место

^ ранги почти всех конъюнкций из €(F) принадлежат интервалу "О*®­
Пусть r0 = log, и — log,(log, и-In kn) и пусть

Теорема 4.3.2. ?с/ш и^кп\ /3 < ^, то (Эля почти всех функций F
из $кип при п^оо справедливо

\€{(F)\=0.

Доказательство теоремы следует из утверждений 4.1.1, 4.3.1 и теоре­
теоремы 3.2.2.

Теорема 4.3.3. Если па ^.и ^ кп\ а > 1, C < н, я?о (Эля почти
всех функций F из $кип при п^оо справедливо

Доказательство теоремы следует из утверждений 4.1.3, 4.3.1 и тео­
теорем 3.3.1, 3.3.3.
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Следствие. Если па ^ и ^ 2пР, а > 1, /3 < ^, то для почти всех
функций F из $2ип при п —> оо справедливо

Пусть rx = \ogk un и пусть

= U ОД г).

Теорема 4.3.4. Если и^кп\ /3 <^, то для почти всех функций F
из $кип при п —> оо справедливо

Доказательство теоремы следует из утверждений 4.1.2, 4.3.1 и теоре­
теоремы 3.3.2.

§ 5. Апробация предложенных методов на реальных задачах

5.1. Решение задач прогнозирования результатов лечения он­
онкозаболеваний. На задачах из области медицинского прогнозирования
было проведено сравнение классических конструкций и новых моделей,
описанных в данной работе. Рассматривались задачи прогнозирования ре­
результатов лечения онкозаболеваний.

Остеогенная саркома — раковое заболевание костей, от которого стра­
страдают в основном молодые люди (у людей старшего возраста эта болезнь
практически не встречается). К сожалению, вероятность летального исхо­
исхода в случае заболевания остеогенной саркомой очень велика. Для лече­
лечения саркомы используются в основном химические методы, заключающие­
заключающиеся в том, что больной принимает в течение некоторого времени небольшие
дозы ядовитых веществ. Так как раковые клетки растут гораздо быстрее
здоровых клеток организма, то яд они потребляют быстрее. В результа­
результате раковая опухоль начинает разрушаться еще до того, как отравляется
организм.

В этой области существенными для рассмотрения представляются сле­
следующие две задачи: задача выживаемости (прожил ли человек год после
лечения) и задача прогнозирования патаморфоза, т. е. степени деструк­
деструкции опухоли после химиотерапии (высокая или низкая степень деструкции
опухоли).

Как было показано предыдущими исследованиями, прогнозирование вы­
выживаемости — очень трудная задача, так как помимо состояния клеток опу­
опухоли есть масса других объективных факторов, таких как иммунитет чело­
человека, его психическое состояние, окружающая среда и т. д., воздействие
которых играет немаловажную роль. Задача прогнозирования степени пата­
патаморфоза решается достаточно хорошо, поскольку в этой задаче состояние
клеток опухоли играет решающую роль, а влияние остальных факторов зна­
значительно меньше.

В каждой из задач обучающая выборка состояла из 77 объектов (боль­
(больных), разбитых на два класса. В задаче прогнозирования выживаемости
мощности классов были 52 и 25 объектов, в задаче прогнозирования сте­
степени патаморфоза — 47 и 30 объектов. Объекты были описаны в системе
из семи признаков. Содержательно признаки — это некоторые характери­
характеристики раковой опухоли. Значность каждого признака была равна трем.
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Для оценки эффективности процедур распознавания использовался ме­
метод скользящего контроля.

Тестирование показало, что в модели голосования по представитель­
представительным наборам при решении обеих задач достаточно ограничиться постро­
построением представительных наборов длины 3. В случае, когда при построе­
построении алгоритма распознавания добавлялись представительные наборы боль­
большей длины, эффективность алгоритма оказывалась такой же. При до­
добавлении представительных наборов меньшей длины эффективность ал­
алгоритма понижалась. Классическая модель голосования по представи­
представительным наборам (при длине представительных наборов равной 3) по­
показала эффективность, равную 61% на задаче выживаемости и 83% —
на задаче прогнозирования патаморфоза. В то время как эффективность
алгоритма голосования по покрытиям класса составила соответствен­
соответственно 75% и 62%.

Для того чтобы разобраться в причинах низкой эффективности клас­
классического алгоритма при решении задачи выживаемости, был проведен
анализ информативности значений признаков согласно методике, опи­
описанной в п. 2.1. Результаты анализа для задачи выживаемости и зада­
задачи патаморфоза приведены соответственно на рис. 5.1 и 5.2. На этих
рисунках отражена зависимость доли (в %) элементов таблицы обуче­
обучения, которые считаются типичными, от выбора порога \± минимальной
информативности. Диаграммы показывают распределение весов значений
признаков.
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Информативность значений признаков

Рис. 5.1. Распределение типичности значений признаков в задаче выживаемости.

Из рассмотрения рис. 5.1 видно, что большинство значений признаков
имеют вес, близкий к нулю. Это означает, что в обоих классах эти зна­
значения встречаются одинаково часто. Другими словами, объекты из разных
классов трудно отделимы друг от друга, что и является причиной низкой
эффективности классического алгоритма распознавания.

Из рассмотрения рис. 5.2 видно, что в задаче патаморфоза часть зна­
значений признаков имеют вес близкий к нулю, но при этом много таких зна­
значений, которые обладают довольно большим весом, т. е. являются очень
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типичными для одного из классов.
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Рис. 5.2. Распределение типичности значений признаков в задаче патаморфоз.

Для повышения эффективности алгоритма голосования по представи­
представительным наборам проводилась следующая процедура. Исходная выборка бы­
была разбита на базовую и контрольную двумя способами, а именно методом
скользящего контроля и методом, основанным на оценке типичности значе­
значений признаков по отношению к классам (см. § 2).

Эффективность построенных алгоритмов оценивалась числом правиль­
правильно распознанных объектов при использовании метода скользящего контро­
контроля. Более точно, из обучающей выборки удалялся один объект, оставшиеся
объекты разбивались на базовую и контрольную подвыборки, далее по базо­
базовой подвыборке строились представительные наборы, а по контрольной —
вычислялись их веса. Проводилось голосование по представительным на­
наборам с учетом весов и принималось решение об отнесении удаленного
объекта к тому или иному классу. Эта процедура повторялась для каждого
объекта из обучающей выборки. Результаты счета представлены в таблице.

Классическая модель

Разбиение методом
скользящего контроля

Разбиение на основе оценки
типичности значений признаков

Выживаемость

61

75

75

Патаморфоз

83

94

92

Таким образом, использование предложенных в работе методов позво­
позволяет значительно повысить качество распознающего алгоритма. Причина
повышения эффективности алгоритма заключается в следующем. В зада­
задаче выживаемости при использовании классической модели число построен­
построенных представительных наборов для первого и второго классов равно соот­
соответственно 472 и 154. Если же строить представительные наборы только
по типичным для классов объектам и для выделения типичных объектов ис­
использовать, например, метод скользящего контроля, то указанные величины
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составляют соответственно 730 и 252. В задаче прогнозирования патамор­
фоза число представительных наборов в классической модели — 657 и 468,
а в модели с разбиением на базовую выборку и контрольную соответствен­
соответственно 849 и 668.

Эти данные подтверждают предположение о том, что появление нети­
нетипичных для класса объектов уменьшает число коротких представительных
наборов и тем самым снижает качество построенного алгоритма.

5.2. Оценка важности признаков в задаче анализа результа­
результатов социологического опроса. Описанные в § 2 методы были протести­
протестированы на результатах социологического опроса, предоставленного Инфор­
Информационно-социологическим центром Российской академии государственной
службы при Президенте Российской Федерации. Целью опроса было изуче­
изучение отношения людей к политической жизни страны. Анкетирование про­
проводилось в разных регионах страны. Существовало две анкеты: одна для
обычных людей, другая для государственных служащих. Анкеты отлича­
отличались только несколькими пунктами, связанными с родом занятий. Каждая
из анкет состояла из 80 вопросов, ответы на которые кодировались целыми
числами. В результате кодирования число вопросов возросло до 100 (это
связано с тем, что вопросы, предполагающие выбор сразу нескольких вари­
вариантов ответов, разбивались на несколько подвопросов). В опросе приняло
участие 1629 произвольных респондентов и 806 государственных служа­
служащих. Таким образом, информация представляла собой две таблицы размер­
размерностью 1629x100 и 806x100, где столбцы таблиц (признаки) — вопросы,
а строки (объекты) — респонденты. На этой информации была поставлена
следующая задача. Задавался целевой признак, например вопрос об отно­
отношении респондента к политическим партиям и движениям. Один из та­
таких вопросов звучит примерно так: «Что преобладает в Вашем отношении
к компартии Г. Зюганова и ее сторонникам?» Возможные варианты отве­
ответа: симпатия, равнодушие, неприязнь, трудно сказать. Ответами на целевой
вопрос исходная таблица разбивается на 4 класса. Требовалось определить
информативность признаков и их значений при таком разбиении. Под ин­
информативностью признака подразумевалось то, насколько по его значениям
можно судить о принадлежности объекта к тому или иному классу.

При решении поставленной задачи с использовании представительных
наборов, пришлось отказаться от требования тупиковости представитель­
представительного набора, так как проверка тупиковости значительно снижает скорость
работы алгоритма. Использовались представительные наборы ограниченной
длинны. Максимальная длина набора бралась равной 3. При меньшей мак­
максимальной длине большая часть объектов не содержала ни одного пред­
представительного набора. А увеличение максимальной длинны до 4, резко
увеличивало время работы алгоритма. Был получен следующий результат
(см. рис. 5.3). Если расположить признаки в порядке убывания информа­
информативности, то, как правило, в каждом классе есть выделенная группа при­
признаков с большой информативностью, далее идет некоторый разрыв и по­
потом оставшиеся признаки выстраиваются в ряд с плавно уменьшающейся
информативностью. Причем, как при использовании метода, основанного
на построении (р, д)-представительных наборов (см. п. 2.1), так и метода,
основанного на выделении типичных объектов (см. п. 2.2), результат полу­
получался примерно одинаковым, т. е. оба метода в группу наиболее информа­
информативных признаков выделяли одни и те же признаки, а порядок признаков
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различался незначительно.
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Рис. 5.3. Распределение информативности признаков.

Еще один интересный результат заключается в следующем. Оказалось,
что информативность набора значений признаков может существенно (ино­
(иногда на порядок) превышать вес признаков, которые его составляют. Други­
Другими словами, фрагмент, порожденный двумя признаками, может значительно
сильнее характеризовать один из классов, чем значения каждого из указан­
указанных признаков в отдельности.

Например, доля респондентов первого класса (симпатизирующих ком­
компартии Г. Зюганова и ее сторонникам), ответивших на вопрос «Хотели бы вы
поддержать какую-либо политическую партию при выводе России из кризи­
кризиса?» «безусловно», среди государственных служащих составила 0,38, доля
указанных респондентов, принадлежащих остальным классам — 0,15. Доля
респондентов, ответивших на вопрос «Хотели бы вы поддержать Президента
и правительство при выводе России из кризиса?» в первом классе составила
0,42, а в остальных классах 0,20.

Доля респондентов «безусловно» желающих поддержать какую-либо
политическую партию и не желающих поддержать Президента и прави­
правительство при выводе России из кризиса в первом классе составила 0,22,
а в остальных классах 0,01. Таким образом, совокупность указанных от­
ответов гораздо сильнее характеризует первый класс, чем каждый из отве­
ответов в отдельности. Следовательно, рассмотрение совокупностей признаков
в некоторых задачах дает более интересные результаты.
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