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Аннотация 
 

 Рассмотрены две конфигурации системы маховиков, в которых оси вра-
щения расположены параллельно боковым ребрам четырехгранной и пра-
вильной шестигранной пирамиды. Приведены параметрические зависимости 
для выбора наиболее рационального расположения системы маховиков на 
космическом аппарате с точки зрения обеспечения максимально широких 
возможностей управления его угловой скоростью. Построены области воз-
можных значений кинетического момента системы маховиков, с целью 
оценки возможности их использования в качестве исполнительных органов 
системы управления малым космическим аппаратом. Рассмотрены возможно-
сти каждой из конфигураций системы при отказе одного из маховиков. 
 

A.I. Ignatov, A.A. Davydov, V.V. Sazonov 
 

THE ANALYSIS OF DYNAMIC CAPABILITIES OF THE CONTROL 
SYSTEMS BY THE SPACECRAFT BUILT  

ON THE BASIS OF THE REACTION WHEELS 
 

Abstract 
 

  There are examined two configurations of the reaction wheels’ system in 
which rotation axes are oriented to on-side to edges of tetrahedral and regular 
hexahedral pyramids. Parametric relations are adduced for selection of the most 
rational arrangement of the reaction wheels’ system of control on the spacecraft in 
the view of providing with the maximum wide capabilities of control by its angular 
rate. Areas of possible values of an angular momentum of the reaction wheels’ 
system are built with the purpose to estimate capability of their use as executive 
devices of the control system by the spacecraft. Capabilities of each configuration 
of the system are surveyed at failure of one of the reaction wheels. 
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1. Электромеханические исполнительные органы систем управления 
малыми космическими аппаратами. 

 

 Электромеханические исполнительные органы (ЭМИО) систем 
управления (СУ) космических аппаратов (КА) предназначены для создания 
управляющих моментов. Во многих случаях, при создании длительно сущест-
вующих КА с высокими требованиями к динамике и точности ориентации 
использованию ЭМИО в составе СУ нет альтернативы. В то же время ЭМИО 
являются наиболее массивными и энергопотребляющими устройствами СУ, 
постоянно задействованными в процессе функционирования КА. В связи с 
этим задачи выбора типа ЭМИО и оптимизации их характеристик являются 
актуальными.  
 Для больших КА и орбитальных станций целесообразность применения 
силовых гироскопических комплексов на основе силовых гироскопов с посто-
янным значением кинетического момента во многих случаях очевидна. Для 
малых КА выбор типа ЭМИО для СУ является не тривиальной задачей. 
ЭМИО для малых КА могут быть построены на базе: 
- силовых гироскопических комплексов (СГК) различного типа, 
- трехстепенных силовых стабилизаторов с управляемым значением  кинети-
ческого момента, 
- управляющих маховиков. 
 Между областями применения перечисленных устройств нельзя про-
вести резких границ. Соответственно динамические требования к СУ, вклю-
чающей в свой состав ЭМИО, во многом определяются множеством требуе-
мых значений кинетического момента TA . Множество TA  является областью 
изменения в связанной с КА системе координат значения вектора суммарного 
кинетического момента ЭМИО. Изменение этого вектора в указанной области 
в соответствии с реализуемыми в системе законами должно обеспечивать 
требуемое управление параметрами движения относительно центра масс КА. 
Естественно множество TA  должно содержаться внутри множества создавае-
мых ЭМИО значений кинетического момента CA . 
 Таким образом, для всех вариантов построения ЭМИО должно быть 
обеспечено выполнение условия: 
 

                                                            CT AA ⊂ .                                                    (1.1) 
 

 При выполнении условия (1.1) можно утверждать, что величина 
суммарного кинетического момента создаваемого двигателями маховиками, 
будет достаточна, для обеспечения требуемой угловой скорости вращения 
КА. 

Введем связанную с КА правую декартову систему координат OXYZ , 
начало координат точка O  совпадает с центром масс КА, а оси совпадают с 
главными центральными осями инерции КА. Обычно область множества TA  
ограничена эллипсоидом: 
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где ZTYTXT HHH ,,  - проекции суммарного вектора требуемого кинетического 
момента ЭМИО на оси системы координат OXYZ , ZYX JJJ ,,  - моменты инер-
ции КА в связанной системе координат OXYZ , ZYX ωωω ,,  - проекции макси-
мальной требуемой угловой скорости КА на оси системы координат OXYZ . 
 Построение области множества создаваемых ЭМИО значений 
кинетического момента CA  задача более сложная. В зависимости от располо-
жения ЭМИО относительно главных осей КА, возможно подобрать форму 
области кинетического момента CA , наиболее соответствующую заданным 
моментам инерции КА. 

В данной работе рассматривается решение такой задачи для двух раз-
личных конфигураций системы ЭМИО, построенных на базе маховиков, ос-
новными преимуществами которых по сравнению с другими типами ЭМИО 
являются относительная дешевизна, конструктивная простота и простота 
алгоритмов управления.  

Следует отметить, что рассмотренный ниже способ построения облас-
тей вариации кинетического момента пригоден и для построения областей 
механического момента, создаваемого маховиками. 
 

2. Конфигурация системы маховиков «четырехгранная пирамида». 
 

2.1. Область возможных значений кинетического момента. Рассмот-
рим систему маховиков, оси которых расположены параллельно боковым 
ребрам четырехгранной пирамиды (рис. 1).  

 
Рис. 1 
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Орты ie  ( )4,...,1=i  осей маховиков имеют в системе координат OXYZ  компо-
ненты: 
 

( )αβαβα cos,cossin,sinsin −−=1e , ( )αβαβα cos,cossin,sinsin −=2e , 
 

( )αβαβα cos,cossin,sinsin −=3e ,  ( )αβαβα cos,cossin,sinsin=4e . 
 

Здесь α  - угол между осью маховика и осью OZ , β  - угол определяющий по-
ложение и форму основания пирамиды в плоскости OXY , при °= 45β  основа-
ние представляет собой квадрат; при °0  < β  < °45  основание является прямо-
угольником с большей стороной расположенной параллельно оси OY ; при  

°45  < β  < °90  основание является прямоугольником с большей стороной 
расположенной параллельно оси OX . Углы α  и β  - параметры системы. Сум-
марный кинетический момент маховиков выражается формулой  
 

                                             4321 eeeeH 4321 hhhh +++= ,                                         (2.1) 
 

в которой ih  - значение кинетического момента маховика с номером i . Махо-
вики считаем одинаковыми. В этом случае maxh−  ≤ ih  ≤ maxh  ( )4,...,1=i , где maxh  - 
абсолютная величина предельного значения кинетического момента отдель-
ного маховика. Величина maxh  - еще один параметр системы. Скалярная запись 
векторного выражения (2.1): 
 

( ) βα sinsin4321 hhhhH X +++= ,  ( ) βα cossin4321 hhhhHY +−+−= , 
 

( ) αcos4321 hhhhH Z ++−−= . 
 

Здесь ZYX HHH ,,  компоненты H  в системе координат OXYZ . Выражение (2.1)  
для краткости будем записывать в виде [ ]4321 ,,, hhhh=H . Кроме того, будем ис-
пользовать обычное представление вектора ( )ZYX HHH ,,=H , указывая в круг-
лых скобках его компоненты в системе координат OXYZ . Не ограничивая 
общности, положим 1max =h . 
 Рассмотрим область P  пространства ( )ZYX HHHR ,,3 , заполняемую кон-
цами векторов (2.1) при ih  ≤ 1. Эта область является областью возможных 
значений кинетического момента системы маховиков и представляет собой 
выпуклый многогранник, обладающий центральной симметрией относи-
тельно начала координат. Перечислим вершины, ребра и грани этого много-
гранника. Координаты каждой вершины многогранника соответствуют коор-
динатам конца вектора суммарного кинетического момента составленного из 
определенной комбинации максимальных значений кинетических моментов 
маховиков [ ]1,1,1,1 ±±±± , из чего следует, что общее число вершин не может 
быть более 16 = 24. Однако существуют комбинации, при которых суммарный 
вектор H  лежит внутри области P , что зависит от взаимного расположения 
маховиков относительно связанной системы координат OXYZ . В данном слу-
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чае многогранник P  имеет 14 вершин, поскольку [ ] ( )0,0,01,1,1,1 =−−=H  и 
[ ] ( )0,0,01,1,1,1 =−−=H . Обозначим их iV  и iV ′  ( )7,...,1=i . При каждом i  вершины 

iV  и iV ′  расположены центрально симметрично относительно точки O . Вер-
шины характеризуются соотношениями: 
 
1) 1V  : [ ] ( ),0,0,sinsin41,1,1,1 βα==H      { },,,, 4321 eeee −−−−  
2) 2V  : [ ] ( ),cos2,cossin2,sinsin21,1,1,1 αβαβα=−=H   { },,, 421 eee −−  
3) 3V  : [ ] ( ),cos2,cossin2,sinsin21,1,1,1 αβαβα −=−=H   { },,, 321 eee −−  
4) 4V  : [ ] ( ),cos2,cossin2,sinsin21,1,1,1 αβαβα −=−=H   { },,, 431 eee −−  
5) 5V  : [ ] ( ),cos2,cossin2,sinsin21,1,1,1 αβαβα −−=−=H   { },,, 432 eee −−  
6) 6V  : [ ] ( ),0,cossin4,01,1,1,1 βα−=−−=H     { },,,, 4321 eeee −−  
7) 7V  : [ ] ( ),cos4,0,01,1,1,1 α−=−−=H      { },,,, 4321 eeee −−  
8) 7V ′  : [ ] ( ),cos4,0,01,1,1,1 α=−−=H      { },,,, 4321 eeee −−  
9) 6V ′  : [ ] ( ),0,cossin4,01,1,1,1 βα=−−=H     { },,,, 4321 eeee −−  
10) 5V ′  : [ ] ( ),cos2,cossin2,sinsin21,1,1,1 αβαβα−=−−−=H   { },,, 432 eee −  
11) 4V ′  : [ ] ( ),cos2,cossin2,sinsin21,1,1,1 αβαβα −−=−−−=H  { },,, 431 eee −  
12) 3V ′  : [ ] ( ),cos2,cossin2,sinsin21,1,1,1 αβαβα −−=−−−=H  { },,, 321 eee −  
13) 2V ′  : [ ] ( ),cos2,cossin2,sinsin21,1,1,1 αβαβα −−−=−−−=H  { },,, 421 eee−  
14) 1V ′  : [ ] ( ),0,0,sinsin41,1,1,1 βα−=−−−−=H     { }.,,, 4321 eeee  
 
Здесь в фигурных скобках указаны орты ребер, выходящих из каждой вер-
шины. Многогранник P  имеет 24 ребра. Ребра будем задавать, указывая 
соединяемые ими вершины и параметризации соответствующих отрезков. 
Имеем: 
 
1) 12VV : [ ],1,1,1,u=H   9) 73VV ′ : [ ],1,1,1, −−= uH   17) 72VV ′ : [ ],1,1,,1 −−= uH  
2) 13VV : [ ],1,1,,1 u=H   10) 63VV ′′ : [ ],,1,1,1 u−−=H   18) 64VV ′ : [ ],1,1,1, −−= uH  
3) 14VV : [ ],1,,1,1 u=H   11) 75VV ′′ : [ ],1,,1,1 u−−=H   19) 62VV ′ : [ ],1,,1,1 −−= uH  
4) 15VV : [ ],,1,1,1 u=H   12) 65VV ′′ : [ ],1,1,,1 −−= uH   20) 74VV ′′ : [ ],,1,1,1 u−−=H  
5) 37VV ′ : [ ],1,1,1,−= uH  13) 46VV ′ : [ ],1,1,1, −= uH   21) 31VV ′′ : [ ],1,1,,1 −−−= uH  
6) 27VV ′ : [ ],1,1,,1 u−=H  14) 26VV ′ : [ ],1,,1,1 u−=H   22) 41VV ′′ : [ ],1,,1,1 −−−= uH  
7) 57VV : [ ],1,,1,1 −= uH  15) 36VV : [ ],,1,1,1 u−=H   23) 31VV ′′ : [ ],1,1,1, −−−= uH  
8) 47VV : [ ],,1,1,1 u−=H  16) 56VV : [ ],1,1,,1 −= uH   24) 51VV ′′ : [ ].,1,1,1 u−−−=H  
 
Здесь 1−  ≤ u  ≤ 1. Первая вершина ребра получается при 1−=u , последняя – 
при 1=u . Многогранник P  имеет 12 граней, которые обозначим iF  и iF ′  
( )6,...,1=i . При каждом i  грани iF  и iF ′  расположены центрально симметрично 
относительно точки O . Грани будем задавать списком принадлежащих им 
ребер и параметризацией: 
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1) { }155774411 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]vu,,1,1=H , 
2) { }155774411 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]vu,,1,1 −−=H , 
3) { }477336642 ,,, VVVVVVVVF ′′′′= ,  [ ]vu ,1,1, −=H , 
4) { }477336642 ,,, VVVVVVVVF ′′′′=′ ,  [ ]vu ,1,1,−=H , 
5) { }133665513 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]vu ,1,,1=H , 
6) { }133665513 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]vu ,1,,1 −−=H , 
7) { }566227754 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]1,,,1 −= vuH , 
8) { }566227754 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]1,,,1 vu−=H , 
9) { }122773315 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]1,1,,vu=H , 
10) { }122773315 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]1,1,, −−= vuH , 
11) { }211446626 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]1,,1, vu=H , 
12) { }211446626 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]1,,1, −−= vuH . 

 

Здесь принято, что обозначения вида 12VV  и 21VV  задают одно и тоже ребро, но 
при разном выборе первой и последней вершин. Таким образом, многогран-
ник P  имеет 14 вершин, 12 граней и 24 ребра, что соответствует значению 
Эйлеровой характеристики (14 + 12 – 24 = 2), которое постоянно для всех вы-
пуклых многогранников. В табл. 1 приведены значения координат вершин 
многогранника P  в декартовой системе координат OXYZ  при значении углов 

°= 67α  и °= 32β  (способ, применявшийся для определения значений углов α  
и β , описан в п. 2.3).  

Таблица 1. 
Вершина X  Y  Z  

1V  1.951 0 0 
2V  0.976 1.561 0.781 
3V  0.976 -1.561 0.781 
4V  0.976 1.561 -0.781 
5V  0.976 -1.561 -0.781 
6V  0 -3.123 0 
7V  0 0 -1.563 
7V ′  0 0 1.563 
6V ′  0 3.123 0 
5V ′  -0.976 1.561 0.781 
4V ′  -0.976 -1.561 0.781 
3V ′  -0.976 1.561 -0.781 
2V ′  -0.976 -1.561 -0.781 
1V ′  -1.951 0 0 

 
Вид многогранника P  в декартовой системе координат OXYZ  приведен 

на рис. 2.  
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Рис. 2 

 

На рис. 3 изображены проекции многогранника P  на координатные 
плоскости системы OXYZ . 

 

 
Рис. 3 
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Многогранник P  допускает ряд преобразований симметрии. Он перехо-
дит в себя при повороте вокруг осей OX , OY , OZ  на угол кратный π  (в част-
ном случае при значении угла °== 454πβ  многогранник P  переходит в себя 
при повороте вокруг оси OZ  на угол кратный 2π ). Координатные плоскости 
системы OXYZ  являются его плоскостями симметрии. 
 Приведем некоторые метрические характеристики многогранника P . 
Все его ребра имеют длину 2. Следовательно, все грани – ромбы. Вершины 1V  
и 1V ′  находятся на расстоянии βα sinsin41 =d  от начала координат - точки O , 
вершины 6V  и 6V ′  отстоят от этой точки на расстояние βα cossin42 =d , а вер-
шины 7V  и 7V ′  на расстояние αcos43 =d . Расстояния до вершин 2V , 3V , 4V , 5V  и 

2V ′ , 3V ′ , 4V ′ , 5V ′  от точки O  равны 24 =d . Равенство 21 dd =  имеет место при 
°== 454πβ , равенство 321 ddd ==  достигается при одновременном выполне-

нии условий °== 7.542arctgα  и °== 454πβ . 
Таким образом, соотношения между расстояниями 1d , 2d , 3d  выража-

ются неравенствами, приведенными в табл. 2. 

Таблица 2. 

4
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В табл. 3 указаны зависимости, позволяющие определить расстояние от 

начала координат O  до каждой грани многогранника P . 

Таблица 3. 
Грани Расстояние Грани Расстояние Грани Расстояние 

55

11

,
,,

FF
FF

′
′

 
βα

βα
22 cossin1

sin2sin2

−
 

44

22

,
,,

FF
FF

′
′

 
βα

βα
22 sinsin1

cos2sin2
−

 
66

33

,
,,

FF
FF

′
′

 
βα 2sinsin2

 

 
2.2. Возможности системы при отключении одного из маховиков. 

Оценим возможности рассматриваемой системы в случае, когда один из ма-
ховиков отключен (вышел из строя). Без ограничения общности можно счи-
тать, что отключен маховик с осью, параллельной орту 4e . Суммарный кине-
тический момент такой усеченной системы выражается векторной формулой  
 

              321 eeeH 321 hhh ++= ,                                   (2.2) 
 

скалярная запись которой имеет вид 
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( ) βα sinsin321 hhhH X ++= ,   ( ) βα cossin321 hhhHY −+−= ; 
 

( ) αcos321 hhhH Z +−−= . 
 

Выражение (2.2) для краткости будем записывать в виде [ ]321 ,, hhh=H . Здесь 
по-прежнему maxh−  ≤ ih  ≤ maxh  ( )3,...,1=i . Не ограничивая общности, положим 

1max =h . Область пространства, заполняемая концами векторов (2.2) при ih ≤1, 
– область возможных значений кинетического момента системы  маховиков – 
представляет собой параллелепипед P′ . Перечислим вершины, ребра и грани 
этого параллелепипеда. Вершины (их у параллелепипеда 8) обозначим iV  и iV ′  
( )4,...,1=i . При каждом i  вершины iV  и iV ′  расположены центрально симмет-
рично относительно точки O . Вершины характеризуются соотношениями: 
 

1) 1V  : [ ] ( ),cos,cossin,sinsin31,1,1 αβαβα −−==H   { },,, 321 eee −−  
2) 2V  : [ ] ( ),cos,cossin,sinsin1,1,1 αβαβα=−=H   { },,, 321 eee  
3) 3V  : [ ] ( ),cos,cossin3,sinsin1,1,1 αβαβα −=−=H   { },,, 321 eee −−  
4) 4V  : [ ] ( ),cos3,cossin,sinsin1,1,1 αβαβα −=−=H   { },,, 321 eee −−  
5) 4V ′  : [ ] ( ),cos3,cossin,sinsin1,1,1 αβαβα −−=−−=H  { },,, 321 eee −  
6) 3V ′  : [ ] ( ),cos,cossin3,sinsin1,1,1 αβαβα −−=−−=H  { },,, 321 eee −  
7) 2V ′  : [ ] ( ),cos,cossin,sinsin1,1,1 αβαβα −−−=−−=H  { },,, 321 eee −−−  
8) 1V ′  : [ ] ( ),cos,cossin,sinsin31,1,1 αβαβα−=−−−=H  { }.,, 321 eee−  
 

Здесь в фигурных скобках указаны орты ребер, выходящих из каждой вер-
шины. Параллелепипед имеет 12 ребер. Ребра параллелепипеда P′  будем за-
давать, указывая соединяемые ими вершины и параметризации соответст-
вующих отрезков. Имеем: 
 

1) 12VV : [ ]1,1,u=H ,  5) 34VV ′ : [ ]1,1,−= uH ,  9) 41VV ′′ : [ ]u,1,1 −−=H , 
2) 13VV : [ ]1,,1 u=H ,  6) 32VV ′ : [ ]u,1,1 −=H ,  10) 42VV ′ : [ ]1,,1 −= uH , 
3) 14VV : [ ]u,1,1=H ,  7) 21VV ′′ : [ ]1,1, −−= uH , 11) 43VV ′ : [ ]1,1, −= uH , 
4) 24VV ′ : [ ]1,,1 u−=H ,  8) 31VV ′′ : [ ]1,,1 −−= uH , 12) 23VV ′ : [ ]u,1,1−=H .  

 

Здесь 1−  ≤ u  ≤ 1. Первая вершина ребра получается при 1−=u , последняя – 
при 1=u . Как и всякий параллелепипед P′  имеет 6 граней, которые обозна-
чим iF  и iF ′  ( )3,2,1=i . При каждом i  грани iF  и iF ′  расположены центрально 
симметрично относительно точки O . Грани будем задавать списком 
принадлежащих им ребер и параметризацией: 
 

1) { }133442211 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]1,,vu=H , 
2) { }144223312 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]vu,,1=H , 
3) { }122334413 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]vu ,1,=H , 
4) { }133442211 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]1,, −= vuH , 
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5) { }144223312 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]vu,,1−=H , 
6) { }122334413 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]vu ,1,−=H . 

 
Здесь принято, что обозначения вида 12VV  и 21VV  задают одно и тоже ребро, но 
при разном выборе первой и последней вершин. В табл. 4 приведены значе-
ния координат вершин параллелепипеда P′  в декартовой системе координат 
OXYZ  при значении углов °= 67α  и °= 32β  с учетом отказа одного маховика. 

   
Таблица 4. 

Вершина X  Y  Z  
1V  1.463 -0.781 -0.391 
2V  0.488 0.781 0.391 
3V  0.488 -2.342 0.391 
4V  0.488 0.781 -1.172 
4V ′  -0.488 -0.781 1.172 
3V ′  -0.488 2.342 -0.391 
2V ′  -0.488 -0.781 -0.391 
1V ′  -1.463 0.781 0.391 

 
Вид параллелепипеда P′  в декартовой системе координат OXYZ  приве-

ден на рис. 4. 
 

 
 

Рис. 4 
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На рис. 5 изображены проекции параллелепипеда P′  на координатные 
плоскости системы OXYZ .  

 
Рис. 5 

 

Параллелепипед P′  представляет собой многогранник P  с длиной ребер  74VV ′′ , 
51VV ′′ , 63VV ′′ , 47VV , 15VV , 36VV  равной нулю,  поскольку именно эти ребра парал-

лельны орту 4e  и, соответственно, оси отключенного маховика. Таким обра-
зом, в декартовой системе координат OXYZ , координаты вершин 4V ′ , 1V ′ , 3V ′ , 

4V , 1V , 3V  параллелепипеда P′  совпадают с координатами середин ребер 74VV ′′ , 
51VV ′′ , 63VV ′′ , 47VV , 15VV , 36VV  многогранника P  соответственно. Приведем некото-

рые метрические характеристики многогранника P′ . Его ребра имеют длину 
2. Следовательно, все грани – ромбы. Вершины 1V  и 1V ′  находятся на расстоя-
нии 1sinsin8 22

1 += βαd  от начала координат - точки O , вершины 3V  и 3V ′  от-
стоят от этой точки на расстояние 1cossin8 22

2 += βαd , а вершины 4V  и 4V ′  на 
расстояние 1cos8 2

3 += αd . Расстояния до вершин 2V  и 2V ′  от точки O  равны 
14 =d . Равенство 21 dd =  имеет место при °== 454πβ , равенство 321 ddd ==  

достигается при одновременном выполнении условий °== 7.542arctgα  и 
°== 454πβ . 

Таким образом, соотношения между расстояниями 1d , 2d , 3d  выража-
ются неравенствами, приведенными в табл. 2. 

В табл. 5 указаны зависимости, позволяющие определить расстояние от 
начала координат O  до каждой грани параллелепипеда P′ . 



 13 

Таблица 5. 
Грани Расстояние Грани Расстояние Грани Расстояние 

11 , FF ′  
βα

βα
22 cossin1

sin2sin

−
 22 , FF ′  

βα

βα
22 sinsin1

cos2sin
−

 33 , FF ′  βα 2sinsin  

 

2.3. Расположение маховиков на космическом аппарате. Рассмотрим 
вопрос, как следует расположить описанную в п. 2.1 систему из четырех ма-
ховиков на КА и как лучше всего выбрать значения углов α  и β , чтобы обес-
печить достаточно широкие возможности управления угловой скоростью ап-
парата.  
 Моменты инерции относительно главных центральных осей инерции 
КА, т.е. осей OX , OY , OZ  обозначим соответственно XJ , YJ , ZJ . Примем зна-
чения этих моментов равными: 21000 мкгJ X = , 21600 мкгJY = , 2800 мкгJ Z = . 
Поскольку система управления ориентацией космического аппарата должна 
быть достаточно универсальной, естественно потребовать, чтобы максималь-
ные абсолютные значения реализуемых ею угловых скоростей вращения во-
круг каждой из осей OX , OY  и OZ  были одинаковы. Предположим, что пол-
ный кинетический момент КА - сумма кинетических моментов несущего тела 
и маховиков - равен нулю. Тогда имеют место соотношения: 

 

0=+ XXX HJ ω ,  0=+ YYY HJ ω ,  0=+ ZZZ HJ ω . 
 

Здесь Xω , Yω , Zω  и XH , YH , ZH  - проекции абсолютной угловой скорости 
несущего тела и собственного кинетического момента системы маховиков на 
оси  OX , OY  и OZ  соответственно. Разрешая последние соотношения относи-
тельно угловых скоростей, получим 
 

                      
X

X
X J

H
−=ω ,  

Y

Y
Y J

H
−=ω ,            

Z

Z
Z J

H
−=ω .                (2.3) 

 

Исходя из требуемого условия ZYX ωωω ==  и c учетом соотношений     
βα sinsin4=XH , βα cossin4=YH , αcos4=ZH , определим значение угла β . 

Y

X

Y

X

J
J

H
H

= , 
8
5

cossin4
sinsin4

=
βα
βα , откуда получаем °== 32

8
5arctgβ . Зная значение угла 

β  определяем значение угла α . 
Z

Y

Z

Y

J
J

H
H

= , 2
cos4

cossin4
=

α
βα , откуда получаем 

β
α

cos
2tg = , °= 67α . 

Таким образом, при полученных значениях углов α  и β , максимальные 
значения абсолютных величин компонент угловой скорости КА в системе 
OXYZ  составляют 21

max002.0 −−=== мкгhZYX ωωω , где maxh  - абсолютная вели-
чина предельного значения кинетического момента отдельного маховика. 
Если по какой-либо оси реализуется отвечающее ей максимальное значение, 
то компоненты угловой скорости по двум другим осям равны нулю. Указан-
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ные максимальные значения компонент угловой скорости характеризуют 
предельные возможности системы маховиков для разворотов КА вокруг его 
главных центральных осей инерции. При произвольном выборе направления 
вектора угловой скорости в системе OXYZ  максимальное значение модуля 
этого вектора будет меньше. Область допустимых значений угловой скорости 
аппарата представляет собой многогранник ωP , получающийся из многогран-
ника P  преобразованием подобия, задаваемым формулами (2.3). Указанные 
выше предельные значения угловых скоростей реализуются на вершинах 
этого многогранника. 
 

3. Конфигурация системы маховиков «шестигранная пирамида». 
 

3.1. Область возможных значений кинетического момента. Рассмот-
рим систему маховиков, оси которых расположены параллельно боковым 
ребрам правильной шестигранной пирамиды (рис. 6).  

 

 
Рис. 6 

 

Орты ie  ( )6,...,1=i  осей маховиков имеют в системе координат OXYZ  компо-
ненты: 

( )αα cos,sin,0 −=1e ,    







−= ααα cos,sin

2
1,sin

2
3

2e , 

 









= ααα cos,sin

2
1,sin

2
3

3e ,   ( )αα cos,sin,0 −=4e , 

 









−−= ααα cos,sin

2
1,sin

2
3

5e ,   







−= ααα cos,sin

2
1,sin

2
3

6e . 
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Здесь α  - угол между осью маховика и осью OZ . Угол α  - параметр системы.  
Суммарный кинетический момент маховиков выражается формулой: 
 
                                    654321 eeeeeeH 654321 hhhhhh +++++= ,                          (3.1) 
 
в которой ih  - значение кинетического момента маховика с номером i . Махо-
вики считаем одинаковыми. В этом случае maxh−  ≤ ih  ≤ maxh  ( )6,...,1=i , где maxh  - 
абсолютная величина предельного значения кинетического момента отдель-
ного маховика. Величина maxh  - еще один параметр системы. Скалярная запись 
векторного выражения (3.1) 
 

( ) αsin
2
3

6532 hhhhH X +++= , αsin
2222
65

4
32

1 





 +−−+−−=

hhhhhhHY , 

 
( ) αcos654321 hhhhhhH Z −−−++= . 

 
Здесь XH , YH , ZH  компоненты H  в системе координат OXYZ . Выражение 
(3.1)  для краткости будем записывать в виде [ ]654321 ,,,,, hhhhhh=H . Кроме того, 
будем использовать обычное представление вектора ( )ZYX HHH ,,=H , указы-
вая в круглых скобках его компоненты в системе координат OXYZ . Не 
ограничивая общности, положим 1max =h . 
Рассмотрим область P  пространства ( )ZYX HHHR ,,3 , заполняемую концами 
векторов (3.1) при ih  ≤ 1. Эта область является областью возможных значе-
ний кинетического момента системы маховиков и представляет собой выпук-
лый многогранник, обладающий центральной симметрией относительно на-
чала координат. Перечислим вершины, ребра и грани этого многогранника. 
Координаты каждой вершины многогранника соответствуют координатам 
конца вектора суммарного кинетического момента составленного из опреде-
ленной комбинации максимальных значений кинетических моментов махови-
ков [ ]1,1,1,1,1,1 ±±±±±± , из чего следует, что общее число вершин не может быть 
более 64 = 26. В данном случае существуют 2 комбинации, при которых сум-
марный вектор H  равен нулю ( [ ]1,1,1,1,1,1 −−=H  и [ ]1,1,1,1,1,1 −−−−=H ), и 30 комби-
наций, когда суммарный вектор H  лежит внутри области P , что зависит от 
взаимного расположения маховиков относительно связанной системы коор-
динат OXYZ . Оставшиеся 32 комбинации соответствуют вершинам 
многогранника. Обозначим их iV  и iV ′  ( )16,...,1=i . При каждом i  вершины iV  и 

iV ′  расположены центрально симметрично относительно точки O . Вершины 
характеризуются соотношениями: 
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1) 1V  : [ ] ( ),cos6,0,01,1,1,1,1,1 α=−−−=H     { },,,,,, 654321 eeeeee −−−  
2) 2V  : [ ] ( ),cos4,sin2,01,1,1,1,1,1 αα=−−−−=H    { },,, 621 eee −  
3) 3V  : [ ] ( ),cos4,sin,sin31,1,1,1,1,1 ααα−=−−−−=H   { },,, 321 eee −−  
4) 4V  : [ ] ( ),cos4,sin,sin31,1,1,1,1,1 ααα −−=−−−−=H   { },,, 432 eee−  
5) 5V  : [ ] ( ),cos4,sin2,01,1,1,1,1,1 αα−=−−=H    { },,, 543 eee −−  
6) 6V  : [ ] ( ),cos4,sin,sin31,1,1,1,1,1 ααα −=−−=H   { },,, 654 eee −   
7) 7V  : [ ] ( ),cos4,sin,sin31,1,1,1,1,1 ααα=−−=H   { },,, 651 eee −−    
8) 8V  : [ ] ( ),cos2,sin3,sin31,1,1,1,1,1 ααα=−−−=H   { },,,, 6521 eeee −−  
9) 9V  : [ ] ( ),cos2,sin3,sin31,1,1,1,1,1 ααα−=−−−−−=H  { },,,, 6321 eeee −  
10) 10V  : [ ] ( ),cos2,0,sin321,1,1,1,1,1 αα−=−−−−−=H   { },,,, 4321 eeee−  
11) 11V  : [ ] ( ),cos2,sin3,sin31,1,1,1,1,1 ααα −−=−−−=H  { },,,, 5432 eeee −−  
12) 12V  : [ ] ( ),cos2,sin3,sin31,1,1,1,1,1 ααα −=−=H   { },,,, 6543 eeee −−−  
13) 13V  : [ ] ( ),cos2,0,sin321,1,1,1,1,1 αα=−=H    { },,,, 6541 eeee −−−  
14) 14V  : [ ] ( ),0,sin2,sin321,1,1,1,1,1 αα=−−=H    { },,,, 5421 eeee −−  
15) 15V  : [ ] ( ),0,sin4,01,1,1,1,1,1 α=−−−−=H    { },,,, 6532 eeee −−  
16) 16V  : [ ] ( ),0,sin2,sin321,1,1,1,1,1 αα−=−−−−−−=H  { },,,, 6431 eeee  
17) 16V ′  : [ ] ( ),0,sin2,sin321,1,1,1,1,1 αα −==H    { },,,, 6431 eeee −−−−  
18) 15V ′  : [ ] ( ),0,sin4,01,1,1,1,1,1 α−=−−=H     { },,,, 6532 eeee −−  
19) 14V ′  : [ ] ( ),0,sin2,sin321,1,1,1,1,1 αα −−=−−−−=H   { },,,, 5421 eeee −−  
20) 13V ′  : [ ] ( ),cos2,0,sin321,1,1,1,1,1 αα −−=−−−−−=H  { },,,, 6541 eeee −  
21) 12V ′  : [ ] ( ),cos2,sin3,sin31,1,1,1,1,1 ααα −−=−−−−−=H  { },,,, 6543 eeee −  
22) 11V ′  : [ ] ( ),cos2,sin3,sin31,1,1,1,1,1 ααα −=−−−=H   { },,,, 5432 eeee −−  
23) 10V ′  : [ ] ( ),cos2,0,sin321,1,1,1,1,1 αα −=−=H    { },,,, 4321 eeee −−−  
24) 9V ′  : [ ] ( ),cos2,sin3,sin31,1,1,1,1,1 ααα −−=−=H   { },,,, 6321 eeee −−−  
25) 8V ′  : [ ] ( ),cos2,sin3,sin31,1,1,1,1,1 ααα −−−=−−−=H  { },,,, 6521 eeee −−  
26) 7V ′  : [ ] ( ),cos4,sin,sin31,1,1,1,1,1 ααα −−−=−−−−=H  { },,, 651 eee −     
27) 6V ′  : [ ] ( ),cos4,sin,sin31,1,1,1,1,1 ααα −−=−−−−=H  { },,, 654 eee −−    
28) 5V ′  : [ ] ( ),cos4,sin2,01,1,1,1,1,1 αα −=−−−−=H   { },,, 543 eee −  
29) 4V ′  : [ ] ( ),cos4,sin,sin31,1,1,1,1,1 ααα −=−−=H   { },,, 432 eee −−  
30) 3V ′  : [ ] ( ),cos4,sin,sin31,1,1,1,1,1 ααα −−=−−=H   { },,, 321 eee −  
31) 2V ′  : [ ] ( ),cos4,sin2,01,1,1,1,1,1 αα −−=−−=H    { },,, 621 eee −−  
32) 1V ′  : [ ] ( ),cos6,0,01,1,1,1,1,1 α−=−−−=H    { }.,,,,, 654321 eeeeee −−−  
 

Здесь в фигурных скобках указаны орты ребер, выходящих из каждой вер-
шины. Многогранник P  имеет 60 ребер. Ребра будем задавать, указывая 
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соединяемые ими вершины и параметризации соответствующих отрезков. 
Имеем : 
 

1) 12VV : [ ],1,1,1,1,1, −−−= uH    31) 13VV : [ ],1,1,1,1,,1 −−−= uH    
2) 14VV : [ ],1,1,1,,1,1 −−−= uH   32) 51VV : [ ],1,1,,1,1,1 −−= uH    
3) 61VV : [ ],1,,1,1,1,1 −−= uH    33) 71VV : [ ],,1,1,1,1,1 u−−=H    
4) 29VV : [ ],1,1,1,1,,1 −−−−= uH   34) 82VV : [ ],,1,1,1,1,1 u−−−=H    
5) 39VV : [ ],1,1,1,1,1, −−−−= uH   35) 310VV : [ ],1,1,1,,1,1 −−−−= uH    
6) 410VV : [ ],1,1,1,1,,1 −−−−= uH   36) 114VV : [ ],1,1,,1,1,1 −−−= uH    
7) 511VV : [ ],1,1,1,,1,1 −−= uH    37) 125VV : [ ],1,,1,1,1,1 −= uH    
8) 126VV : [ ],1,1,,1,1,1 −= uH    38) 136VV : [ ],,1,1,1,1,1 u−=H    
9) 137VV : [ ],1,,1,1,1,1 u−=H    39) 78VV : [ ],1,1,1,1,1, −−= uH    
10) 148VV : [ ],1,,1,1,1,1 u−−=H   40) 815VV : [ ],1,1,1,1,,1 −−−= uH    
11) 159VV : [ ],,1,1,1,1,1 u−−−−=H   41) 916VV : [ ],1,1,1,,1,1 −−−−−= uH  

 12) 1016VV : [ ],1,1,1,1,1, −−−−−= uH   42) 1410VV ′ : [ ],1,1,,1,1,1 −−−−= uH   
13) 1114VV ′ : [ ],1,1,1,1,,1 −−−= uH   43) 1511VV ′ : [ ],1,,1,1,1,1 −−= uH   
14) 1215VV ′ : [ ],1,1,1,,1,1 −= uH    44) 1612VV ′ : [ ],,1,1,1,1,1 u=H    
15) 1613VV ′ : [ ],1,1,,1,1,1 u=H    45) 1314VV : [ ],1,1,1,1,1, −= uH    
16) 1413VV ′′ : [ ],1,1,1,1,1, −−−−= uH   46) 1316VV ′ : [ ],1,1,,1,1,1 −−−−−= uH   
17) 1216VV ′ : [ ],,1,1,1,1,1 u−−−−−=H   47) 1512VV ′ : [ ],1,1,1,,1,1 −−−−= uH   
18) 1115VV ′ : [ ],1,,1,1,1,1 u−−−=H   48) 1411VV ′ : [ ],1,1,1,1,,1 −−= uH   
19) 1014VV ′ : [ ],1,1,,1,1,1 u−=H    49) 1610VV ′′ : [ ],1,1,1,1,1,u=H  
20) 169VV ′′ : [ ],1,1,1,,1,1 u=H    50) 915VV ′′ : [ ],,1,1,1,1,1 u−=H  
21) 158VV ′′ : [ ],1,1,1,1,,1 −−= uH   51) 814VV ′′ : [ ],1,,1,1,1,1 −−−= uH    
22) 87VV ′′ : [ ],1,1,1,1,1, −−−= uH   52) 713VV ′′ : [ ],1,,1,1,1,1 u−−−=H    
23) 613VV ′′ : [ ],,1,1,1,1,1 u−−−−=H   53) 612VV ′′ : [ ],1,1,,1,1,1 −−−−= uH   
24) 512VV ′′ : [ ],1,,1,1,1,1 u−−−−=H   54) 115VV ′′ : [ ],1,1,1,,1,1 −−−= uH    
25) 411VV ′′ : [ ],1,1,,1,1,1 u−−=H   55) 104VV ′′ : [ ],1,1,1,1,,1 u−=H    
26) 103VV ′′ : [ ],1,1,1,,1,1 u−=H    56) 93VV ′′ : [ ],1,1,1,1,1, −= uH    
27) 92VV ′′ : [ ],1,1,1,1,,1 −= uH    57) 28VV ′′ : [ ],,1,1,1,1,1 u−−=H    
28) 17VV ′′ : [ ],,1,1,1,1,1 u−−−=H   58) 16VV ′′ : [ ],1,,1,1,1,1 u−−−=H    
29) 15VV ′′ : [ ],1,1,,1,1,1 u−−−=H   59) 41VV ′′ : [ ],1,1,1,,1,1 u−−=H    
30) 31VV ′′ : [ ],1,1,1,1,,1 −−= uH   60) 21VV ′′ : [ ].1,1,1,1,1, −−= uH   

 

Здесь 1−  ≤ u  ≤ 1. Первая вершина ребра получается при 1−=u , последняя – 
при 1=u . Многогранник P  имеет 30 граней, которые обозначим iF  и iF ′  
( )15,...,1=i . При каждом i  грани iF  и iF ′  расположены центрально симмет-
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рично относительно точки O . Грани будем задавать списком принадлежащих 
им ребер и параметризацией: 

 

1) { }177882211 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]vu ,1,1,1,1, −−=H , 
2) { }177882211 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]vu ,1,1,1,1, −−=H , 
3) { }122993312 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,1,1,1,, −−−= vuH , 
4) { }122993312 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,1,1,1,, −= vuH , 
5) { }13310104413 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,1,1,,,1 −−−= vuH , 
6) { }13310104413 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,1,1,,,1 vu−=H , 
7) { }14411115514 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,1,,,1,1 −−= vuH , 
8) { }14411115514 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,1,,,1,1 vu−−=H , 
9) { }15512126615 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,,,1,1,1 −= vuH , 
10) { }15512126615 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,,,1,1,1 vu−−−=H , 
11) { }16613137716 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]vu,,1,1,1,1 −=H , 
12) { }16613137716 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]vu,,1,1,1,1 −−−=H , 
13) { }7131314148877 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,,1,1,1, vu −=H , 
14) { }7131314148877 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,,1,1,1, −−−= vuH , 
15) { }81515992288 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]vu ,1,1,1,,1 −−−=H , 
16) { }81515992288 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]vu ,1,1,1,,1 −=H , 
17) { }9161610103399 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,1,1,,1, −−−−= vuH , 
18) { }9161610103399 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,1,1,,1, vu=H , 
19) { }1014141111441010 ,,, VVVVVVVVF ′′= , [ ]1,1,,1,,1 −−−= vuH , 
20) { }1014141111441010 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ , [ ]1,1,,1,,1 vu−=H , 
21) { }1115151212551111 ,,, VVVVVVVVF ′′= , [ ]1,,1,,1,1 −= vuH , 
22) { }1115151212551111 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ , [ ]1,,1,,1,1 vu −−−=H , 
23) { }1216161313661212 ,,, VVVVVVVVF ′′= , [ ]vu ,1,,1,1,1=H , 
24) { }1216161313661212 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ , [ ]vu ,1,,1,1,1 −−−−=H , 
25) { }131616101014141313 ,,, VVVVVVVVF ′′′′= , [ ]1,1,,1,1, vu=H , 
26) { }131616101014141313 ,,, VVVVVVVVF ′′′′=′ , [ ]1,1,,1,1, −−−−= vuH , 
27) { }8141411111515814 ,,, VVVVVVVVF ′′= , [ ]1,,1,1,,1 vu −−=H , 
28) { }8141411111515814 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ , [ ]1,,1,1,,1 −−= vuH , 
29) { }9161612121616915 ,,, VVVVVVVVF ′′= , [ ]vu ,1,1,,1,1 −−−−=H , 
30) { }9161612121616915 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ , [ ]vu ,1,1,,1,1=H . 
 

Здесь принято, что обозначения вида 12VV  и 21VV  задают одно и тоже ребро, но 
при разном выборе первой и последней вершин. Таким образом, многогран-
ник P  имеет 32 вершины, 30 граней и 60 ребер. В табл. 6 приведены значения 
координат вершин многогранника P  в декартовой системе координат OXYZ  
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при значении угла °= 72α  (способ, применявшийся для определения значе-
ния угла  α , описан в п. 3.3). 

Таблица 6. 
Вершина X  Y  Z  Вершина X  Y  Z  

1V  0 0 1.854 1V ′  0 0 -1.854 
2V  0 1.902 1.236 2V ′  0 -1.902 -1.236 
3V  -1.647 0.951 1.236 3V ′  1.647 -0.951 -1.236 
4V  -1.647 -0.951 1.236 4V ′  1.647 0.951 -1.236 
5V  0 -1.902 1.236 5V ′  0 1.902 -1.236 
6V  1.647 -0.951 1.236 6V ′  -1.647 0.951 -1.236 
7V  1.647 0.951 1.236 7V ′  -1.647 -0.951 -1.236 
8V  1.647 2.853 0.618 8V ′  -1.647 -2.853 -0.618 
9V  -1.647 2.853 0.618 9V ′  1.647 -2.853 -0.618 

10V  -3.294 0 0.618 10V ′  3.294 0 -0.618 
11V  -1.647 -2.853 0.618 11V ′  1.647 2.853 -0.618 
12V  1.647 -2.853 0.618 12V ′  -1.647 2.853 -0.618 
13V  3.294 0 0.618 13V ′  -3.294 0 -0.618 
14V  3.294 1.902 0 14V ′  -3.294 -1.902 0 
15V  0 3.804 0 15V ′  0 -3.804 0 
16V  -3.294 1.902 0 16V ′  3.294 -1.902 0 

 

Вид многогранника P  в декартовой системе координат OXYZ  приведен 
на рис. 7. 

 
Рис. 7 
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На рис. 8 изображены проекции многогранника P  на координатные 
плоскости системы OXYZ .  

 
Рис. 8 

 

На рис. 9 изображены проекции многогранника P  на координатную 
плоскость  OXY  и обозначены вершины многогранника. 

 
Рис. 9 
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Многогранник P  допускает ряд преобразований симметрии. Он перехо-
дит в себя при повороте вокруг осей OX , OY , OZ  на угол кратный π . Коорди-
натные плоскости системы OXYZ  являются его плоскостями симметрии. 

 Приведем некоторые метрические характеристики многогранника 
P . Все его ребра имеют длину 2. Следовательно, все грани – ромбы. Вер-
шины 1V  и 1V ′  находятся на расстоянии αcos61 =d  от начала координат - точки 
O , вершины 14V , 14V ′ , 15V , 15V ′  и 16V , 16V ′  отстоят от этой точки на расстояние 

αsin42 =d , а вершины 2V , 2V ′ , 3V , 3V ′ , 4V , 4V ′ , 5V , 5V ′ , 6V , 6V ′  и 7V , 7V ′  на расстоя-
ние 1cos32 2

3 += αd . Расстояния до вершин 8V , 8V ′ , 9V , 9V ′ , 10V , 10V ′ , 11V , 11V ′ , 12V , 

12V ′  и 13V , 13V ′  от точки O  равны 1sin22 2
4 += αd . Соотношения между расстоя-

ниями 1d , 2d , 3d , 4d  выражаются неравенствами, приведенными в табл. 7. 
          Таблица 7. 

Расстояния Значения угла α  
2d < 4d < 3d < 1d  

°0 ≤α <
2
2arcsin  

2d = 4d < 3d < 1d  
°== 45

2
2arcsinα  

4d < 2d < 3d < 1d  
2
2arcsin <α <

7
2arcsin  

4d < 2d = 3d < 1d  
 

°≈= 1.49
7

2arcsinα  

4d < 3d < 2d < 1d  
7

2arcsin <α <
2
3arctg  

4d = 3d < 2d < 1d  
°≈= 8.50

2
3arctgα  

3d < 4d < 2d < 1d  
2
3arctg <α <

2
3arctg  

3d < 4d < 2d = 1d  °≈= 3.56
2
3arctgα  

3d < 4d < 1d < 2d  
2
3arctg <α <

11
3arccos  

3d < 4d = 1d < 2d  
°≈= 5.58

11
3arccosα  

3d < 1d < 4d < 2d  
11
3arccos <α <

6
1arccos  

3d = 1d < 4d < 2d  °≈= 9.65
6

1arccosα  

1d < 3d < 4d < 2d  
6

1arccos <α ≤ °90  
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В табл. 8 указаны зависимости, позволяющие определить расстояние от 
начала координат O  до каждой грани многогранника P . 

       Таблица 8. 
Грани 11 , FF ′ , 22 , FF ′ , 33 , FF ′ , 

44 , FF ′ , 55 , FF ′ , 66 , FF ′  
77 , FF ′ , 88 , FF ′ , 99 , FF ′ , 
1010 , FF ′ , 1111 , FF ′ , 1212 , FF ′  

1313 , FF ′ , 1414 , FF ′ , 1515 , FF ′  

Расстояние 
α

α 2cos3
32sin3

+
 

α
α 2cos151

12sin4
+

 αsin32  

 

3.2 Возможности системы при отключении одного из маховиков. 
Оценим возможности рассматриваемой системы в случае, когда один из ма-
ховиков отключен (вышел из строя). Без ограничения общности можно счи-
тать, что отключен маховик с осью, параллельной орту 6e . Суммарный кине-
тический момент такой усеченной системы выражается векторной формулой  
 

                                        54321 eeeeeH 54321 hhhhh ++++= ,                                (3.2) 
 

скалярная запись которой имеет вид 
 

( ) αsin
2
3

532 hhhH X ++= ,  αsin
222
5

4
32

1 





 −−+−−=

hhhhhHY , 

( ) αcos54321 hhhhhH Z −−++= . 
 

Выражение (3.2) для краткости будем записывать в виде [ ]54321 ,,,, hhhhh=H . 
Здесь по-прежнему maxh−  ≤ ih  ≤ maxh  ( )5,...,1=i . Не ограничивая общности, 
положим 1max =h . Область пространства, заполняемая концами векторов (3.2) 
при ih  ≤ 1 – область возможных значений кинетического момента системы  
маховиков – представляет собой многогранник P′ . Перечислим вершины, 
ребра и грани этого многогранника. Вершины (в данном случае их 22) обо-
значим iV  и iV ′  ( )11,...,1=i . При каждом i  вершины iV  и iV ′  расположены цен-
трально симметрично относительно точки O . Вершины характеризуются 
соотношениями: 

1) 1V  : [ ] ,cos5,sin
2
1,sin

2
31,1,1,1,1 








=−−= αααH    { },,,,, 54321 eeeee −−−  

2) 2V  : [ ] ,cos3,sin
2
5,sin

2
31,1,1,1,1 








=−−−= αααH    { },,, 521 eee −  

3) 3V  : [ ] ,cos3,sin
2
3,sin

2
31,1,1,1,1 








−=−−−= αααH    { },,, 321 eee −−  

4) 4V  : [ ] ,cos3,sin
2
1,sin

2
31,1,1,1,1 








−−=−−−= αααH   { },,, 432 eee−  

5) 5V  : [ ] ,cos3,sin
2
3,sin

2
31,1,1,1,1 








−=−= αααH    { },,, 543 eee −−  
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6) 6V  : [ ] ,cos3,sin
2
1,sin

2
331,1,1,1,1 








−=−= αααH    { },,, 541 eee −−   

7) 7V  : [ ] ,cos,sin
2
3,sin

2
331,1,1,1,1 








=−−= αααH    { },,,, 5421 eeee −−  

8) 8V  : [ ] ,cos,sin
2
7,sin

2
31,1,1,1,1 








−=−−−−= αααH    { },,,, 5321 eeee −  

9) 9V  : [ ] ,cos,sin
2
1,sin

2
331,1,1,1,1 








−=−−−−= αααH   { },,,, 4321 eeee−  

10) 10V  : [ ] ,cos,sin
2
5,sin

2
31,1,1,1,1 








−−=−−= αααH    { },,,, 5432 eeee −−  

11) 11V  : [ ] ,cos,sin
2
5,sin

2
331,1,1,1,1 








−== αααH    { },,,, 4321 eeee −−−−  

12) 11V ′  : [ ] ,cos,sin
2
5,sin

2
331,1,1,1,1 








−−=−−−−−= αααH   { },,,, 4321 eeee  

13) 10V ′  : [ ] ,cos,sin
2
5,sin

2
31,1,1,1,1 








−=−−−= αααH    { },,,, 5432 eeee −−  

14) 9V ′  : [ ] ,cos,sin
2
1,sin

2
331,1,1,1,1 








−−=−= αααH    { },,,, 4321 eeee −−−   

15) 8V ′  : [ ] ,cos,sin
2
7,sin

2
31,1,1,1,1 








−−=−= αααH    { },,,, 5321 eeee −−−   

16) 7V ′  : [ ] ,cos,sin
2
3,sin

2
331,1,1,1,1 








−−−=−−−= αααH   { },,,, 5421 eeee −−   

17) 6V ′  : [ ] ,cos3,sin
2
1,sin

2
331,1,1,1,1 








−−=−−−−= αααH   { },,, 541 eee −   

18) 5V ′  : [ ] ,cos3,sin
2
3,sin

2
31,1,1,1,1 








−−=−−−−= αααH   { },,, 543 eee −  

19) 4V ′  : [ ] ,cos3,sin
2
1,sin

2
31,1,1,1,1 








−=−−= αααH    { },,, 432 eee −−  

20) 3V ′  : [ ] ,cos3,sin
2
3,sin

2
31,1,1,1,1 








−−=−−= αααH    { },,, 321 eee −  

21) 2V ′  : [ ] ,cos3,sin
2
5,sin

2
31,1,1,1,1 








−−−=−−= αααH   { },,, 521 eee −−  

22) 1V ′  : [ ] ,cos5,sin
2
1,sin

2
31,1,1,1,1 








−−−=−−−= αααH   { }.,,,, 54321 eeeee −−  



 24 

Здесь в фигурных скобках указаны орты ребер, выходящих из каждой вер-
шины. Параллелепипед имеет 40 ребер. Ребра многогранника P′  будем зада-
вать, указывая соединяемые ими вершины и параметризации соответствую-
щих отрезков. Имеем: 
 

1) 12VV : [ ],1,1,1,1, −−= uH  15) 13VV : [ ],1,1,1,,1 −−= uH  29) 76VV ′′ : [ ],1,1,1,1, −−−= uH    
2) 14VV : [ ],1,1,,1,1 −−= uH  16) 51VV : [ ],1,,1,1,1 −= uH  30) 79VV ′ : [ ],1,,1,1,1 −−−= uH   
3) 61VV : [ ],,1,1,1,1 u−=H  17) 72VV : [ ],,1,1,1,1 u−−=H  31) 16VV ′′ : [ ],,1,1,1,1 u−−−=H   
4) 28VV : [ ],1,1,1,,1 −−−= uH  18) 83VV ′′ : [ ],1,1,1,1, −= uH  32) 105VV ′′ : [ ],1,1,,1,1 −−−= uH  
5) 39VV : [ ],1,1,,1,1 −−−= uH  19) 21VV ′′ : [ ],1,1,1,1, −−= uH  33) 410VV ′′ : [ ],1,,1,1,1 u−−=H  
6) 104VV : [ ],1,,1,1,1 −−= uH  20) 510VV : [ ],1,1,,1,1 −= uH  34) 611VV ′′ : [ ],1,,1,1,1 −−−−= uH   
7) 115VV : [ ],,1,1,1,1 u=H  21) 67VV : [ ],1,1,1,1, −= uH  35) 811VV ′ : [ ],1,1,,1,1 −−−−= uH   
8) 116VV : [ ],1,,1,1,1 u=H  22) 97VV ′ : [ ],1,,1,1,1 u−=H  36) 911VV ′ : [ ],1,1,1,1, −−−−= uH   
9) 710VV ′ : [ ],1,1,1,,1 −−= uH  23) 82VV ′′ : [ ],1,1,1,,1 −= uH  37) 38VV : [ ],1,1,1,1, −−−= uH   
10) 31VV ′′ : [ ],1,1,1,,1 −−= uH  24) 119VV ′ : [ ],1,1,1,1,u=H  38) 511VV ′′ : [ ],,1,1,1,1 u−−−−=H   
11) 27VV ′′ : [ ],,1,1,1,1 u−−=H  25) 118VV ′ : [ ],1,1,,1,1 u=H  39) 108VV ′ : [ ],,1,1,1,1 u−−−=H  
12) 810VV ′ : [ ],,1,1,1,1 u−=H  26) 107VV ′ : [ ],1,1,1,,1 −−= uH  40) 49VV : [ ].1,1,1,,1 −−−= uH   
13) 94VV ′′ : [ ],1,1,1,,1 u−=H  27) 93VV ′′ : [ ],1,1,,1,1 u−=H   
14) 41VV ′′ : [ ],1,1,,1,1 u−−=H  28) 15VV ′′ : [ ],1,,1,1,1 u−−−=H   
 

Здесь 1−  ≤ u  ≤ 1. Первая вершина ребра получается при 1−=u , последняя – 
при 1=u . Многогранник P′  имеет 20 граней, которые обозначим iF  и iF ′  
( )10,...,1=i . При каждом i  грани iF  и iF ′  расположены центрально симмет-
рично относительно точки O . Грани будем задавать списком принадлежащих 
им ребер и параметризацией: 
 

1) { }166772211 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]vu ,1,1,1, −=H , 
2) { }166772211 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]vu ,1,1,1, −−=H , 
3) { }122883312 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,1,1,, −−= vuH , 
4) { }122883312 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,1,1,, −= vuH , 
5) { }133994413 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,1,,,1 −−= vuH , 
6) { }133994413 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,1,,,1 vu−=H , 
7) { }14410105514 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]1,,,1,1 −= vuH , 
8) { }14410105514 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]1,,,1,1 vu−−=H , 
9) { }15511116615 ,,, VVVVVVVVF = ,  [ ]vu,,1,1,1=H , 
10) { }15511116615 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′′′=′ ,  [ ]vu,,1,1,1 −−−=H , 
11) { }38811119936 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]1,1,,1, −−−= vuH , 
12) { }38811119936 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]1,1,,1, vu=H , 
13) { }49977101047 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]1,,1,,1 −−= vuH , 
14) { }49977101047 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]1,,1,,1 vu−=H , 
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15) { }5101088111158 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]vu ,1,,1,1=H , 
16) { }5101088111158 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,   [ ]vu ,1,,1,1 −−−=H , 
17) { }61111997769 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]1,,1,1, vu=H , 
18) { }61111997769 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]1,,1,1, −−−= vuH , 
19) { }710108822710 ,,, VVVVVVVVF ′′= ,  [ ]vu ,1,1,,1 −−=H , 
20) { }710108822710 ,,, VVVVVVVVF ′′′′′′=′ ,  [ ]vu ,1,1,,1 −=H . 
 

Здесь принято, что обозначения вида 12VV  и 21VV  задают одно и тоже ребро, но 
при разном выборе первой и последней вершин. В табл. 9 приведены значе-
ния координат вершин многогранника P′  в декартовой системе координат 
OXYZ  при значении угла °= 72α  с учетом отказа одного маховика. 

Таблица 9.  
Вершина X  Y  Z  Вершина X  Y  Z  

1V  0.824 0.476 1.545 1V ′  -0.824 -0.476 -1.545 
2V  0.824 2.378 0.927 2V ′  -0.824 -2.378 -0.927 
3V  -0.824 1.427 0.927 3V ′  0.824 -1.427 -0.927 
4V  -0.824 -0.476 0.927 4V ′  0.824 0.476 -0.927 
5V  0.824 -1.427 0.927 5V ′  -0.824 1.427 -0.927 
6V  2.471 -0.476 0.927 6V ′  -2.471 0.476 -0.927 
7V  2.471 1.427 0.309 7V ′  -2.471 -1.427 -0.309 
8V  -0.824 3.329 0.309 8V ′  0.824 -3.329 -0.309 
9V  -2.471 0.476 0.309 9V ′  2.478 -0.478 -0.309 

10V  -0.824 -2.378 0.309 10V ′  0.824 2.378 -0.309 
11V  2.471 -2.378 0.309 11V ′  -2.471 2.378 -0.309 

 

Вид многогранника P′  в декартовой системе координат OXYZ  приведен 
на рис. 10. 

 
Рис. 10 
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На рис. 11 изображены проекции многогранника P′  на координатные 
плоскости системы OXYZ .  

 
Рис. 11 

 

На рис. 12 изображены проекции многогранника P′  на координатную 
плоскость OXY  и обозначены вершины многогранника. 

 

 
Рис. 12 
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Многогранник P′  представляет собой многогранник P  с длиной ребер  
71VV ′′ , 82VV ′′ , 136VV ′′ , 159VV ′′ , 1612VV ′ , 71VV , 82VV , 136VV , 159VV , 1612VV ′  равной нулю,  

поскольку именно эти ребра параллельны орту 6e  и, соответственно, оси от-
ключенного маховика. Таким образом, в декартовой системе координат 
OXYZ , координаты вершин 1V ′ , 2V ′ , 6V ′ , 8V ′ , 11V ′ , 1V , 2V , 6V , 8V , 11V  многогранника 
P′  совпадают с координатами середин ребер 71VV ′′ , 82VV ′′ , 136VV ′′ , 159VV ′′ , 1612VV ′ , 71VV , 

82VV , 136VV , 159VV , 1612VV ′  многогранника P  соответственно. Приведем некоторые 
метрические характеристики многогранника P′ . Его ребра имеют длину 2. 
Следовательно, все грани – ромбы. Зависимости, определяющие расстояния 
от начала координат (точки O ), до вершин многогранника P′  представлены в 
табл. 10. 

       Таблица 10. 
Вершины Расстояние 

1V , 1V ′  1cos24 2
1 += αd  

2V , 2V ′ , 6V , 6V ′  7cos2 2
2 += αd  

3V , 3V ′ , 5V , 5V ′  3cos6 2
3 += αd  

4V , 4V ′  1cos8 2
4 += αd  

7V , 7V ′  1sin8 2
5 += αd  

8V , 8V ′ , 11V , 11V ′  1sin12 2
6 += αd  

9V , 9V ′ , 10V , 10V ′  1sin6 2
7 += αd  

 

В табл. 11 указаны зависимости, позволяющие определить расстояние 
от начала координат O  до каждой грани многогранника P′ . 

           Таблица 11. 
Грани Расстояние Грани Расстояние 

11 , FF ′  
α

α 2sin34
12sin

2
7

−
 22 , FF ′  

55 , FF ′  α
α 2sin4

32sin
2
5

−
 

66 , FF ′  
88 , FF ′  α

α 2sin34
12sin3

−
 33 , FF ′  

44 , FF ′  α
α 2sin4

32sin2
−

 

77 , FF ′  
α

α 2sin34
12sin

2
5

−
 99 , FF ′  

1010 , FF ′  αsin
2

33  

 

Приведенные выше геометрические построения областей возможных 
значений кинетических моментов маховиков позволяют сделать вывод, что 
схема, состоящая из большего количества маховиков, менее чувствительна к 
отказам и имеет область возможных значений кинетического момента, более 
приближенную к эллипсоиду, что дает более широкие возможности управле-
ния угловой скоростью КА. 

 

3.3. Расположение маховиков на космическом аппарате. Рассмотрим 
вопрос, как следует расположить описанную в п. 3.1 систему из шести махо-



 28 

виков на КА и как лучше всего выбрать значения угла α , чтобы обеспечить 
достаточно широкие возможности управления угловой скоростью КА.  
 Также как в п. 2.3 моменты инерции КА относительно главных цен-
тральных осей инерции OX , OY , OZ  обозначим соответственно XJ , YJ , ZJ  и 
примем значения этих моментов равными: 21000 мкгJ X = , 21600 мкгJY = , 

2800 мкгJ Z = . Исходя из условия ZY ωω =  и c учетом соотношений  

αsin32=XH , αsin4=YH , αcos6=ZH , определим значение угла α . 
Z

Y

Z

Y

J
J

H
H

= , 

2
cos6
sin4

=
α
α , откуда получаем °== 723arctgα . Здесь Xω , Yω , Zω  и XH , YH , ZH  - 

проекции абсолютной угловой скорости несущего тела и собственного кине-
тического момента системы маховиков на оси  OX , OY  и OZ  соответственно. 
Поскольку YJ  > XJ  и пирамида, по ребрам которой располагаются маховики, 
является правильной, то рациональнее ее расположить таким образом, чтобы 
вектора 1h  и 4h  лежали в плоскости OYZ . Таким образом, при полученном зна-
чении угла α , максимальные значения абсолютных величин компонент угло-
вой скорости аппарата в системе OXYZ  составляют 21

max0033.0 −−= мкгhXω , 
21

max0023.0 −−== мкгhZY ωω , где maxh  - абсолютная величина предельного значе-
ния кинетического момента отдельного маховика.  
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