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ÓÄÊ.519.6Ò.Ò. �àðèïîâÅmail: garipov�kiam.ruÌîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ òðåùèí â ïîðîóïðóãîé ñðåäå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåùèíà, ðàçëîì, êðèòåðèé, ðàçðóøåíèå, îïîðíûå îïå-ðàòîðû, ìîäåëü Áèî, èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, òåîðèÿ óïðóãîñòè.ÀÍÍÎÒÀÖÈßÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñâÿçíàÿ çàäà÷à Áèî. Ñîçäàí àëãîðèòì åå ðåøå-íèÿ íà îñíîâå ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ. Â êà÷åñòâå òåñòîâ èñïîëüçî-âàíû èçâåñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîñòè äëÿ òðåùèí â íåîãðàíè÷åííîéñðåäå. �åàëèçîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðóãîñòè è ïîðîóïðóãîñòè,ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ÷èñëåííîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå âáëè-çè êîíöîâ òðåùèíû â ïîðîóïðóãîé ïîñòàíîâêå. ×èñëåííî ðåøåíà çàäà÷àâçàèìîäåéñòâèÿ òðåùèí, ïîëó÷åíû âîçìîæíûå çîíû ðàçðóøåíèé ïðè âçà-èìîäåéñòâèè, îñíîâàííûå íà êðèòåðèè Êóëîíà-Ìîðà.Ñòð. 22, ðèñ. 15 , áèáë. 16.T.T. GaripovModelling of raks evolution in poroelasti medium.ABSTRACTIn this artile the set of proesses in the saturated porous media is onsideredaording to the quasi-stationary Biot model. For solving this problem thesupport operator method is used. The algorithm of solving the problems ofelastiity and poroelastiity is realized. Good onformity of numerial andasymptoti deisions is reeived. In ase of a stationary problem, asimptotialsolving near the ends of a rak, has been reeived. The Kylon-More riterionwas used for modeling the rak interation. The problem of the raks interationis solved numerially, possible zones of destrutions duriang interation proessare alulated.
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Ââåäåíèå 3�1. Îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðèè òðåùèí . . . . . . . . . . . . . 4�2. Êðèòåðèé Êóëîíà-Ìîðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12�3. �àçâèòèå òðåùèí â ïîðîóïðóãîé ñðåäå . . . . . . . . . . . . . 12�4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15�4..1 Òåñòîâûå ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15�4..2 Âçàèìîäåéñòâèå òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ñ ðàçëîìîì . 18Çàêëþ÷åíèå 18Ëèòåðàòóðà 20ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî íå�òåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé �îññèè íà-õîäÿòñÿ íà ñòàäèè çàâåðøàþùåé ðàçðàáîòêè. Òàêèå ìåñòîðîæäåíèÿ õàðàê-òåðèçóþòñÿ îáùèì èñòîùåíèåì è áîëüøîé îáâîäíåííîñòüþ íå�òåäîáûâàþ-ùèõ ñêâàæèí. Íîâûå ìåñòîðîæäåíèÿ, âîâëåêàåìûå â ðàçðàáîòêó, ñîäåðæàòòðóäíîèçâëåêàåìûå çàïàñû óãëåâîäîðîäîâ, êîëëåêòîðû õàðàêòåðèçóþòñÿíèçêîé ïðîíèöàåìîñòüþ è ñëàáûì äðåíèðîâàíèåì. Â òå÷åíèå äëèòåëüíîãîñðîêà ýêñïëóàòàöèè ñêâàæèí, ïàðàìåòðû ïðèçàáîéíîé çîíû çíà÷èòåëüíîóõóäøàþòñÿ. Ýòî ñâÿçàííî èçìåíåíèåì ïðîíèöàåìîñòè, âûïàäåíèåì ïàðà-�èíîâ è àñ�àëüòåíîâ è çíà÷èòåëüíîé îáâîäíåííîñòüþ ñêâàæèí. Ý��åêòèâ-íîñòü ðàáîòû òàêèõ ñêâàæèí çà âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè çíà÷èòåëüíî óìåíüøà-åòñÿ. Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èíòåíñè�èêàöèè ðàçðàáîòêè ñëîæíûõ èïðîáëåìíûõ íå�òåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ãèäðàâëè÷åñêèé ðàç-ðûâ ïëàñòà (��Ï). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îêîëî òðåòè çàïàñîâ óãëåâîäîðîäîâìîæíî èçâëå÷ü òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé òåõíîëîãèè [1℄.Âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå ��Ï âûñîêîïðîíèöàåìûå òðåùèíû ïîçâîëÿþòóâåëè÷èòü äåáåò ñêâàæèí â íåñêîëüêî ðàç. Îïûò èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëî-ãèè ��Ï íàñ÷èòûâàåò áîëåå ïÿòèäåñÿòè ëåò, îäíàêî, ïðåäñêàçàíèå ýâîëþ-öèè òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà â ñëîæíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ îñòàåòñÿ



4âàæíîé è àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé.Ïðè ðàññìîòðåíèè òàêîãî êëàññà çàäà÷, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷å-ñêèé ïîäõîä âîçíèêíîâåíèÿ òðåùèí â ïëàñòè÷íî-óïðóãîì ìàòåðèàëå, èññëå-äóþòñÿ êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Áîëü-øîé âêëàä â èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ òðåùèí âíåñëè ìåõàíèêè À. �ðè��èòñ èË.Èðâèí. Â 1920 ãîäó À. �ðè��èòñ ïðåäëîæèë ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèéðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ [3℄, ïîçäíåå â 1957 ãîäó �.Èðâèíîì áûë ïðåäëîæåíñèëîâîé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, ïîñëåäíèé òàêæå ïîêàçàë ýêâèâàëåíòíîñòüîáîèõ ïîäõîäîâ [4℄. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëîñü èçâåñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è îíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ñ ýëëèïòè÷åñêèì âûðåçîì,âïåðâûå ïîëó÷åííîå ðîññèéñêèì ó÷åíûì Êîëîñîâûì Â.�. â 1909 ãîäó [5℄.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàçðóøåíèÿ Èðâèíîì ââåäåíà íîâàÿ õàðàê-òåðèñòèêà ìàòåðèàëà - êîý��èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Ôèçè÷å-ñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîäðîáíî èçó÷åíî Èðâèíîì è ïîëîæåíî â îñíîâóåãî òåîðèè òðåùèí [4℄.Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èí�îðìàöèè î êîý��èöèåíòå èíòåíñèâíîñòè äëÿòðåùèíû, äëÿ îïðåäåëåíèÿ çîí ðàçðóøåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí êðè-òåðèé Êóëîíà-Ìîðà [2℄, êîòîðûé ñâÿçûâàåò êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæå-íèé.Ïðè èçó÷åíèè ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàçðûâà ïëàñòà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îò-òîê ÷àñòè æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü òðåùèíû â ãîðíûå ïîðîäû Â ñâîþî÷åðåäü, âîçíèêàþùèå �èëüòðàöèîííûå ïîòîêè â ïîðîäå ïîðîæäàþò ìàññî-âûå èñòî÷íèêè, ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ ïîëåé íàïðÿæåíèé âáëèçè òðåùè-íû. �ðàäèåíòû äàâëåíèÿ ïðîòèâîíàïðàâëåíû �èëüòðàöèîííûì ñêîðîñòÿì,ïîýòîìó ó÷åò �èëüòðàöèîííûõ óòå÷åê ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ðàñêðû-òèÿ òðåùèí [6℄. Äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿãîðíîé ïîðîäû â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Áèî [7℄.Ìîäåëü Áèî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñîâìåñòíî çàäà÷è �èëüòðàöèè è ïî-ðîóïðóãîñòè.�1. Îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðèè òðåùèíÄàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè â ïðåäïîëîæåíèè îòñóò-ñòâèÿ ìàññîâûõ èñòî÷íèêîâ. Òîãäà, ðåøåíèå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ìî-æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ - �óíêöèþÝðè.Â ñëó÷àå ïëîñêîé äå�îðìàöèè óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò âèä:
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5Òîãäà, ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ äîëæíû ñóùåñòâîâàòü�óíêöèè A(x, y), B(x, y):
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Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè U(x, y): A =

∂U

∂x
è B =

∂U

∂y
.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (2, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëå-íèÿ íàïðÿæåíèé ÷åðåç �óíêöèþ U(x, y), íàçûâàåìîé �óíêöèåé Ýðè.Äëÿ ìàòåðèàëîâ ïîä÷èíÿþùèõñÿ çàêîíó �óêà, ìîæíî ïîëó÷èòü áèãàð-ìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå íà �óíêöèþ Ýðè âèäà:

∆∆U = 0 (3)Íàèáîëåå îáùèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ èñ-ïîëüçîâàíèå àïïàðàòà êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Ââåäåì êîìïëåêñíûå ïåðå-ìåííûå z = x + iy , z̄ = x − iy . Â ýòîì ñëó÷àå áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèåïðèìåò âèä:
∆∆U = 16

∂2U

∂z2∂z̄2
(4)Îáùåå ðåøåíèå áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõçàäàåòñÿ �îðìóëîé:

U(z) = z̄φ(z) + zφ(z) + χ(z) + χ(z) (5)Äàííîå ðåøåíèå âïåðâûå ïîëó÷åíî â 1927 ãîäó �óðñà, è íîñèò åãî èìÿ,çäåñü φ(z), χ(z) - íåèçâåñòíûå �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåíèé â óïðóãîì òåëå ñâåëàñüê íàõîæäåíèþ �óíêöèé φ(z), χ(z):
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè òðåùèí èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ðàñ-òÿæåíèÿ êðóãîâîãî âûðåçà â íåîãðàíè÷åííîé ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àå âñåñòî-



6ðîííåãî ðàñòÿæåíèÿ íàïðÿæåíèÿìè P0 ðåøåíèå çàäà÷è â ïîëÿðíûõ êîîð-äèíàòàõ èìååò âèä:
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σθθ = P0
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σρθ = 0

(7)Äàííîå ðåøåíèå ïîääàåòñÿ îáîáùåíèþ íà ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêîãî è ïðÿìî-ëèíåéíîãî âûðåçà âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëü-íî, ðàññìîòðèì �óíêöèþ Æóêîâñêîãî:
z = R

(

ς +
m

ς

)

, R > 0, 0 ≤ m < 1 (8)Îêðóæíîñòè |ς| = 1 ñîîòâåòñòâó-
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�èñ. 1: �àçâèòèå òðåùèíû

åò ýëëèïñ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-äèíàò è ïîëóîñÿìè a = R(1 + m),
b = R(1−m). Ïîäîáðàâ ñîîòâåòñòâó-þùèå ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé ýëëèïñ,â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå R è m m = 1ýëëèïñ îáðàùàåòñÿ â äâóñòîðîííèéîòðåçîê, çàêëþ÷åííûé ìåæäó òî÷êà-ìè±2R. Ïðèìåíèâ ñîîòâåòñòâóþùååîáðàòíîå îòîáðàæåíèå ìîæíî ñâåñòèçàäà÷ó ñ ýëëèïòè÷åñêèì âûðåçîì êçàäà÷å î êðóãå, ïîäðîáíî äàííûå âî-ïðîñû èçó÷åíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ[8℄, [16℄.Ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ïðîáëåì ïðî÷íîñòè è ðàçðóøåíèÿ, àâòîðûðàáîò [4℄, [3℄ îñíîâûâàþòñÿ íà óíèâåðñàëüíûõ óðàâíåíèÿõ òåðìîäèíàìèêè.Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ òåëà â êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ â îáùåì ñëó÷àåèìååò âèä:

dE + dU = dA + dQ + dQ∗ (9)Çäåñü E- êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, U - ïîëíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, dA -ðàáîòà âíåøíèõ ñèë, dQ - âíåøíèé ïðèòîê òåïëà, dQ∗ - ½îñîáûé“ ïðèòîêýíåðãèè, îáóñëîâëåííûé, íàïðèìåð, õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè. Äëÿ ðàçâè-âàþùåéñÿ òðåùèíû â çàêîí ñîõðàíåíèÿ (9) íåîáõîäèìî äîáàâèòü ÷ëåí dA∗- ýíåðãèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ, âîçíèêàþùàÿ çà ñ÷åò äâèæåíèÿ êðàåâ òðåùèíû.Äàëåå, â ïðåäïîëîæåíèè õðóïêîãî è êâàçèõðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ, ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû dE, dQ, dA íå èçìåíÿþòñÿ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïðèìåò



7âèä:
dU = dA∗ + dQ∗ (10)Ýíåðãèÿ dA∗ îñâîáîæäàåìàÿ ïðè îáðàçîâàíèè íîâîé ïîâåðõíîñòè òðåùèíû,ðàâíîé ðàáîòå ïî çàêðûòèþ ýòîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

dS

�èñ. 2: Èçìåíåíèå ïëîùàäè òðåùèíû dA∗ =
2(1 − σ2)πK̂2dS

E
(11)Çäåñü K̂ - êîý��èöèåíò èíòåíñèâíî-ñòè íàïðÿæåíèé, σ, E - êîý��èöè-åíòû Ïóàññîíà è Þíãà, ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíà dS èçìåíåíèå ïëîùàäèòðåùèíû (ðèñ.2).�àâíîâåñíàÿ òðåùèíà îòëè÷àåòñÿ îò ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè íîðìàëü-íîãî ðàçðûâà òåì, ÷òî îñâîáîäèâøàÿñÿ ýíåðãèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü, îòñþäà:

K̂ = 0 (12)Òîãäà, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:1. �àñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ íà êîíòóðå òðåùèíû êîíå÷íî2. Ïðîòèâîïîëîæíûå áåðåãà òðåùèíû ïëàâíî ñìûêàþòñÿ íà åå êîíòóðåÓòâåðæäåíèÿ è �èçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê òàêèì âûâî-äàì, ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [14℄, äîêàçàòåëüñòâî �àêòà ïðèâåäåíî â ñòàòüå[13℄. Ôîðìóëà (2) â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïëîñêîé äå�îðìàöèè áåç ó÷åòà óñëîâèÿêîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèé óêàçàíû â ðàáîòå [4℄. Óñëîâèå K̂ = 0 ïîçâîëÿåòñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó î ðàâíîâåñíûõ òðåùèíàõ. Â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå,îáùàÿ çàäà÷à òåîðèè òðåùèí äëÿ åäèíè÷íîé òðåùèíû, ìîæåò áûòü ñ�îð-ìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèéè ñèë äåéñòâóþùèõ íà òðåùèíó, íåîáõîäèìî íàéòè íàïðÿæåíèÿ, äå�îðìà-öèè è êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ åäèíè÷-
O

�èñ. 3: Îñîáàÿ çîíà
íîé òðåùèíû ïîäîáðàâ ñîîòâåòñòâó-þùåå îòîáðàæåíèå, çàäà÷ó ìîæíî ñâå-ñòè ê çàäà÷å î êðóãå. Îäíàêî, óðàâ-íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ íå îïðåäåëÿþò äëèíó òðåùèíû[16℄. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîíöû òðåùèíû ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, â



8ñëó÷àå íîðìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ ñèë, íàïðÿæåíèÿ âáëèçè òðåùèíû ñâÿ-çàíû ñ óäëèíåíèåì òðåùèíû dl âûðàæåíèåì:
σnn =

P0

√
a√

2dl
+ O(1) (13)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîé äëèíå òðåùèíû a íàïðÿæåíèÿ â êîíöå òðå-ùèíû íå áóäåò êîíå÷íûìè è ðàâíîâåñíîé òðåùèíû íå ñóùåñòâóåò. Äàííûé�àêò ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò ñèëû ñöåïëåíèÿíà êîíöàõ òðåùèí, ò.å. ìîäåëü íå ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò íàãðóçêè, äåéñòâó-þùèå íà òðåùèíó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé òåîðèè êâà-çèõðóïêîãî ðàçâèòèÿ òðåùèí íåîáõîäèìî ìîäåëü äîïîëíèòü íåêîòîðûìèäîïóùåíèÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ñèë ñöåïëåíèÿ äåéñòâóþùàÿìåæäó òåëàìè çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàñ-ñòîÿíèÿ äî íåêîòîðîé âåëè÷èíû èíòåíñèâíîñòü âîçðàñòàåò, çàòåì áûñòðîóáûâàåò [16℄. Òàêèì îáðàçîì ó òðåùèíû âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ çîíà da âêîòîðîé ñèëû ñöåïëåíèÿ çíà÷èòåëüíû (ðèñ.3).Ôèçè÷åñêèé àíàëèç ðàçâèòèÿ òðåùèí ïðèâîäèò ê îñíîâíûì ãèïîòåçàìðàçâèòèÿ òðåùèí:1. Øèðèíà êîíöåâîé ÷àñòè da ìàëà ñðàâíèòåëüíî ñ äëèííîé òðåùèíû a2. Íà÷àëüíîå ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè òðåùèíû íå çàâèñèò îò äåéñòâóþùèõíàãðóçîê äëÿ äàííîãî ìàòåðèàëà, ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ âñåãäà îäèíà-êîâûÏîäðîáíî �èçè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâîäÿùèå ê âûøåñêàçàííûìãèïîòåçàì ïîëó÷åíû è ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [14℄, [15℄. Ïðè ïðèíÿòûõïðåäïîëîæåíèÿõ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèë ñöåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿêîíñòàíòà ñöåïëåíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì:

γ =

∫

da

G(ξ)√
ξ

dξ (14)
G(ξ) - ðàñïðåäåëåíèÿ ñèë ñöåïëåíèÿ âáëèçè êîíöîâ ùåëè. Â ðàáîòå [4℄ �.Èðâèíîì áûë ïðåäëîæåí óíèâåðñàëüíûé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, òåñíî ñâÿ-çàííûé ñ èäåÿìè �ðè��èòñà, êîòîðûé ñâÿçûâàåò êîý��èöèåíòû èíòåíñèâ-íîñòè íàïðÿæåíèé è êîíñòàíòó ìàòåðèàëà γ.

k2

I + k2

II =
Eγ

1 − σ2
(15)�äå E è σ ìîäóëü Þíãà è Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè äîñòèæåíèè ðà-âåíñòâà (15) îñóùåñòâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå óñëîâèå äëÿ âíåøíèõ íàãðóçîê è



9òðåùèíà ìîæåò ýâîëþöèîíèðîâàòü. Â îáùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåòðàñïîëîæåíèå è ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíû. �àâåíñòâà, ïî-ëó÷åííûå Èðâèíîì â òåîðèè òðåùèí, ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ñîîòíîøåíèÿìè,äîáàâî÷íûìè ê óðàâíåíèÿì òåîðèè óïðóãîñòè.Âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëîâ áîëåå ñëîæíàÿ è îáùàÿ çàäà÷à,è âûÿâëåíèå ëîêàëüíûõ çîí âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ Èðâèíà â îáùåì íå ãà-ðàíòèðóåò ïðåäñêàçàíèÿ ñöåíàðèÿ ðàçðóøåíèÿ. Îäíàêî, â áîëüøîì ÷èñëåïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò êâàçèõðóïêèì îá-ðàçîì, ò.å. ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà èìååò ìàëûå ðàçìåðû è ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿâáëèçè êîíöîâ òðåùèíû. Ýòà âîçìîæíîñòü ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü îïèñàí-íóþ ìåòîäèêó äëÿ ðàññìîòðåíèÿ è èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ðàçâèòèÿ òðåùèí.Äëÿ èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ âáëèçè êîíöîâ ùåëè, ðàññìîòðèìóïðóãóþ íåîãðàíè÷åííóþ ïëîñêóþ ïëàñòèíó, îñëàáëåííóþ ïðÿìîëèíåéíîéùåëüþ |x| ≤ a. Ïîä ùåëüþ ïîíèìàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ òðåùèíà, èìåþùàÿîäèí íóëåâîé ðàäèóñ. Óïðóãàÿ ñðåäà çàäàåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñèñòåìîé óðàâ-íåíèé òåîðèè óïðóãîñòè:






















∂σij

∂xj

= 0

σij = 2µeij − λeδij

eij =
1

2

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

(16)
ãäå µ, λ - êîý��èöèåíòû Ëàìý, δij- ñèìâîë Êðîíåêåðà, ui - ïåðåìåùåíèÿ.Ýâîëþöèÿ òðåùèíû (ùåëè) ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ ïî òðåì ñöåíàðèÿì [7℄. Ïðèíîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèÿõ ïðèëîæåííûõ ê áåðåãàì ùåëè âîçíèêàåò òðåùè-íà òèïà ½ðàçðûâ“, åñëè ñèëû ïðèëîæåíû ïî êàñàòåëüíîé ê áåðåãàì òðåùè-íû, òî îáðàçóåòñÿ òðåùèíà âòîðîãî òèïà - «'ñäâèã“. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àåîñóùåñòâëÿåòñÿ òðåòüÿ âîçìîæíîñòü òðåùèíà òèïà ½ñðåç“, â ýòîì ñëó÷àåïåðåìåùåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïëîñêîñòüþ òðåùèíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñ-êîñòè XY (ðèñ.4). Äëÿ íàñ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òðåùèíû

x

y

x

y

x

y

a b c�èñ. 4: Òèïû ðàñòðåñêèâàíèÿ: a) ðàçðûâ b) ñäâèã ñ) ñðåçïåðâîãî è âòîðîãî òèïà. �àññìîòðèì çàäà÷ó.



10Ê áåðåãàì ùåëè, íà îòðåçêå [−b, b], |b| ≤ |a| ïðèëîæåíà íàãðóçêà G(x),íà áåñêîíå÷íîñòè - òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé (ðèñ.5), Ïåðåõîäÿê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì reiφ ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèåâáëèçè êðàåâ ùåëè[8℄.
a a

bb

G(x)
y

x

�èñ. 5: Ñèììåòðè÷íàÿ íàãðóçêà G(x) ïî áåðåãó ùåëè a íà ó÷àñòêå bÅñëè íàãðóçêà íà áåðåãà òðåùèíû íîðìàëüíàÿ, ò.å. σxx|b = G(x) è σyy|b = 0ïîëó÷àåì ðåøåíèå:


















































σxx = kI

cos
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2√
2πR

(

1 − sin
φ

2
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3φ

2

)

σyy = kI
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φ

2√
2πR

(

1 + sin
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2
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3φ

2

)

σxy = kI

cos
φ

2√
2πR

sin
φ

2
cos

3φ

2

(17)
Â ñëó÷àå åñëè íàãðóçêè ïî áåðåãàì ðàçëîìà êàñàòåëüíûå σxx|b = G(x) è

σyy|b = 0), ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä:


















































σxx = kII

cos
φ

2√
2πR

(

2 + cos
φ

2
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3φ

2

)

σyy = kII

cos
φ

2√
2πR

sin
φ

2
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φ

2
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3φ

2

σxy = kII

cos
φ

2√
2πR

(

1 − sin
φ

2
sin

3φ

2

)

(18)



11Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (17),(18) äëÿ íàïðÿæåíèé âáëèçè êîíöîâùåëè, âèäíî, ÷òî íàïðÿæåíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî êîý��èöèåíòó kiè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîðíþ îò ðàññòîÿíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîðåøåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííîé ïëàñòèíû èìååò òîò æå âèä. Çäåñü ki - êîý��è-öèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèé òèïó òðåùèíû.
ki =

1√
πa

a
∫

−a

G(ξ)

√

a + ξ

a − ξ
dξ (19)

x

y

�èñ. 6: �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé σxx âáëèçè êîíöà ùåëèÔîðìóëû (17),(18) èìåþò îãðàíè÷åííóþ çîíó ïðèìåíèìîñòè (ðèñ.6), èçðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè r ê íóëþ íàïðÿæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê áåñ-êîíå÷íîñòè, ýòîò �àêò åñòü ñëåäñòâèå ëèíåàðèçàöèè è èñïîëüçîâàíèÿ çàêî-íà �óêà, êîòîðûé íåñïðàâåäëèâ â îêðåñòíîñòè ùåëè. Èçâåñòíî, çàêîí �óêàíå âåðåí ïðè áîëüøèõ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèÿõ, â íàøåì ñëó÷àå, âîçíèêà-þùèõ âáëèçè êîíöîâ ùåëè. Íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ r �îðìóëàòàêæå íåäîñòàòî÷íî òî÷íà, äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåòèñïîëüçîâàòü ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïî r:
σij = C1(a)(r)

−
1

2f1,i,j + C2(a)(r)0f2,i,j + C3(a)(r)

1

2f3,i,j (20)Óñëîâèå C1(a)(r)
−
1

2f1,i,j >> C2(a)(r)0f2,i,j+ îïðåäåëÿåò çîíó ïðèìåíèìî-ñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé âèäà (17),(18).Êàê îòìå÷àëîñü, ïðè èññëåäîâàíèè ðàçâèòèÿ òðåùèí íåîáõîäèìî ó÷èòû-âàòü çîíó äåéñòâèÿ ñèë ñöåïëåíèÿ. Âáëèçè êîíöîâ òðåùèíû áåðåãà áëèçêîïîäõîäÿò äðóã ê äðóãó è ñèëû ñöåïëåíèÿ èìåþò çíà÷èòåëüíóþ èíòåíñèâ-íîñòü. Â ñëó÷àå êâàçèõðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ ãðàíèöó äåéñòâèÿ ñèë ñöåïëå-íèÿ ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ çîíîé ïëàñòè÷íîñòè [16℄. Ïðèíèìàÿ âî âíèìà-íèå ãèïîòåçó î ìàëîñòè çîíû áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè ñèë ñöåïëåíèÿ ý�-�åêòàìè ïëàñòè÷íîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëåííûå



12�îðìóëû äîñòàòî÷íî êîððåêòíî îïèñûâàþò ïîëÿ íàïðÿæåíèé è äå�îðìà-öèé.Â îáùåì ñëó÷àå òðåùèíû ìîãóò áûòü êðèâîëèíåéíûìè. Â ñëó÷àå ïëîñ-êîé äå�îðìàöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, φàñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ âèäà (17),(18) ñîõðàíÿþò ñâîé âèä. òàêæå, íåîá-õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòè kI ,
kII çàâèñÿò îò ðàñïðåäåëåíèÿ âíåøíèõ íàãðóçîê, ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâòðåùèí è çàêîíîâ ïðèòîêà òåïëà.�2. Êðèòåðèé Êóëîíà-ÌîðàÊàê îòìå÷àëîñü âûøå, êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé çàâèñÿòîò ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ òðåùèí, ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê è ìàññîâûõèñòî÷íèêîâ. Â ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæíûõ îáëàñòÿõ, ñ íåîäíîðîäíûìè êîý�-�èöèåíòàìè, ñ ñèëüíûì âëèÿíèåì ãðàíèö íà ðåøåíèå, îïðåäåëåíèå êîý�-�èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé íåâûïîëíèìàÿ çàäà÷à. Â íåêîòîðûõñëó÷àÿõ èí�îðìàöèÿ î ðàçìåðàõ è òèïàõ òðåùèí ìîæåò áûòü ñèëüíî èñêà-æåíà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì äëÿ ãåî�èçèêè. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåïðèíÿòûììåòîäîì îïðåäåëåíèÿ çîí ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé Êóëîíà-Ìîðà, êî-òîðûé ïî èçâåñòíûì ïîëÿì íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ïðåäåëüíîãîðàâíîâåñèÿ:

|στn| = k |σnn| (21)Çäåñü σnn, στn - íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, k - êîý��èöèåíòòðåíèÿ îïðåäåëÿåìû ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â ñëó÷àå |στn| < k |σnn| ñðåäà ñ÷è-òàåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ïðè íàðóøåíèè çàêîíà ïîðîäà ðàçðóøàåòñÿ.�3. �àçâèòèå òðåùèí â ïîðîóïðóãîé ñðåäåÄëÿ èçó÷åíèÿ ðàçâèòèÿ è ýâîëþöèè òðåùèí â ïîðîóïðóãîé ñðåäå èñïîëü-çóþòñÿ êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîðîóïðóãîñòè, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [7℄:










∂f

∂t
+ div

( →
W

)

= 0

∂τij

∂xj

= 0
(22)

Çäåñü f = ςe +
ς2

Ku − Kd

p, τij = 2µeij + λeδij − ςpδij, Ku, Kd - äðåíàæ-íûå ìîäóëè äå�îðìèðîâàíèÿ, ς - êîý��èöèåíò ðûõëîñòè ïîðîäû, eij - òåí-çîð äå�îðìàöèé. W -ñêîðîñòü �èëüòðàöèè, ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó Äàðñè
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W = −k

η
grad(p), k, η ïðîíèöàåìîñòü ïîðîäû è âÿçêîñòü �èëüòðóþùåéñÿæèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ïîðèñòóþ ñðåäó ñ åäèíè÷íîé òðåùèíîé. Çàäà÷à ðàññìàòðè-âàåòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè. Ïðèâåäåì ñèñòåìó ê âèäó:







div (−grad (p)) = 0
∂τij

∂xj

= 0
(23)Ïóñòü â òðåùèíó çàêà÷èâàåòñÿ æèäêîñòü îáúåìà Q, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëÿåòñÿ íà ó÷àñòêå [−b, b] òðåùèíû [−a, a]. Òîãäà íà ó÷àñòêå òðåùè-

a a

bb

x

Q

q*

q*

�èñ. 7: �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé σxx âáëèçè êîíöà ùåëèíû [−b, b] ïîëó÷èì ãðàíè÷íîå óñëîâèå dp

dn
= q∗ = q(x) =

Q

2b
, íà îñòàâøåéñÿ÷àñòè òðåùèíû ïîëîæèì dp

dn
= 0.Äëÿ çàäà÷è ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàçðûâà âûøåóêàçàííûå ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ âïîëíå åñòåñòâåííû. Îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ ðàçðûâà ïðèõîäèòñÿ íà îãðà-íè÷åííóþ ïðèçàáîéíóþ çîíó, è ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îñíîâíàÿ ìàññàæèäêîñòè îò�èëüòðîâûâàåòñÿ â ãîðíûå ïîðîäû â çîíå çàáîÿ. Â îñòàâøåéñÿçîíå äâèæåíèå æèäêîñòè ïðåèìóùåñòâåííî îñóùåñòâëÿåòñÿ âäîëü òðåùè-íû.�àññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Ïóñòü f(z) = u(z) +

iv(z) êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë îïèñûâàþùèé ðàñïðîñòðàíåíèå äàâëåíèÿ âíåòðåùèíû, z = x + iy. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ çàäà÷èÍåéìàíà- íàõîæäåíèþ ãàðìîíè÷åñêîé âî âíåøíîñòè îòðåçêà [−b, b] �óíê-öèþ u(z) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ∂u

∂n
= q∗. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëü-çóåìñÿ êîí�îðìíûì îòîáðàæåíèåì âíåøíîñòè îòðåçêà [-b,b℄ íà âíåøíîñòüåäèíè÷íîãî êðóãà. Âîñïîëüçóåìñÿ �óíêöèåé Æóêîâñêîãî:

ω = ξ + iη, z =
b

2

(

ξ +
1

ξ

) (24)



14òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó [10℄:
∂u

∂ρ
=

∂u

∂n

∣

∣

∣

∣

dz

dω

∣

∣

∣

∣

= −q∗bsin (φ) (25)ãäå ρ = |ξ|, φ = argξ. Â ñèëó óñëîâèé Êîøè-�èìàíà íà îêðóæíîñòè ρ = 1ïîëó÷àåì:
∂v

∂φ
=

∂u

∂ρ
= −q∗bsin(φ) (26)Âîñïîëüçîâàâøèñü îáðàòíîé �óíêöèåé Æóêîâñêîãî, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëå-íèå êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà â ïëîñêîñòè z:

f(z) = iq∗
{

z −
√

z2 − b2

} (27)Âûäåëÿÿ ìíèìóþ è äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è íàáåðåãàõ òðåùèíû:
p|Γ = q∗

√

b2 − x2 (28)

a a

bb

y

x

p(x)

�èñ. 8: �àñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà áåðåãàõ òðåùèíûÂåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì ïîðîóïðóãîñòè (22). Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå ìûèìååì äåëî ñ óñòàíîâèâøåéñÿ �èëüòðàöèåé, òî íàïðÿæåííî äå�îðìèðîâàí-íîå ñîñòîÿíèå íå çàâèñèò îò ìàññîâûõ èñòî÷íèêîâ ïîðîæäàåìûõ �èëüòðà-öèîííûìè ïðîöåññàìè. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèÿ ïîðîóïðóãîñòè â ýòîìñëó÷àå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:














∂σij

∂xj

= δij

∂ςp

∂xj

σij = τij + ςpδij = 2µeij + λeδij

σyy|Γ = p(x)(1 + ς)

(29)
Ó÷èòûâàÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ∂ςp

∂xj

= 0 ïîëó÷èì óñëîâèå íåçàâèñèìî-ñòè íàïðÿæåíèé îò óñòàíîâèâøåãîñÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøå-íèå ïîðîóïðóãîé çàäà÷è âáëèçè êîíöîâ òðåùèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
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σxx = kI

cos
φ

2√
2πR

(

1 − sin
φ

2
sin

3φ

2

)

σyy = kI

cos
φ

2√
2πR

(

1 + sin
φ

2
sin

3φ

2

)

σxy = kI

cos
φ

2√
2πR

sin
φ

2
cos

3φ

2

kI =
1√
πa

b
∫

−b

G(ξ)

√

a + ξ

a − ξ
dξ =

q∗√
πa

b
∫

−b

√

b2 − ξ2

√

a + ξ

a − ξ
dξ

(30)
Âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé âîáùåì ñëó÷àå íå èíòåãðèðóåìî â àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèÿõ.�4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÄëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ òðåùèí â ïîðîóïðóãîé ñðåäå ðåàëèçî-âàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, àëãîðèòìè÷åñêè îñíîâàííûé íà ìåòîäå îïîð-íûõ îïåðàòîðîâ [9℄. Äëÿ âûÿâëåíèÿ îñîáåííîñòåé èñïîëüçóþòñÿ àäàïòèâíûåñåòêè è ñåòêè ñ ëîêàëüíûì èçìåëü÷åíèåì.Ïåðâàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ïîñâÿùåíà òåñòèðîâàíèþ ðåàëèçîâàííûõ ïðî-ãðàììíûõ ñðåäñòâ, à òàêæå èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ ïîñâÿùåííûõ ïðîáëåìó óñòîé-÷èâîñòè ýâîëþöèè òðåùèí. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîèçâîäèò-ñÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì âèäà (18).Âòîðàÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òðåùèí â ïîðîóïðóãîé ñðåäå.�àññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû âçàèìîäåéñòâèÿ îñíîâíîé òðåùèíû ãèäðîðàç-ðûâà ñ ðàçëîìîì, òàêæå âûÿñíÿþòñÿ çîíû âîçìîæíîãî îáðàçîâàíèÿ òðåùèííà îñíîâå êðèòåðèÿ Êóëîíà-Ìîðà.�4..1 Òåñòîâûå ïðèìåðûÂàæíîé ïðîáëåìîé èçó÷åíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ òðåùèí ÿâëÿåòñÿçàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðåæèìîâ ðàçâèòèÿ òðåùèí. �àçâèòèå òðåùèíû ìîæåòïðîèñõîäèòü äâîÿêî. Âîçìîæíà ðåàëèçàöèè ëàâèíîîáðàçíîãî, óñêîðåííîãîïðîöåññà ðàçâèòèÿ òðåùèíû, ïðèâîäÿùåãî ê íåóïðàâëÿåìîìó ðàçðóøåíèþìàòåðèàëà, ëèáî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü óñòîé÷èâîãî ïðîöåññà ðàçâèòèÿòðåùèíû, â êîòîðîì äëÿ óâåëè÷åíèÿ òðåùèíû íåîáõîäèìî ïðèêëàäûâàòüáîëüøèå íàãðóçêè (ðèñ.9).
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l

P

l

P

a) b)�èñ. 9: Âàðèàíòû ðàçâèòèÿ òðåùèíû: a) íåóñòîé÷èâûé á) óñòîé÷èâûéÏóñòü íîðìàëüíûå íàãðóçêè ïðèëîæåíû ïî âñåé äëèíå òðåùèíû [−a, a]è íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò: σxx = P , σyy = σxy = 0, â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíî,÷òî ïðîöåññ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâ [8℄, ÷òî è äåìîíñòðèðóåò ðèñóíîê. Äåé-ñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå åñëè íàãðóçêà íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû kI = P
√

πa.Ïðåäåëüíîå óñëîâèå ðàçðóøåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
kI = P

√
πa =

√

Eγ

1 − σ2
(31)Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, ïîëó÷èìóáûâàíèå çíà÷åíèé íàãðóçîê ñ ðîñòîì äëèíû òðåùèíû a.

a

k
I

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

numerical solution
asymptotic

�èñ. 10: Íåóñòîé÷èâûé ïðîöåññ ðàçâèòèÿ òðåùèíû. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî è àñèìïòî-òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ



17Êîãäà ïëîñêîñòü íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííûõ ðàñêëèíè-âàþùèõ ñèë ïðèëîæåííûõ ê ñåðåäèíå áåðåãîâ òðåùèíû a, ïðîöåññ ðàçâèâà-åòñÿ óñòîé÷èâî è êîý��èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â ýòîì ñëó÷àåèìååò âèä kI =
P√
πa

. Äëÿ äîñòèæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ

a

k
I

0 1 2 3 4

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

asymptotic
numerical solution

�èñ. 11: Óñòîé÷èâûé ïðîöåññ ðàçâèòèÿ òðåùèíû. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî è àñèìïòîòè-÷åñêîãî ðåøåíèÿ
P ∗ íà áåðåãó òðåùèíû ïîëó÷èì óñëîâèå:

P ∗ =

√

Eγ

πa(1 − σ2)
(32)Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû òðåùèíû çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèåóñèëèÿ íà ãðàíèöå óáûâàåò, ðàçâèòèå òðåùèíû èìååò íåóñòîé÷èâûé õàðàê-òåð. Ñîîòâåòñòâåííî ñ ñèëó óáûâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê êîý��èöèåíòèíòåíñèâíîñòè äîëæåí âîçðàñòàòü, ÷òî è äåìîíñòðèðóåò ðèñóíîê (ðèñ.11).Ïðèâåäåííûå ãðà�èêè äåìîíñòðèðóþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ÷èñëåííîãî èàñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà íàãðóçêè ïðèëîæåíû íà îãðàíè÷åííîì ó÷àñò-êå [−b, b] òðåùèíû [−a, a] êîý��èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé èìååòâèä:

kI =
2P

√
a√

π
arctg

b√
a2 − b2

(33)



18Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ïðè �èêñèðîâàííûõ íà-ãðóçêàõ P è çîíå [−b, b] ìîæåò áûòü óñòîé÷èâ.�4..2 Âçàèìîäåéñòâèå òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ñ ðàçëîìîìÂàæíîé çàäà÷åé ïðè ïðîâåäåíèè ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàçðûâà ïëàñòà, ÿâëÿåò-ñÿ îïðåäåëåíèå çîí ðàçðóøåíèÿ è íàïðàâëåíèå ýâîëþöèè òðåùèíû. Çàäà÷àîñîáåííî àêòóàëüíà â ñðåäàõ ñëîæíîé ãåîìåòðèè, ñîäåðæàùèõ ìàññó íåîä-íîðîäíîñòåé è îñîáåííîñòåé, êàêîâûìè áåç ñîìíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèðîäíûåêîëëåêòîðà.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíàÿ çàäà÷àâçàèìîäåéñòâèÿ îñíîâíîé òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ñ ðàçëîìîì. �àçëîì ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé òðåùèíó çàïîëíåííóþ âûñîêîïðîíèöàåìîé ïîðîäîé. Äëÿîñíîâíîé ïîðîäû �èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå ðàâíû: êý��èöèåíòû Ëàìý λ =
0.42 · 1010Ïà, µ = 1.33 · 1010Ïà, êîý��èöèåíò ðûõëîñòè ς = 0.6, ïðîíèöà-åìîñòü k = 0.005 Äàðñè, à äëÿ ðàçëîìà: λ = 0.2 · 109Ïà, µ = 0.7 · 109Ïà,
ς = 0.95, k = 0.1 Äàðñè. Íèæå ïðåäñòàâëåíà ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ òðåùèí
(ðèñ.12). Â ïðîöåññå �èëüòðàöèè, ÷àñòü æèäêîñòè ãèäðîðàçðûâà ïðîíèêà-

A B

C

D

�èñ. 12: Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ òðåùèíû AB ñ ðàçëîìîì CDåò â ðàçëîì CD ïðîâîöèðóÿ âûñîêèå íàïðÿæåíèå ó êîíöîâ ùåëè. Çà ñ÷åòïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ �èëüòðàöèè è äâèæåíèÿ ïîðîä ñâÿçàííûõ ñ ãèäðî-ðàçðûâîì âîçíèêàåò äâèæåíèå áåðåãîâ ðàçëîìà CD, ëåâûé áåðåã äâèæåòñÿâíèç, ïðàâûé ââåðõ. Òåì ñàìûì áåðåãà äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-ðîíû, âûçûâàÿ ñäâèãîâûå äå�îðìàöèè (ðèñ.13). Ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òîïðîíèöàåìîñòü ïîðîäû â ðàçëîìå ñóùåñòâåííî íèæå, ðàçëîì íà÷èíàåò ½ðàç-äóâàòüñÿ“, ò.å. åãî îáúåì óâåëè÷èâàåòñÿ, ýòî äåìîíñòðèðóåò ðèñóíîê íèæå
(ðèñ.14). Ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàþòñÿ âáëèçè êîíöîâ îñíîâ-íîé òðåùèíû AB. Íàïðàâëåíèå âîçìîæíîãî ðîñòà òðåùèíà îïðåäåëÿþòñÿñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êóëîíà-Ìîðà (ðèñ.15). Èç ãðà�èêà âèäíî, ÷òî òðå-ùèíà äâèæåòñÿ ïî îñè îñíîâíîé òðåùèíû, âáëèçè ðàçëîìà òðåùèíà ìåíÿåòíàïðàâëåíèå è ñîåäèíÿåòñÿ ñ ðàçëîìîì.
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�èñ. 13: �àñïðåäåëåíèå ñìåùåíèå âäîëü ðàçëîìà ïî âåðõíåìó è íèæíåìó áåðåãó ðàçëîìà
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�èñ. 14: �àñïðåäåëåíèå ñìåùåíèå ïîïåðåê ðàçëîìà ïî âåðõíåìó è íèæíåìó áåðåãó ðàç-ëîìà
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Y�èñ. 15: Çîíà ðàçðóøåíèÿ ïî êðèòåðèþ Êóëîíà-ÌîðàÇàêëþ÷åíèåÄëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåùèí â ïîðîóïðóãîé ñðåäå ðåàëèçîâàíà äâóìåðíàÿè òðåõìåðíàÿ ïðîãðàììà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè. Àëãîðèòì îñ-íîâàí íà ìåòîäå îïîðíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðàâèëüíî àïïðîêñè-ìèðîâàòü óðàâíåíèÿ íà ñèëüíî äå�îðìèðîâàííûõ ñåòêàõ. Äëÿ ìîäåëèðî-âàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ àäàïòèâíûå ñåòêè, ïîçâîëÿþùèå äîáèâàòüñÿ íåîáõî-äèìîé òî÷íîñòè.Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè òðå-ùèí. �àññìîòðåíû îäèíî÷íûå òðåùèíû â îäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäå. Ïðî-èçâåäåíî ñðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíî õî-ðîøåå ñîâïàäåíèå, ÷òî èëëþñòðèðóþò ïðèâåäåííûå ãðà�èêè.Äàëåå ðàññìîòðåí ñëó÷àé åäèíè÷íîé òðåùèíû â ïîðîóïðóãîé ñðåäå âñëó÷àå óñòàíîâèâøåéñÿ �èëüòðàöèè, ïðåäñòàâëåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøå-íèå. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåùèí èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Áèî.�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññû ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàç-ðûâà ïëàñòà. Äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ âîçìîæíûõ çîí ðàçðóøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿêðèòåðèé Êóëîíà-Ìîðà. Íà ïðèìåðå âçàèìîäåéñòâèÿ òðåùèíû ãèäðîðàç-ðûâà ñ åñòåñòâåííûì ðàçëîìîì ïîêàçàíà âîçìîæíàÿ çîíà è íàïðàâëåíèåðàçðóøåíèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ãðà�èêè ñìåùåíèé íà áåðåãàõ ðàçëîìà,äåìîíñòðèðóþùèå âîçíèêíîâåíèå íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèéïî áåðåãàì ðàçëîìà, ñïîñîáíûå ïðèâåñòè ê ñäâèãîâûì è ðàçðûâíûì ðàçðó-øåíèÿì âíå çîíû ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàçðûâà ïëàñòà.



21
Ëèòåðàòóðà[1℄ Êîíñòàíòèíîâ Ñ.Â.,�óñåâ Â.È., "Òåõíèêà è òåõíîëîãèÿ ïðî-âåäåíèÿ ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàçðûâà ïëàñòîâ çà ðóáåæîì",ÂÍÈÈÎÝÍ�, Íå�òåïðîìûñëîâîå äåëî, Îáçîðíàÿ èí�îðìà-öèÿ, 1985[2℄ Áðîåê Ä., "Îñíîâû ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ", Óñïåõè ìàòåìà-òè÷åñêèõ íàóê 1973 â.28 N 2[3℄ Gri�th A.A., "The phenomenon of rupture and �ow of solids",Philosophial Transation of the Royal Soiety of London, 1920,v.221[4℄ Irwin G.R., "Analysis of stresses and strain near the end of raktraversing a plate", Journal of Applied Mehanis,1957, v.24,¹ 3[5℄ Êîëîñîâ �.Â., "Ïðèìåíåíèå êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé â òåîðèèóïðóãîñòè", ÎÍÒÈ,1935[6℄ Çàçîâñêèé À.Ô., Ëåìåõà Ô.Â., Ôåäîðåíêî �.Ï., "Íåëèíåéíûåý��åêòû ïðè öèðêóëÿöèè æèäêîñòè â òðåùèíå ãèäðîðàçðû-âà", Ïðåïðèíò ÈÏÌ, 1987, N210[7℄ Biot M.A., "Mehanis of deformation and aoustipropagation", Journal of Applied Physis, 1962, v.33, N4[8℄ Ñåäîâ Ë.È., "Ïëîñêèå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè è àýðîäèíàìè-êè",Ìîñêâà, 1950[9℄ À.À. Ñàìàðñêèé, À.Â. Êîëäîáà, Þ.À. Ïîâåùåíêî, Â.Â. Òèø-êèí, "�àçíîñòíûå ñõåìû íà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ",Ìèíñê,1996 íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ, Ìèíñê, 1996[10℄ Ëàâðåíòüåâ Ì.À., Øàáàò Á.Â., "Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèéêîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî", Íàóêà, 1973



22[11℄ Áàðåíáëàòò �.È., "Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè,âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ìåõàíèçìà ãèäðàâëè÷åñêî-ãî ðàçðûâà íå�òåíîñíîãî ïëàñòà", Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêàè ìåõàíèêà, ò.ÕÕ, â.2, 1958[12℄ Áàðåíáëàòò �.È., "Î ðàâíîâåñíûõ òðåùèíàõ, îáðàçóþùèõñÿïðè õðóïêîì ðàçðóøåíèè. Óñòîé÷èâîñòü èçîëèðîâàííûõ òðå-ùèí. Ñâÿçü ñ ýíåðãåòè÷åñêèìè òåîðèÿìè", Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-ìàòèêà è ìåõàíèêà, ò.XXIII, â.5, 1959[13℄ Áàðåíáëàòò �.È., "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàâíîâåñíûõ òðå-ùèí, îáðàçóþùèõñÿ ïðè õðóïêîì ðàçðóøåíèè", Æóðíàë ïðè-êëàäíîé ìàòåìàòèêè è òåõíè÷åñêîé �èçèêè, N 4, 1961[14℄ Áàðåíáëàòò �.È., Õðèñòèàíîâè÷ Ñ.À., "Îá îáðóøåíèè êðîâ-ëè ïðè ãîðíûõ âûðàáîòêàõ", Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�, ÎÒÍ, N11,1955[15℄ Æåëòîâ Þ.Ï., Õðèñòèàíîâè÷ Ñ.À. , "Î ìåõàíèçìå ãèä-ðàâëè÷åñêîãî ðàçðûâà íå�òåíîñíîãî ïëàñòà ", Èçâåñòèÿ ÀÍÑÑÑ�, ÎÒÍ, N5, 1955[16℄ Æåëòîâ Þ.Ï., "Îá îáðàçîâàíèè âåðòèêàëüíûõ òðåùèí â ïëà-ñòå ïðè ïîìîùè �èëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè", Èçâåñòèÿ ÀÍÑÑÑ�, ÎÒÍ, N5, 1955[16℄ Ìóñõåëèøâèëëè Í.È., "Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìà-òè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè", ÍÀÓÊÀ, Ìîñêâà, 1966


