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О РАЗМЕРЕ МАКСИМАЛЬНОГО МНОЖЕСТВА,
СВОБОДНОГО ОТ ПРОИЗВЕДЕНИЙ, В ГРУППАХ

Т. Г. ПЕТРОСЯН

(МОСКВА)

В работе получен размер максимального множества, свободного от
произведений, в группе G, содержащей подгруппу простого индекса р,
р = 2 (mod 3), и такой, что в G нет подгрупп индекса меньшего чем р.

1. Основные понятия

Будем называть М с G множеством, свободным от произведений,
(МСП) если не существует (ж, у, z) Е М3, таких, что ху = z. Обозначим
семейство всех МСП группы G через PF(G). Множество М, свободное от
произведений, называется максимальным, если \М\ ^ |Г| для любого Г
из PF(G). Обозначим через A(G) размер максимального МСП в группе G.
Пусть/x(G) = A(G)/|G|.

В классе абелевых групп задача нахождения размера максимального
МСП окончательно решена в работе [3].

Разобьем класс конечных абелевых групп на три подкласса и определим
на этих подклассах функцию v(G).

Класс 1: п делится на простое р = 2 (mod 3), v(G) = g + j-, где
p — наименьшее такое простое число;

Класс 2: п не делится ни на какое простое р = 2 (mod 3), но 3|п,
"(G) = |;

Класс 3: п делится только на простые р = 1 (mod 3), v(G)= ^ ""Зш»
где т является экспонентой G.

Теорема 1 (Грин-Ружа [3]). Для любой абелевой группы G
выполняется /x(G) = j/(G).

По данной проблеме практически нет работ, относящихся к
произвольным конечным группам. Первый результат, по-видимому, получен в [2].

Теорема 2 (Диананда-Яп [2]). Пусть \G\ = 3g, где q — простое
число ug = l (mod 3). Тогда /x(G) = 1/3.

В [6] изучена структура максимальных МСП в группах порядка 3jp, p —
= 1 (mod 3). Получен следующий результат.

Теорема 3 (Яп [6]). Пусть G произвольная группа порядка Зр,
где р — простое число, up = l (mod 3). Если S —максимальное МСП в G,
то тогда оно является смежным классом по некоторой подгруппе Н
порядка р группы G.

В работе автора [1] получено обобщение теоремы 2.
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Теорема 4. Пусть G группа порядка pq и р Ф 3fc + 1 при любом
k е N. Тогда

A(G) = g,
если р = 3, и

A(G) = *fefUf
если р = 2 (mod 3).

Здесь доказывается более общее утверждение.
Теорема 5. Пусть G — группа порядка п, содержащая

нормальную подгруппу Н индекса р, р = 2 (mod 3). Если в G нет нормальной
подгруппы индекса меньшего чем р, то

2. Вспомогательные утверждения

В работе используются следующие теоремы.
Теорема 6 (Олсон [4]). Пусть А и В являются конечными

непустыми подмножествами группы G, тогда существует подмножество F
множества А В и подгруппа Н группы G, такие, что \F\^\A\+\B\—\H\,
и либо FH = F, либо HF = F.

Теорема 7(Яп[5]). Пусть 5 eMPF(Zp), p = 3k+2. Тогда -5 = 5
и любое максимальное МСС при некотором автоморфизме группы Ър
имеет вид

{fc + 1, fc + 2,...,2fc + l}.

3. Доказательство теоремы 5

Рассмотрим фактор-группу G/H. Из теоремы 7 следует существование

МОП 5,5 с G/H, порядка *4j—. Ясно, что полный прообраз 5 при
каноническом гомоморфизме <р: G-+G/H является МСП. Таким образом,

Пусть М е PF(G). Из теоремы 6 следует, что
|AfAf| > 2|АГ| - |£Г|, (1)

где Я — подгруппа группы G. Поскольку ММГ)М = 0, то из (1) получаем

3|М| - |#| ^ \ММ\ + \М\ ^ |G|.
Таким образом,

Из теоремы 6 следует существование множества F С ММ,
содержащего смежный класс (правый или левый) по подгруппе Я. Предположим,
что H = G. Тогда \ММ\ = |G|, но это противоречит тому, что МпММ = 0.
Таким образом, \G: H\ ^р. Отсюда и из (2) следует, что

Итак, A(G)= ('+£>.
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