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� 1. Îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Øåñòîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå [5] èìååò âèä
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, (1)

ãäå a, b, c, d � êîìïëåêñíûå ïàðàìåòðû, x è y � êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå,
y′ = dy/dx. Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè îñîáûõ òî÷êè x = 0, x = ∞ è x = 1.

Çäåñü â ñëó÷àå a, b 6= 0 èùåì ðàçëîæåíèÿ åãî ðåøåíèé ïðè x → 0 è
x →∞ âèäà

y = crx
r +
∑

s

csx
s, (2)

ãäå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè r è s � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Áóäåì ðàçëè÷àòü òðè
òèïà ðàçëîæåíèé (2):

1. cr è cs � ïîñòîÿííûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû, ïåðâûé ÷ëåí crx
r �

ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ;

2. cs � ìíîãî÷ëåíû îò ln x, ïåðâûé ÷ëåí crx
r òàêæå ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ;

3. cr è cs � ñòåïåííûå ðÿäû îò ln x.

Åñëè x → 0, òî Re s > Re r â (2), è Re s âîçðàñòàþò. Åñëè x → ∞, òî
Re s < Re r, è Re s óáûâàþò. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àðãóìåíò
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x îñòàåòñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå. Åñëè äîïóñêàòü
íåîãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå arg x, òî â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ r è s ìîæåò ñëó-
÷èòüñÿ, ÷òî ïðè |x| → 0, ôóíêöèÿ xr ñ Re r > 0 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
è óïîðÿäî÷èâàíèå |xs| íå ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî÷èâàíèþ Re s. Ðàçëîæåíèÿ
(2) òèïà 3 áóäåì íàçûâàòü ñëîæíûìè. Â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ïîêàçàòå-
ëåé ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ òèïîâ 1 è 2 ïðè a, b, c, d 6= 0 íàéäåíû â [4, 6, 7].
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàçëîæåíèé (2) òèïîâ 1 - 3 áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäû,
èçëîæåííûå â [1] - [3].

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (1) â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììû. Äëÿ ýòîãî
óìíîæèì åãî íà 2x2(x − 1)2y(y − 1)(y − x) è ïåðåíåñåì â ëåâóþ ñòîðîíó
ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

f(x, y)
def
= 2y′′x2(x− 1)2y(y − 1)(y − x)− (y′)2[ x2(x− 1)2(y − 1)(y − x)+

x2(x− 1)2y(y − x) + x2(x− 1)2y(y − 1) ]+
2y′[ x(x− 1)2y(y − 1)(y − x) + x2(x− 1)y(y − 1)(y − x)+

x2(x− 1)2y(y − 1) ]− [ 2ay2(y − 1)2(y − x)2 + 2bx(y − 1)2(y − x)2+

2c(x− 1)y2(y − x)2 + 2dx(x− 1)y2(y − 1)2 ] = 0. (3)
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1.2. Íîñèòåëü è ìíîãîóãîëüíèê. Íîñèòåëü ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3),
òî åñòü ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè åå ìîíîìîâ, åñòü

S(f) = {Q = (q1, q2) : q1 = 0, 1, 2, 3, q2 = 3− q1 + k, k = 0, 1, 2, 3}.

Íîñèòåëü S(f) è åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Γ(f) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.

Òàê êàê ïàðàìåòðû a, b 6= 0, òî ìíîãîóãîëüíèê Γ(f) èìååò âèä ïàðà-
ëåëëîãðàììà ñ âåðøèíàìè Γ

(0)
j = Qj, ãäå Q1 = (3, 0), Q2 = (3, 3), Q3 =

(0, 6), Q4 = (0, 3) è ðåáðàìè Γ
(1)
1 , Γ

(1)
2 , Γ

(1)
3 , Γ

(1)
4 , ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 1.

Íîñèòåëü S(f) óðàâíåíèÿ (3) ëåæèò â öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå Z2.

1.3. Íîðìàëüíûå êîíóñû. Íîðìàëüíûå êîíóñû U
(0)
j è U

(1)
j âåðøèí Γ

(0)
j

è ðåáåð Γ
(1)
j ñóòü (ñì. ðèñ. 2).

U
(0)
1 = {p2 < 0, p2 < p1} , U

(1)
1 = {p1 = p2 < 0} ,

U
(0)
2 = {p1 > p2 > 0} , U

(1)
2 = {p1 > 0, p2 = 0} ,

U
(0)
3 = {p2 > p1, p2 > 0} , U

(1)
3 = {p1 = p2 > 0} ,

U
(0)
4 = {p1 < p2 < 0} , U

(1)
4 = {p1 < 0, p2 = 0} .

(4)

1.4. Ñèììåòðèè. Øåñòîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå èìååò òðè ñèììåòðèè, âîç-
íèêàþùèå ïðè çàìåíàõ ïåðåìåííûõ

1) x = 1/x∗, y = 1/y∗; 2) x = x̌, y = x̌/y̌; 3) x = 1− x◦, y = 1− y◦.

Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå (1) ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîäñòàíîâêå

(x, y, a, b, c, d) = (1/x∗, 1/y∗, −b∗, −a∗, c∗, d∗) . (5)

Ïðè ýòîì ïàðàëëåëîãðàìì Γ(f) îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî öåí-
òðà Q = (3/2, 3) (ñì. ðèñ. 3).
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Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå (1) ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîäñòàíîâêå

(x, y, a, b, c, d) =
(
x̌, x̌/y̌, −b̌, −ǎ,−ď + 1/2,−č + 1/2

)
. (6)

Ïðè ýòîì ïàðàëëåëîãðàìì Γ(f) îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ãîðèçîí-
òàëüíîé îñè q2 = 3 è äåôîðìèðóåòñÿ ïàðàëëåëüíî ýòîé îñè (ñì. ðèñ. 4).
Òåîðåìà 3. Óðàâíåíèå (1) ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîäñòàíîâêå

(x, y, a, b, c, d) = (1− x◦, 1− y◦, a◦,−c◦,−b◦, d◦) . (7)

Ðèñ. 3. Ðèñ. 4.

Ïåðâûå äâå ñèììåòðèè ïåðåâîäÿò ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè
íóëÿ â ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè (è îáðàòíî). Òåì
ñàìûì, ïîçâîëÿþò ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ è ïðîâåðèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû. Ñ èõ ïîìîùüþ îäíî ðåáðî ïåðåâîäèòñÿ â ëþáîå èç îñòàëüíûõ òðåõ,
âåðøèíû Γ

(0)
3 = Q3 è Γ

(0)
4 = Q4 � â âåðøèíû Γ

(0)
1 = Q1 è Γ

(0)
2 = Q2 ñîîò-

âåòñòâåííî (è îáðàòíî). Ïîýòîìó, âû÷èñëèâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îäíîìó ðåáðó è äâóì âåðøèíàì, ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé ìîæíî
ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îñòàëüíûì òðåì ðåáðàì è äâóì âåð-
øèíàì. Òðåòüÿ ñèììåòðèÿ ïåðåâîäèò ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè
íóëÿ â ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè åäèíèöû. Â ýòîé ðàáîòå îíà íå
èñïîëüçóåòñÿ. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 � 3 ñì. â [6].

1.5. Èñêëþ÷èòåëüíûå ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Óðàâíåíèå (1) èìååò òðè èñêëþ÷èòåëüíûõ ðåøåíèÿ: y(x) = 0
ïðè b = 0, y(x) = 1 ïðè c = 0 è y(x) = x ïðè d = 1/2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè y = const, êâàäðàò y′2 ÿâëÿåòñÿ

äâóêðàòíûì íóëåì. Ïîýòîìó îòíîøåíèÿ y′2/y ïðè y = 0 è y′2/(y − 1) ïðè
y = 1 ÿâëÿþòñÿ îäíîêðàòíûìè íóëÿìè. Íàêîíåö, ïðè y = x â óðàâíåíèè
(1) c d = 1/2 äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì y − x âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.
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� 2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè x → 0, ñîîòâåòñòâóþùèå

âåðøèíàì

2.1. Âûáîð âåðøèí. Òàê êàê x → 0, òî êîíóñ çàäà÷è K = {p1 <

0}. Cîãëàñíî (4) c êîíóñîì çàäà÷è ïåðåñåêàþòñÿ íîðìàëüíûå êîíóñû
U

(0)
1 , U

(0)
3 , U

(0)
4 , âåðøèí Γ

(0)
1 = Q1, Γ

(0)
3 = Q3, Γ

(0)
4 = Q4 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.
Âåðøèíå Γ

(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå f̂

(0)
1 (x, y)

def
= −2bx3 =

0, êîòîðîå íå èìååò ðåøåíèé.
Âåðøèíå Γ

(0)
3 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå f̂

(0)
3 (x, y)

def
= −2ay6 =

0, êîòîðîå èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

2.2. Âåðøèíå Γ
(0)
4 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

f̂
(0)
4 (x, y)

def
= 2x2y(y′)2 − 2xy2y′ − 2x2y2y′′ = 0. (8)

Èùåì åãî ðåøåíèÿ â âèäå y = crx
r, ãäå cr � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå χ(r)
def
= 2(r2 − r − r2 + r) ≡ 0

èìååò ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r òàêîé, ÷òî âåêòîð
P = ω(1, Re r), ω = −1, ëåæèò â íîðìàëüíîì êîíóñå U

(0)
4 = {p1 < p2 < 0},

ïîýòîìó 0 < Re r < 1. Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δf̂
(0)
2 (x, y)

δy
= 2x2(y′)2 + 4x2yy′

d

dx
− 4xyy′ − 2xy2 d

dx
− 4x2yy′′ − 2x2y2 d2

dx2 .

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(x)
def
= 2c2

rx
2r

(
r2 + 2rx

d

dx
− 2r − x

d

dx
− 2r(r − 1)− x2 d2

dx2

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

ν(k)
def
= 2c2

r(k
2 − 2rk + r2) = 0 (9)

èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü k1,2 = r. Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k < Re r}. Òàê
êàê Re k1,2 /∈ K, òî êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò, ò. å. æ = 0. Ñîãëàñíî [1] íîñèòåëü
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé èìååò âèä

K = {s = r + lr + m(1− r); l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z} . (10)

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îáðàçóþò ñåìåéñòâî

H1 : y = crx
r +
∑

csx
s ïî s ∈ K, (11)

ãäå cr 6= 0, cr � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå êîì-
ïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, ïîêàçà-
òåëü ñòåïåíè r � ïðîèçâîëüíûé è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 < Re r < 1,
s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî (10).
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Òåîðåìà 5. Ïðè x → 0 âåðøèíå Γ
(0)
4 ñîîòâåòñòâóåò äâóïàðàìåòðè÷åñêîå

(ïî cr è r, Re r ∈ (0, 1)) ñåìåéñòâî H1 ðàçëîæåíèé, îïðåäåëåííîå ôîðìó-
ëàìè (11) è (10).

Ïðè Im r = 0 íîñèòåëü (10) ðàçëîæåíèÿ (11) âåùåñòâåííûé. Â ýòîì ñëó-
÷àå âòîðûå ïðèáëèæåíèÿ ðàçëîæåíèÿ (11) áûëè íàéäåíû ðàíåå â [6, 4].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Im r 6= 0. Èçîáðàçèì íà ïëîñêîñòè Re q1, Im q1

ìíîæåñòâî K ∪ {r}. Ïóñòü, íàïðèìåð, Im r = 1. Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
Re r = 1/4, Re r = 1/2, Re r = 3/4, ïîëó÷àåì èçîáðàæåíèÿ ðèñ. 5, 6, 7
ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî ïðè Re r = 1/2 çíà÷åíèþ Re s = 1
ñîîòâåòñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ Im s = 0 è Im s = 2, ÷òî îòëè÷íî îò ñëó÷àÿ
Im r = 0 (ñì. [4],[6]).

Ðèñ. 5. Ðèñ. 6.

Ðèñ. 7.

Âû÷èñëèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (11) â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî íî-
ñèòåëÿ (10).
Â ñ ë ó ÷ à å 1 > Re r > 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü (ñì. ðèñ. 7)

y = crx
r + c1x. (12)
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Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (3) åñòü ˆ̂
f

(0)

4 (x, y) = −x3(y′)2 + 2x3yy′′ −

2(b − d)xy2. Êîýôôèöèåíò c1 = −b1/ν(1), ãäå b1
def
= x−2r−1 ˆ̂

f
(0)

4 (x, crx
r) =

c2
r(−2(b− d)− 2r + r2), ν(1) = 2c2

r(r − 1)2. Ïîëó÷àåì

c1 =
2(b− d)− (r − 1)2 + 1

2(r − 1)2 . (13)

Â ñ ë ó ÷ à å 0 < Re r < 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü (ñì. ðèñ. 5)

y = crx
r + c2rx

2r, (14)

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (3) åñòü ˆ̂
f

(0)

4 (x, y) = −3x2y2(y′)2 +
2xy3y′ + 2x2y3y′′ − 2ay4 + 2cy4. Êîýôôèöèåíò c2r = −b2r/ν(2r), ãäå

b2r
def
= x−4r ˆ̂

f
(0)

4 (x, crx
r) = −c4

r(2(a− c) + r2), ν(2r) = 2c2
rr

2. Ïîëó÷àåì

c2r = c2
r

2(a− c) + r2

2r2 . (15)

Â ñ ë ó ÷ à å Re r = 1/2, Im r 6= 0 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü (ñì.
ðèñ. 6) y = crx

r + c1x+ c2rx
2r, ãäå êîýôôèöèåíòû c1 è c2r îïðåäåëåíû ðàíåå

ôîðìóëàìè (13) è (15) ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñ ë ó ÷ à å r = 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü (ñì. ðèñ. 6) y =
c1/2

√
x + c1x, ãäå c1/2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò

c1 = (3 + 8(b− d) + c2
1/2 + 8c2

1/2(a− c))/2 (16)

åñòü ñóììà (13) è (15).
Âû÷èñëèì íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8). Ïðåîáðàçóåì åãî

g(x, y)
def
= y−3f̂

(0)
4 (x, y) = 2x2 (y

′)2

y2 − 2x
y′

y
− 2x2y

′′

y
= 0, (17)

òàê ÷òî S(g) = {0}. Ïîëîæèì g∗
def
= 2x2 (y

′)2

y2 − 2x2y
′′

y
, òîãäà coef(g∗) = 2 −

2 = 0. Ïî òåîðåìàì 5.6 è 5.7 èç [1] âîçìîæíî ñóùåñòâóþò íåñòåïåííûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ñäåëàåì ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ξ = ln x, η = d ln y/dξ â
óðàâíåíèè (17). Ïðîèçâîäíóþ ïî ξ áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé. Òîãäà ïðè çà-
ìåíå ξ = ln x, èìååì

y′ = ẏ/x, y′′ = (ÿ − ẏ)/x2. (18)

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (17) ïðèìåò âèä

2
(ẏ2)− ÿy

y2 = 0. (19)
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Ñäåëàåì â âûðàæåíèè (19) ïðåîáðàçîâàíèå η = d ln y/dξ, ẏ = ηy, ÿ =
(η̇ + η2)y. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì óðàâíåíèå −2η̇ = 0. Îíî èìååò ðåøåíèå η =
const, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåííîå ðåøåíèå y = c̃xη, c̃ = const. Îíî
íàì íå ïîäõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîé âåðøèíå íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîå
ñëîæíîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) .

� 3. Ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
4

3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç. Ðåáðî Γ
(1)
4 âåðòèêàëüíî. Åìó ñîîòâåò-

ñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

f̂
(1)
4 (x, y)

def
= 2x2y(y′)2 − 3x2y2(y′)2 − 2xy2y′ + 2xy3y′ − 2x2y2y′′

+2x2y3y′′ − 2ay4 + 2cy4 + 4ay5 − 2ay6 = 0.
(20)

Íîðìàëüíûé êîíóñ U
(1)
4 = {−λ (1, 0), λ > 0}, ω = −1, ò. å. x → 0. Ïîýòîìó

èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20) â âèäå y = c0 6= 0, c0 = const. Âû÷èñëèì c0.
Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå åñòü

f̃(c0)
def
= c−3

0 f̂
(1)
4 (x, c0)

def
= − 2ac0(c

2
0 − 2c0 + 1− c/a) = 0. (21)

Âûñîòà ðåáðà ðàâíà òðåì. Óðàâíåíèå (21) òðåòåé ñòåïåíè. Îíî âñåãäà èìååò
êîðåíü c0 = 0. Ñîãëàñíî ï. 5.2 èç [1] âàæíî âûäåëèòü ñëó÷àè, êîãäà óðàâ-
íåíèå c2

0 − 2c0 + 1− c/a = 0 èìååò íóëåâîé, áåñêîíå÷íûé è êðàòíûå êîðíè.
Îíî íå èìååò áåñêîíå÷íîãî êîðíÿ, íî èìååò íóëåâîé êîðåíü c0 = 0 ïðè a = c

è äâóêðàòíûé êîðåíü c0 = 1 ïðè c = 0. Ïîýòîìó, ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
a 6= c 6= 0, a = c 6= 0 è a 6= 0, c = 0.

Çàìå÷àíèå. Áóäåì áðàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîð-
íÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà åãî ïåðâîå çíà÷åíèå, òîãäà äëÿ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z åãî êâàäðàòíûé êîðåíü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ±

√
z.

3.2. Ñëó÷àé a 6= c 6= 0. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåííûå
è ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3), ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåáðó Γ

(1)
4 . Óðàâíåíèå (21) èìååò äâà íåíóëåâûõ êîðíÿ

c0i = 1 + (−1)i
√

c/a, i = 1, 2. (22)

Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δf̂
(1)
4 (x, y)

δy
= 2x2(y′)2 + 4x2yy′

d

dx
− 6x2y(y′)2 − 6x2y2y′

d

dx
− 4xyy′

−2xy2 d

dx
+ 6xy2y′ + 2xy3 d

dx
− 4x2yy′′ − 2x2y2 d2

dx2 + 6x2y2y′′

+2x2y3 d2

dx2 − 8ay3 + 8cy3 + 20ay4 − 12ay5.

(23)
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Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(x) = −2xc2
0i

d

dx
+ 2xc3

0i

d

dx
− 2x2c2

0i

d2

dx2 + 2x2c3
0i

d2

dx2 − 8ac3
0i+

+8cc3
0i + 20ac4

0i − 12ac5
0i.

(24)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü

ν(k)
def
= 2c2

0i

(
k2(c0i − 1)− 4c0i(c− a) + 10ac2

0i − 6ac3
0i

)
= 0. (25)

C ó÷åòîì c0i èç (22), îíî èìååò äâà êîðíÿ

k1,2
i = ±(

√
2c + (−1)i

√
2a), i = 1, 2. (26)

Êîíóñ çàäà÷è åñòü
Ki = {Re ki > 0} . (27)

Ïîëîæèì θi =
√

2c + (−1)i
√

2a. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i = 1, 2 áóäåì
ðàçëè÷àòü òðè ñëó÷àÿ.
Ñë ó ÷ à é 1. Re θi = 0. Ïîñêîëüêó Re k1,2

i 6∈ Ki, òî êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò
è æi = 0. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

K = {s = l, l ∈ N} . (28)

Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïåðâîãî òèïà
(ñì. ï. 1.1), êîòîðîå îáîçíà÷èì êàê ñåìåéñòâî

Hi+1 : y = c0i +
∞∑

s=1

csix
s, i = 1, 2, (29)

ãäå êîýôôèöèåíò c0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (22), îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êî-
ýôôèöèåíòû csi ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (29) åñòü y = c0i+c1ix. Âû÷èñ-
ëèì êîýôôèöèåíò c1i, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ c1i = −b1i/ν(1).
Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (3), ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó ðåáðó, åñòü

ˆ̂
f

(1)

4 (x, y) = −2(b−d)xy2 +2x3y′′y +4(a+ b− c−d)xy3 +6x2y′y2 +2x3y′′y2−

−x3(y′)2−2x3(y′)2y−2(4a+b+c−d)xy4−6x2y′y3−4x3y′′y3+6x3(y′)2y2+4axy5.

Êîýôôèöèåíò

b1i
def
= x−1 ˆ̂

f
(1)

4 (x, c0i) =

2c2
0i(−b + d + 2(a + b− c− d)c0i + (−4a− b− c + d)c2

0i + 2ac3
0i). (30)
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Ñîãëàñíî (25) ν(1) = 2c2

0i

(
c0i − 1− 4c0i(c− a) + 10ac2

0i − 6ac3
0i

)
. Íàêîíåö, ñ

ó÷åòîì (21) è (22), ïîëó÷àåì

c1i = (−1)i

√
c

a

(√
a + (−1)i

√
c
)2

+ b− d

1− 2 (
√

a + (−1)i
√

c)
2 . (31)

Ïîëîæèì ki = θi, åñëè Re θi > 0 è ki = −θi, åñëè Re θi < 0.
Ñ ë ó ÷ à é 2. Re θi 6= 0, θi 6∈ Z. Èìååì åäèíñòâåííîå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî
ki ∈ Ki è æi = 1. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) c ó÷åòîì ki

åñòü
K(ki) = {s = l + mki, l, m ∈ Z, l, m ≥ 0, l + m > 0} . (32)

Òàê êàê ÷èñëî ki íå ëåæèò â ìíîæåñòâå K, îïðåäåëåííîì ôîðìóëîé (28), òî
ñîãëàñíî [1] ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) ïåðâîãî
òèïà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Hi+1 : y = c0i +
∑

csix
s ïî s ∈ K(ki), i = 1, 2, (33)

ãäå K(ki) èç (32), êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé
(22), ckii � ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå csi ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåíû.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (33) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ
÷èñëà Re ki. Åñëè Re ki > 1, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå åñòü y = c0i + c1ix,
÷òî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ Re θi = 0. Êîýôôèöèåíò c1i îïðåäåëåí ôîðìó-
ëîé (31). Åñëè 0 < Re ki < 1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé åñòü
y = c0i + ckiix

ki, ãäå êîýôôèöèåíò ckii � ïðîèçâîëüíûé. Åñëè Re ki = 1,
òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä y = c0i + c1ix + ckiix

ki, ãäå
êîýôôèöèåíòû: ckii � ïðîèçâîëüíûé, c1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (31).
Ñ ë ó ÷ à é 3. θi ∈ Z\{0}. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì åäèíñòâåííîå êðèòè÷åñêîå
÷èñëî ki ∈ Ki è æi = 1. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ki ëåæèò â ìíîæåñòâå K, îïðå-
äåëåííîì ôîðìóëîé (28), òî ñîãëàñíî [1] ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé ðåøåíèé
ñóòü

Hi+1 : y = c0i +
∞∑

s=1

csi(ln x)xs, i = 1, 2, (34)

ãäå êîýôôèöèåíòû: c0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (22), ckii = αkii + βkii ln x,
αkii � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò βkii ïîñòîÿííûé è îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåííûé, îñòàëüíûå csi � ìíîãî÷ëåíû îò ln x, êîòîðûå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (29) çàâèñèò îò ðàñïîëîæå-
íèÿ ÷èñëà ki. Åñëè ki = 1, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä
y = c0i + c1ix. Êîýôôèöèåíò c1i = α1i + β1i ln x, ãäå α1i � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, β1i âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå β1i = −b1i/ν

′(1). Êîýôôèöèåíò b1i
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âû÷èñëåí ðàíåå è îïðåäåëåí ôîðìóëîé (30), ν ′(1) = 4c2

0i(c0i− 1). Ó÷èòûâàÿ
(22), ïîëó÷àåì

c1i = α1i + (−1)i

√
c

a

(√
a + (−1)i

√
c
)2

+ b− d

2
ln x. (35)

Åñëè
(√

a + (−1)i
√

c
)2

+ b−d = 0, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè
è â ðàçëîæåíèè (34) êîýôôèöèåíòû: c1i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, csi �
ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Âû÷èñëèì íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20), ñîîòâåòñòâóþùèå íóëå-
âîìó ðåøåíèþ îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (21). Ñäåëàåì â íåì ëîãàðèôìè-
÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ξ = ln x, ïðè ýòîì y′, y′′ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(18). Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ϕ(ξ, y)
def
= f̂

(1)
4 (ξ, y) = 2ÿy2(y−1)+ ẏ2y(2−3y)+2(c−a)y4 +4ay5−2ay6 = 0.

(36)
Íîñèòåëü S(ϕ), åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, ãðàíè Φ

(d)
j , d = 0, 1, j =

1, 2, 3, 4 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíÿì íîðìàëüíûå êî-
íóñû U

(d)
j , d = 0, 1, j = 1, 2, 3, 4 � íà ðèñ. 9.

Ðèñ. 8. Ðèñ. 9.

Êîíóñ çàäà÷è K = {p1 ≥ 0}. Êðîìå òîãî, y 6= const. Ñ êîíóñîì çàäà÷è
ïåðåñåêàþòñÿ íîðìàëüíûå êîíóñû U

(0)
1 , U

(0)
2 , U

(0)
3 , U

(1)
1 , U

(1)
2 . Ðàññìîòðèì

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàíè ïîñëåäîâàòåëüíî.

Âåðøèíå Φ
(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(0)
1 (ξ, y)

def
= − 2ÿy2 + 2ẏ2y = 0. (37)

Íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {p1 < 0, p2 < −2p1}, ω = −1. Èùåì ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (37) â âèäå y = crξ
r, cr 6= 0, cr � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå χ(r)
def
= r = 0 èìååò ðåøåíèå r = 0. Âåêòîð

P = ω(1, r) = (−1, 0) 6∈ U
(0)
1
⋂
K, ò.å. ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé íåò.
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Âåðøèíàì Φ
(0)
2 è Φ

(0)
3 ñîîòâåòñòâóþò óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ ϕ̂

(0)
2 (ξ, y)

def
=

2(c− a)y4 = 0 è ϕ̂
(0)
3 (ξ, y)

def
= − 2ay6 = 0. Òàê êàê îíè àëãåáðàè÷åñêèå, òî íå

äàþò ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé.

Ðåáðó Φ
(1)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(1)
1 (ξ, y)

def
= − 2ÿy2 + 2ẏ2y + 2(c− a)y4 = 0. (38)

Íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {λ(1, −2), λ > 0}, ω = −1. Èùåì ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (38) â âèäå y = c−2ξ
−2, c−2 6= 0. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

ϕ̃(c−2)
def
= 2c3

−2(c−2(c− a)− 2) = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

c−2 = 2/(c− a). (39)

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δϕ̂(ξ, y)

δy
def
= 2ẏ2 + 4yẏ

d

dξ
− 4yÿ − 2y2 d2

dξ2 + 8(c− a)y3.

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(ξ) = −2c2
−2

1

ξ6

(
ξ2 d2

dξ2 + 8 + 4ξ
d

dξ
− 4(c− a)c−2

)
. (40)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) = −2c2
−2(k

2 + 3k) èìååò äâà êîðíÿ
k1 = 0, k2 = −3. Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k < −2}. Òîëüêî ÷èñëî k2 ∈ K,
ò. å. k2 � åäèíñòâåííîå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî, æ = 1. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèé K = {s = −2−2l; l > 0}. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ c ó÷åòîì
k2 åñòü

K(k2) = {s = −2− l; l > 0}. (41)

Ðàçëîæåíèå ðåøåíèé åñòü

y =
2

c− a

1

ξ2 +
∞∑

s=3

c−s

ξs
. (42)

Ïîñêîëüêó k2 6∈ K, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî, ò. å.
êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò c−3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñäåëàåì îá-
ðàòíóþ çàìåíó ξ = ln x â (42) è ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(3)

y =
2

c− a

1

ln2 x
+

c−3

ln3 x
+

∞∑
s=4

c−s

lns x
, (43)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c−3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëü-
íûå c−s � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ñîãëàñíî [2] è [3] âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà óêîðî÷åííûõ ðåøåíèé
(43). Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (23). Îáîçíà÷èì åå M(x, y).
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Ñäåëàåì â M(x, y) ëîãàðèôìè÷åñêóþ çàìåíó ξ = ln x è ïðîèçâîäíóþ ïî ξ

áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé. Ñîãëàñíî (18) îïåðàòîð

M(x, y)
def
= 2ẏ2 + 4yẏ

d

dξ
− 6yẏ2 − 6y2ẏ

d

dξ
− 4yẏ − 2y2 d

dξ
+ 6y2ẏ + 2y3 d

dξ

−4y(ÿ − ẏ)− 2y2
(

d2

dξ2 −
d

dξ

)
+ 6y2(ÿ − ẏ) + 2y3

(
d2

dξ2 −
d

dξ

)
−8ay3 + 8cy3 + 20ay4 − 12ay5 def

= N (ξ, y). (44)

Äëÿ ðåøåíèé (42) èìååì y = 2ξ−2/(c − a) + . . .. Ïîýòîìó â îïåðàòîðå N
÷ëåíû ñòàðøåé ïî ξ ñòåïåíè n èìåþò n = −4 è îáðàçóþò îïåðàòîð N−4 =
−2y2 d2/dξ2, ãäå y = 2ξ−2/(c − a). Åìó ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ν(k) = −8k2/ (c− a)2, êîòîðûé èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü k = 0.
Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k < 0}. Òàê êàê ÷èñëî k = 0 íå ëåæèò â êîíóñå
çàäà÷è, òî êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò, æ = 0. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé
èìååò âèä K = {s = l, l ∈ N}. Ïî òåîðåìå 1 èç [2] äëÿ ðåøåíèé èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ (3) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå, îáðàçóþùåå ñåìåéñòâî

H4 : y = ϕ0 +
∞∑

σ=1

ϕσx
σ, (45)

ãäå ϕ0 èç (43), ϕσ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ. Ïî òåîðåìå
2 èç [2, 3] ñòåïåíè ëîãàðèôìîâ â ϕσ íå ïðåâîñõîäÿò −8σ.

Ðåáðó Φ
(1)
2 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(1)
2 (ξ, y)

def
= − 2ay6 + 4ay5 + 2(c− a)y4 = 0,

êîòîðîå èìååò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå y = 1 + (−1)i
√

c/a, i = 1, 2. Îíî íàì
íå ïîäõîäèò, èáî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëíîãî óðàâíåíèÿ (36) è ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì (22), êîòîðîå óæå èçó÷åíî.

3.3. Ñëó÷àé a = c 6= 0. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ñòåïåííûå è ñòåïåííî-
ëîãàðèôìè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåáðó Γ

(1)
4 . Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (21) èìååò äâà íóëå-

âûõ ðåøåíèÿ è îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå c02 = 2 èç (22). Åìó ñîîòâåòñòâóåò
äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ k1,2

2 = ±2
√

2a èç (26). Â êà÷åñòâå θ2 áåðåì 2
√

2a.
Çíà÷åíèþ c02 ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé H3, äëÿ êîòîðîãî ñî-

õðàíÿþòñÿ ôîðìóëû ñòåïåííûõ è ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
èç ñëó÷àÿ a 6= c 6= 0. Òàêæå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ θ2 âîçìîæíû òðè
ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ2 = 0, ðàçëîæåíèå ðåøåíèé îïðåäåëåíî
ôîðìóëîé (29)), ñëó÷àé 2 (Re θ2 6= 0, θ2 6∈ Z, ðàçëîæåíèå ðåøåíèé îïðåäåëå-
íî ôîðìóëîé (33)), ñëó÷àé 3 (θ2 ∈ Z\{0}, ðàçëîæåíèå ðåøåíèé îïðåäåëåíî
ôîðìóëîé (34)).
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Âû÷èñëèì òåïåðü íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20), ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå äâóêðàòíîìó íóëåâîìó ðåøåíèþ îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (21). Â
ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (36) ïðèíèìàåò âèä

φ(ξ, y)
def
= f̂

(1)
4 (ξ, y) = 2ÿy2(y − 1) + ẏ2y(2− 3y)− 2ay6 + 4ay5 = 0. (46)

Íîñèòåëü S(φ), åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, ãðàíè Φ
(d)
j , d = 0, 1, j =

1, 2, 3, 4 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 10, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíÿì íîðìàëüíûå êî-
íóñû U

(d)
j , d = 0, 1, j = 1, 2, 3, 4 � íà ðèñ. 11.

Ðèñ. 10. Ðèñ. 11.

Êîíóñ çàäà÷è K = {p1 ≥ 0}. Êðîìå òîãî, y 6= const. Ñ êîíóñîì çàäà÷è
ïåðåñåêàþòñÿ íîðìàëüíûå êîíóñû U

(0)
1 , U

(0)
2 , U

(0)
3 , U

(1)
1 , U

(1)
2 . Ðàññìîòðèì

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàíè ïîñëåäîâàòåëüíî.

Âåðøèíå Φ
(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (37). Íîðìàëüíûé êî-

íóñ U
(0)
1 = {p1 < 0, p2 < −p1}, ω = −1. Âåêòîð P = (−1, 0), ïîëó÷åííûé

ðàíåå â ñëó÷àå a 6= c, íå ëåæèò â íîðìàëüíîì êîíóñå U
(0)
1 , ñëåäîâàòåëüíî,

ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé íåò.

Âåðøèíàì Φ
(0)
2 è Φ

(0)
3 ñîîòâåòñòâóþò óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ φ̂

(0)
2 (ξ, y)

def
=

4ay5 = 0 è φ̂
(0)
3 (ξ, y)

def
= − 2ay6 = 0. Îíè àëãåáðàè÷åñêèå è íå äàþò ïîäõîäÿ-

ùèõ ðåøåíèé.

Ðåáðó Φ
(1)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

φ̂
(1)
1 (ξ, y)

def
= − 2ÿy2 + 2ẏ2y + 4ay5 = 0. (47)

Íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {λ(1, −1), λ > 0}, ω = −1. Èùåì ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (47) â âèäå y = c−1ξ
−1, c−1 6= 0. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

φ̃(c−1)
def
= − 2c3

−1(2ac2
−1 − 1) = 0 èìååò äâà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ

c−1 = (−1)j/
√

2a, j = 1, 2. (48)
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Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δφ̂(ξ, y)

δy
def
= 2ẏ2 + 4yẏ

d

dξ
− 4yÿ − 2y2 d2

dξ2 + 20y4.

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(ξ) = −2c2
−1ξ

−4
(

ξ2 d2

dξ2 + 2ξ
d

dξ
+ 3− 10ac2

−1

)
. (49)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) = −2c2
−1(k

2 + k − 2) èìååò äâà êîðíÿ
k1 = 1, k2 = −2. Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k < −1}. ×èñëî k2 ∈ K, ò. å. k2

� åäèíñòâåííîå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî, æ = 1. Èñõîäíûé íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèé K = {s = −1−2l; l > 0}. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ c ó÷åòîì
k2 åñòü

K(k2) = {s = −1− l; l > 0}. (50)

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñóòü

y = (−1)jξ−1/
√

2a +
∞∑

s=2

c−sξ
−s, j = 1, 2. (51)

Ïîñêîëüêó k2 6∈ K, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî, ò. å.
êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò c−2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó ξ = ln x â (51) è ïîëó÷èì äâà ñåìåéñòâà àñèìï-
òîòèê ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3)

F4+j : y = (−1)j 1√
2a

1

ln x
+

c−2j

ln2 x
+

∞∑
s=3

c−sj

lns x
, j = 1, 2, (52)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c−2j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëü-
íûå c−sj � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ïî [2, 3] âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà óêîðî÷åííûõ ðåøåíèé (52). Îïå-
ðàòîð N (ξ, y) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (3.2.). Äëÿ ðåøåíèé (51) èìååì y =
(−1)jξ−1/

√
2a + . . .. Ïîýòîìó â îïåðàòîðå N ÷ëåíû ñòàðøåé ïî ξ ñòå-

ïåíè n èìåþò n = −2 è îáðàçóþò îïåðàòîð N−2 = −2y2 d2/dξ2, ãäå
y = (−1)jξ−1/

√
2a. Åìó ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

ν(k) = −k2/2a, êîòîðûé èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü k = 0. Êîíóñ çàäà-
÷è K = {Re k < 0}. Òàê êàê ÷èñëî k = 0 íå ëåæèò â êîíóñå çàäà÷è, òî
êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò, æ = 0. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé èìååò âèä
K = {s = l, l ∈ N}. Ïî òåîðåìå 1 èç [2, 3] äëÿ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (3) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ðàçëîæåíèÿ, îáðàçóþùèå ñåìåéñòâà

H4+j : y = φ0j +
∞∑

σ=1

φσjx
σ, j = 1, 2 (53)

ãäå φ0j èç (52), φσj ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ. Ïî òåîðåìå
2 èç [2, 3] ñòåïåíè ëîãàðèôìîâ â φσj íå ïðåâîñõîäÿò −4σ.
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Ðåáðó Φ
(1)
2 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå φ̂

(1)
2 (ξ, y)

def
= −2ay6+4ay5 =

0, êîòîðîå èìååò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå y = 2. Îíî íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëíîãî óðàâíåíèÿ (46) è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì c02,
èçó÷åííîìó â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà.

3.4. Ñëó÷àé a 6= 0, c = 0. Âû÷èñëèì â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ñòåïåííûå
è ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåáðó Γ

(1)
4 . Óðàâíåíèå (21) èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü c0 = 1.

Ñîãëàñíî (24) ïðè a 6= 0, c = 0 äëÿ íåãî ëèíåéíûé îïåðàòîð L(x) ≡ 0.
Äëÿ òîãî ÷òîáû èññëåäîâàòü óðàâíåíèå (3) â ýòîì ñëó÷àå, ñäåëàåì çàìåíó

y = u + 1. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

g(x, u)
def
= f(x, u + 1)

def
= ((2u + 1)u′2 − 2(u + u2)u′′)x5

+((−3− 8u− 3u2)u′2 − 2(u + u2)u′ + 2(4u2 + u3 + 3u)u′′)x4

+((10u + 6u2 + 3)u′2 + 2(5u2 + 2u3 + 3u)u′ − 2(5u2 + 3u + 2u3)u′′ − 2bu2)x3

+
(
(−3u2 − 4u− 1)u′2 − 6(2u2 + u + u3)u′ + 2(u3 + 2u2 + u)u′′

−2(d + a)u4 − 4(a + d− b)u3 − 2(d + a− 2b)u2
)
x2

+
(
2(u3 + 2u2 + u)u′ + 4au5 + 2(6a− b + d)u4

−4(b− 3a− d)u3 − 2(b− d− 2a)u2
)
x

−8au3 − 12au4 − 2au2 − 8au5 − 2au6 = 0. (54)

Íîñèòåëü S(g), åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Γ(g), ãðàíè G
(d)
i , d = 0, 1, i =

1, 2, 3, 4 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 12. Íîðìàëüíûå êîíóñû U
(d)
i , d = 0, 1, i =

1, 2, 3, 4 � íà ðèñ. 13.

Ðèñ. 12. Ðèñ. 13.

Óðàâíåíèå (54) èìååò äâóêðàòíîå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u = 0. Â óðàâ-
íåíèè (3) åìó ñîîòâåòñòâóåò äâóêðàòíîå ðåøåíèå

H7 : y = 1.

Ïî òåîðåìå 4 äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) îíî ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì
îäíîêðàòíûì. À äâóêðàòíîñòü ðåøåíèÿ y = 1 âîçíèêëà ïîñëå óìíîæåíèÿ
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óðàâíåíèÿ (1) íà ìíîæèòåëü 2x2(x − 1)2y(y − 1)(y − x), ñîäåðæàùèé êàê
ñîìíîæèòåëü (y − 1).

Êîíóñ çàäà÷è K = {p1 ≤ 0, p2 < 0}. Êðîìå òîãî, u(x) 6= const. Ñ êîíóñîì
çàäà÷è ïåðåñåêàþòñÿ íîðìàëüíûå êîíóñû U

(0)
1 , U

(1)
1 .

Âåðøèíå G
(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ĝ
(0)
1 (x, u)

def
= 2u′′ux2 − u′2x2 + 2u′ux− 2au2 = 0. (55)

Íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {p1 < 0, p2 < 0}. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ

èìååò âèä u = cρx
ρ, ãäå cρ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîêàçà-

òåëü ñòåïåíè ρ îïðåäåëèì èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

χ(ρ)
def
= ρ2 − 2a = 0, (56)

ò. å. ρ1, 2 = ±
√

2a. Åñëè Re
√

2a = 0, òî âåêòîð P = ω(1, Re ρ1, 2) = (−1, 0) 6∈
U

(0)
1 è ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (55) íåò. Åñëè Re

√
2a 6= 0, òî â

êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ êîðíÿ
√

2a âîçüìåì òî, äëÿ êîòîðîãî Re
√

2a > 0. Ïóñòü
ρ1 =

√
2a, ρ2 = −

√
2a. Òîãäà âåêòîð P1 = ω(1, Re ρ1) = (−1,−Re

√
2a) ∈

U
(0)
1 , à âåêòîð P2 = ω(1, Re ρ2) = (−1, Re

√
2a) 6∈ U

(0)
1 . Ïîëîæèì ρ = ρ1 =√

2a. Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

∂ĝ
(0)
1 (x, u)

∂u
= 2u′′x2 + 2

d2

dx2ux2 − 2u′
d

dx
x2 + 2u′x + 2

d

dx
ux− 4au.

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(x) = 2cρx
ρ(ρ(ρ− 1) +

d2

dx2x
2 − ρ

d

dx
x + ρ +

d

dx
x− 2a).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ν(k)
def
= 2cρk(k − ρ) = 0 èìååò äâà êîðíÿ

k1 = 0, k2 = ρ. Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k > Re ρ}. ×èñëà Re k1, 2 6∈ K, ò.å.
êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò, æ = 0. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé åñòü

K = {s = ρ + lρ + m; l, m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}. (57)

Ðàçëîæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä

u = cρx
ρ +

∑
csx

s ïî s ∈ K. (58)

Ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû y = u + 1 ðàçëîæåíèÿ (58) îáðàçóþò ñåìåéñòâî

H8 : y = 1 + cρx
ρ +

∑
s

csx
s, (59)

ãäå cρ 6= 0, cρ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ =
√

2a, Re
√

2a > 0, s ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî (57), êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû.
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Âû÷èñëèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (58).

Â ñ ë ó ÷ à å Re ρ > 1 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü u = cρx
ρ +cρ+1x

ρ+1.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (54) åñòü

ˆ̂g
(0)
1 (x, u) = 3u′2x3 − 6uu′′x3 − 6uu′x2 + 2xu2(2a− b + d).

Êîýôôèöèåíò cρ+1 = −bρ+1/ν(ρ + 1), ãäå bρ+1
def
= x−2ρ−1 ˆ̂g

(0)
1 (x, cρx

ρ) =
2c2

ρ(d− b− a), ν(ρ + 1) = 2cρ(ρ + 1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

cρ+1 = cρ
a + b− d

ρ + 1
. (60)

Â ñ ë ó ÷ à å 0 < Re ρ < 1 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü u = cρx
ρ +

c2ρx
2ρ. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (54) åñòü

ˆ̂g
(0)
1 (x, u) = −4uu′2x2 + 4u2u′′x2 + 4u2u′x− 8au3.

Êîýôôèöèåíò c2ρ = −b2ρ/ν(2ρ), ãäå b2ρ
def
= x−3ρ ˆ̂g

(0)
1 (x, cρx

ρ) = −8ac3
ρ,

ν(2ρ) = 8acρ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

c2ρ = c2
ρ. (61)

Â ñ ë ó ÷ à å Re ρ = 1, Im ρ 6= 0 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü u = cρx
ρ+

cρ+1x
ρ+1 + c2ρx

2ρ, êîýôôèöèåíòû cρ+1 è c2ρ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (60) è
(61) ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñ ë ó ÷ à å ρ = 1, ò. å. a = 1/2, âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü u =
c1x + c2x

2. Êîýôôèöèåíòû: c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

c2 = c1
a + b− d + 2c1

2
(62)

åñòü ñóììà (60) è (61).
Âû÷èñëèì íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (55), åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

Ïðåîáðàçóåì åãî

h(x, u)
def
= u−2ĝ

(0)
1 (x, u)

def
= 2

u′′

u
x2 − u′2

u2 x2 + 2
u′

u
x− 2a = 0, (63)

òàê ÷òî S(h) = {0}. Óðàâíåíèå h(x, u) = 0 ñîäåðæèò íåíóëåâóþ ïîñòîÿí-
íóþ −2a,

h∗ = 2
u′′

u
x2 − u′2

u2 x2, coef(h∗) = 2− 1 = 1 6= 0. (64)

Òàê êàê a 6= 0, òî óðàâíåíèå (56) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, ò.å. ïî òåîðåìàì
5.6 è 5.7 èç [1] íåñòåïåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (55) íå ñóùåñòâóåò. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âåðøèíå G

(0)
1 íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (3) òèïà 3.
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Ðåáðó G
(1)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ĝ
(1)
1 (x, u)

def
= 2u′′ux2 − u′2x2 + 2u′ux− 2au2 − 6u′′ux3 + 3u′2x3 − 6u′ux2

−2(b− d− 2a)u2x6u′′ux4 − 30u′2x4 + 6u′ux3 − 2(d + a− 2b)u2x2

−2u′′ux5 + u′2x5 − 2u′ux4 − 2bu2x3 = 0.
(65)

Ýòî ðåáðî ãîðèçîíòàëüíî. Óðàâíåíèå (65) íå èìååò ñòåïåííûõ ðåøåíèé,
ò. å. åìó íå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé òèïà 1 è 2. Âîçìîæíî
óðàâíåíèå (65) èìååò íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ. Ëåâîé âåðøèíå G

(0)
1 = (0, 2)

ýòîãî ðåáðà ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (55). Òàê êàê äëÿ îáî-
èõ ýòèõ óðàâíåíèé (55) è (65) ñóììàðíûé ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
∆(ĝ

(1)
1 ) = ∆(ĝ

(0)
1 ) = 2, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5 èç [1] óðàâíåíèå (65) íå

èìååò íåñòåïåííûõ ðåøåíèé ïðè x → 0.
Ðåøåíèþ c0 = 0 îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (21), êàê è â ñëó÷àå a 6= c 6= 0,

ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé H4 èç (45).

3.5. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ è èõ îáñóæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ðåáðó Γ
(1)
4 ñîîòâåòñòâóþò 7 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé:

H2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= c 6= 0 , îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (29),
(33), (34) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè c 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (29), (33),
(34) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H4, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= c, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (45), (43) è
èìååò 1 ïàðàìåòð;

H5 è H6 ñóùåñòâóþò ïðè a = c 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (53), (52)
èìåþò 1 ïàðàìåòð;

H7: y = 1, ñóùåñòâóåò ïðè c = 0;

H8 ñóùåñòâóåò ïðè c = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (58), (57) è èìååò 1
ïàðàìåòð.

Ñåìåéñòâà H4 � H6 ñëîæíûå, îñòàëüíûå � òèïîâ 1 è 2.

Çàìå÷àíèå. Âûñîòà ðåáðà Γ
(1)
4 ðàâíà òðåì. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (21)

òðåòüåé ñòåïåíè. Îêàçàëîñü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ êàæäîìó åãî êîðíþ ñîîò-
âåòñòâóåò ñâîå ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé ðåøåíèé.

� 4. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè x → 0, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåáðó Γ
(1)
1

Ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
1 , ïîëó÷èì èç ðàçëîæåíèé, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðåáðó Γ
(1)
4 , èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ (6). Äëÿ ýòîãî â ðàçëîæå-

íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
4 , äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà (6), âû÷èñëÿþòñÿ



21

ðàçëîæåíèÿ ñ ïòè÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
1 , è ïòè÷êè îïóñêàþòñÿ.

Ïðè ýòîì òðè ñëó÷àÿ: a 6= c 6= 0; a = c 6= 0 è a 6= 0, c = 0 , ðàññìîòðåííûå
äëÿ ðåáðà Γ

(1)
4 , ïåðåéäóò ñîîòâåòñòâåííî â òðè ñëó÷àÿ: b 6= d − 1/2 6= 0;

b = d− 1/2 6= 0 è b 6= 0, d = 1/2 äëÿ ðåáðà Γ
(1)
1 .

4.1. Ñëó÷àé b 6= d − 1/2 6= 0. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ F (1)
4 i, i = 1, 2,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
4 , è ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (6) ïåðåâåäåì èõ â

ðàçëîæåíèÿ F (1)
1 i, i = 1, 2, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ

(1)
1 .

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, îïðåäåëÿþùèå ñåìåéñòâà F (1)
1 i, i = 1, 2, çàâèñÿò

îò ÷èñåë θ̌i =
√

1− 2d + (−1)i
√
−2b, i = 1, 2. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Ñë ó ÷ à é 1. Re θ̌i = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ F (1)
4 i, i = 1, 2 îïðåäåëÿåò

ôîðìóëà (29). Ïîäñòàâèì â íåå x = x̌, y = x̌/y̌ è âûðàæàÿ y̌, ïîëó÷àåì
äðîáü

y̌ = x̌/(c0i +
∞∑

s=1

csix̌
s). (66)

Òàê êàê

∣∣∣∣∣
∞∑

s=1

csi

c0i
x̌s

∣∣∣∣∣ < 1 ïðè x̌ → 0, òî (66) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

y̌ =
x̌

c0i

∞∑
n=0

(
−

∞∑
s=1

csi

c0i
x̌s

)n

. (67)

Âûïèñûâàÿ ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðÿäà (67), ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

y̌ =
x̌

c0i
−

∞∑
s=1

csi

c2
0i

x̌s+1 + . . . . (68)

Ïîëîæèì

č1i = 1/c0i, čši = −csi/c
2
0i, š = s + 1. (69)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé

H8+i : y̌ = č1ix̌ +

∞∑
š=2

čšix̌
š + . . . , i = 1, 2, (70)

ãäå èç (6), (22) è (69) ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò

č1i =
2b + (−1)i

√
4bd− 2b

2b− 2d + 1
, (71)

îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû čši ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíû. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (70) åñòü y̌ = č1ix̌+č2ix̌

2.
Ñîãëàñíî (6) è (31) êîýôôèöèåíò

č2i = (−1)i

√
1− 2d

−2b

(√
−2b + (−1)i

√
1− 2d

)2 − 2a + 2c− 1

2− 2
(√
−2b + (−1)i

√
1− 2d

)2 . (72)
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Ïîëîæèì ki = 1 + θ̌i, åñëè Re θ̌i > 0 è ki = 1− θ̌i, åñëè Re θ̌i < 0.

Ñ ë ó ÷ à é 2. Re θ̌i 6= 0, θ̌i 6∈ Z. Àíàëîãè÷íî èç (33) ñ ïîìîùüþ (6) è (69)
ïîëó÷àåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé

H8+i : y̌ = č1ix̌ +
∑

š

čšix̌
š + . . . , i = 1, 2, (73)

ãäå š ∈ {1 + l + mki, l, m ∈ Z, l, m ≥ 0, l + m > 0}, êîìïëåêñíûå êîýôôè-
öèåíòû: č1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (71), čkii � ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå čši

ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.
Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (73) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ

÷èñëà Re ki. Åñëè Re ki > 2, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä
y̌ = č1ix̌ + č2ix̌

2, ÷òî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ Re θ̌i = 0. Åñëè 1 < Re ki < 2,
òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä y̌ = č1ix̌ + čkiix̌

ki, ãäå
êîýôôèöèåíò čkii � ïðîèçâîëüíûé. Åñëè Re ki = 2, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå
ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä y̌ = č1ix̌ + č2ix̌

2 + čkiix̌
ki, ãäå êîýôôèöèåíòû:

čkii � ïðîèçâîëüíûé, č2i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (72).
Ñ ë ó ÷ à é 3. θ̌i ∈ Z\{0}. Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé

H8+i : y̌ = č1ix̌ +

∞∑
š=2

čši(ln x̌)x̌š + . . . , i = 1, 2, (74)

ãäå êîýôôèöèåíò č1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (71), êîýôôèöèåíò čkii = α̌kii +
β̌kii ln x̌, α̌kii � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò β̌kii ïîñòîÿííûé
è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé, îñòàëüíûå čši � ìíîãî÷ëåíû îò ln x̌, êîòîðûå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (74) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ
÷èñëà ki. Åñëè ki = 2, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä y =
č1ix̌ + č2ix̌

2. Ñîãëàñíî (6) è (35) êîýôôèöèåíò

č2i = α̌2i + (−1)i

√
1− 2d

−2b

(√
−2b + ε

√
1− 2d

)2 − 2a + 2c− 1

4
ln x̌, (75)

ãäå α̌2i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (6) èç (45) ïîëó÷àåì îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé

H11 : y̌ = ϕ̌1x̌ +

∞∑
σ̌=2

ϕ̌σ̌x̌
σ̌, (76)

ãäå

ϕ̌1 =
1 + 2b− 2d

4
ln2 x̌ + č1ln x̌ +

∞∑
š=0

č−šln
−š x̌, (77)
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êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: č1 � ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå č−š � ïîñòî-
ÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕ̌σ̌ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëîãà-
ðèôìîâ.

4.2. Ñëó÷àé b = d− 1/2 6= 0. Èç ðàçëîæåíèé (53) ïîëó÷àåì äâà îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé

H11+j : y̌ = φ̌1jx̌ +

∞∑
σ̌=2

φ̌σ̌jx̌
σ̌, j = 1, 2, (78)

ãäå

φ̌1j = (−1)j
√
−2b ln x̌ + č0j +

∞∑
š=1

č−šjln
−š x̌, j = 1, 2, (79)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: č0j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëü-
íûå č−šj � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; φ̌σ̌j ðÿäû ïî óáûâàþùèì
ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ.

Ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé H10 ñîõðàíÿåòñÿ èç ñëó÷àÿ b 6= d − 1/2 6= 0. Â
êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ θ̌2 áåðåì 2

√
−2b . Â çàâèñèìîñòè îò êîòîðîãî âîçìîæíû

òðè ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ̌2 = 0, ñåìåéñòâî H10 îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (70)), ñëó÷àé 2 (Re θ̌2 6= 0, θ̌2 6∈ Z, ñåìåéñòâî H10 îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (73)), ñëó÷àé 3 (θ̌2 ∈ Z\{0}, ñåìåéñòâî
H10 îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (74)).

4.3. Ñëó÷àé d = 1/2, b 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì èñêëþ÷èòåëüíîå ðå-
øåíèå ñîãëàñíî òåîðåìå 4.

H14 : y̌ = x̌.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H15 : y̌ = x̌ + čρ̌x̌
ρ̌ +
∑

š

čšx̌
š, (80)

ãäå čρ̌ 6= 0, čρ̌ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ̌ = 1 +
√
−2b, Re

√
−2b > 0,

š ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ̌ + l(ρ̌ − 1) + m; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z},
îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû čš ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåíû.

Â ñëó÷àå Re ρ̌ > 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (80) èìååò âèä y̌ =
x̌ + čρ̌x̌

ρ̌ + čρ̌+1x̌
ρ̌+1. Êîýôôèöèåíò

čρ̌+1 = −čρ̌
2b + 2a− 2c + 1

2ρ̌
. (81)
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Â ñëó÷àå 1 < Re ρ̌ < 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (80) èìååò âèä
y̌ = x̌ + čρ̌x̌

ρ̌ + č2ρ̌−1x̌
2ρ̌−1. Êîýôôèöèåíò

č2ρ̌−1 = −č2
ρ̌. (82)

Â ñëó÷àå Re ř = 2, Im ρ 6= 0 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (80)
èìååò âèä y̌ = x̌ + čρ̌x̌

ρ̌ + čρ̌+1x̌
ρ̌+1 + č2ρ̌−1x̌

2ρ̌−1, ãäå êîýôôèöè-
åíòû čρ̌+1, è č2ρ̌−1 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (81) è (82) ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñëó÷àå ρ̌ = 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (80) èìååò âèä y̌ =
x̌ + č2x̌

2 + č3x̌
3. Êîýôôèöèåíòû č2 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

č3 = −č2 (2b + 2a− 2č + 1 + 4č2)/4 åñòü ñóììà âûðàæåíèé (81) è (82).
Çäåñü èìååòñÿ òàêæå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî H11 , êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (76), (77).

4.4. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ è èõ îáñóæäåíèå.

Òåîðåìà 7. Ðåáðó Γ
(1)
1 ñîîòâåòñòâóþò 7 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé:

H9 = Ȟ2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè b 6= d− 1/2 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëàìè (70), (73), (74) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H10 = Ȟ3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè d 6= 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(70), (73), (74) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H11 = Ȟ4, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè b 6= d−1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(76), (77) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

H12 = Ȟ5 è H13 = Ȟ6 ñóùåñòâóþò ïðè b = d− 1/2, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëàìè (78), (79) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

H14 = Ȟ7: y = x, ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2;

H15 = Ȟ8 ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (80) è èìååò
1 ïàðàìåòð.
Ȟi îçíà÷àåò ñåìåéñòâî, ïîëó÷åííîå èç Hi ñèììåòðèåé (6).
Ñåìåéñòâà H11 � H13 ñëîæíûå, îñòàëüíûå � òèïîâ 1 è 2.

� 5. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè x →∞
Ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (5) èç ðàçëîæåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè

x → 0 ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ åãî ðåøåíèé ïðè x →∞. Äëÿ ýòîãî â ðàçëîæå-
íèÿ, íàéäåííûå ïðè x → 0, äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà (5), âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå
ðàçëîæåíèÿ ñ çâåçäî÷êàìè ïðè x →∞, è çâåçäî÷êè îïóñêàþòñÿ.

Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
âåðøèíå Γ

(0)
4 , â ðàçëîæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå Γ

(0)
2 . Îñòàëüíûå ðàç-

ëîæåíèÿ âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàì Γ
(1)
2 è Γ

(1)
3 , ïåðå-

÷èñëèì.
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5.1. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå Γ
(0)
2 , ïîëó-

÷èì èç ðàçëîæåíèÿ (2), ãäå r � ïðîèçâîëüíûé, 0 < Re r < 1, s ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî (10), êîýôôèöèåíò cr 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëü-
íûå êîýôôèöèåíòû cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Ïîäñòàâëÿÿ â
(2) âûðàæåíèÿ x = 1/x∗, y = 1/y∗ è âûðàæàÿ y∗, ïîëó÷àåì äðîáü

y∗ = 1/(crx
∗−r +

∑
s

csx
∗−s), (83)

ãäå cr 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû cs ïî-
ñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r � ïðîèçâîëüíûé,

0 < Re r < 1, s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî (10). Òàê êàê

∣∣∣∣∣∑
s

cs

cr
x∗−s+r

∣∣∣∣∣ < 1 ïðè

x∗ →∞, òî (83) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

y∗ =
x∗r

cr

∞∑
n=0

(
−
∑

s

cs

cr
x∗−s+r

)n

. (84)

Âûïèñûâàÿ ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðÿäà (84), ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

y∗ =
1

cr
x∗r −

∞∑
s

cs

c2
r

x∗−s+2r + . . . . (85)

Ïîëîæèì

c∗r = 1/cr, c∗s∗ = −cs/c
2
r, s∗ = −s + 2r. (86)

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ (10) è (86) ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé

H16 : y∗ = c∗rx
∗r +

∑
s∗

c∗s∗ x
∗s∗, (87)

ãäå c∗r 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû c∗s∗ ïî-
ñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r � ïðîèçâîëüíûé,
0 < Re r < 1, s∗ ∈ {r − lr + m(r − 1); l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè x∗ →∞ èìååì äâóïàðàìåòðè÷åñêîå (ïî c∗r è r, Re r ∈
(0, 1)) ñåìåéñòâî H16 ðàçëîæåíèé, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (87).

Â ñ ë ó ÷ à å 1/2 < Re r < 1 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y∗ = c∗rx
∗r +

c∗2r−1x
∗2r−1. Êîýôôèöèåíò

c∗2r−1 = c∗2r

2(a + d) + (r − 1)2 − 1

2(r − 1)2 . (88)

Â ñ ë ó ÷ à å 0 < Re r < 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y∗ = c∗rx
∗r +

c∗0. Êîýôôèöèåíò

c∗0 =
2(b + c)− r2

2r2 . (89)
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Â ñë ó ÷ à å r = 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y∗ = c∗1/2

√
x∗ + c∗0,

ãäå c∗1/2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò c∗0 = (−1 + 8(b + c) −
3c∗21/2 + 8c∗21/2(a + d))/2.
Â ñ ë ó ÷ à å Re r = 1/2, Im r 6= 0 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y∗ =
c∗rx

∗r + c∗0 + c∗2r−1x
∗2r−1, ãäå êîýôôèöèåíòû c∗2r−1 è c∗0 îïðåäåëåíû ðàíåå ôîð-

ìóëàìè (88) è (89) ñîîòâåòñòâåííî.

5.2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
2 . Çäåñü ðàñ-

ñìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: −b 6= c 6= 0, −b = c 6= 0 è c = 0, b 6= 0.
Ñëó÷àé −b 6= c 6= 0. Ïîëîæèì θ∗i

def
=
√

2c + (−1)i
√
−2b, i = 1, 2. Â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé θ∗i âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
Ñë ó ÷ à é 1. Re θ∗i = 0. Èìååì ñåìåéñòâî

H16+i : y∗ = c∗0i +

+∞∑
s∗=1

c∗−s∗ix
∗−s∗, i = 1, 2, (90)

ãäå èç (5), (22) è (86) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò

c∗0i =
b + (−1)i

√
−bc

b + c
, i = 1, 2, (91)

îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû c∗−s∗i ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíû. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (90) åñòü y∗ = c∗0i +
c∗−1ix

∗−1. Èç (5), (31) è (86) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò

c∗−1i = (−1)i

√
−c

b

(√
−b + (−1)i

√
c
)2 − a− d

1− 2
(√
−b + (−1)i

√
c
)2 . (92)

Ïîëîæèì ki = θ∗i , åñëè Re θ∗i < 0 è ki = −θ∗i , åñëè Re θ∗i > 0.
Ñ ë ó ÷ à é 2. Re θ∗i 6= 0, θ∗i 6∈ Z. Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H16+i : y∗ = c∗0i +
∑
s∗

c∗−s∗ix
∗−s∗, i = 1, 2, (93)

ãäå s∗ ∈ {−l + mki, l, m ∈ Z, l, m ≥ 0, l + m > 0}, êîìïëåêñíûå êîýôôè-
öèåíòû: c∗0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (91), c

∗
kii

� ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå c∗−s∗i
ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðå-
øåíèé (93) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà Re ki. Åñëè Re ki < −1, òîãäà
âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä y∗ = c∗0i + c∗−1ix

∗−1, êîýôôèöèåíò
c∗−1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (92). Åñëè −1 < Re ki < 0, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå
ðåøåíèÿ áóäåò èìåòü âèä y∗ = c∗0i + c∗kii

x∗ki, ãäå êîýôôèöèåíò c∗kii
� ïðî-

èçâîëüíûé. Åñëè Re ki = −1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ áóäåò èìåòü
âèä y∗ = c∗0i+c∗−1ix

∗−1+c∗kii
x∗ki, ãäå êîýôôèöèåíòû: c∗kii

� ïðîèçâîëüíûé,
c∗−1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (92).
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Ñëó÷ à é 3. θ∗i ∈ Z\{0}. Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H16+i : y∗ = c∗0i +

+∞∑
s∗=1

c∗−s∗i(ln x∗)x∗−s∗, i = 1, 2, (94)

ãäå êîýôôèöèåíòû: c∗0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (22); c∗kii
= α∗kii

+ β∗kii
ln x∗,

ãäå α∗kii
� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò β∗kii

ïîñòîÿííûé è îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëåííûé; êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû c∗−s∗i ìíîãî÷ëåíû îò
ln x∗, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèÿ (94) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà ki. Åñëè ki = −1, òîãäà âòîðîå
ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä y∗ = c∗0i + c∗−1ix

∗−1. Êîýôôèöèåíò

c∗−1i = α∗−1i + (−1)i

√
−c

b

(√
−b + (−1)i

√
c
)2 − a− d

2
ln x∗, (95)

ãäå α∗−1i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Òàêæå èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H19 : y∗ = ϕ∗0 +

∞∑
σ∗=1

ϕ∗−σ∗x
−∗σ∗, (96)

ãäå

ϕ∗0 =
b + c

2
ln2 x∗ + c∗1ln x∗ +

∞∑
s∗=0

c∗−s∗ln
−s∗ x∗, (97)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−s∗ � ïîñòî-
ÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕ∗−σ∗ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ln x∗.

Ñëó÷àé −b = c 6= 0. Äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà

H19+j : y∗ = φ∗0j +

∞∑
σ∗=1

φ∗−σ∗jx
∗−σ∗, j = 1, 2, (98)

ãäå

φ∗0j = (−1)j
√
−2b ln x∗ + c∗0j +

∞∑
s∗=1

c∗−s∗jln
−s∗ x∗, j = 1, 2, (99)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗0j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−s∗j � ïî-
ñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; φ∗−σ∗j ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
ln x∗.

Ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé H18 ñîõðàíÿåòñÿ èç ñëó÷àÿ −b 6= c 6= 0. Â êà-
÷åñòâå θ∗2 áåðåì 2

√
−2b . Â çàâèñèìîñòè îò åãî çíà÷åíèÿ âîçìîæíû òðè
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ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ∗2 = 0, ñåìåéñòâî H18 îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé (90)), ñëó÷àé 2 ( Re θ∗2 6= 0, θ∗2 6∈ Z, ñåìåéñòâî H18 îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (93)), ñëó÷àé 3 (θ∗2 6∈ Z, ñåìåéñòâî H18

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (94)).

Ñëó÷àé c = 0, b 6= 0.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 èìååì èñêëþ÷èòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

H22 : y∗ = 1.

Òàêæå èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H23 : y∗ = 1 + c∗ρ∗x
∗ρ∗ +

∑
s∗

c∗s∗x
∗s∗, (100)

ãäå c∗ρ∗ 6= 0, c∗ρ∗ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ
∗ = −

√
−2b, Re

√
−2b > 0, s∗

ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ∗+lρ∗−m; l,m ≥ 0; l+m > 0; l,m ∈ Z}, îñòàëüíûå
êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû c∗s∗ ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Åñëè Re ρ∗ < −1, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (100) èìååò âèä
y = 1 + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗ρ∗−1x
∗ρ∗−1. Êîýôôèöèåíò

c∗ρ∗−1 = c∗ρ
a + b + d

ρ∗ − 1
. (101)

Åñëè −1 < Re ρ∗ < 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (100) èìååò âèä
y∗ = 1 + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗2ρ∗x
∗2ρ∗. Êîýôôèöèåíò

c∗2ρ∗ = −c∗2ρ . (102)

ÅñëèRe ρ∗ = −1, Im ρ∗ 6= 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (100) èìååò
âèä y∗ = 1+c∗ρ∗x

∗ρ∗+c∗ρ∗−1x
∗ρ∗−1 +c∗2ρ∗x

∗2ρ∗, ãäå êîýôôèöèåíòû c∗ρ∗−1,
è c∗2ρ∗ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (101) è (102) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ρ∗ = −1,

òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (100) èìååò âèä y∗ = 1 + c∗−1x
∗−1 +

c∗−2x
∗−2. Êîýôôèöèåíòû c∗−1 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−2 =

−c∗−1 (a + b + d + 2c∗−1)/2 åñòü ñóììà âûðàæåíèé (101) è (102).
Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî H19 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (96),

(97).

5.3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
3 . Çäåñü ðàñ-

ñìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: a 6= −d + 1/2 6= 0, a = −d + 1/2 6= 0 è d = 1/2, a 6= 0.
Ñëó÷àé a 6= −d+1/2 6= 0. Ïîëîæèì θ∗i

def
=
√

1− 2d+(−1)i
√

2a, i = 1, 2.
Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé θ∗i âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
Ñë ó ÷ à é 1. Re θ∗i = 0. Èìååì ñåìåéñòâî

H23+i : y∗ = c∗1ix
∗ +

+∞∑
s∗=0

c∗−s∗ix
∗−s∗, i = 1, 2, (103)
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ãäå ñîãëàñíî (5), (71) è (86) êîýôôèöèåíò

c∗1i = 1 + (−1)i

√
1− 2d

2a
, (104)

îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû c∗s∗i ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíû. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (103) åñòü y∗ = c∗1ix

∗ +
c∗0i. Èç (5), (72) è (86) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò

c∗0i = (−1)i

√
1− 2d

2a

(√
2a + (−1)i

√
1− 2d

)2
+ 2b + 2c− 1

2− 2
(√

2a + (−1)i
√

1− 2d
)2 . (105)

Ïîëîæèì ki = 1 + θ∗i , åñëè Re θ∗i < 0 è ki = 1− θ∗i , åñëè Re θ∗i > 0.
Ñ ë ó ÷ à é 2. Re θ∗i 6= 0, θ∗i 6∈ Z. Çäåñü èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H23+i : y∗ = c∗1ix
∗ +
∑
s∗

c∗s∗ix
∗s∗, i = 1, 2, (106)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (104), c
∗
kii

� ïðîèç-
âîëüíûé, îñòàëüíûå c∗s∗i ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, s∗ ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî {1− l + mki, l, m ∈ Z, l, m ≥ 0, l + m > 0}. Âòîðîå ïðèáëèæå-
íèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (106) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà Re ki. Åñëè
Re ki < 0, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä y∗ = c∗1ix

∗ + c∗0i,
êîýôôèöèåíò c∗0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (105). Åñëè 0 < Re ki < 1, òî âòîðîå
ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä y∗ = c∗1ix

∗+ c∗kii
x∗ki, ãäå êîýôôè-

öèåíò c∗kii
� ïðîèçâîëüíûé. Åñëè Re ki = 0, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé

åñòü y∗ = c∗1ix
∗ + c∗0i + c∗kii

x∗ki, ãäå êîýôôèöèåíòû: c∗kii
� ïðîèçâîëüíûé,

c∗0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (105).
C ë ó ÷ à é 3. θ∗i ∈ Z\{0} Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H23+i : y∗ = c∗1ix
∗ +

+∞∑
s∗=0

c∗−s∗i(ln x∗)x∗−s∗, i = 1, 2, (107)

ãäå êîýôôèöèåíòû: c∗1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (104), êîýôôèöèåíò c∗kii
=

α∗kii
+β∗kii

ln x∗, α∗kii
� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò β∗kii

ïîñòî-
ÿííûé è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé, îñòàëüíûå c∗s∗i � ìíîãî÷ëåíû îò ln x∗,
êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðå-
øåíèÿ (103) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà ki. Åñëè ki = 0, òîãäà âòîðîå
ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä y∗ = c∗1ix

∗ + c∗0i. Êîýôôèöèåíò

c∗0i = α∗0i + (−1)i

√
1− 2d

2a

(√
2a + (−1)i

√
1− 2d

)2
+ 2b + 2c∗ − 1

4
ln x∗,

(108)
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ãäå α∗0i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Èìååòñÿ òàêæå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H26 : y∗ = ϕ∗1x
∗ +

∞∑
σ∗=0

ϕ∗−σ∗x
∗−σ∗, (109)

ãäå

ϕ∗1 =
4

1− 2a− 2d

1

ln2 x∗
+

c∗−3

ln3 x∗
+

∞∑
s∗=4

c∗−s∗

lns∗ x∗
, (110)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗−3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−s∗ � ïî-
ñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕ∗σ∗ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëî-
ãàðèôìîâ.

Ñëó÷àé a = −d + 1/2 6= 0. Èìååì äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà
ðàçëîæåíèé

H26+j : y∗ = φ∗1jx
∗ +

∞∑
σ∗=0

φ∗−σ∗jx
∗−σ∗, j = 1, 2, (111)

ãäå

φ∗1j = (−1)j
1√
2a

1

ln x∗
+

c∗−2j

ln2 x∗
+

∞∑
s∗=3

c∗−s∗j

lns∗ x∗
, (112)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗−2j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−s∗j � ïî-
ñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; φ∗σ∗j ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëî-
ãàðèôìîâ.

Ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé H25; ñîõðàíÿåòñÿ èç ñëó÷àÿ a 6= −d + 1/2 6= 0.
Â êà÷åñòâå θ∗2 áåðåì 2

√
2a . Â çàâèñèìîñòè îò åãî çíà÷åíèÿ âîçìîæíû

òðè ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ∗2 = 0, ñåìåéñòâî H25 îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (103)), ñëó÷àé 2 ( Re θ∗2 6= 0, θ∗2 6∈ Z, ñåìåéñòâî H25 îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîå è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (106)), ñëó÷àé 3 (θ∗2 6∈ Z, ñåìåéñòâî
H25 îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (107)).

Ñëó÷àé d = 1/2, a 6= 0. Èìååì èñêëþ÷èòåëüíîå ðåøåíèå

H29 : y∗ = x∗

è îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

H30 : y∗ = x∗ + c∗ρ∗x
∗ρ∗ +

∑
s∗

c∗s∗x
∗s∗, (113)

ãäå c∗ρ∗ 6= 0, c∗ρ∗ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ∗ = 1 −
√

2a, Re
√

2a > 0,
s∗ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ∗ + l(ρ∗ − 1) − m; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈
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Z}, îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû c∗s∗ ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû.

Åñëè Re ρ∗ < 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (113) èìååò âèä
y = x∗ + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗ρ∗−1x
∗ρ∗−1. Êîýôôèöèåíò

c∗ρ∗−1 = c∗ρ∗
1− 2(a + b + c)

2(ρ∗ − 2)
. (114)

Åñëè 0 < Re ρ∗ < 1, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (113) èìååò âèä
y∗ = x∗ + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗2ρ∗−1x
∗2ρ∗−1. Êîýôôèöèåíò

c∗2ρ∗−1 = c∗2ρ∗. (115)

Åñëè Re ρ∗ = 0, Im ρ∗ 6= 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (113) èìååò
âèä y∗ = x∗+ c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗ρ∗−1x
∗ρ∗−1 + c∗2ρ∗−1x

∗2ρ∗−1, ãäå êîýôôèöèåíòû
c∗ρ∗−1, è c∗2ρ∗−1 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (114) è (115) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
ρ∗ = 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (113) èìååò âèä y∗ = x∗ + c∗0 +
c∗−1x

∗−1. Êîýôôèöèåíòû c∗0 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−1 =
c∗0 (−1 + 2(a + b + c) + 4c∗0)/4 åñòü ñóììà âûðàæåíèé (114) è (115).

Ñåìåéñòâî H26 îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå. Îíî ñîõðàíÿåòñÿ èç ñëó÷àÿ a 6=
1/2− d 6= 0 è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (109).

5.4. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 8. Ïðè x → ∞ óðàâíåíèå (1) èìååò 15 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé
ðåøåíèé:
H16 = H∗

1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (87) è èìååò 2 ïàðàìåòðà;

H17 = H∗
2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè −b 6= c 6= 0 , îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(90), (93), (94) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H18 = H∗
3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè c 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (90),

(93), (94) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H19 = H∗
4, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè −b 6= c, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(96), (97) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

H20 = H∗
5 è H21 = H∗

6 ñóùåñòâóþò ïðè −b = c 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëàìè (98), (99) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

H22 = H7: y = 1, ñóùåñòâóåò ïðè c = 0;

H23 = H∗
8 ñóùåñòâóåò ïðè c = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (100) è èìååò

1 ïàðàìåòð.
H24 = H∗

9, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= −d + 1/2 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëàìè (103), (106), (107) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H25 = H∗
10, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè d 6= 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(103), (106), (107) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;
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H26 = H∗

11, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= −d + 1/2 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëàìè (109), (110) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

H27 = H∗
12 è H28 = H∗

13 ñóùåñòâóþò ïðè a = −d + 1/2 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè (111), (112) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

H29 = H14: y = x, ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2;

H30 = H∗
15 ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (113) è

èìååò 1 ïàðàìåòð.
H∗

i îçíà÷àåò ñåìåéñòâî, ïîëó÷åííîå èç Hi ñèììåòðèåé (5).
Ñåìåéñòâà H19 � H21 è H26 � H28 ñëîæíûå, îñòàëüíûå � òèïîâ 1 è 2.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áðþíî À.Ä. Àñèìïòîòèêè è ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. // ÓÌÍ. 2004. Ò. 59. N 3. Ñ. 31-80.

2. Áðþíî À.Ä. Ñëîæíûå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. // Ïðåïðèíò ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà, 2005. N
36. Ì., 16 ñ.

3. Áðþíî À.Ä. Ñëîæíûå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. // ÄÀÍ. 2006. Ò. 406. N 6. Ñ.

4. Áðþíî À.Ä., Ãîðþ÷êèíà È.Â. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé øåñòîãî óðàâíåíèÿ
Ïåíëåâå. // ÄÀÍ. 2004. Ò. 395. N 6. Ñ. 733-737.

5. Ðîçîâ Í.Õ. Ïåíëåâå óðàâíåíèå // Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. Ì.,
Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ, 1984, ò. 4, ñ. 233-234.

6. Áðþíî À.Ä., ×óõàðåâà È.Â.. Ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé øåñòîãî
óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå // Ïðåïðèíò ÈÏÌ èì.Ì.Â. Êåëäûøà. N 49. Ì.,
2003, 32 ñ.

7. Ãîðþ÷êèíà È.Â. Î ñòåïåííûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ðåøå-
íèé øåñòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê. // Òðó-
äû XXVI Êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 2004. Ñ.
63-68.

8. Áðþíî À.Ä., Ãîðþ÷êèíà È.Â. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé øåñòîãî óðàâíåíèÿ
Ïåíëåâå â ñëó÷àÿõ a = 0 è b = 0 // Ïðåïðèíò ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà,
2006. N 2. Ì., 30 ñ.

9. Gromak I.V., Laine I., Shimomura S.. Painleve Di�erential Equations in
the Complex Plain, Berlin, New York, Walter de Gruyter. 2002. 303 p.


