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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

КВАДРАТИЧНАЯ НИЖНЯЯ ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ

ФОРМУЛ НАД БАЗИСОМ {&,∨,¯}{&,∨,¯}{&,∨,¯} ДЛЯ БЧХ-КОДОВ *)

В. М. ХРАПЧЕНКО

(МОСКВА)

К. Л. Рычков доказал [2] неравенство

𝐿(𝑓𝑛)> |𝑅|2

(1 +𝐶1
𝑛−1 + . . .+𝐶𝑡

𝑛−1)|𝑁
0||𝑁1|

, (1)

где 𝑓𝑛 —характеристическая функция двоичного кода (т. е. булева функция
равная 1 в точках, принадлежащих коду, и только в них) длины 𝑛 с расстоя-
нием 2𝑡+1, 𝐿(𝑓𝑛)—сложность минимальной формулы над базисом {&,∨,¯},
реализующей функцию 𝑓𝑛, 𝑁

0 —множество вершин 𝑛-мерного единичного
куба, в которых функция 𝑓𝑛 равна 0, 𝑁 1 —множество вершин 𝑛-мерного
единичного куба, в которых функция 𝑓𝑛 равна 1, 𝑅—множество таких пар
вершин (𝛼, 𝛽), что 𝛼 ∈𝑁 0, 𝛽 ∈𝑁 1 и расстояние между ними (число коор-
динат, в которых они различаются) не превосходит 𝑡+ 1; как обычно, |𝑀 |
обозначает мощность множества 𝑀 .

Изучение сложности реализации характеристической функции кода
обусловлено тем, что в режиме, когда код используется не для исправления
ошибок, а только для их обнаружения, именно вычисление характеристиче-
ской функции позволяет определить наличие ошибок в сообщении.

Немного ослабим оценку (1), чтобы сделать ее более удобной для при-
менения.

Из определения множества 𝑅 следует, что

|𝑅|= |𝑁 1|
𝑡+1∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖
𝑛.

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Программы фундаментальных
исследований ОМН РАН «Алгебраические и комбинаторные методы математической
кибернетики», проект «Синтез и сложность управляющих систем» и Программы поддержки
ведущих научных школ РФ (проект НШ–5400.2006.1).

c○ В.М.Храпченко, 2007
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Получим для этой суммы две различные нижние оценки:

𝑡+1∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖
𝑛 =

𝑡∑︀
𝑖=0

𝐶𝑖+1
𝑛 =

𝑡∑︀
𝑖=0

𝑛 . . . (𝑛− 𝑖+ 1)(𝑛− 𝑖)

(𝑖+ 1)!
>

> 𝑛− 𝑡

𝑡+ 1

𝑡∑︀
𝑖=0

𝑛 . . . (𝑛− 𝑖+ 1)

𝑖!
=

𝑛− 𝑡

𝑡+ 1

𝑡∑︀
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑛

и
𝑡+1∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖
𝑛 >𝐶𝑡+1

𝑛 =
𝑛

𝑡+ 1
𝐶𝑡

𝑛−1.

Получим теперь верхнюю оценку для суммы в знаменателе правой части
неравенства (1):

1 +𝐶1
𝑛−1 + . . .+𝐶𝑡

𝑛−1 =

=𝐶𝑡
𝑛−1

(︁
1 +

𝑡

𝑛− 𝑡
+

𝑡(𝑡− 1)

(𝑛− 𝑡)(𝑛− 𝑡+ 1)
+ . . .+

𝑡!

(𝑛− 𝑡) . . . (𝑛− 1)

)︁
6

6𝐶𝑡
𝑛−1

(︁
1 +

𝑡

𝑛− 𝑡
+
(︁

𝑡

(𝑛− 𝑡)

)︁2
+ . . .

)︁
=𝐶𝑡

𝑛−1

1

1−
1

𝑛− 1

=𝐶𝑡
𝑛−1

𝑛− 𝑡

𝑛− 2𝑡
.

Наконец, очевидно, что

|𝑁 0|6 2𝑛.

Подставляя все эти соотношения в (1), получим

𝐿(𝑓𝑛)>
|𝑁1|2

(︁𝑡+1∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖
𝑛

)︁2

(1 +𝐶1
𝑛−1 + . . .+𝐶𝑡

𝑛−1)|𝑁
0||𝑁1|

>
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𝑛− 𝑡

𝑡+ 1

𝑡∑︁
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𝑛
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,

и в результате

𝐿(𝑓𝑛)>
|𝑁1|

𝑡∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑛

2𝑛
·
𝑛(𝑛− 2𝑡)

(𝑡+ 1)2
, (2)

где первый сомножитель характеризует плотность соответствующего кода,
а второй показывает зависимость нижней оценки от кодового расстояния.

Применим (2) к БЧХ-кодам (кодам Боуза—Рой-Чоудхури—Хоквинге-
ма). Рассмотрим БЧХ-коды с параметрами: 𝑛= 2𝑚 − 1 (длина), 𝑑= 2𝑡+ 1
(кодовое расстояние), 𝑘=𝑛−𝑚𝑡 (размерность) (см., например, [1]). Для них

|𝑁 1|= 2𝑘 = 2𝑛−𝑚𝑡 =
2𝑛

(𝑛+ 1)𝑡
.

Оценивая первый сомножитель в (2), получим

|𝑁1|

𝑡∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑛

2𝑛
>

2𝑛

(𝑛+ 1)𝑡
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𝑛
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(𝑛+ 1)𝑡 · 𝑡!
> 1

𝑡!

(︁
1−

𝑡

𝑛+ 1

)︁𝑡

> 1

𝑡!

(︁
1−

𝑡

𝑛

)︁𝑡

> 1

𝑡!

(︁
1−

𝑡2

𝑛

)︁
.

Подставляя эту оценку в (2), получаем нижнюю оценку для сложности ха-
рактеристической функции БЧХ-кода:

𝐿(𝑓𝑛)>
(︁
1−

𝑡2

𝑛

)︁
·
𝑛(𝑛− 2𝑡)

𝑡! (𝑡+ 1)2
.
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Легко видеть, что оценка с ростом 𝑡, т. е. с ростом кодового расстояния,
становится слабее. При небольших 𝑡 это квадратичная нижняя оценка.

Конечно, это совсем простое следствие классического неравенства Рыч-
кова. Для автора важно то, что оно побуждает снова вспомнить Олега Бо-
рисовича Лупанова, те его работы, в которых связь между сложностью и
кодами тоже на видном месте, правда, связь значительно более глубокая.
Попутно вспоминается, что и задачи собственно теории кодирования Олег
Борисович держал под прицелом.
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