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ОЦЕНКИ МОЩНОСТИ
МИНИМАЛЬНОГО РАЗРЕШАЮЩЕГО МНОЖЕСТВА
ПОРОГОВОЙ ФУНКЦИИ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ

Н. Ю. ЗОЛОТЫХ

(НИЖНИЙ НОВГОРОД)

Введение

Функция 𝑓 , отображающая 𝐸𝑛
𝑘 = {0, 1, . . ., 𝑘 − 1}𝑛 в {0, 1}, называется

пороговой, если существует гиперплоскость, отделяющая множество точек
области определения, в которых 𝑓 равна нулю (множество «нулей» функ-
ции), от множества точек, в которых 𝑓 равна единице (множество «единиц»
функции).

В настоящей работе рассматриваются свойства разрешающего множе-
ства пороговой функции—такого множества точек области определения,
значений функции в которых достаточно для ее однозначного восстановле-
ния на всей области. Разрешающее множество заданной функции 𝑓 называ-
ется наименьшим, если среди всех разрешающих множеств этой функции
оно имеет минимальную мощность. Разрешающее множество функции 𝑓
называется минимальным (или тупиковым), если никакое его собственное
подмножество не является разрешающим для 𝑓 . Очевидно, что наимень-
шее разрешающее множество является минимальным, а также известно,
что для любой пороговой функции минимальное разрешающее множество
единственно. Максимальная мощность минимального разрешающего множе-
ства, где максимум берется по всем пороговым функциям, заданным на 𝐸𝑛

𝑘 ,
называется длиной обучения. Понятие разрешающего множества впервые
введено, по-видимому, В. К. Коробковым в работе [8] в контексте монотон-
ных булевых функций.

Разрешающее множество естественным образом появляется в задаче
расшифровки функции. Под расшифровкой заранее не известной пороговой
функии 𝑓 , определенной на множестве 𝐸𝑛

𝑘 , понимается процедура нахож-
дения коэффициентов разделяющей гиперплоскости с помощью вопросов
о значении функции в точке. Возможая стратегия расшифровки может за-
ключаться в последовательном выдвижении и проверке гипотез [6, 17]. Для
того, чтобы проверить на равенство две пороговые функции, достаточно
сравнить их значения только в точках разрешающего множества одной из
них, поэтому важно иметь эффективные алгоритмы построения разреша-
ющего множества пороговой функции по коэффициентам разделяющей ги-
перплоскости. С другой стороны, легко видеть, что количество вопросов для
расшифровки функции 𝑓 не меньше мощности ее минимального множества,
и, следовательно, в худшем случае количество вопросов не меньше длины
обучения.

c○ Н.Ю.Золотых, 2008
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Длина обучения 𝑡(𝑛, 𝑘) зависит от 𝑛 экспоненциально, в частности,
𝑡(𝑛, 2) = 2𝑛, поэтому представляет интерес поиск оценок для 𝑡(𝑛, 𝑘), когда
𝑛 фиксировано. Известно, что

𝑐′𝑛 log
𝑛−2 𝑘6 𝑡(𝑛, 𝑘)6 𝑐′′𝑛 log

𝑛−1 𝑘, (1)

где 𝑐′𝑛, 𝑐
′′

𝑛 —некоторые положительные величины, зависящие только от 𝑛.
Верхняя оценка в (1) получена в [16] на основе [10] и [15]. Нижняя оценка
установлена в [7, 13]. Явные выражения для 𝑐′𝑛 и 𝑐′′𝑛 в указанных рабо-
тах не приводятся. В [5] доказано, что 𝑡(2, 𝑘) = 4, а в [4] установлено, что
𝜎(3, 𝑘) = É(log 𝑘). Средняя мощность минимального разрешающего множе-
ства изучается в [3, 14].

В настоящей работе мы уточняем оценки (1), доказывая (теорема 3), что

(︁
1

2
log 𝑘− 𝑛− 3− (𝑛− 1) log(𝑛− 2)

)︁𝑛−2

4(𝑛− 1)3𝑛−1(𝑛− 2)𝑛−2
(︀
(𝑛− 2)!

)︀2 6 𝑡(𝑛, 𝑘)6 2𝑛 log(2𝑛)
(︀
1 + log(𝑘+ 1)

)︀𝑛−1
.

В § 1 даны основные определения и обозначения. В § 2 приведены сведе-
ния о строении разрешающего множества пороговой функции. Эти сведения
используются в § 3, где получены оценки длины обучения.

§ 1. Основные определения и обозначения

Пусть 𝐸𝑘={0, 1, . . ., 𝑘−1} и 𝑓 :𝐸𝑛
𝑘 →{0, 1}. Обозначим

𝑀𝜈(𝑓) = {𝑥∈𝐸𝑛
𝑘 : 𝑓(𝑥) = 𝜈} (𝜈 = 0, 1).

Функция 𝑓 называется пороговой, если существуют числа 𝑎0, 𝑎1, . . ., 𝑎𝑛, та-
кие, что

𝑀0(𝑓) = {𝑥 ∈𝐸𝑛
𝑘 :

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0}.

Неравенство

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0 называется пороговым. Множество всех порого-

вых функций, заданных на гиперкубе 𝐸𝑛
𝑘 , обозначим 𝐹 (𝑛, 𝑘).

Разрешающим множеством функции 𝑓 из 𝐹 (𝑛, 𝑘) называется такое 𝑇 ,
𝑇 ⊆𝐸𝑛

𝑘 , что для произвольной функции 𝑔 из 𝐹 (𝑛, 𝑘) ∖ {𝑓} найдется точка 𝑧
из 𝑇 , такая, что 𝑓(𝑧) ̸=𝑔(𝑧). Разрешающее множество функции 𝑓 называется
минимальным, или тупиковым, если никакое его собственное подмножест-
во не является разрешающим для функции 𝑓 . Известно, что для любой
пороговой функции 𝑓 минимальное разрешающее множество единственно
(доказательство приведено в § 2). Минимальное разрешающее множество
функции 𝑓 обозначим 𝑇 (𝑓). Длиной обучения называется величина

𝑡(𝑛, 𝑘) = max
𝑓∈𝐹 (𝑛,𝑘)

|𝑇 (𝑓)|.

Обозначим через 𝑁𝜈(𝑓) множество вершин выпуклой оболочки точек из
𝑀𝜈(𝑓) (𝜈 =0, 1).
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§ 2. Строение обучающего множества пороговой функции

В данном параграфе изложим основные результаты [7, 13], касающиеся
строения обучающего множества пороговой функции. Далее эти результа-
ты будут использоваться в § 3. С каждой функцией 𝑓 из 𝐹 (𝑛, 𝑘) свяжем
конус 𝐾(𝑓) разделяющих функционалов (𝑎0, . . ., 𝑎𝑛+1), описываемый сле-
дующей системой линейных неравенств (см. [10]):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑀0(𝑓),

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 > 𝑎0 + 𝑎𝑛+1 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑀1(𝑓),

𝑎𝑛+1 > 0.

(2)

Легко видеть, что любое решение (𝑎0, . . ., 𝑎𝑛+1) этой системы при 𝑎𝑛+1 > 0
определяет некоторое пороговое неравенство функции 𝑓 . Верно и обрат-
ное: коэффициенты (𝑎0, . . ., 𝑎𝑛) любого порогового неравенства функции 𝑓
из 𝐹 (𝑛, 𝑘) удовлетворяют системе (2) при некотором 𝑎𝑛+1>0.

Л е м м а 1. Конус 𝐾(𝑓) любой функции 𝑓 ∈ 𝐹 (𝑛, 𝑘) не содержит
ненулевых подпространств, т. е. конус острый.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно проверить, что если 𝑎 = (𝑎0, . . .,
. . ., 𝑎𝑛+1) принадлежит 𝐾(𝑓) и −𝑎 ∈𝐾(𝑓), то 𝑎= 0. Действительно, из (2)
получаем, что в этом случае 𝑎𝑛+1=0, и, следовательно,

𝐸𝑛
𝑘 ⊆ {𝑥= (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) :

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 = 𝑎0}.

Так как размерность 𝐸𝑛
𝑘 равна 𝑛, то 𝑎=0.

Л е м м а 2. Размерность конуса 𝐾(𝑓) для любой функции 𝑓 из
𝐹 (𝑛, 𝑘) равна 𝑛+2, т. е. конус телесный.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Небольшим изменением коэффициентов 𝑎0, . . .,
. . ., 𝑎𝑛 порогового неравенства можно добиться строгого отделения гипер-
плоскостью множеств 𝑀0(𝑓) и 𝑀1(𝑓). Таким образом, для произвольной
функции 𝑓 из 𝐹 (𝑛, 𝑘) существует вектор (𝑎0, . . ., 𝑎𝑛+1) из 𝐾(𝑓), строго удов-
летворяющий всем неравенствам системы (2). Следовательно, 𝐾(𝑓) имеет
полную размерность.

Из теории линейных неравенств (см., например, [9]), пользуясь лемма-
ми 1, 2, теперь получаем следующее (ср. [10]).

Л е м м а 3. 1) Конус 𝐾(𝑓) имеет единственное с точностью до
положительного множителя минимальное порождающее множество

{𝑎(𝑗) = (𝑎(𝑗)0 , . . ., 𝑎(𝑗)𝑛+1), 𝑗 = 1, 2, . . ., 𝑠}. (3)

2) Существуют определяемые единственным образом такие мно-
жества 𝑇𝜈(𝑓)⊆𝑀𝜈(𝑓) (𝜈=0, 1), что система (2) эквивалентна системе⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇0(𝑓),

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 > 𝑎0 + 𝑎𝑛+1 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇1(𝑓),

𝑎𝑛+1 > 0.

(4)
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Никакая подсистема системы (4) не эквивалентна исходной системе.
3) Для любого 𝑥= (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), принадлежащего 𝑇0(𝑓), существует

такое подмножество 𝐼 множества {1, 2, . . ., 𝑠}, что |𝐼|=𝑛+1, при этом
подсистема векторов {𝑎(𝑖), 𝑖∈𝐼} линейно независима и

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎(𝑖)𝑗 𝑥𝑗 = 𝑎(𝑖)0 (𝑖 ∈ 𝐼),
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)𝑛+1 > 0.

4) Для любого 𝑥= (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), принадлежащего 𝑇1(𝑓), существует
такое подмножество 𝐼 множества {1, 2, . . ., 𝑠}, что |𝐼|=𝑛+1, при этом
подсистема векторов {𝑎(𝑖), 𝑖∈𝐼} линейно независима и

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎(𝑖)𝑗 𝑥𝑗 = 𝑎(𝑖)0 + 𝑎(𝑖)𝑛+1 (𝑖 ∈ 𝐼),
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)𝑛+1 > 0.

Пусть 𝑇𝜈 —произвольное подмножество множества 𝑀𝜈(𝑓) (𝜈 = 0, 1).
Рассмотрим следующую подсистему системы (2):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇0,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 > 𝑎0 + 𝑎𝑛+1 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇1,

𝑎𝑛+1 > 0.

(5)

Т е о р е м а 1 [7]. Пусть 𝑇𝜈 ⊆𝑀𝜈(𝑓) (𝜈 = 0, 1). Для того, чтобы
множество 𝑇 =𝑇0∪𝑇1 было обучающим для функции 𝑓 из 𝐹 (𝑛, 𝑘), необхо-
димо и достаточно, чтобы система неравенств (5) была эквивалентна
системе неравенств (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку достаточность условий очевид-
на, покажем их необходимость. Предположим, что нашлось решение
𝑏= (𝑏0, . . ., 𝑏𝑛+1) системы (4), не принадлежащее конусу 𝐾(𝑓). По лемме 3
можем считать, что 𝑏𝑛+1>0. Неравенство

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑥𝑗 6 𝑏0

определяет некоторую функцию 𝑔 из 𝐹 (𝑛, 𝑘), а так как 𝑏 /∈𝐾(𝑓), то 𝑔 ̸= 𝑓 .
Однако 𝑔(𝑥)=𝑓(𝑥) для всех 𝑥∈𝑇 . Следовательно, 𝑇 не является обучающим
множеством.

Из данной теоремы получаем два важных следствия.
С л е д с т в и е 1 [7]. Для любой 𝑓 из 𝐹 (𝑛, 𝑘) множество 𝑇 =𝑇0∪𝑇1,

где 𝑇𝜈⊆𝑀𝜈 (𝜈=0, 1), является минимальным обучающим тогда и только
тогда, когда 𝑇𝜈 =𝑇𝜈(𝑓) (𝜈=0, 1).

Отсюда и из п. 2 леммы 4 вытекает
С л е д с т в и е 2 [7]. Для любой 𝑓 из 𝐹 (𝑛, 𝑘) минимальное обучаю-

щее множество единственно.
Минимальное обучающее множество функции 𝑓 обозначим через 𝑇 (𝑓).

Итак, 𝑇 (𝑓)=𝑇0(𝑓)∪𝑇1(𝑓).
С л е д с т в и е 3 [11]. Для любой 𝑓 из 𝐹 (𝑛, 𝑘) справедливо

включение
𝑇 (𝑓)⊆𝑁0(𝑓) ∪𝑁1(𝑓).
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Л е м м а 4. Пусть 𝑓 ∈𝐹 (𝑛, 𝑘).
1) Для любого 𝑦 из 𝑇0(𝑓) существуют такие 𝑎𝑛+1>0, 𝑎0, . . ., 𝑎𝑛, что

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑦𝑗 = 𝑎0,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 < 𝑎0 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑀0(𝑓) ∖ {𝑦},

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 > 𝑎0 + 𝑎𝑛+1 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑀1(𝑓).

2) Для любого 𝑦 из 𝑇1(𝑓) существуют такие 𝑎𝑛+1>0, 𝑎0, . . ., 𝑎𝑛, что

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑦𝑗 = 𝑎0 + 𝑎𝑛+1,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 > 𝑎0 + 𝑎𝑛+1 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑀1(𝑓) ∖ {𝑦},

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0 для всех (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑀0(𝑓).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим в п. 3 леммы 3

𝑎𝑗 =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)𝑗 , 𝑎𝑛+1 =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)𝑛+1, 0< 𝑖6 𝑛. (6)

Теперь условия легко проверяются:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑦𝑗 =

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)𝑗 𝑦𝑗 =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)0 = 𝑎0.

Для произвольного 𝑥 = (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из 𝑀0(𝑓) имеем

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0, однако

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 ̸= 𝑎0 по лемме 3. Действительно, рассмотрим равенства в (6) как

систему уравнений относительно 𝑥𝑖. Из леммы 1 следует, что 𝑦—ее единст-

венное решение. Следовательно, найдется такое 𝑖′ ∈ 𝐼, что

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎(𝑖
′)

𝑗 𝑥𝑗 < 𝑎(𝑖
′)

0 .

Поэтому

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗<𝑎0. Для произвольного 𝑥=(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из𝑀1(𝑓) имеем

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 =

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)𝑗 𝑥𝑗 >
∑︁
𝑖∈𝐼

(𝑎(𝑖)0 + 𝑎(𝑖)𝑛+1)> 𝑎0 + 𝑎𝑛+1.

Аналогично доказывается и п. 2 леммы 4.
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Предположим, что в (3) будет 𝑎(𝑗)𝑛+1 > 0 при 𝑗 = 1, 2, . . ., 𝜇 и 𝑎(𝑗)𝑛+1 = 0
при 𝑗=𝜇+1, . . ., 𝑠. Пусть 𝑎=(𝑎1, . . ., 𝑎𝑛)—целочисленный вектор,

𝑀0(𝑓, 𝑎) =

{︂
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐸𝑛

𝑘 :
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 = max
𝑦∈𝑀0(𝑓)

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑦𝑗

}︂
,

𝑀1(𝑓, 𝑎) =

{︂
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐸𝑛

𝑘 :
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 = min
𝑦∈𝑀1(𝑓)

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑦𝑗

}︂
.

Обозначим через 𝑁𝜈(𝑓, 𝑎) множество вершин выпуклой оболочки мно-
жества 𝑀𝜈(𝑓, 𝑎) (𝜈=0, 1). Из леммы 4 следует

Т е о р е м а 2 [7]. Для любой функции 𝑓 из 𝐹 (𝑛, 𝑘)

𝑇 (𝑓) =
𝜇⋃︀

𝑖=1

(︀
𝑁0(𝑓, 𝑎

(𝑖))∪𝑁1(𝑓, 𝑎
(𝑖))
)︀
=
⋃︀
𝑎

(︁
𝑁0(𝑓, 𝑎)∪𝑁1(𝑓, 𝑎)

)︁
,

в последнем случае объединение берется по всем таким 𝑎= (𝑎1, . . ., 𝑎𝑛),
что неравенство

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 max
𝑦∈𝑀0(𝑓)

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑦𝑗

является пороговым для функции 𝑓 .
В качестве иллюстрации к теореме 2 рассмотрим пороговую функцию,

определяемую неравенством 20𝑥1+28𝑥2+35𝑥3 6 140. Запишем систему (4)
в виде 𝑄𝑎>0, где 𝑄—матрица системы, 𝑎=(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛+1)

T рассматривается
как вектор-столбец. Пусть 𝐵—матрица, составленная из коодинат векторов
𝑎(𝑖), 𝑆=𝑄𝐵. Матрицы 𝐵, 𝑄, 𝑆 расположим следующим образом:(︂

𝐵
𝑄 𝑆

)︂
.

Тогда имеем⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

56 70 140 140 105 84 80 50 36 21

8 10 20 20 15 12 11 7 5 3

11 14 28 28 21 16 16 10 7 4

14 17 35 35 25 21 20 12 9 5

1 1 3 0 0 0 0 0 0 0

1 −7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 1 1 0

1 0 −5 0 0 1 0 0 0 0 4 0 0 1 1

1 0 0 −4 0 0 2 0 0 5 0 0 2 0 1

−1 4 1 1 −1 0 0 0 3 1 1 0 0 0 0

−1 3 3 0 −1 0 1 1 4 3 0 1 1 0 0

−1 2 0 3 −1 1 0 2 5 0 3 2 0 1 0

0 0 0 0 1 1 1 3 0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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Имеем 𝜇=3,

𝑁0(𝑓, 𝑎
(1)) = {𝑝(1), 𝑝(3)}, 𝑁1(𝑓, 𝑎

(1)) = {𝑞(1), 𝑞(2)},

𝑁0(𝑓, 𝑎
(2)) = {𝑝(1), 𝑝(2)}, 𝑁1(𝑓, 𝑎

(2)) = {𝑞(1), 𝑞(3)},

𝑁0(𝑓, 𝑎
(3)) = {𝑝(1), 𝑝(2), 𝑝(3)}, 𝑁3(𝑓, 𝑎

(1)) = {𝑞(1)},

где

𝑝(1) = (7, 0, 0), 𝑝(2) = (0, 5, 0), 𝑝(3) = (0, 0, 4),

𝑞(1) = (4, 1, 1), 𝑞(2) = (3, 3, 0), 𝑞(3) = (2, 0, 3),

𝑎(1) = (56, 8, 11, 14, 1), 𝑎(2) = (70, 10, 14, 17, 1), 𝑎(3) = (140, 20, 28, 35, 140).

По теореме 2, 𝑇𝜈(𝑓)=
3⋃︀

𝑖=1

𝑁𝜈(𝑓, 𝑎
(𝑖)) (𝜈=0, 1). Для нашего примера в объеди-

нении достаточно оставить только два члена. Действительно,

𝑇0(𝑓) =𝑁0(𝑓, 𝑎
(3)) =𝑁0(𝑓, 𝑎

(1))∪𝑁0(𝑓, 𝑎
(2)), 𝑇1(𝑓) =𝑁1(𝑓, 𝑎

(1))∪𝑁1(𝑓, 𝑎
(2)).

§ 3. Оценки длины обучения

Т е о р е м а 3. При любых 𝑛, 𝑘, 𝑛>3, 𝑘>2,

(︁
1

2
log 𝑘− 𝑛− 3− (𝑛− 1) log(𝑛− 2)

)︁𝑛−2

4(𝑛− 1)3𝑛−1(𝑛− 2)𝑛−2
(︀
(𝑛− 2)!

)︀2 6 𝑡(𝑛, 𝑘)62𝑛 log(2𝑛)
(︀
1+log(𝑘+1)

)︀𝑛−1
. (7)

Верхняя оценка в (7) является прямым следствием полученной в [2]
верхней оценки числа вершин многогранника задачи о рюкзаке. Обозначим
𝑁(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛) множество вершин выпуклой оболочки решений системы⎧⎪⎨

⎪⎩
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0,

06 𝑥𝑗 6 𝑘− 1, 𝑥𝑗 целое (𝑗 = 1, 2, . . ., 𝑛).

Л е м м а 5 [2]. При любых 𝑛, 𝑘, 𝑛>1, 𝑘>1, и любых 𝑎0, . . ., 𝑎𝑛

|𝑁(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛)|6 𝑛 log(2𝑛)
(︀
1 + log(𝑘+ 1)

)︀𝑛−1
.

Отсюда и из следствия 3 сразу получаем верхнюю оценку в (7).
Выведем нижнюю оценку. Для каждого целого È, È > 2, определим

множество

Ï(𝑛,È)= {(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛−1) : 06 𝑎𝑗 6È− 1 (𝑗 = 0, . . ., 𝑛− 1)}.

Пусть (𝑎0, . . ., 𝑎𝑛−1)∈Ï(𝑛,È). Обозначим через 𝑉 (𝑎0, . . ., 𝑎𝑛−1,È) множество
вершин выпуклой оболочки множества решений системы

𝑛−1∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑥𝑗 ≡ 𝑎0 (modÈ), 𝑥𝑗 ∈𝑍, 𝑥𝑗 > 0 (𝑗 = 1 . . . 𝑛). (8)
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В [1] (см. также [2] и [12, раздел 3.5]) установлена верхняя оценка для
среднего числа вершин

𝜙(𝑛,È)=È−𝑛
∑︀

(𝑎0,...,𝑎𝑛−1)∈Ï(𝑛,È)

|𝑉 (𝑎0, . . ., 𝑎𝑛−1,È)|.

Л е м м а 6 [1]. При любых целых 𝑛> 2 и È> 2 справедливо нера-
венство

𝜙(𝑛,È)> 𝑐𝑛
(︀
log È− 𝑛− 2− 𝑛 log(𝑛− 1)

)︀𝑛−1
,

где 𝑐𝑛=
(︁
4𝑛3𝑛(𝑛−1)𝑛−1

(︀
(𝑛−1)!

)︀2)︁−1
.

Обозначим через N(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛) множество вершин выпуклой оболочки
решений системы

⎧⎪⎨
⎪⎩

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 = 𝑎0,

𝑥𝑗 > 0, 𝑥𝑗 целое (𝑗 = 1, 2, . . ., 𝑛).

Используя лемму 6, докажем следующее вспомогательное утверждение.

Л е м м а 7. При любых целых 𝑛, 𝑘, 𝑛> 3 и 𝑘> 2, найдутся 𝑎0 ∈𝑍 и
𝑎=(𝑎1, . . ., 𝑎𝑛) из 𝑍

𝑛 такие, что 0<𝑎𝑗 <𝑘 (𝑗=0, 1, . . ., 𝑛) и

|N(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛)|> 𝑐𝑛−1

(︁
1

2
log 𝑘− 𝑛− 3− (𝑛− 1) log(𝑛− 2)

)︁𝑛−2

,

где 𝑐𝑛—величина, определенная в лемме 6.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

È(È− 1)6 𝑎0 6È2 − 1, 06 𝑎𝑗 6È− 1 (𝑗 = 1, . . ., 𝑛− 1).

По теореме 3.35 из [12] имеем 𝑁 ′ ⊆𝑁(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛−1,È), где 𝑁 ′ —множество
вершин выпуклой оболочки целочисленных решений системы

𝑎1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 +È𝑥𝑛 = 𝑎0, 𝑥𝑗 > 0 (𝑗 = 1, . . ., 𝑛− 1).

Легко видеть, что𝑁 ′ взаимно однозначно отображается в множество вершин
выпуклой оболочки неотрицательных решений сравнения

𝑎1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 ≡ 𝑎0 (modÈ),

или ему эквивалентного

𝑎1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 ≡ 𝑎0 −È(È− 1) (modÈ). (9)

Для завершения доказательства леммы осталось сравнить (9) с (8), поло-
жить 𝑘=È2 и воспользоваться леммой 6.

Заметим, что доказательство леммы 7 построено на основе дока-
зательства аналогичного результата из [1] о нижней оценке величины
𝑁(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛).
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По теореме 2

𝑇 (𝑓) =
⋃︀
𝑎

(︁
𝑁0(𝑓, 𝑎)∪𝑁1(𝑓, 𝑎)

)︁
,

где объединение берется по всем таким 𝑎=(𝑎1, . . ., 𝑎𝑛), что неравенство

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖 6 max
𝑦∈𝑀0(𝑓)

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦𝑖

является пороговым для функции 𝑓 . Пусть 𝑎0, . . ., 𝑎𝑛 —величины, существо-
вание которых утверждается в лемме 7. Рассмотрим пороговую функцию 𝑓
с пороговым неравенством

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 6 𝑎0.

По теореме 2 имеем N(𝑎0, . . ., 𝑎𝑛) ⊆ 𝑇0(𝑓). Теперь нижняя оценка длины
обучения следует из леммы 7.

Теорема доказана полностью.
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