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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНОМ ПОСТРОЕНИИ
ТУПИКОВЫХ ПОКРЫТИЙ ЦЕЛОЧИСЛЕННОЙ МАТРИЦЫ *)

Е. В. ДЮКОВА, А. С. ИНЯКИН

(МОСКВА)

Введение

Задача построения тупиковых покрытий целочисленной матрицы возни-
кает при конструировании логических процедур распознавания и классифи-
кации и относится к числу трудных в вычислительном плане задач [2–8, 15].
Данная задача может быть также сформулирована как задача построения
максимальных конъюнкций двузначной логической функции, заданной мно-
жеством нулей. Поиски эффективных алгоритмов ее решения ведутся с се-
редины 1950-х годов [13, 14].

Пусть 𝑀𝑘
𝑚𝑛 —множество всех матриц размера 𝑚 × 𝑛 с элементами

из {0, 1, . . ., 𝑘 − 1}, 𝑘 > 2; 𝐸𝑟
𝑘, 𝑘 > 2, 𝑟 6 𝑛,—множество всех наборов ви-

да (𝜎1, . . ., 𝜎𝑟), где 𝜎𝑖 ∈{0, 1, . . ., 𝑘−1}.
Рассмотрим 𝜎 ∈𝐸𝑟

𝑘, 𝜎 = (𝜎1, . . ., 𝜎𝑟). Через 𝑄𝑝(𝜎), 𝑝 ∈ {1, 2, . . ., 𝑟}, обо-
значим множество всех наборов (𝛽1, . . ., 𝛽𝑟) в 𝐸𝑟

𝑘 таких, что 𝛽𝑝 ̸=𝜎𝑝 и 𝛽𝑗 =𝜎𝑗

при 𝑗 ∈ {1, 2, . . ., 𝑟} ∖{𝑝}.
Пусть 𝐿 ∈𝑀𝑘

𝑚𝑛. Тупиковым 𝜎-покрытием матрицы 𝐿 называется на-
бор 𝐻 из 𝑟 различных столбцов этой матрицы такой, что подматрица 𝐿𝐻

матрицы 𝐿, образованная столбцами набора 𝐻, обладает следующими дву-
мя свойствами: 1) 𝐿𝐻 не содержит строку 𝜎; 2) если 𝑝∈ {1, 2, . . ., 𝑟}, то 𝐿𝐻

содержит хотя бы одну строку из множества 𝑄𝑝(𝜎). Если выполнено толь-
ко условие 1), то набор столбцов 𝐻 называется 𝜎-покрытием матрицы 𝐿.
Подматрица матрицы 𝐿, имеющая с точностью до перестановки строк вид⎡

⎢⎣
𝛽1 𝜎2 𝜎3 . . . 𝜎𝑟−1 𝜎𝑟

𝜎1 𝛽2 𝜎3 . . . 𝜎𝑟−1 𝜎𝑟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜎1 𝜎2 𝜎3 . . . 𝜎𝑟−1 𝛽𝑟

⎤
⎥⎦ ,

где 𝛽𝑝 ̸=𝜎𝑝 для 𝑝=1, 2, . . ., 𝑟, называется 𝜎-подматрицей.
Таким образом, 𝐻 является тупиковым 𝜎-покрытием тогда и только

тогда, когда 𝐿𝐻 не содержит строку 𝜎 и содержит 𝜎-подматрицу. Понятие
(тупикового) 𝜎-покрытия введено в [4, 5, 7].

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 07–01–00516), Программы Президента РФ поддержки ведущих научных
школ РФ (проект НШ–5294.2008.1), Программы Президента РФ поддержки молодых
кандидатов наук (проект МК–6500.2008.9).
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Понятие тупикового (0, . . ., 0)-покрытия булевой матрицы совпадает
с хорошо известным понятием неприводимого покрытия булевой матрицы
[13]. Отметим, что (0, . . ., 0)-подматрица булевой матрицы является единич-
ной (перестановочной) подматрицей. Единичную подматрицу назовем мак-
симальной, если она не содержится в других единичных подматрицах.

Положим 𝐵(𝐿, 𝜎), 𝜎 ∈ 𝐸𝑟
𝑘,—множество всех тупиковых 𝜎-покрытий

матрицы 𝐿. Пусть далее

𝐵𝑟(𝐿) =
⋂︀

𝜎∈𝐸𝑟
𝑘

𝐵(𝐿, 𝜎), 𝐵(𝐿) =
𝑛⋂︀

𝑟=1

𝐵𝑟(𝐿).

Для почти всех матриц 𝐿 из 𝑀𝑘
𝑚𝑛, число покрытий из 𝐵(𝐿) растет

экспоненциально с ростом размера матрицы, поэтому эффективность алго-
ритмов построения покрытий из 𝐵(𝐿) имеет смысл оценивать в терминах
полиномиальной задержки [16].

Пусть 𝑄(𝐿)—конечная совокупность наборов столбцов матрицы 𝐿, со-
держащая 𝐵(𝐿). Предполагается, что каждый набор из 𝑄(𝐿) не содержит
одинаковых столбцов, и некоторые наборы столбцов в 𝑄(𝐿) могут встре-
чаться более одного раза.

Пусть алгоритм 𝐴 строит покрытия из 𝐵(𝐿) путем последовательного
просмотра всех наборов из 𝑄(𝐿). При этом каждый набор из 𝑄(𝐿) просмат-
ривается столько раз, сколько раз он встречается в 𝑄(𝐿). Таким образом,
на каждом шаге алгоритма 𝐴 строится некоторый набор столбцов 𝐻 из 𝑄(𝐿)
и проверяется принадлежность 𝐻 к 𝐵(𝐿). Число шагов алгоритма 𝐴 обо-
значим через 𝑁𝐴(𝐿).

Нас будет интересовать вычислительная сложность алгоритма 𝐴 в ти-
пичном случае (для почти всех матриц из𝑀𝑘

𝑚𝑛 при 𝑛→∞).
Будем говорить, что алгоритм 𝐴 строит 𝑄(𝐿) с полиномиальной за-

держкой, если на каждом шаге выполняется не более 𝑑(𝑚, 𝑛) элементар-
ных операций и 𝑑(𝑚, 𝑛) ограничено сверху полиномом от 𝑚, 𝑛. При этом
под элементарной операцией понимается просмотр одного элемента мат-
рицы 𝐿.

Алгоритм 𝐴 назовем асимптотически оптимальным, если 𝐴 стро-
ит 𝑄(𝐿) с полиномиальной задержкой и для почти всех матриц 𝐿 из 𝑀𝑘

𝑚𝑛

при 𝑛→∞ величина𝑁𝐴(𝐿) асимптотически равна числу покрытий из 𝐵(𝐿).
Наиболее широкую область практического применения имеют методы

построения множества 𝑃 (𝐿) всех неприводимых покрытий (или тупиковых
(0, . . ., 0)-покрытий) булевой матрицы 𝐿 (методам построения сокращенной
дизъюнктивной нормальной формы монотонной булевой функции). По срав-
нению с методами построения тупиковых покрытий общего вида методы
построения множества 𝑃 (𝐿) чаще используются при конструировании и ре-
ализации логических процедур распознавания. Логический анализ данных
в задачах распознавания сводится к поиску логических закономерностей
в обучающей выборке. С этой целью обычно по обучающей выборке строят-
ся специальные булевы матрицы, в которых ищутся определенные семейства
(0, . . ., 0)-покрытий (в частности тупиковых (0, . . ., 0)-покрытий). В случае
целочисленной информации можно обойтись без построения вспомогатель-
ных булевых матриц и для поиска логических закономерностей использовать
методы построения тупиковых покрытий целочисленной матрицы, применяя
их непосредственно к обучающей выборке (см. [4–8, 15]). Понятие покры-
тия общего вида впервые было введено в [4] в связи с усовершенствованием
существовавших моделей алгоритмов голосования по представительным на-
борам (алгоритмов распознавания типа «Кора»).

В [2–5, 7] рассмотрен случай, когда число строк 𝑚 булевой матрицы 𝐿
имеет более низкий порядок роста, чем число столбцов 𝑛, при условии, что



ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНОМ ПОСТРОЕНИИ ТУПИКОВЫХ ПОКРЫТИЙ 249

𝑛→∞. Для этого случая построен асимптотически оптимальный алгоритм
поиска неприводимых покрытий (алгоритм АО1). Данный алгоритм строит
с задержкой, не превосходящей 𝑂(𝑚𝑛), приближенное решение, в каче-
стве которого рассматривается совокупность наборов столбцов, содержа-
щих единичные подматрицы. Каждый такой набор алгоритм АО1 строит
столько раз, сколько единичных подматриц он содержит. Показано, что ес-
ли 𝑚𝛼 6𝑛62𝑚𝛽

, 𝛼>1, 𝛽 <1, то при 𝑛→∞ число шагов данного алгоритма,
равное числу единичных подматриц, почти всегда (для почти всех матриц
размера𝑚×𝑛) асимптотически равно мощности 𝑃 (𝐿). При конструировании
алгоритма АО1 в качестве приближенного решения может быть рассмотрена
совокупность наборов столбцов, содержащих максимальные единичные под-
матрицы (каждый такой набор столбцов строится столько раз, сколько мак-
симальных единичных подматриц он содержит). Тогда алгоритм будет делать
меньшее число шагов и работать с задержкой, не превосходящей 𝑂(𝑞𝑚𝑛);
здесь и далее 𝑞 =min(𝑚, 𝑛). Данная модификация алгоритма АО1 обычно
используется при его реализации на ЭВМ [1]. В дальнейшем речь будет идти
именно об этой модификации.

В [6, 15] построен алгоритм, основанный на переборе с задержкой,
не превосходящей 𝑂(𝑞𝑚2𝑛) неприводимых покрытий матрицы 𝐿 (алго-
ритм АО2). Однако данный алгоритм строит каждый набор из 𝑃 (𝐿) столько
раз, сколько единичных подматриц он содержит. Из сказанного выше сле-
дует, что указанный недостаток не существенен при 𝑚𝛼 6 𝑛6 2𝑚𝛽

, 𝛼 > 1,
𝛽 < 1 (в этом случае число шагов алгоритма АО2, равное числу единичных
подматриц, порождающих неприводимые покрытия, почти всегда при 𝑛→∞
асимптотически равно мощности 𝑃 (𝐿)).

Отметим, что проверка на повторяемость построенного на очередном
шаге набора столбцов в алгоритмах АО1 и АО2 требует просмотра не бо-
лее 𝑂(𝑞𝑚) элементов матрицы 𝐿.

В [9, 10] построен алгоритм поиска неприводимых покрытий булевой
матрицы (алгоритм ОПТ), асимптотически оптимальный при тех же усло-
виях, что и алгоритмы АО1 и АО2. Данный алгоритм основан на переборе
с задержкой, не превосходящей 𝑂(𝑞𝑚𝑛(𝑚+ 𝑞)) наборов столбцов матрицы,
содержащих единичные подматрицы и удовлетворяющих некоторым допол-
нительным условиям. Результаты численных экспериментов со случайны-
ми матрицами при различных соотношениях между 𝑚 и 𝑛 показали, что
практически во всех случаях алгоритм ОПТ делает существенно меньшее
число шагов и поэтому работает существенно быстрее по сравнению с ал-
горитмами АО1 и АО2, а также другими известными алгоритмами поиска
неприводимых покрытий булевой матрицы. Указанные результаты приведе-
ны в §5.

Алгоритм АО1 несложно модифицировать для поиска покрытий це-
лочисленной матрицы [7]. Для построения аналогичных модификаций ал-
горитмов поиска неприводимых покрытий, использующих выбрасывание
«охватывающих» строк в подматрицах матрицы 𝐿 (например, алгоритмов
АО2 и ОПТ), можно воспользоваться предложенным в [8, 11] способом
сведения задачи построения тупиковых покрытий целочисленной матри-
цы к построению неприводимых покрытий булевой матрицы. Указанный
способ основан на преобразовании 𝐿 во вспомогательную булеву матри-
цу 𝐿* из 𝑚 строк и 𝑘𝑛 столбцов. Столбцы матрицы 𝐿* разбиты на 𝑛 групп
по 𝑘 столбцов в каждой группе. Задача построения 𝐵(𝐿) сводится к постро-
ению неприводимых покрытий матрицы 𝐿*, содержащих не более одного
столбца из каждой группы. Данная схема используется в настоящей рабо-
те для модификации алгоритма ОПТ на случай поиска покрытий из 𝐵(𝐿),
𝐿∈𝑀𝑘

𝑚𝑛. В результате построен алгоритм ОПТ+ поиска покрытий из 𝐵(𝐿),
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асимптотически оптимальный при 𝑚𝛼 6𝑛6 𝑘𝑚𝛽

, 𝛼> 1, 𝛽 < 1, и работающий
с задержкой 𝑂(𝑘𝑢𝑚𝑛(𝑚+ 𝑢)); здесь и далее 𝑢=min(𝑚, 𝑘𝑛). Асимптотиче-
ская оптимальность алгоритма ОПТ+ следует из того, что число его шагов
не превосходит числа всех 𝜎-подматриц, которое в рассматриваемом случае,
как показано в [4, 5, 7], почти всегда асимптотически равно числу покрытий
из 𝐵(𝐿).

§ 1. Сведение задачи построения тупиковых
покрытий целочисленной матрицы к задаче

построения неприводимых покрытий булевой матрицы

Пусть 𝐿= (𝑎𝑖𝑗), 𝑖= 1, 2, . . ., 𝑚, 𝑗 = 1, 2, . . ., 𝑛,—матрица из 𝑀𝑘
𝑚𝑛. По-

кажем, что задачу построения множества 𝐵(𝐿) можно свести к задаче по-
строения тупиковых (0, . . ., 0) покрытий (неприводимых покрытий) булевой
матрицы, которая специальным образом строится по 𝐿 [8, 11].

Пусть 𝑎∈{0, 1, . . ., 𝑘−1}. Положим

𝛿(𝑎𝑖𝑗, 𝑎) =

{︂
1, 𝑎𝑖𝑗 ̸= 𝑎,
0, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎,

𝑖=1, 2, . . ., 𝑚, 𝑗=1, 2, . . ., 𝑛.
Построим булеву матрицу 𝐿*, состоящую из 𝑚 строк и 𝑘𝑛 столбцов,

в которой строка с номером 𝑖, 𝑖∈{1, 2, . . ., 𝑚}, имеет вид:

(𝛿(𝑎𝑖1,0), . . . ,𝛿(𝑎𝑖1,𝑘−1),𝛿(𝑎𝑖2,0), . . . ,𝛿(𝑎𝑖2,𝑘−1), . . . ,𝛿(𝑎𝑖𝑛,0), . . . ,𝛿(𝑎𝑖𝑛,𝑘−1)).

Нетрудно заметить, что столбцу с номером 𝑗, 𝑗 ∈ {1, 2, . . ., 𝑛}, исход-
ной матрицы 𝐿 соответствует группа из 𝑘 столбцов матрицы 𝐿* с номера-
ми 𝑘(𝑗 − 1) + 1, 𝑘(𝑗 − 1) + 2, . . ., 𝑘𝑗. Числа 𝑘(𝑗 − 1) + 1, 𝑘(𝑗 − 1) + 2, . . ., 𝑘𝑗,
𝑗∈{1, 2, . . ., 𝑛}, назовем родственными. Очевидным является

У т в е р ж д е н и е 1. Набор из 𝑟 различных столбцов матрицы 𝐿
с номерами 𝑗1, 𝑗2, . . ., 𝑗𝑟 является тупиковым (𝜎1, . . ., 𝜎𝑟)-покрытием,
(𝜎1, . . ., 𝜎𝑟) ∈ 𝐸𝑟

𝑘, тогда и только тогда, когда набор столбцов матри-
цы 𝐿*, с номерами 𝑝1, 𝑝2. . ., 𝑝𝑟, где 𝑝𝑖 = (𝑗𝑖 − 1)𝑘 + 𝜎𝑖 + 1 при 𝑖= 1, 2, . . ., 𝑟
принадлежит 𝑃 (𝐿*).

Из утверждения 1 следует, что задача построения множества 𝐵(𝐿)

сводится к построению подмножества ̃︀𝑃 (𝐿*) множества 𝑃 (𝐿*), состояще-
го из всех таких неприводимых покрытий, которые не содержат столбцов
с родственными номерами.

Набор 𝐺 из 𝑟 различных элементов множества {1, 2, . . ., 𝑘𝑛} назовем
совместимым для 𝐿*, если подматрица матрицы 𝐿*, образованная столбца-
ми с номерами из 𝐺, содержит единичную подматрицу размера 𝑟×𝑟.

Проверка набора 𝐺= {𝑝1, . . ., 𝑝𝑟} на совместимость достаточно очевид-
на и заключается в просмотре строк подматрицы матрицы 𝐿*, образованной
столбцами с номерами 𝑝1, . . ., 𝑝𝑟. Если указанная подматрица содержит каж-
дую из строк (1, 0, 0, . . ., 0, 0), (0, 1, 0, . . ., 0, 0), . . . , (0, 0, 0, . . ., 0, 1) длины 𝑟,
то набор 𝐺 совместим. Требуемое число элементарных операций не превос-
ходит 𝑂(𝑘𝑚𝑛).

Обозначим через 𝑉 (𝐿*) совокупность всех совместимых наборов

из элементов множества {1, 2, . . ., 𝑘𝑛}, через ̃︀𝑉 (𝐿*) совокупность наборов
из 𝑉 (𝐿*), не содержащих родственных номеров, и, наконец, через 𝑉 (2)(𝐿*)
совокупность наборов из 𝑉 (𝐿*), состоящих в точности из двух родствен-
ных чисел.
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У т в е р ж д е н и е 2. Имеет место

̃︀𝑉 (𝐿*) = 𝑉 (𝐿*) ∖ 𝑉 (2)(𝐿*).

Утверждение 2 прямо следует из того, что в подматрице матрицы 𝐿*,
составленной из группы родственных столбцов, каждая строка имеет ровно
один элемент, равный 0. Следовательно, если длина совместимого набора
больше двух, то он не содержит родственных чисел.

Из утверждения 2 следует

У т в е р ж д е н и е 3. Набор столбцов 𝐻 матрицы 𝐿* с но-

мерами 𝑝1, . . ., 𝑝𝑟 принадлежит ̃︀𝑃 (𝐿*) тогда и только тогда, когда
{𝑝1, . . ., 𝑝𝑟}∈𝑉 (𝐿*)∖𝑉 (2)(𝐿*) и 𝐻 является (0, . . ., 0)-покрытием.

Таким образом, задача построения множества 𝐵(𝐿) сводится к постро-
ению всех (0, . . ., 0)-покрытий матрицы 𝐿*, состоящих из столбцов с номе-
рами из 𝑉 (𝐿*) ∖𝑉 (2)(𝐿*).

§ 2. Асимптотически оптимальный алгоритм поиска
тупиковых покрытий целочисленной матрицы ОПТ+

По матрице 𝐿 из 𝑀𝑘
𝑚𝑛, 𝑘 > 2, построим булеву матрицу 𝐿* описанным

в §1 способом. Пусть 𝐿*=(𝑏𝑖𝑗), 𝑖=1, 2, . . ., 𝑚, 𝑗=1, 2, . . ., 𝑘𝑛.
Будем говорить, что строка с номером 𝑖 матрицы 𝐿* охватывает строку

с номером 𝑝, если 𝑏𝑖𝑗 > 𝑏𝑝𝑗 при 𝑗=1, 2, . . ., 𝑘𝑛.
Заметим, множество (0, . . ., 0)-покрытий булевой матрицы не меняет-

ся при выбрасывании из нее охватывающей строки, в частности сохраня-
ются все тупиковые (0, . . ., 0)-покрытия и не появляется новых тупиковых
(0, . . ., 0)-покрытий. Очевидно также, что нулевой столбец не входит ни в од-
но тупиковое (0, . . ., 0)-покрытие множество.

В случае одинаковых строк каждая из них согласно определению явля-
ется охватывающей. Процедура удаления охватывающих строк заключается
в последовательном просмотре строк матрицы и удалении очередной строки,
если она охватывает хотя бы одну из строк, не удаленных к данному момен-
ту. В результате из двух одинаковых строк может остаться только одна, и
она остается, если нет других строк, которые она охватывает.

Пусть 𝑖∈{1, 2, . . ., 𝑚}, 𝑗∈{1, 2, . . ., 𝑘𝑛}. Если 𝑏𝑖𝑗 =1, то будем говорить,
что столбец с номером 𝑗 (строка с номером 𝑖) матрицы 𝐿* покрывает строку
с номером 𝑖 (столбец с номером 𝑗).

Если 𝐺∈𝑉 (𝐿*), 𝐺={𝑝1, . . ., 𝑝𝑟}, то будем предполагать, что 𝑝1<. . .<𝑝𝑟.
Будем говорить, что элемент 𝑗 множества {1, 2, . . ., 𝑘𝑛}, 𝑗 > 𝑝𝑟, cовместим
с набором 𝐺, если 𝐺∩{𝑗}∈𝑉 (𝐿*).

Пусть 𝐿0(𝐺)—подматрица матрицы 𝐿*, образованная столбцами с но-
мерами 𝑝1, 𝑝1 + 1, . . ., 𝑘𝑛. Если 𝐿0(𝐺) не содержит нулевых строк, то че-

рез ̂︀𝐿0(𝐺) обозначим подматрицу матрицы 𝐿*, полученную из 𝐿0(𝐺) путем
удаления охватывающих строк с последующим удалением нулевых столб-
цов. При 𝑟 > 2 через 𝐿𝑡(𝐺), 𝑡 ∈ {1, 2, . . ., 𝑟 − 1}, обозначим подматрицу
матрицы 𝐿*, образованную строками, не покрытыми столбцами с номера-
ми 𝑝1, . . ., 𝑝𝑡, и столбцами, номера которых совместимы с {𝑝1, . . ., 𝑝𝑡}. Если
𝐿𝑡(𝐺) не содержит нулевых строк, то удалим из нее охватывающие строки

и затем нулевые столбцы. Получим подматрицу ̂︀𝐿𝑡(𝐺). В каждой из подмат-

риц 𝐿𝑡(𝐺) и ̂︀𝐿𝑡(𝐺), 𝑡∈{0, 1, . . ., 𝑟−1}, сохраним исходную нумерацию строк
и столбцов.
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Набор 𝐺 из 𝑉 (𝐿*) вида {𝑝1, . . ., 𝑝𝑟} назовем правильным для 𝐿*, если
при 𝑡 ∈ {0, 1, . . ., 𝑟 − 1}, подматрица 𝐿𝑡(𝐺) не содержит нулевых строк и

подматрица ̂︀𝐿𝑡(𝐺) содержит столбцы с номерами 𝑝𝑡+1, . . ., 𝑝𝑟.
Обозначим через 𝑊 (𝐿*) совокупность всех правильных наборов из эле-

ментов множества 𝑗 ∈{1, 2, . . ., 𝑘𝑛}.
Набор 𝐺 из𝑊 (𝐿*) вида {𝑝1, . . ., 𝑝𝑟} назовем максимальным для 𝐿*, если

при любом 𝑝, 𝑝𝑟<𝑝6𝑘𝑛, набор 𝐺∩{𝑝} не принадлежит𝑊 (𝐿*).
Обозначим через 𝑊max(𝐿

*) совокупность всех максимальных наборов

для 𝐿*, через ̃︁𝑊max(𝐿
*) совокупность всех максимальных наборов для 𝐿*,

не содержащих родственных чисел, и наконец, через 𝑊 (2)
max(𝐿

*) совокупность
всех максимальных наборов, состоящих в точности из двух родственных
чисел. Очевидным является

У т в е р ж д е н и е 4. Имеет место̃︁𝑊
max

(𝐿*) =𝑊
max

(𝐿*) ∖𝑊 (2)
max

(𝐿*).

У т в е р ж д е н и е 5. Набор столбцов 𝐻 матрицы 𝐿* с но-

мерами 𝑝1, . . ., 𝑝𝑟 принадлежит ̃︀𝑃 (𝐿*) тогда и только тогда, когда

{𝑝1, . . ., 𝑝𝑟}∈̃︁𝑊max
(𝐿*) и 𝐻—покрытие матрицы 𝐿*.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим 𝐺= {𝑝1, . . ., 𝑝𝑟}. Пусть 𝐺 ∈̃︁𝑊max(𝐿
*)

и 𝐻 —покрытие матрицы 𝐿*. Очевидно, в ̂︀𝐿𝑟−1(𝐺) столбец с номером 𝑝𝑟 яв-
ляется единичным и, следовательно, 𝐻 ∈𝑃 (𝐿*). Из того, что 𝐺 не содержит

родственных чисел, следует, что 𝐻 ∈ ̃︀𝑃 (𝐿*).

Пусть 𝐻 ∈ ̃︀𝑃 (𝐿*). Покажем, что 𝐺 ∈ ̃︁𝑊max(𝐿
*). Так как 𝐺 не со-

держит родственных чисел, то достаточно показать, что 𝐺 ∈ 𝑊max(𝐿
*).

По определению набор столбцов 𝐻 не содержит нулевой строки. Пусть
𝑡 ∈ {0, 1, . . ., 𝑟 − 1}. Тогда столбцы матрицы 𝐿𝑡(𝐺) с номерами 𝑝𝑡+1, . . ., 𝑝𝑟

образуют неприводимое покрытие матрицы 𝐿𝑡(𝐺). Следовательно, и столб-

цы матрицы ̂︀𝐿𝑡(𝐺) с номерами 𝑝𝑡+1, . . ., 𝑝𝑟 образуют неприводимое покрытие,

т. е. матрица ̂︀𝐿𝑡(𝐺) содержит cтолбцы с номерами 𝑝𝑡+1, . . ., 𝑝𝑟. Таким обра-
зом, 𝐺∈𝑊max(𝐿

*), что и требовалось доказать.
Описываемый ниже алгоритм ОПТ+ строит множество 𝐵(𝐿), переби-

рая наборы из ̃︁𝑊max(𝐿
*).

Пусть 𝑝 ∈ {1, 2, . . ., 𝑘𝑛}. Число 𝑝 назовем корректным, если выполне-
но одно из двух следующих условий: 1) {𝑝} ∈𝑊max(𝐿

*); 2) {𝑝} ̸∈𝑊max(𝐿
*),

но в подматрице матрицы 𝐿0({𝑝}), составленной из столбца с номером 𝑝
и столбцов с номерами не родственными 𝑝, нет нулевых строк. Обозна-
чим через 𝑅(𝐿) множество всех корректных чисел в {1, 2, . . ., 𝑘𝑛}. Множе-
ство 𝑅(𝐿) упорядочим по возрастанию его элементов.

Очевидно, что 𝑝 ∈𝑅(𝐿) тогда и только тогда, когда ̃︁𝑊max(𝐿
*) содержит

хотя бы один набор с первым элементом 𝑝.
Пусть матрица 𝐿′ либо совпадает с 𝐿*, либо является подматрицей мат-

рицы 𝐿*, образованной столбцами с номерами 𝑝, 𝑝+ 1, . . ., 𝑘𝑛 и не содер-
жащей нулевых строк. Из 𝐿′ удалим охватывающие строки и затем нуле-
вые столбцы. В полученной подматрице номер первого столбца обозначим
через 𝑝1.

Набор 𝐺 из ̃︁𝑊max(𝐿
*), 𝐺= {𝑝1, . . ., 𝑝𝑟}, назовем начальным в 𝐿′, если

𝑝𝑡+1 —номер первого столбца в ̂︀𝐿𝑡(𝐺) при 𝑡∈{0, 1, . . ., 𝑟−1}.
Опишем процедуру построения начального набора в 𝐿′.
Положим 𝐺 = {𝑝1}. Строим матрицу 𝐿1(𝐺), удаляем из нее столбцы,

номера которых родственны числу 𝑝1. Полученную подматрицу обозначим
через 𝐿1.
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Если 𝐿1 пуста или содержит нулевую строку, то {𝑝1}—начальный на-
бор в 𝐿′. В противном случае из 𝐿1 удаляем охватывающие строки и нуле-
вые столбцы и полагаем 𝐺= {𝑝1, 𝑝2}, где 𝑝2 —номер первого не удаленного
столбца. Строим матрицу 𝐿2(𝐺). Если 𝐿2(𝐺) пуста или содержит нулевую
строку, то {𝑝1, 𝑝2}—начальный набор в 𝐿′. В противном случае строится

матрица ̂︀𝐿2(𝐺) и в ней выбирается столбец с наименьшим номером 𝑝3. Со-
гласно утверждению 2 число 𝑝3 не будет родственным числу 𝑝2.

Процесс продолжается до тех пор, пока на очередной итерации 𝑡, 𝑡> 2,
либо подматрица 𝐿𝑡(𝐺) будет содержать нулевую строку, либо будет пуста.
Построенный набор {𝑝1, . . ., 𝑝𝑡} будет начальным набором в 𝐿′.

Покажем, что построение начального набора в 𝐿′ требует выполнения
не более, чем 𝑂(𝑘𝑢𝑚𝑛(𝑚+𝑢)) элементарных операций.

Пусть {𝑝1, . . ., 𝑝𝑡}—начальный набор в 𝐿′. Очевидно, 𝑡 6min(𝑚, 𝑘𝑛).
При выборе элемента 𝑝𝑖, 𝑖∈{1, 2, . . ., 𝑡}, и построении матрицы 𝐿𝑖(𝐺) на ите-
рации 𝑖 выполняются следующие действия:

1) удаление охватывающих строк (не более, чем 𝑂(𝑚2𝑘𝑛) элементарных
операций);

2) удаление нулевых столбцов (не более 𝑂(𝑚𝑘𝑛) элементарных
операций);

3) удаление строк, покрытых столбцом 𝑝𝑖 (не более 𝑂(𝑚) элементарных
операций);

4) удаление несовместимых столбцов (не более 𝑂(𝑚𝑢𝑘𝑛) элементарных
операций);

5) удаление родственных столбцов (не требуется просмотра элементов
матрицы).

Отсюда следует, что для построения начального набора требуется не бо-
лее, чем 𝑂(𝑘𝑢𝑚𝑛(𝑚+𝑢)) элементарных операций.

Пусть 𝐺∈̃︁𝑊max(𝐿
*), 𝐺= {𝑝1, . . ., 𝑝𝑟}, 26 𝑡6 𝑟, 𝐿′ —подматрица матри-

цы 𝐿𝑡−1(𝐺), образованная всеми такими столбцами матрицы 𝐿𝑡−1(𝐺), номера
которых больше 𝑝𝑡.

Пусть 𝐿′ не пуста и не содержит нулевых строк. Из 𝐿′ удалим охватыва-
ющие строки и нулевые столбцы. В полученной подматрице номер первого
столбца обозначим через 𝑝′𝑡.

Набор 𝐺′ = {𝑝′𝑡, . . ., 𝑝
′

𝑡+𝑞} назовем начальным в 𝐿𝑡−1(𝐺) относитель-

но {𝑝1, . . ., 𝑝𝑡}, если ({𝑝1, . . ., 𝑝𝑡−1} ∩𝐺′) и 𝑝′𝑡+𝑢+1 —номер первого столбца

в ̂︀𝐿𝑡+𝑢({𝑝1, . . ., 𝑝𝑡−1}∩𝐺
′) при 𝑢∈{0, 1, . . ., 𝑞−1}.

Опишем процедуру построения начального набора в 𝐿𝑡−1(𝐺) относи-
тельно {𝑝1, . . ., 𝑝𝑡}.

Положим 𝐺′={𝑝′𝑡}. Строим матрицу 𝐿1=𝐿𝑡({𝑝1, . . ., 𝑝𝑡−1}∩𝐺
′).

Если 𝐿1 пуста или содержит нулевую строку, то {𝑝′𝑡}—требуемый на-
чальный набор. В противном случае из 𝐿1 удаляем охватывающие строки и
нулевые столбцы и полагаем 𝐺′={𝑝′𝑡, 𝑝

′

𝑡+1}, где 𝑝′𝑡+1 —номер первого не уда-
ленного столбца. Строим матрицу 𝐿𝑡+1({𝑝1, . . ., 𝑝𝑡−1}∩𝐺

′). Если эта матрица
пуста или содержит нулевую строку, то {𝑝′𝑡, 𝑝

′

𝑡+1}—требуемый начальный

набор. В противном случае строится матрица ̂︀𝐿𝑡+1({𝑝1, . . ., 𝑝𝑡−1}∩𝐺
′) и в ней

выбирается столбец с наименьшим номером.
Процесс продолжается до тех пор, пока на очередной итерации 𝑞,

𝑞 > 2, либо подматрица 𝐿𝑡+𝑞({𝑝1, . . ., 𝑝𝑡−1} ∩ 𝐺′), 𝐺′ = {𝑝′𝑡, . . ., 𝑝
′

𝑡+𝑞}, бу-
дет содержать нулевую строку, либо будет пуста. Построенный на-
бор {𝑝′𝑡, . . ., 𝑝

′

𝑡+𝑞} будет начальным набором в 𝐿𝑡−1(𝐺) относительно

{𝑝1, . . ., 𝑝𝑡}.
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Нетрудно видеть, что построение начального набора в 𝐿𝑡−1(𝐺) отно-
сительно {𝑝1, . . ., 𝑝𝑡} требует выполнения не более, чем 𝑂(𝑘𝑢𝑚𝑛(𝑚 + 𝑢))
элементарных операций.

Упорядочим ̃︁𝑊max(𝐿
*) в лексикографическом порядке, сопоставляя на-

борам из ̃︁𝑊max(𝐿
*) слова в алфавите {1, 2, . . ., 𝑘𝑛}. Для каждого набора 𝐺

из ̃︁𝑊max(𝐿
*), не являющегося максимальным элементом в ̃︁𝑊max(𝐿

*), пока-
жем, как построить непосредственно следующий за ним набор ▷𝐺.

Пусть 𝐺={𝑝1, . . ., 𝑝𝑟}. Возможны три случая:
1) 𝑟=1;
2) 𝑟 > 1 и подматрица матрицы 𝐿1(𝐺), образованная столбцами с номе-

рами бóльшими 𝑝2, либо пуста, либо содержит нулевую строку;
3) 𝑟 > 1 и в {2, . . ., 𝑟} можно указать максимальное число 𝑡 такое,

что подматрица 𝐿′ матрицы 𝐿𝑡−1(𝐺), образованная столбцами с номерами
бóльшими 𝑝𝑡, не пуста и не содержит нулевых строк.

Пусть имеет место один из первых двух случаев. По условию 𝐺 не яв-

ляется максимальным элементом в ̃︁𝑊max(𝐿
*). Следовательно, в 𝑅(𝐿) есть

хотя бы одно число, которое больше 𝑝1. В качестве ▷𝐺 нужно взять началь-
ный набор в подматрице матрицы 𝐿*, образованной столбцами с номера-
ми 𝑝, 𝑝+1, . . ., 𝑘𝑛, где 𝑝—число, непосредственно следующее за числом 𝑝1
в 𝑅(𝐿).

Пусть имеет место случай 3. Тогда ▷𝐺= (𝐺 ∖ {𝑝𝑡, 𝑝𝑡+1, . . ., 𝑝𝑟})∩𝐺′, где
𝐺′ —начальный набор в 𝐿𝑡−1(𝐺) относительно {𝑝1, . . ., 𝑝𝑡}.

Алгоритм строит 𝐵(𝐿) за |̃︁𝑊max(𝐿
*)| шагов. На шаге 𝑖 алгоритм выби-

рает в 𝐿* максимальный набор 𝑄[𝑖, 𝐿*] и проверяет, является ли покрытием
набор столбцов матрицы 𝐿* с номерами из 𝑄[𝑖, 𝐿*]. Если проверяемый набор
столбцов является покрытием матрицы 𝐿*, то строится соответствующее по-
крытие из 𝐵(𝐿). Выбор максимальных наборов происходит по следующим
правилам:

1) 𝑄[1, 𝐿*]—начальный набор в 𝐿*;
2) если 𝑄[𝑖, 𝐿*] имеет следующий за ним набор в 𝑊max(𝐿

*), то
𝑄[𝑖+1, 𝐿*]=▷𝑄[𝑖, 𝐿*], в противном случае алгоритм заканчивает работу.

Оценка сложности шага алгоритма 𝑂(𝑘𝑢𝑚𝑛(𝑚+𝑢)) получается из при-
веденной выше оценки сложности построения на данном шаге начально-
го набора.

Описанная схема модификации алгоритма ОПТ для поиска покрытий
из 𝐵(𝐿) применима и к другим алгоритмам поиска неприводимых покрытий,
например к алгоритмам АО1 и АО2. Модификации этих алгоритмов на це-
лочисленный случай обозначим соответственно АО1+ и АО2+. Алгоритмы
АО1+ и АО2+ будут асимптотически оптимальными при𝑚𝛼6𝑛6𝑘𝑚𝛽

, 𝛼>1,
𝛽 < 1, 𝑛→∞.

§ 3. Использование аппарата деревьев для
описания алгоритмов поиска тупиковых покрытий

Из вышеизложенного следует, что первостепенное значение имеет раз-
работка эффективных алгоритмов поиска неприводимых покрытий булевой
матрицы.

Как правило, работа алгоритмов поиска неприводимых покрытий бу-
левой матрицы 𝐿 заключается в одностороннем обходе дерева решений,
вершинам которого соответствуют пары (𝐿𝐻 , 𝐻), где 𝐻 —набор столбцов
матрицы 𝐿, 𝐿𝐻 —подматрица матрицы 𝐿, образованная строками, не «по-
крытыми» набором 𝐻, и некоторыми из столбцов матрицы 𝐿, не входящими
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в набор 𝐻. Корневая вершина остается «пустой» (имеет вид (𝐿,∅)). Для ви-
сячих вершин проверяется принадлежность 𝐻 к множеству неприводимых
покрытий матрицы 𝐿 (очевидно, такая проверка требует просмотра не бо-
лее 𝑞𝑚 элементов матрицы 𝐿). Под шагом алгоритма понимается переход
от одной висячей вершины к следующей. Переход по ветви дерева решений
от одной вершины к следующей осуществляется путем добавления к набо-
ру 𝐻 некоторого столбца матрицы 𝐿. При этом предполагается, что число
элементарных операций, выполняемых на каждом шаге, ограничено сверху
полиномом от размера матрицы 𝐿.

В алгоритме АО1 каждая вершина дерева решений порождается еди-
ничной подматрицей матрицы 𝐿. Пусть единичная подматрица матрицы 𝐿
образована единичными элементами 𝑎𝑖1𝑗1 , . . ., 𝑎𝑖𝑟𝑗𝑟 , где 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑟. Тогда
эта подматрица порождает вершину, которой соответствует пара (𝐿′

𝐻 , 𝐻),
где 𝐻 —набор столбцов с номерами 𝑗1, . . ., 𝑗𝑟, а 𝐿′

𝐻 образована строками,
не покрытыми столбцами из 𝐻, и столбцами с номерами бóльшими 𝑗𝑟, не по-
крытыми строками с номерами 𝑖1, . . ., 𝑖𝑟. Висячим вершинам соответствуют
наборы столбцов, содержащие максимальные единичные подматрицы, т. е.
единичные подматрицы, не содержащиеся в других единичных подматрицах.

Заметим, что алгоритм АО1 нетрудно модифицировать на более общий
случай (для поиска тупиковых покрытий целочисленной матрицы) без по-
строения вспомогательной матрицы 𝐿*.

В алгоритме АО2 каждая вершина дерева решений также порождается
единичной подматрицей матрицы 𝐿. Пусть единичная подматрица матри-
цы 𝐿 образована единичными элементами 𝑎𝑖1𝑗1 , . . ., 𝑎𝑖𝑟𝑗𝑟 , где 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑟.
Тогда эта подматрица порождает вершину, которой соответствует пара
(𝐿′′

𝐻 , 𝐻), где 𝐻 —набор столбцов с номерами 𝑗1, . . ., 𝑗𝑟, а 𝐿′′

𝐻 получается
из 𝐿′

𝐻 выбрасыванием охватывающих строк. Висячим вершинам соответ-
ствуют неприводимые покрытия матрицы 𝐿.

В [11] построен эффективный при практическом применении алгоритм
поиска неприводимых покрытий (алгоритм спуска с удалением охватыва-
ющих столбцов, обозначаемый далее УОС). Каждой вершине в алгорит-
ме УОС соответствует пара (𝐿*

𝐻 , 𝐻). Здесь 𝐻 —некоторый набор столб-
цов матрицы 𝐿, состоящий из попарно несравнимых столбцов c номерами
𝑗1, . . ., 𝑗𝑟, 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑟, а 𝐿*

𝐻 —подматрица матрицы 𝐿, образованная строка-
ми, не покрытыми столбцами из 𝐻, и столбцами с номерами бóльшими 𝑗𝑟,
несравнимыми (не охватывающими) столбец с номером 𝑗𝑟 в подматрице 𝐿

*

𝐻 ′ ,
где 𝐻 ′ —набор столбцов матрицы 𝐿 номерами 𝑗1, . . ., 𝑗𝑟−1. Алгоритм УОС
имеет задержку, не превосходящую 𝑂(𝑚2𝑛), но не является асимптотиче-
ски оптимальным.

Работу алгоритма ОПТ также удобно представить в виде процесса по-
строения дерева решений Д𝐿. Вершины в Д𝐿 (за исключением корневой
вершины) порождаются наборами из 𝑊 (𝐿). Пусть 𝐺—набор из 𝑊 (𝐿),
𝐺 = {𝑗1, . . ., 𝑗𝑟}. Тогда 𝐺 порождает вершину (𝐿𝑟(𝐺), 𝐻), где 𝐻 —набор
столбцов матрицы 𝐿 с номерами 𝑗1, . . ., 𝑗𝑟. Висячие вершины порождают-
ся наборами из 𝑊max(𝐿). Если (𝐿𝑟(𝐺), 𝐻)—висячая вершина и матрица
𝐿𝑟(𝐺) пуста, то 𝐻 —неприводимое покрытие матрицы 𝐿. Общее число вер-
шин в Д𝐿 равно |𝑊 (𝐿)|+ 1, число висячих вершин равно |𝑊max(𝐿)|. Фор-
мулируются правила, позволяющие при построении дерева Д𝐿 переходить
от одной вершины к другой в таком порядке, который соответствует по-
следовательному просмотру его ветвей. Переход от одной внутренней вер-
шины к следующей вершине полиноминален относительно размера матри-
цы 𝐿 (требует просмотра не более 𝑂(𝑚𝑛(𝑚+ 𝑞)) элементов матрицы 𝐿).
Переход от одной висячей вершины к следующей висячей вершине также
полиноминален (требует просмотра не более 𝑂(𝑞𝑚𝑛(𝑚+𝑞)) элементов мат-
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рицы 𝐿). Построение первой висячей вершины осуществляется за время,
не превосходящее 𝑂(𝑞𝑚𝑛(𝑚 + 𝑞)). Таким образом, вычислительная слож-
ность алгоритма не превосходит 𝑂(𝑚3𝑛)|𝑊max(𝐿)|, если 𝑚6 𝑛, и не превос-
ходит 𝑂(𝑚2𝑛2+𝑚𝑛3)|𝑊max(𝐿)|, если 𝑚>𝑛.

Обозначим через 𝑊 (2)(𝐿*) совокупность всех правильных наборов
из двух родственных элементов множества {0, 1, . . ., 𝑘𝑛}.

Нетрудно видеть, что алгоритм ОПТ+ строит дерево решений, в ко-

тором вершины порождаются наборами из ̃︁𝑊 (𝐿*) =𝑊 (𝐿*) ∖𝑊 (2)(𝐿*), и по-
крытия из 𝐵(𝐿) находятся среди висячих вершин. Аналогичное построение
деревьев решений может быть проведено и для алгоритмов АО1+, АО2+ и
УОС+ (УОС+—целочисленная модификация алгоритма УОС).

§ 4. Асимптотически оптимальное построение
максимальных конъюнкций двузначной логической функции

Пусть функция 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) определена на 𝐸𝑛
𝑘 и принимает значения

из {0, 1}; 𝐵𝐹 —множество наборов, на которых 𝐹 =0, |𝐵𝐹 |=𝑚. Обозначим
через 𝑁𝑘

𝑚𝑛 множество всех таких функций. Положим

𝑥𝜎 =

{︂
1, если 𝑥= 𝜎,
0, если 𝑥 ̸= 𝜎,

𝑥, 𝜎 ∈ {0, 1, . . ., 𝑘−1}.
Обычным образом введем понятие элементарной конъюнкции. Эле-

ментарной конъюнкцией над переменными 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 назовем выражение
вида 𝑥𝜎1

𝑗1
. . . 𝑥𝜎𝑟

𝑗𝑟
, где 𝑥𝑗𝑖 ∈ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛} при 𝑖 = 1, 2, . . ., 𝑟 и 𝑥𝑗𝑞 ̸= 𝑥𝑗𝑡 при

𝑡, 𝑞 ∈ {1, 2, . . ., 𝑟}. Элементарная конъюнкция принимает значение 1 тогда и
только тогда, когда каждый ее множитель равен 1.

Пусть 𝑁𝐵 —интервал истинности элементарной конъюнкции 𝐵. Эле-
ментарную конъюнкцию 𝐵 назовем допустимой для 𝐹 , если 𝑁𝐵 ∩𝐵𝐹 =∅.
Элементарную конъюнкцию 𝐵 назовем максимальной для 𝐹 , если она явля-
ется допустимой и не существует допустимой для 𝐹 конъюнкции 𝐵 ′ такой,
что 𝑁𝐵′ ⊃𝑁𝐵.

Пусть 𝐿𝐹 —матрица, строками которой являются наборы из 𝐵𝐹 . Оче-
видным является

У т в е р ж д е н и е 6. Элементарная конъюнкция 𝑥𝜎1

𝑗1
. . . 𝑥𝜎𝑟

𝑗𝑟
явля-

ется максимальной для 𝐹 тогда и только тогда, когда набор столб-
цов матрицы 𝐿 с номерами 𝑗1, . . ., 𝑗𝑟 является тупиковым (𝜎1, . . ., 𝜎𝑟)-
покрытием.

Модифицируя алгоритм ОПТ+, описанный в §2, для построения мно-
жества 𝑅(𝐹 ) максимальных конъюнкций функции 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из 𝑁𝑘

𝑚𝑛 по-
лучаем асимптотически оптимальный алгоритм, вычислительная сложность
которого почти всегда асимптотически не превосходит 𝑂(𝑘𝑚3𝑛)|𝑅(𝐹 )|, ес-
ли𝑚6𝑘𝑛, и не превосходит 𝑂(𝑘2𝑚2𝑛2+𝑘3𝑚𝑛3), если𝑚>𝑘𝑛.

§ 5. Результаты численных экспериментов

Алгоритмы АО1, АО2, УОС, ОПТ, УОС+ и ОПТ+ были реализованы
на языке C++ для ЭВМ на базе процессоров семейства x86. Для сравнения
алгоритмов АО1, АО2, УОС и ОПТ была проведена серия экспериментов
на случайных булевых матрицах размера 𝑚 × 𝑛, полученных с помощью
𝑚𝑛-кратного обращения к датчику случайных чисел с равновероятным по-
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явлением 0 и 1. Для каждой пары (𝑚, 𝑛) обсчитывалось по 20 матриц. По ре-
зультатам счета вычислялась статистическая эффективность (СЭ) каждого

алгоритма по формуле СЭ=
1

20

20∑︀
𝑖=1

|𝑃 (𝐿𝑖)|

𝑁(𝐿𝑖)
, где |𝑃 (𝐿𝑖)|—число неприводимых

покрытий матрицы 𝐿𝑖, 𝑁(𝐿𝑖)—число шагов алгоритма для матрицы 𝐿𝑖.
Алгоритмы сравнивались в случаях а) 𝑚≪ 𝑛, б) 𝑚< 𝑛, в) 𝑚= 𝑛 и

г)𝑚>𝑛. Результаты счета приведены в табл. 1–4 и на рис. 1–4.

Рис. 1. Статистическая эффективность, случай 𝑚≪ 𝑛

Т а б л и ц а 1. Случай 𝑚≪ 𝑛

Рис. 2. Статистическая эффективность, случай 𝑚<𝑛
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Т а б л и ц а 2. Случай 𝑚<𝑛

Рис. 3. Статистическая эффективность, случай 𝑚= 𝑛

Т а б л и ц а 3. Случай 𝑚= 𝑛



ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНОМ ПОСТРОЕНИИ ТУПИКОВЫХ ПОКРЫТИЙ 259

Рис. 4. Статистическая эффективность, случай 𝑚>𝑛

Т а б л и ц а 4. Случай 𝑚>𝑛

Из приведенных таблиц видно, что применение алгоритма ОПТ в случа-
ях а), б) и в) позволяет существенно сократить затрачиваемое на решение
задачи время.

Заметим, что в случае а) (табл. 1) наблюдается постепенное сокра-
щение разрыва во времени счета между алгоритмами ОПТ и АО1, умень-
шается также разница между показателями статистической эффективно-
сти алгоритмов АО1, АО2 и ОПТ. Следовательно, можно предположить,
что в случае, когда 𝑛 имеет больший порядок роста, чем 𝑚, то при доста-
точно большом 𝑛 алгоритм АО1 за счет меньшей вычислительной сложно-
сти шага будет затрачивать на решение задачи меньше времени, чем алго-
ритм ОПТ.

Аналогичная картина (табл. 4) наблюдается при сравнении алгоритмов
ОПТ и УОС в случае г) (за счет меньшей вычислительной сложности шага
алгоритм УОС работает быстрее).
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Для сравнения алгоритмов ОПТ+ и УОС+ была проведена се-

рия экспериментов на случайных целочисленных матрицах размера

𝑚 × 𝑛, полученных с помощью 𝑚𝑛-кратного обращения к датчику слу-

чайных чисел с равновероятным появлением чисел {0, 1, . . ., 𝑘 − 1}

при 𝑘 = 2 и 𝑘 = 5. Для каждой тройки (𝑚, 𝑛, 𝑘) обсчитывалось

по 20 матриц.

Алгоритмы ОПТ+ и УОС+ сравнивались в случаях а)𝑚<𝑛 и б)𝑚=𝑛.

Результаты счета приведены в табл. 5, 6, 7, 8.

Т а б л и ц а 5. Случай 𝑚<𝑛, 𝑘= 2

Т а б л и ц а 6. Случай 𝑚<𝑛, 𝑘= 5

Т а б л и ц а 7. Случай 𝑚= 𝑛, 𝑘= 2
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Т а б л и ц а 8. Случай 𝑚= 𝑛, 𝑘= 5

Из приведенных таблиц видно, что применение алгоритма ОПТ+ позво-
ляет сократить затрачиваемое на решение задачи время. Особенно эффек-
тивен этот алгоритм оказывается при 𝑘 = 2. Результаты экспериментов по-
казывают, что при 𝑘=2 и 𝑘=5 число тупиковых покрытий матрицы из 𝑀𝑘

𝑚𝑛

практически совпадает с числом неприводимых покрытий булевой матрицы
размера 𝑚× 𝑘𝑛 с вероятностью появления 1, равной 1− 1/𝑘. Данный факт
подтверждает теоретические выводы о том, что число неприводимых покры-
тий матрицы 𝐿*, содержащих родственные столбцы, невелико по сравнению
с числом тупиковых покрытий матрицы 𝐿 (см. утверждение 3).
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