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Ñ.Â.Áîãîâàëîâ, À.Â.Êîëäîáà,�.Â.Óñòþãîâà, Â.Ì.×å÷åòêèí×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÝÂÎËÞÖÈÈ Ê�ÀÁÎÂÈÄÍÎÉ ÒÓÌÀÍÍÎÑÒÈ.II.ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ.ÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ðåëÿòèâèñò-ñêîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (�Ì�Ä), ðàçðàáîòàííûé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âçà-èìîäåéñòâèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî âåòðà, èñïóñêàåìîãî ïóëüñàðîì Êðàá, ñ ìåæ-çâåçäíîé ñðåäîé. Ìåòîä îñíîâàí íà ðàçíîñòíîé ñõåìå ãîäóíîâñêîãî òèïà äëÿ óðàâíå-íèé �Ì�Ä è èñïîëüçóåò ïîäâèæíóþ êðèâîëèíåéíóþ ðàñ÷åòíóþ ñåòêó. Âíóòðåííÿÿãðàíèöà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñâÿçàíà ñ òîðìîçÿùåé óäàðíîé âîëíîé, âíåøíÿÿ � ñ êîí-òàêòíîé ïîâåðõíîñòüþ, ðàçäåëÿþùåé çàòîðìîæåííóþ íà óäàðíîé âîëíå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííóþ ïëàçìó è ìåæçâåçäíóþ ñðåäó.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 06-02-16608, Ïðå-çèäèóìà �ÀÍ (ïðîãðàììà �4), íàó÷íîé øêîëû ÍØ-5214.2008.2 è INTAS-ESA (ïðî-åêò 120-99). S.V.Bogovalov, A.V.Koldoba,G.V.Ustyugova, V.M.ChehetkinNUMERICAL SIMULATIONEVOLUTION OF THE CRAB NEBULA.II. NUMERICAL ALGORITHM.AbstratIt was developed 2D numerial method for modeling of the MHD interation ofthe relativisti plasma and interstellar medium. The method is based on Godunov-type di�erene sheme for RMGD equations and is used moving urvilinear mesh. Innerboundary of omputational region is onneted with reverse shok, outer boundary �with ontat disontinuity separated plerion and interstellar medium.Îãëàâëåíèå�àñ÷åòíàÿ ñåòêà. �àçíîñòíàÿ ñõåìà. Âû÷èñëåíèå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3Âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10�àñ÷åò ñêîðîñòè ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16Ëèòåðàòóðà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22



�3�2 Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì.2.1 �àñ÷åòíàÿ ñåòêà. �àçíîñòíàÿ ñõåìà. Âû÷èñëåíèå îñíîâíûõïåðåìåííûõ.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ðàìêàõ ïðèíÿòîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîäà íåïî-ñðåäñòâåííî ìîäåëèðóåòñÿ ëèøü òà ÷àñòü Êðàáîâèäíîé òóìàííîñòè, êîòî-ðàÿ çàêëþ÷åíà ìåæäó ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíîé è êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-ñòüþ, îòäåëÿþùåé ïëåðèîí îò ìåæçâåçäíîé ñðåäû è îñòàòêîâ ñâåðõíîâîé.Ïîëîæåíèå è �îðìà ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíû è êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòèçàðàíåå íåèçâåñòíû, à ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ â õîäå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-íåíèé, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ñèñòåìû. Òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ îñåâàÿñèììåòðèÿ òå÷åíèÿ è ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ýêâàòîðà, òî òå-÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå ïîëîèäàëüíîé (r, z)-ïëîñêîñòèâ îáëàñòè ABCD (ñì. ðèñ.1), îãðàíè÷åííîé ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíîé AB(âíóòðåííÿÿ ãðàíèöà) è êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòüþ CD (âíåøíÿÿ ãðàíèöà).�àñ÷åòíàÿ ñåòêà â îáëàñòè ABCD îáðàçîâàíà ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èçíà÷àëà êîîðäèíàò, è íàáîðîì ëèíèé, âíóòðåííÿÿ èç êîòîðûõ àïïðîêñèìè-ðóåò ãîëîâíóþ óäàðíóþ âîëíó AB, à âíåøíÿÿ � êîíòàêòíóþ ïîâåðõíîñòü
CD. Íà ðèñ.5 ïîêàçàíà ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà âî âñåé îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ èâî âíóòðåííåé åå ÷àñòè. Ëó÷è ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî ïî ïîëÿðíîìó óã-ëó 0 ≤ θ ≤ π/2. Óçëû âäîëü êàæäîãî ëó÷à ðàññòàâëÿþòñÿ ïî �îðìóëå
Ri,j = qiR0,j, ãäå j � íîìåð ëó÷à, i � íîìåð óçëà íà ëó÷å. Ïîêàçàòåëü ïðî-ãðåññèè q âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî óçåë (0, j) ëåæèò íà ãîëîâíîé óäàðíîéâîëíå, à óçåë (N, j) � íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè: RN,j = qNR0,j. Î÷åâèä-íî ïîêàçàòåëü ïðîãðåññèè q ðàçíûé íà ðàçëè÷íûõ ëó÷àõ: q = qj. Ïîëîæåíèåêàê �ðîíòà ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíû, òàê è êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ìåíÿåò-ñÿ ñî âðåìåíåì, ïîýòîìó ìåíÿåòñÿ è ðàñïîëîæåíèå óçëîâ ñåòêè âäîëü ëó÷åé.Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà êðèâîëèíåéíàÿ è ïîäâèæíàÿ.
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�èñ. 5. ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòüÂñå ïåðåìåííûå îòíîñÿòñÿ ê ÿ÷åéêàì ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Íà ðèñ.6 ïîêà-çàíà ÿ÷åéêà ðàñ÷åòíîé ñåòêè, çàíèìàþùàÿ íà ìîìåíò âðåìåíè t â ïîëîè-äàëüíîé (r, z)-ïëîñêîñòè ïîëîæåíèå ABCD, íà ìîìåíò âðåìåíè t̂ = t + ∆t� ïîëîæåíèå ÂB̂ĈD̂, à íà ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t′ � ïîëîæåíèå
A′B′C ′D′. Îòìåòèì, ÷òî òåðìèí "ÿ÷åéêà"áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äâóõ ñìûñ-ëàõ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿ÷åéêà � ýòî òðåõìåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé îáú-åêò, ñå÷åíèå êîòîðîãî (íà ìîìåíò âðåìåíè t) ïîëîèäàëüíîé (r, z)-ïëîñêîñòüþåñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Èíà÷å ãîâîðÿ, òðåõìåðíàÿ ÿ÷åéêà "çàìåòàåò-ñÿ"÷åòûðåõóãîëüíèêîì ABCD ïðè åãî âðàùåíèè âîêðóã îñè ñèììåòðèè z.Òàêàÿ òðåõìåðíàÿ ÿ÷åéêà èìååò øåñòü äâóìåðíûõ ãðàíåé: AB, BC, CD, DAè äâå òîðöåâûå. Òàêèå ÿ÷åéêè èñïîëüçóþòñÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèéýíåðãèè-èìïóëüñà è íåðàçðûâíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿ÷åéêà � ýòî äâó-ìåðíûé îáúåêò â ïîëîèäàëüíîé (r, z)-ïëîñêîñòè, òîðöåâàÿ ãðàíü òðåõìåðíîéÿ÷åéêè. Òàêàÿ ÿ÷åéêà èìååò ÷åòûðå îäíîìåðíûõ ðåáðà: AB, BC, CD, DA.
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�èñ. 6. âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòèÒàêèå ÿ÷åéêè èñïîëüçóþòñÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ èíäóêöèè. Òåìíå ìåíåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí "ÿ÷åéêà"ïðèìåíèòåëüíî ê îáîèìýòèì ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòàì, òàê êàê â ïîëîèäàëüíîé ïëîñêîñòè îíè èçîá-ðàæàþòñÿ îäíèì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì. Î êàêîì òèïå ÿ÷åéêè èäåò ðå÷ü â òîìèëè èíîì ñëó÷àå áóäåò ÿñíî èç êîíòåêñòà è óïîòðåáëåíèþ äëÿ îáîçíà÷åíèÿñòîðîí òåðìèíîâ "ãðàíü"èëè "ðåáðî".Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåííûõ íà âåðõíåì âðåìåííîì ñëîå ñîñòîèòèç äâóõ ýòàïîâ.Íà ïåðâîì ýòàïå ïî âåëè÷èíàì íà ÿâíîì âðåìåííîì ñëîå t âû÷èñëÿþò-ñÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåìåíòîâ �ðîíòà ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíûâäîëü âñåõ ëó÷åé ñåòêè. Äëÿ ýòîãî, ïî îïèñàííîé íèæå â ï.8 ïðîöåäóðå, âû-÷èñëÿþòñÿ ñêîðîñòè ýëåìåíòîâ �ðîíòà ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíû ïî íîðìàëèê ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíÿì, àïïðîêñèìèðóþùèì ïîëîæåíèå ýòîé óäàðíîéâîëíû. Ïî ýòèì ñêîðîñòÿì çàòåì îïðåäåëÿþòñÿ ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíûâäîëü ëó÷åé. Âû÷èñëÿþòñÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíòàêòíîé ïî-âåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ïëåðèîí è ìåæçâåçäíóþ ñðåäó. Îïðåäåëÿåòñÿ ïî-ëîæåíèå âíóòðåííåé (ãîëîâíàÿ óäàðíàÿ âîëíà) è âíåøíåé (êîíòàêòíàÿ ïî-âåðõíîñòü) ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïðîìåæóòî÷íîì âðåìåííîì ñëîå
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�èñ. 7. øàáëîí äëÿ ðàñ÷åòà ïîòîêîâ
t′ = t + ∆t/2 è ïîëîæåíèå óçëîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà ýòîò ìîìåíò âðåìåíè.Ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ êîíñåðâà-òèâíûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç âíóòðåííèå ãðàíè ðàñ÷åòíîé ñåòêè (ñì.ï.7) è ÷å-ðåç ãðàíè, ðàñïîëîæåííûå íà âíóòðåííåé ãðàíèöå (ãîëîâíàÿ óäàðíàÿ âîëíà)(ñì.ï.8). Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ íà ïðîìåæó-òî÷íîì âðåìåííîì ñëîå ïî êîíñåðâàòèâíîé ñõåìå

V ′f ′ = V f −
∑

σ

Fσ −H ,

S ′γ′h′ = Sγh −
∑

λ

Gλ .Çäåñü ïåðåìåííàÿ f îáîçíà÷àåò îäíó èç êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ â ÿ÷åé-êå ABCD: ïëîòíîñòü ýíåðãèè, ïëîòíîñòü èìïóëüñà, ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèöâ ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà; Fσ � ïîòîêè ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû÷åðåç ãðàíè σ = {AB, BC, CD, DA} çà èíòåðâàë âðåìåíè ∆t/2;H � ïîòîêè



�7�÷åðåç òîðöåâûå ãðàíè (äëÿ êîìïîíåíò ïëîòíîñòè èìïóëüñà); V, V ′ � îáúå-ìû ÿ÷åéêè ABCD íà íèæíåì è ïðîìåæóòî÷íîì âðåìåííûõ ñëîÿõ; Gλ �öèðêóëÿöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî ðåáðàì λ = {AB, BC, CD, DA} ÿ÷åé-êè ABCD; S, S ′ � ïëîùàäè ÿ÷åéêè ABCD íà íèæíåì è ïðîìåæóòî÷íîìâðåìåííûõ ñëîÿõ. Ïî çíà÷åíèÿì êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ âû÷èñëÿþòñÿîñíîâíûå ïåðåìåííûå. Àëãîðèòì ýòîãî ïåðåñ÷åòà îïèñàí íèæå.Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèçâîäÿòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, íî ñìåùåíèÿ óçëîâ ñåòêèâû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ïîëîæåíèÿ ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíû è ïîëîæåíèÿêîíòàêòíîé ãðàíèöû íà âåðõíåì âðåìåííîì ñëîå, à ïîòîêè ïî çíà÷åíèÿìïåðåìåííûõ íà ïðîìåæóòî÷íîì âðåìåííîì ñëîå ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àï-ïðîêñèìàöèè. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïîòîêîâ áóäåò îïèñàí â ï.7.Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè âû÷èñëÿþòñÿïëîòíîñòè êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ:1) ýíåðãèè γ2(w + h2) − (p + h2/2) = A,2) èìïóëüñà γ2(w + h2)v = B,3) ìàãíèòíîãî ïîëÿ γh = C,4) ÷èñëà ÷àñòèö γn = D.Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îáðàçóþò ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,èç êîòîðîé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îñíîâíûå ïåðåìåííûå ui, hi, p, n (äëÿ 4-âåêòîðîâ òîëüêî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû) íà gïðîìåæóòî÷íîì t′ èëè âåðõíåì
t̂ âðåìåííîì ñëîå.Îáîçíà÷èì γ2(w + h2) = z. Âòîðîå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå v =

B

z
,îòêóäà 1

γ2
= 1 − v2 = 1 −

B2

z2
. Çäåñü v = |v|, B = |B|.Èç îïðåäåëåíèÿ z ñ ó÷åòîì òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

w =
Γp

Γ − 1
=

z − C2

γ2
= (z − C2)

(

1 −
B2

z2

)

,

h2 =
C2

γ2
= C2

(

1 −
B2

z2

)

.
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z −

Γ − 1

Γ
(z − C2)

(

1 −
B2

z2

)

−
C2

2

(

1 −
B2

z2

)

= Aè ïîñëå óìíîæåíèÿ íà Γz2 ïðèâîäèòñÿ ê êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
z3 +

(

(Γ/2 − 1)C2 − ΓA
)

z2 + (Γ − 1)B2z + (1 − Γ/2)B2C2 = 0 . (2.1)Óðàâíåíèå (2.1) èìååò òðè êîðíÿ, èç êîòîðûõ íàäî âûáðàòü "ïðàâèëüíûé".Ïî ñâîåìó ñìûñëó "ïðàâèëüíûé"êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.1) äîëæåí óäîâëåòâî-ðÿòü óñëîâèÿì z > C2, z > B. Ïîñëåäíåå èõ íèõ ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèåíåðàâåíñòâà v < 1.Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (2.1) èìåëî "ïðàâèëüíûé"êîðåíü, âåëè÷èíû
A, B, C ñàìè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì óñëîâèÿì. Êàê ïîêàçûâà-åò âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðàêòèêà, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ êðèòè÷å-ñêèì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà z > B.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, êîãäà îòñóò-ñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå è C = 0. Óðàâíåíèå (2.1) ïðèíèìàåò âèä

z3 − ΓAz2 + (Γ − 1)B2z = 0 . (2.2)Êîðåíü z = 0 î÷åâèäíî íå ïîäõîäèò è îñòàåòñÿ èçó÷èòü êîðíè êâàäðàòíîãîóðàâíåíèÿ
z2 − ΓAz + (Γ − 1)B2 = 0 .Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü z = B ïðè A = B.Ïðåäñòàâèì (2.2) â âèäå

z2 − B2 = Γ(Az − B2)�ðà�èêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçàíû íàðèñ.7. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå áóäåò èìåòüêîðåíü z > B ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A > B2.
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B2/A

|B|

z2-B2 Γ(Az-B2)

z

�èñ. 8.Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ. Óðàâíåíèå (2.1) ïðåäñòàâèì ââèäå
P1(z) = z3 − ΓAz2 + (Γ − 1)B2z = (1 − Γ/2)C2(z2 − B2) = P2(z)Íà ðèñ.8 ïîêàçàíû ãðà�èêè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè

A = B, êîãäà ëåâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè z = B.Áóäåì ìåíÿòü ïàðàìåòð A. Åñëè A óâåëè÷èâàåòñÿ, òî åñòü A > B, òîêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà z3 − ΓAz2 + (Γ− 1)B2z ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ ïðàâååòî÷êè z = B. Êîîðäèíàòà åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëîé (1− Γ/2)C2(z2 −B2)çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàêëîíàìè êàñàòåëüíûõ ê ýòèì ïàðàáîëàìâ òî÷êå z = B. Åñëè íàêëîí êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû áîëüøå, òî ïðè óâåëè÷å-íèè A áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ è z-êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë, òîåñòü "ïðàâèëüíûé"êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå "ïðàâèëü-íûé"êîðåíü áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè óìåíüøåíèè A. Âû÷èñëåíèÿ äàþò:
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0

|B|

P2
P1

P2

z

�èñ. 9.
(

dP1

dz

)

z=B,A=B

= 2B2 ,

(

dP2

dz

)

z=B

= (2 − Γ)C2B .Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.1) èìååò êîðåíü z > B ïðè âûïîëíåíèè îäíîãîèç äâóõ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(1 − Γ/2)C2 < B < A , ëèáî 0 < A < B < (1 − Γ/2)C2.
2.2 Âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû ãîäóíîâñêîãî òèïà íà ïîäâèæíîé ñåòêåîñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïîòîêè êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ (ýíåðãèè-èìïóëüñà, ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷èñëà ÷àñòèö) ÷åðåç ïîäâèæíûå ãðàíèðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêè.



�11�Ïóñòü ãðàíü, â ìîìåíò âðåìåíè t çàíèìàâøàÿ ïîëîæåíèå AB, â ìîìåíò
t̂ = t + ∆t çàíèìàåò ïîëîæåíèå ÂB̂. Îáîçíà÷èì 4-âåêòîð ïëîùàäè ãðàíè÷åðåç Sk. Èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà ïîòîêîâ ÷åðåç ïîäâèæíóþ ãðàíü åñòü

SkF
k = {SkT

ik; SkG
ik; Skp

1/Γuk; Sknuk} .Èñõîäíûé ðàçðûâ ðàñïîëàãàëñÿ âäîëü ëèíèè AB, ïîýòîìó â ëàáîðàòîð-íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà �ðîíòû âñåõ âîëí â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïàðàë-ëåëüíû ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A è B. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîéñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïàä ðàçðûâàïðîèñõîäèò â íåêîòîðûé ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò âðåìåíè íà íåêîòîðîé ëè-íèè A′B′. Â êà÷åñòâå òî÷åê A′ è B′ åñòåñòâåííî ïðèíÿòü ïîëîæåíèå óçëîâñåòêè A è B â ìîìåíò âðåìåíè t′ = t + ∆t/2. Ïóñòü â ëàáîðàòîðíîé ñè-ñòåìå îòñ÷åòà ζk = {0, ζ} åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ëèíèè A′B′, à
ξk = {−1,0} åäèíè÷íûé âåêòîð âî âðåìåííîì íàïðàâëåíèè. Òîãäà 4-âåêòîðïëîùàäè ãðàíè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå Sk = ∆V ξk + ∆tSζk, ãäåïî ñìûñëó ∆V åñòü îáúåì, çàìåòàåìûé ãðàíüþ AB çà èíòåðâàë âðåìåíèìåæäó t è t + ∆t, S � ïëîùàäü ãðàíè A′B′ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Àíàëîãè÷íî, 4-âåêòîðû íîðìàëåé ê �ðîíòàìâñåõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàñïàäå ðàçðûâà èìåþò âèä νk,a = λaξk + ζk.×òîáû ðàññ÷èòàòü àìïëèòóäû âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàñïàäå ðàçðûâà,â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà íåîáõîäèìî çíàíèå áàçèñà, ñîïðÿæåííî-ãî áàçèñó, îáðàçîâàííîãî "âåêòîðàìè"Ra. Ñîãëàñíî [16, 18℄ "âåêòîðû"ýòîãîñîïðÿæåííîãî áàçèñà ñâÿçàíû ñ ëåâûìè íóëü-âåêòîðàìè La ìàòðèö νk,aA

kñîîòíîøåíèÿìè
Pa = LaξkA

k .Âåêòîðû Pa äëÿ äîïóñòèìûõ âîëí èìåþò âèä
PF = { −ω(w + h2)(ξku

kri − ωξi); ξks
khi; ξks

k; 0} ,

PC = { 0i; −ti;
h

Γp
; 0} ,
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PT = { (w + h2)ξku

kei; ξke
khi; ξke

k; 0} ,

PE = { 0i; 0i; −
n

Γp
; 1} .Ïðè ýòîì

〈PF ,RF 〉 = 2(Γp + h2)ξks
k , 〈PC ,RC〉 = 1 +

h2

Γp
,

〈PT ,RT 〉 = (w + h2)ξku
k , 〈PE,RE〉 = 1 .Îñòàëüíûå "ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ"〈Pa,Rb〉 = 0 ïðè a 6= b.Âåëè÷èíà èñõîäíîãî ñêà÷êà ïåðåìåííûõ U = {ui; hi; p; n} ìåæäó ÿ÷åéêà-ìè, êîòîðûå ìû óñëîâíî ïîìåòèì èíäåêñîì L è R ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàâ âèäå

dU = U(R) − U(L) =
∑

a

〈Pa, dU〉Ra . (2.3)Çäåñü ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî "âåêòîðû"Pa âçàèìíîãî áàçèñà íîðìèðîâàíû òà-êèì îáðàçîì, ÷òî 〈Pa,Ra〉 = δab, ãäå δab � ñèìâîë Êðîíåêêåðà. "Âåêòî-ðû"íîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé Pa →
Pa

〈Pa,Ra〉
.Â ïðåäñòàâëåíèè (2.3) ïðèíèìàþò ó÷àñòèå òîëüêî âåêòîðû, ñîîòâåòñòâó-þùèå äîïóñòèìûì âîëíàì, òî åñòü ñîñòîÿíèÿ U(L) è U(R) òàêîâû, ÷òî

〈Pa, dUa〉 = 0 äëÿ âñåõ Pa, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåäîïóñòèìûì âîëíàì.Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç �ðîíò âîëíû òèïà a â íàïðàâëåíèè L → R ïåðå-ìåííûå U èñïûòûâàþò ñêà÷îê [U ]a = 〈Pa, dU〉Ra, à ïîòîêè êîíñåðâàòèâíûõïåðåìåííûõ
Sk[F

k]a = SkA
k[U ]a = SkA

kRa 〈Pa, dU〉 =

=
(

∆V ξkA
kRa + ∆tSζkA

kRa

)

〈Pa, dU〉 . (2.4)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäñòàâëÿÿ νk,a = λaξk + ζk, â ñîîòíîøåíèÿ
νk,aA

kRa = 0, íàõîäèì
λaξkA

kRa + ζkA
kRa = 0 . (2.5)



�13�Êîìáèíèðóÿ (2.4) è (2.5), ïîëó÷àåì
Sk[F

k] = (∆V − ∆tSλa) 〈Pa, dU〉 ξkA
kRa (2.6)Ïîòîê ÷åðåç ïîäâèæíóþ ãðàíü ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí ñëåäóþùèìîáðàçîì

SkF
k =

1

2

(

SkF
k(L) + SkF

k(R)
)

+
1

2

∑

a

|∆tSλa − ∆V | Qa 〈Pa, dU〉 ,ãäå Qa = ξkA
kRa.Äëÿ äîïóñòèìûõ âîëí:

QF = {−ω(w + h2)(uiξkr
k + riξku

k) + (Γw + 2h2)uiξku
k + (Γp + h2)ξi;

hiξks
k; p1/Γξks

k; nξks
k} ,

QC = {
2 − Γ

Γ − 1
huiξku

k;−tiξku
k;

hp1/Γ−1

Γ
ξku

k;
hn

Γp
ξku

k} ,

QT = {(w + h2)eiξku
k; hiξke

k; p1/Γ−1ξke
k; nξke

k} ,

QE = {0i; 0i; 0; ξku
k} ,

〈PF , dU〉 = ξks
kdq − ω(w + h2)(ξku

kri − ωξi)dui ,

〈PC , dU〉 = −p1/Γd(hp−1/Γ) ,

〈PT , dU〉 = ξke
kdq + (w + h2)ξku

keidui ,

〈PE, dU〉 = p1/Γd(np−1/Γ) .Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé �Ì�Ä íà êðèâîëèíåéíîé ñåòêå èñïîëüçó-åòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. Ïðîâîäèòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ïåðåìåííûõ íà ëåâîéè ïðàâîé ñòîðîíàõ ãðàíè AB, ðàçäåëÿþùåé ÿ÷åéêè L è R. �åêîíñòðóêöèÿïåðåìåííûõ íà ëåâîé ñòîðîíå ãðàíè AB ñîñòîèò â èõ ëèíåéíîé ýêñòðàïî-ëÿöèè â öåíòð îòðåçêà ïî øàáëîíó (ñì.ðèñ.9) Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâî-äèòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ íà ïðàâóþ ñòîðîíó ãðàíè AB � ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿ-öèÿ â òî÷êó Q. Çäåñü L, M, N � öåíòðû òÿæåñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷ååê.Ïðè ëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé f â òî÷êàõ P, L, M, N ,



�14�îáîçíà÷àåìûå f(P ), f(L), f(M), f(N), ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì.Êîý��èöèåíòû ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òàêîâû, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â êà÷å-ñòâå {f(P ), f(L), f(M), f(N)} íàáîðîâ {1, 1, 1, 1}, {x(P ), x(L), x(M), x(N)},
{y(P ), y(L), y(M), y(N)} îíî îáðàòèòñÿ â òîæäåñòâî. Çäåñü (x(P ), y(P )),
(x(L), y(L)), (x(M), y(M)), (x(N), y(N)), � êîîðäèíàòû òî÷åê P, L, M, N.Ëèíåéíàÿ �îðìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì ñîîòíîøåíèÿì èìååò âèä

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(P ) f(L) f(M) f(N)

1 1 1 1

x(P ) x(L) x(M) x(N)

y(P ) y(L) y(M) y(N)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

�àñêðûâàÿ äåòåðìèíàíò, ïîëó÷àåì
f(P ) = f(L) +

∆M

∆
(f(M) − f(L)) +

∆N

∆
(f(N) − f(L))ãäå

∆ = (x(M) − x(L)) (y(N) − y(L)) − (y(M) − y(L)) (x(N) − x(L))

∆M = (x(P ) − x(L)) (y(N) − y(L)) − (y(P ) − y(L)) (x(N) − x(L))

∆N = (x(M) − x(L)) (y(P ) − y(L)) − (y(M) − y(L)) (x(P ) − x(L))Â êà÷åñòâå ýêñòðàïîëèðóåìûõ âûáèðàëèñü âåëè÷èíû, ñêà÷êè êîòîðûõâõîäÿò â îïðåäåëåíèå àìïëèòóä âîëí: êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè ui,ïîëíîå äàâëåíèå p +
h2

2
, îáðàòíàÿ ýíòðîïèÿ n

p1/Γ
è h

p1/Γ
.Ïîòîêè ýíåðãèè-èìïóëüñà âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

F i =
1

2
Sk

(

T ik(L) + T ik(R)
)

+
1

2

∑

a

|η|CaR
i
a (2.7)



�15�Çäåñü èíäåêñ i íóìåðóåò êîìïîíåíòó èìïóëüñà; T ik(L), T ik(R) � êîì-ïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ÿ÷åéêàõ L è R ñîîòâåòñòâåííî; η =

(Sk − ∆tSnuk)ξ
k = ∆tSλa − ∆V ; Ca � àìïëèòóäà âîëíû a-òèïà.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóä âîëí Ca èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì.Âû÷èñëÿþòñÿ àìïëèòóäû âîëí ïî ñîñòîÿíèÿì L − R, L − P , Q − R:

Aa = 〈Pa, dU〉

A′
a = 〈Pa, d

′U〉

A′′
a = 〈Pa, d

′′U〉ãäå dU = U(R) − U(L), d′U = U(P ) − U(L), d′′U = U(R) − U(Q).Àìïëèòóäû Ca âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
Ca = Aa − limiter(Aa, Ba)ãäå

Ba =







A′
a ïðè η ≥ 0 ,

A′′
a ïðè η ≤ 0 .Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ îãðàíè÷èòåëü ïîòîêîâ minmod

limiter(A, B) = minmod(A, εB)ãäå ε ≥ 0 � ïàðàìåòð, ðåãóëèðóþùèé óñòîé÷èâîñòü ñõåìû. Â ðàñ÷åòàõ ïî-ëàãàëîñü ε = 1.5Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ãðàíè AB èñïîëüçîâàëàñü �îð-ìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (2.7)
Gi =

1

2
Lk

(

G(L)ik + G(R)ik
)

+
1

2

∑

a

|τ |CaR
i
a (2.8)Çäåñü èíäåêñ i íóìåðóåò êîìïîíåíòó ìàãíèòíîãî ïîëÿ; èíäåêñû L, R óêàçû-âàþò, ÷òî âåëè÷èíû âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷åéêàõ;

τ = (Lk − ∆tLνk)ξ
k = ∆tLλa − ∆S.



�16��àçëè÷èå (2.7) è (2.8) ñîñòîèò òîëüêî â çàìåíå 4-âåêòîðà ïëîùàäè ãðàíè
Sk íà 4-âåêòîð äëèíû ðåáðà Lk: L0 = ∆S � ïëîùàäü, çàìåòàåìàÿ ðåáðîì
AB çà âðåìÿ ∆t, L = Lζ, L � äëèíà ðåáðà AB.
2.3 �àñ÷åò ñêîðîñòè ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíû.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ ïëàçìû ïðî-âîäèòñÿ òîëüêî â ïëåðèîíå (îáëàñòü ABCD íà ðèñ.1), ãðàíèöû êîòîðîãî çà-ðàíåå íåèçâåñòíû. Ïðîöåññû â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì âåòðå (îáëàñòü OAB)è â ìåæçâåçäíîé ñðåäå íå ìîäåëèðóþòñÿ, à èõ âëèÿíèå íà òå÷åíèå ïëàçìû âïëåðèîíå ó÷èòûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì îáðàçîì, îïðåäåëÿÿ ãðàíèöû ðàñ÷åò-íîé îáëàñòè. Äëÿ ðàñ÷åòà ïîëîæåíèÿ ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíû AB èñïîëü-çóåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ìåæäó óëüòðàðå-ëÿòèâèñòñêèì âåòðîì îò öåíòðàëüíîãî èñòî÷íèêà è ïëàçìîé íà âíóòðåííåéãðàíèöå ïëåðèîíà.Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à �èìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà ìåæäó ñîñòî-ÿíèåì, îïèñûâàþùèì óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé âåòåð (èíäåêñ "0"), è ñîñòîÿ-íèåì çà óäàðíîé âîëíîé (èíäåêñ "1"). Ñêîðîñòü ïëàçìû â îáîèõ ñîñòîÿíèÿõèìååò äâå êîìïîíåíòû, ìàãíèòíîå ïîëå � îäíó êîìïîíåíòó, ïåðïåíäèêóëÿð-íóþ âåêòîðó ñêîðîñòè. Â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà ðàçðûâà îáðàçóþòñÿ ðàñïðî-ñòðàíÿþùàÿñÿ íàëåâî (îòíîñèòåëüíî âåùåñòâà) óäàðíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðà-íÿþùàÿñÿ íàïðàâî öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ èëè óäàðíàÿ âîëíà èòàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ (ñì.ðèñ.10). Çàäà÷à î ðàñïàäå ðàçðûâà ðåøàåòñÿ âàêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, êîòîðîå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:1) ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ íàëåâî óäàðíàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿïî÷òè ñòîÿ÷åé è âàðèàöèè Ì�Ä-âåëè÷èí çà óäàðíîé âîëíîé (â îáëàñòè "2")ìîãóò áûòü ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñàíû ëèíåàðèçîâàííûìè óñëîâè-ÿìè �þãîíèî (îòíîñèòåëüíî îñíîâíîé êîí�èãóðàöèè, êîãäà óäàðíàÿ âîëíàÿâëÿåòñÿ ñòîÿ÷åé);
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0

2 3

1

�èñ. 10. ñõåìà ðàñïàäà ðàçðûâà2) âàðèàöèè Ì�Ä-âåëè÷èí çà ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íàïðàâî âîëíîé ðàç-ðåæåíèÿ èëè óäàðíîé âîëíîé (â îáëàñòè "3") ìîãóò áûòü ñ äîñòàòî÷íîéòî÷íîñòüþ îïèñàíû ëèíåàðèçîâàííûìè (îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ "1") óðàâ-íåíèÿìè �Ì�Ä.Àìïëèòóäû âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî ñîñòîÿíèÿì "0"è "1", è ñîîò-âåòñòñâåííî âàðèàöèè Ì�Ä-âåëè÷èí çà íèìè âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì,÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà òàíãåíöèàëüíîì ðàçðûâå.Ïîëó÷èì ýòè óñëîâèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ �þãîíèî íà òàíãåíöèàëüíîì ðàçðû-âå èìåþò âèä (1.9) ñ ω = νku
k = 0 ñëåâà è ñïðàâà îò ðàçðûâà. Îòñþäàñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü íà òàíãåíöèàëüíîì ðàçðûâå íîðìàëüíîé êîìïîíåí-òû ñêîðîñòè vx è ïîëíîãî äàâëåíèÿ q = p +

h2

2
= p +

H2

8πγ2
.Íà ðèñ.11 èçîáðàæåíà (vx, q) - äèàãðàììà ðàñïàäà ðàçðûâà â �Ì�Ä. Êðè-âàÿ α åñòü óäàðíàÿ àäèàáàòà, ïîñòðîåííàÿ èç òî÷êè A, � ãåîìåòðè÷åñêîåìåñòî òî÷åê, èçîáðàæàþùèõ íà ïëîñêîñòè (vx, q) âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ çàðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íàëåâî óäàðíîé âîëíîé. Òî÷êà E ñîîòâåòñòâóåò êîí�è-ãóðàöèè êîãäà óäàðíàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ñòîÿ÷åé. Â ýòîì ñëó÷àå çà óäàðíîéâîëíîé vx(E) = τ cos ψ, q(E) = Q(1− τ) cos2 ψ, Q � ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåð-ãèè.Êðèâàÿ β � "óäàðíàÿ àäèàáàòà", ïîñòðîåííàÿ èç òî÷êè B, èçîáðàæàþùàÿ
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α

β

τ ψ ψ

B

C

ED

A
cos cos

q

vx�èñ. 11. ðåëÿòèâèñòñêàÿ óäàðíàÿ àäèàáàòàâîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ çà ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íàëåâî âîëíîé ðàçðåæåíèÿ(óäàðíîé âîëíîé). Òî÷êà C ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ α è β èçîáðàæàåò ñîñòîÿ-íèå ìåæäó âîëíàìè ïðè òî÷íîì ðåøåíèè çàäà÷è �èìàíà. Â ïðåäëàãàåìîìïîäõîäå ñîñòîÿíèå ìåæäó âîëíàìè èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé D ïåðåñå÷åíèÿ êà-ñàòåëüíûõ ê óäàðíûì àäèàáàòàì α è β â òî÷êàõ E è B ñîîòâåòñòâåííî. Èçðèñ.11 ÿñíî, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì áëèæå òî÷êà
B ê óäàðíîé àäèàáàòå α. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãîàëãîðèòìà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òîëüêî ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû, ðàñïðî-ñòðàíÿþùåéñÿ íàëåâî.�àññìîòðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ íà âîëíàõ 0 → 2, 1 → 3. Äè��åðåíöè-ðîâàíèå ñîîòíîøåíèé �þãîíèî íà óäàðíîé âîëíå 0 → 1 â òî÷êå E äàåò

(

dvx

dV

)

α

= (τ − 1)(τ cos2 ψ − 1) ,

(

dq

dvx

)

α

= −2Q cos ψ , (2.9)
(

dq

dV

)

α

= −2Q(τ − 1)(τ cos2 ψ − 1) cos ψ .Íà âîëíå ðàçðåæåíèÿ (óäàðíîé âîëíå), ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íàïðàâî èçìå-íåíèÿ Ì�Ä-âåëè÷èí ïðîïîðöèîíàëüíû êîìïîíåíòàì ïðàâîãî íóëü - âåêòîðà



�19�ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà âîëíû. Äëÿ ìàãíèòîçâóêîâîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿ-þùåéñÿ íàïðàâî ñîãëàñíî ï.5
[γ] : [γvx] : [h] : [p] = ωrt : −ωrx : h : Γp , (2.10)ãäå ω = νiu

i, à 4-âåêòîð íîðìàëè νi íîðìèðîâàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî 4-âåêòîð
ri = νi + ωui èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó.×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ, çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ν2 =

1 − ω2 è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (1.17) äëÿ áûñòðûõ ìàãíèòîçâóêîâûõâîëí äàåò ω2 =
a2 + c2

1 + a2
, a2 =

h2

w
(ïðè óñëîâèè r2 = 1). Ñ ó÷åòîì ýòîãîñîîòíîøåíèÿ êîíñòðóêöèÿ ωrt ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó

ωrt =
a2 + c2

1 + a2

rt

ω
,êîòîðûé óæå íå çàâèñèò îò íîðìèðîâêè 4-âåêòîðà νi, òàê êàê ÷èñëèòåëü èçíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè åñòü ëèíåéíûå �îðìû îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò

νi. Èç (2.10) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî
[q] = [p] + h[h] =

ω(Γp + h2)

rt

1 + a2

a2 + c2
[γ] =

ω(w + h2)

rt
[γ] ,

[vx] =
[γvx] − vx[γ]

γ
= −

1

γ

(

rx

rt
+ vx

)

[γ] .Îòñþäà
[q]

[vx]
= −

γω(w + h2)

rx + vxrt
.Òàê êàê νi = (−λ, 1, 0, 0), òî

ω = γ(vx − λ) , ν2 = 1 − λ2 ,

ri = (−λ − ωγ, 1 + ωγvx, ωγvy, 0) ,

rx + vxrt = 1 − λvx .Ñêîðîñòü âîëíû λ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.17)
(1 − c2)ω2 = (a2 + c2)ν2 ,



�20�êîòîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè ω è ν2 ïðèíèìàåò âèä
(1 − c2)γ2(vx − λ)2 = (a2 + c2)(1 − λ2) .Òàê æå êàê è â [17, 18℄ óäîáíî ïîëîæèòü

λ =
vx + µ

1 + µvx
.Ïðè ýòîì

λ − vx =
µ(1 − v2

x)

1 + µvx
, 1 − λ2 =

(1 − µ2)(1 − v2

x)

(1 + µvx)2
,

1 − λvx =
1 − v2

x

1 + µvx
.Îòíîñèòåëüíî µ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

k(1 − c2)µ2 = (a2 + c2)(1 − µ2) ,ãäå k = γ2(1 − v2

x) ≥ 1.Òàê êàê âîëíà äâèæåòñÿ íàïðàâî, íóæíûé êîðåíü åñòü
µ =

√

a2 + c2

a2 + c2 + k(1 − c2)
< 1 . (2.11)Äàëåå èìååì:

ω = −
γµ(1 − v2

x)

1 + µvx
, rx + vxrt =

1 − v2

x

1 + µvx
,è ñîîòâåòñòâåííî

[q]

[vx]
= γ2(w + h2)µ .Òàêèì îáðàçîì âäîëü êðèâîé β:

(

dq

dvx

)

β

= γ2(w + h2)µ , (2.12)ãäå âñå âåëè÷èíû âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå B (ñì.ðèñ.11).Ïðèáëèæåííîå ñîñòîÿíèå ìåæäó âîëíàìè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû
q = q(E) +

(

dq

dvx

)

α

(vx − vx(E)) ,
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q = q(B) +

(

dq

dvx

)

β

(vx − vx(B)) ,ãäå (

dq

dvx

)

α

, (

dq

dvx

)

β

äàþòñÿ �îðìóëàìè (2.9), (2.11), (2.12);
vx(E) = τ cos ψ.Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íàëåâî âîëíû âû÷èñ-ëÿåòñÿ êàê

V =
(q(B) − q(E)) − (dq/dvx)β(vx(B) − vx(E))

(dq/dV )α − (dq/dvx)β(dvx/dV )α
.
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