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Áàõîëäèí È.Á. Ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìàãíèòî-
çâóêîâûõ óåäèíåííûõ âîëí â ïëàçìå

Ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ ýëåêòðîííîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ñ ó÷åòîì
íåëèíåéíîñòè, äèñïåðñèè è äèññèïàöèè, îáóñëîâëåííîé òðåíèåì ìåæäó èîíà-
ìè è ýëåêòðîíàìè. Äåëàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé ê âèäó óäîáíîìó
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû. Ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû âçàèìîäåéñòâèÿ ìàã-
íèòîçâóêîâûõ óåäèíåííûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè, â
îòñóòñòâèå äèññèïàöèè. Îáíàðóæåíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óåäèíåííûå âîëíû âå-
äóò ñåáÿ êàê ñîëèòîíû, ò.å ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ àìïëèòóäû îñòàþòñÿ òàêèìè
æå êàê è äî âçàèìîäåéñòâèÿ. Çàòåì ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû âçàèìîäåéñòâèÿ óåäè-
íåííûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàþò-
ñÿ èçëó÷åííûå âîëíû, ïðèâîäÿùèå ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóä. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ
ðàñïàä óåäèíåííîé âîëíû çà ñ÷åò äèññèïàöèè. Â ñëó÷àå ñëàáîé äèññèïàöèè
ðåøåíèå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàñïàä, àíàëîãè÷íûé ðåøåíèþ çàäà÷è î ðàñïà-
äå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà, ãäå èìååòñÿ ñòðóêòóðà òèïà êîìáèíàöèè ðàçðûâà
è óåäèíåííîé âîëíû. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ òàêæå ðàñïàä óåäèíåííîé âîëíû çà ñ÷åò
äèñïåðñèè. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåøå-
íèå ñ ðàçðûâîì. Äàëåå èññëåäóåòñÿ ðàñïàä çà ñ÷åò ñîâìåñòíîãî âîçäåéñòâèÿ
äèññèïàöèè è äèñïåðñèè.

Bakholdin I.B. Methods of numerical investigation of magnetosonic
solitary waves in plasma

Equations of electron magnetic hydrodynamics with nonlinearity, dispersion and
dissipation caused by interaction between ions and electrons are given. These equa-
tions are transformed in form convenient for numerical modelling. Calculations of
interactions of solitary waves moving in the same direction are ful�lled. It is found
that in this case behavior of solitary waves is similar to behavior of solitons. Am-
plitudes of waves are not changed after interaction. Calculations of interactions of
solitary waves moving in di�erent directions are ful�lled also. It is found that in
this case additional waves are observed after interaction and amplitudes of solitary
waves are not the same as before interaction. Decay of solitary wave caused by
dissipation is investigated. In the case of low dissipation the solution is treated as
solution similar to solution of arbitrary shock split. It contains structure treated as
combination of solitary wave and shock structure. Decay of solitary wave caused
by dispersion is investigated also. The solution is also treated as solution with com-
bined solitary-shock structure. At least decay of solitary wave caused by dispersion
and dissipation is investigated.
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1 Ââåäåíèå
Óðàâíåíèÿ õîëîäíîé ïëàçìû è ïëàçìû ñ ãîðÿ÷èìè ýëåêòðîíàìè ñî ñëîæíîé
äèñïåðñèåé è íåëèíåéíîñòüþ â ðàìêàõ ìîäåëè ýëåêòðîííîé ìàãíèòíîé ãèäðî-
äèíàìèêè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [1]-[7]. Â ðàáîòå [1] áûëè âûâåäåíû óðàâ-
íåíèÿ õîëîäíîé ïëàçìû, óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå îäíîìåðíûå äâèæåíèÿ, è
îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Âðèçà ñ ïðîèçâîäíîé ïÿòîãî ïîðÿäêà (íî
áåç ïðîèçâîäíîé òðåòüåãî ïîðÿäêà), îïèñûâàþùåå âîëíû â îñîáîì ñëó÷àå. Â
ðàáîòàõ [2]-[6] áûëî àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé â âè-
äå óåäèíåííûõ âîëí. Áûëè íàéäåíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ â âèäå óåäèíåí-
íûõ âîëí â ïðèáëèæåíèè, àíàëîãè÷íîì ïðèáëèæåíèþ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå
Âðèçà, è áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå âîëí ìàëîé àìïëèòóäû ïðè θ > θc ñóùå-
ñòâóþò è òî÷íûå ðåøåíèÿ òèïà óåäèíåííûõ âîëí, θ çäåñü óãîë, õàðàêòåðèçóþ-
ùèé íàêëîí âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, θc - êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýòîãî óãëà.
Ñóùåñòâîâàíèå è îòñóòñòâèå óåäèíåííûõ âîëí èññëåäîâàíî ÷èñëåííî [3]-[7]:
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â ñëó÷àå, äëÿ êîòîðîãî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå, èç ïðèáëèæåííûõ íà÷àëü-
íûõ äàííûõ òèïà óåäèíåííîé âîëíû ñî âðåìåíåì äåéñòâèòåëüíî ôîðìèðóåòñÿ
óåäèíåííàÿ âîëíà, à â ñëó÷àå, êîãäà äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íå óäàåòñÿ, íà-
÷àëüíûå äàííûå òèïà óåäèíåííûõ âîëí ñî âðåìåíåì ðàñïàäàþòñÿ. Çàäà÷åé íà-
ñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè ðàññìàòðèâàåìûå
óåäèíåííûå âîëíû ñîëèòîíàìè, ò.å. ìåíÿþò ëè îíè ñâîè àìïëèòóäû ïîñëå âçà-
èìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîáîé, à òàêæå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äèññèïàöèè íà ðàñ-
ïàä óåäèíåííûõ âîëí. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå âîëíû,
äëÿ êîòîðûõ âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàêëîíåí ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Ïåðâîíà÷àëüíî èññëåäîâàëèñü âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèåñÿ âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñì. íàïðèìåð [9].

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîííîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè
âûâîäÿòñÿ ïî ìåòîäèêå ðàáîòû [1] íà îñíîâå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ
è èîíîâ c ó÷åòîì òðåíèÿ ìåæäó íèìè [8] è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:

rotB− 1

c

∂E
∂t

=
4πe

c
(nivi − neve)

rotE +
1

c

∂B
∂t

= 0

divB = 0

divE = 4πe(ni − ne)

∂ni
∂t

+ div(nivi) = 0

∂ne
∂t

+ div(nive) = 0

mini
d(i)vi
dt

= eni

[
E +

1

c
(vi ×B)

]
+Rieneni(ve − vi)

mene
d(e)ve
dt

= −ene
[
E +

1

c
(ve ×B)

]
−Rieneni(ve − vi)

Çäåñü E è B âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ve, vi -ñêîðîñòè
ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, ni, ne êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, mi, me - èõ ìàñ-
ñû, di,e/dt = ∂/∂t+vi,e ·∇ - ïîëíûå ïðîèçâîäíûå; êîýôôèöèåíò òðåíèÿ Rie â
äàííîé ìîäåëè áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì, ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò îò òåìïåðà-
òóðû ýëåêòðîííîãî ãàçà, â áîëåå äåòàëüíûõ ìîäåëÿõ òàêàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò
ó÷èòûâàòüñÿ.
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Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì:

x′ = L/x, t′ = ω0/t, v′i,e = vi,e/VA, n′i,e = ni,e/n0, B′ = B/B0, E′ = E′/B0

Çäåñü L - ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá, B0 - íåâîçìóùåííîå ìàãíèòíîå ïîëå,
n0 - íåâîçìóùåííàÿ ïëîòíîñòü, VA = B0[4πn0(mi +me)]

−1/2 - àëüôâåíîâñêàÿ
ñêîðîñòü, ω0 = VAL

−1 - õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà ÿâëåíèÿ. Øòðèõè äàëåå îïóñòèì.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ωp =
√

4πn0e2/me, ω0 = VAL
−1, ωi,e = B0e/(mi,ec), Ri,e = ωi,e/ω0

Çäåñü ωp - ëàíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòà, ωi,e - öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà èîíîâ è
ýëåêòðîíîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü ω0 << ωp, òîãäà ïëàçìó ìîæíî ñ÷èòàòü êâàçèíåéòðàëüíîé:
ne ≈ ni = n. Ïðåíåáðåæåì òîêîì ñìåùåíèÿ.

Ââåäåì ε = Rien0(R
−1
i +R−1

e )/(ωeme).
Òîãäà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ èîííîé æèäêîñòè ïðèìåò âèä:

0 =
∂ni
∂t

+ div(nivi),

d(i)vi
dt

= R−1
e

d(i)

dt
(n−1

i rotB) +R−1
e n−1

i rotBgradvi −
(
R−1
i +R−1

e

)
(n−1

i rotB)grad(n−1
i rotB) + n−1

i rotB×B

∂B
∂t

= −R−1
i rot

d(i)vi
dt

+ rot(vi ×B)− εrotrotB
Ïóñòü Bx = const. Ðàññìîòðèì ïëîñêèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü

îñè x. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

dn

dt
= −n∂u

∂x
,

du

dt
= −n

−1

2

∂(B2
y +B2

z)

∂x

dv

dt
= n−1Bx

∂By

∂x
−R−1

e

d

dt

(
n−1∂Bz

∂x

)

dw

dt
= n−1Bx

∂Bz

∂x
+R−1

e

d

dt

(
n−1∂By

∂x

)
(1.1)

dBy

dt
= Bx

∂v

∂x
−By

∂u

∂x
+R−1

i

∂

∂x

dw

dt
+ ε

∂2By

∂x2
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dBz

dt
= Bx

∂w

∂x
−Bz

∂u

∂x
−R−1

i

∂

∂x

dv

dt
+ ε

∂2Bz

∂x2

ãäå Bx, By, Bz - ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû B; u, v, w - ïðîñòðàíñòâåííûå
êîìïîíåíòû vi.

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ñëîæíîé äèñïåðñèåé, ïðè ðàññìîò-
ðåíèè åå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ èññëåäî-
âàòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, èññëåäîâàíèþ òàêèõ ñèñòåì
â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ïîñâÿùåíà ðàáîòà [7]. Áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò óðàâíåíèé
ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ñ÷èòàòü Bz = 0, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà áóäåò èìåòü âòîðîé ïîðÿäîê.

2 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ê âèäó, îïòè-
ìàëüíîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû

Ïðèâåäåì ñèñòåìó (1.1) ê ôîðìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è âêëþ÷èì íåêîòîðûå
äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû:

∂n

∂t
+
∂(nu)

∂x
= 0

∂(nu)

∂t
+

∂

∂x

(
nu2 +

B2
y +B2

z

2
+ b2n

)
= εu

∂2u

∂x2 ,

∂(nv)

∂t
+

∂

∂x

(
nuv −BxBy +R−1

e

dBz

dt

)
= εv

∂2v

∂x2

∂(nw)

∂t
+

∂

∂x

(
nuw −BxBz −R−1

e

dBy

dt

)
= εw

∂2w

∂x2 , (2.1)

∂By

∂t
+

∂

∂x

(
uBy −Bxv −R−1

i

dw

dt

)
= ε

∂2By

∂x2

∂Bz

∂t
+

∂

∂x

(
uBz −Bxw +R−1

i

dv

dt

)
= ε

∂2Bz

∂x2

Ïðèâåäåíèå ê ôîðìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íóæíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíñåðâàòèâ-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ óåäè-
íåííûõ âîëí.

Â äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îáùíîñòè âêëþ÷åí äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí
b2nx, ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè ïëàçìû ñ ãîðÿ÷èìè ýëåêòðîíàìè [4], [5]. Â
îòëè÷èå îò ìîäåëè õîëîäíîé ïëàçìû, ìîäåëü ïëàçìû ñ ãîðÿ÷èìè ýëåêòðîíà-
ìè ó÷èòûâàåò äàâëåíèå è â ýòîì ñìûñëå îíà àíàëîãè÷íà ãàçîäèíàìè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì. Õîëîäíóþ ïëàçìó ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷èòàòü êàê ãîðÿ÷óþ ñ ìàëûìè
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çíà÷åíèÿìè b. Ïðè ðàñ÷åòàõ ñ b = 0 ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ çàìå-
÷åíû àâàðèéíûå îñòàíîâêè ðàñ÷åòà. Îäíîçíà÷íî íåëüçÿ ñêàçàòü, ñâÿçàíî ëè
ýòî òîëüêî ñ îñîáåííîñòÿìè ÷èñëåííîé ñõåìû, êîòîðàÿ íå äîïóñêàåò ðàñ÷åòà
ðàçðûâíûõ ðåøåíèé, â òî âðåìÿ êàê, ìîäåëü õîëîäíîé ïëàçìû, âûâåäåííàÿ
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ôîðìàëüíî äîïóñêàåò íàëè÷èå ðàçðûâîâ n, èëè æå
ýòî ñâÿçàíî ñ íåêîððåêòíîñòüþ ìîäåëè, ò.å. íåèçâåñòíî, âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò
îáîáùåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå êàê ïðåäåëüíîå ðåøåíèå ïðè b→ 0. Àëü-
òåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå äèôôóçíîãî ÷ëåíà εnnxx,
ïðè ýòîì âîçìîæåí ðàñ÷åò ñ àïïðîêñèìàöèåé âñåõ ïðèâåäåííûõ íèæå óðàâíå-
íèé ïî ñõåìå òèïà "êðåñò", íî ïðè òàêîé äîáàâêå óåäèíåííûõ âîëí íåò.

Äîïîëíèòåëüíûå âÿçêèå ÷ëåíû ñ ìàëûìè âåëè÷èíàìè εu, εv, εw âêëþ÷åíû
äëÿ ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè âîçìîæíîãî âëèÿíèÿ îáû÷íîé, ãàçîäèíàìè÷åñêîé
âÿçêîñòè.

Äàëåå ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1), èñïîëüçóÿ (1.1) òàê, ÷òîáû
â êàæäîì óðàâíåíèè ñîäåðæàëèñü âðåìåííûå ïðîèçâîäíûå òîëüêî îò îäíîé
íåèçâåñòíîé.

∂n

∂t
+
∂un

∂x
= 0

∂nu

∂t
+

∂

∂x

{
nu2 +

B2
y +B2

z

2
+ b2n

}
= εu

∂2u

∂x2

∂nv

∂t
+

∂

∂x

{
−R−1

i R−1
e

∂2v

∂x∂t
+ nuv −BxBy +R−1

e

[
Bx
∂w

∂x
−

Bz
∂u

∂x
−R−1

i

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+ u

∂2v

∂x2

)
+ ε

∂2Bz

∂x2

]}
= εv

∂2v

∂x2

∂nw

∂t
+

∂

∂x

{
−R−1

i R−1
e

∂2w

∂x∂t
+ nuw −BxBz −R−1

e

[
Bx

∂v

∂x
−

By
∂u

∂x
+R−1

i

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+ u

∂2w

∂x2

)
+ ε

∂2By

∂x2

]}
= εw

∂2w

∂x2

∂By

∂t
+

∂

∂x

{
−R−1

i R−1
e n−1∂

2By

∂x∂t
+ uBy −Bxv −R−1

i n−1
[
Bx
∂Bz

∂x
+

R−1
e

(
∂u

∂x

∂By

∂x
+ u

∂2By

∂x2

)]
− ε∂By

∂x

}
= 0
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∂Bz

∂t
+

∂

∂x

{
−R−1

i R−1
e n−1∂

2Bz

∂x∂t
+ uBz −Bxw +R−1

i n−1
[
Bx
∂By

∂x
−

R−1
e

(
∂u

∂x

∂Bz

∂x
+ u

∂2Bz

∂x2

)]
− ε∂Bz

∂x

}
= 0

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âêëþ÷åíèå ãàçîäèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè íîñèò òåñòîâûé
õàðàêòåð, ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè îñòàâëåíû íå âñå ÷ëåíû ñ íåþ ñâÿçàííûå,
òîëüêî ãëàâíûå.

3 ×èñëåííûé ìåòîä
Ïîñòðîèì äëÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÷èñëåííóþ ñõåìó. Â ïåðâîì óðàâíå-
íèè ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìèðóþòñÿ òàê

∂f

∂t
→ fn+1

k − fnk
∆t

, f := n

∂f

∂x
→ fn+1

k+1 − fn+1
k−1 + fnk+1 − fnk−1

4∆x
, f := nu

Â îñòàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

∂f

∂t
→ fn+1

k − fn−1
k

2∆t
, f := nu, nv, nw,By, Bz

∂f

∂x
→ fnk+1 − fnk−1

2∆x
, f := nu2, B2

y , B
2
z , nuv,By, nuw,Bz, uBy, uBz

Íåäèññèïàòèâíûå ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà,à òàêæå àíàëî-
ãè÷íûå êîìáèíàöèè èç ïðîèçâåäåíèé, àïïðîêñèìèðîâàëèñü òàê

∂2f

∂x2 →
fnk+1 + fnk−1 − 2fnk

∆x2 , f := w, v

∂

∂x

(
g
∂f

∂x

)
→ (gnk+1 + gnk )(fnk+1 − fnk )− (gnk + gnk−1)(f

n
k − fnk−1)

2∆x2 ,

(f, g) := (By, u), (Bz, u)

Äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìèðîâà-
ëèñü òàê:

∂2f

∂x2 →
fn−1
k+1 + fn−1

k−1 − 2fn−1
k

∆x2 , f := By, Bz, [u], [v], [w]
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Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýòèõ ÷ëåíîâ ïðèãîäíû è äðóãèå øàáëîíû: ÷èñòî íåÿâ-
íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, íåÿâíàÿ, öåíòðèðîâàííàÿ ïî âðåìåíè, ðîìá (ñõåìà Äþôîðòà-
Ôðàíêåëÿ).

Ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà, à òàêæå àíàëîãè÷íûå êîìáèíàöèè èç ïðî-
èçâåäåíèé àïïðîêñèìèðóþòñÿ òàê:

∂3f

∂x3 →
fnk+2 − 2fnk+1 + 2fnk−1 − fnk−2

2∆x3 , f := By, Bz

∂

∂x

(
g
∂2f

∂x2

)
→ (gnk+1 + gnk )(fnk+2 + fnk − 2fnk )− (gnk + gnk−1)(f

n
k + fnk−2 − 2fnk−1)

4∆x3 ,

(f, g) := (By, u), (Bz, u), (v, u), (w, u)

∂

∂x

(
∂g

∂x

∂f

∂x

)
→ (gnk+1 − gnk )(fnk+1 − fnk )− (gnk − gnk−1)(f

n
k − fnk−1)

∆x3 ,

(f, g) := (By, u), (Bz, u), (v, u), (w, u)

∂3f

∂x2∂t
→ (fn+1

k+1 + fn+1
k−1 − 2fn+1

k )− (fn−1
k+1 + fn−1

k−1 − 2fn−1
k )

2∆x2∆t
,

f := v, w

∂

∂x

(
g
∂2f

∂x∂t

)
→ [(gnk+1 + gnk )(fn+1

k+1 − fn+1
k )− (gnk + gnk−1)(f

n+1
k − fn+1

k−1 )]−
(gnk+1 + gnk )(fn−1

k+1 − fn−1
k ) + (gnk + gnk−1)(f

n−1
k − fn−1

k−1 )]/(4∆x2∆t),

(f, g) := (By, n
−1), (Bz, n

−1)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà êîíñåðâàòèâíàÿ ñõåìà ñ àïïðîêñèìàöèåé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà è ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïî âðåìåíè äëÿ
âñåõ íåäèñèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè äèññïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ñõåìà ñàìà íå âíî-
ñèò äèññèïàòèâíûõ ýôôåêòîâ. Äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñõåìà äâóõñëîéíàÿ äëÿ
îñòàëüíûõ - òðåõñëîéíàÿ. Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Âíà-
÷àëå ïî íèæíåìó è ñðåäíåìó ñëîþ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå nu äëÿ âåðõíåãî
ñëîÿ. Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ n äëÿ âåðõíåãî ñëîÿ íà îñíîâå çíà÷åíèÿ
n à ñðåäíåì ñëîå, à òàêæå çíà÷åíèé nu íà ñðåäíåì è âåðõíåì ñëîå. Çàòåì
âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå u íà âåðõíåì ñëîå íà îñíîâå çíà÷åíèé n è un. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ â ñóììå àïïðîêñèìèðîâàíû ÿâíîé ñõåìîé,
õîòÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ôîðìàëüíî ñîñòàâëåíà ïî øàáëîíó
äëÿ íåÿâíîé ñõåìû. Äàëåå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ v, w, By, Bz. Èç-çà íàëè÷èÿ
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ñìåøàííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîñëåäíèå ÷åòûðå óðàâ-
íåíèÿ àïïðîêñèìèðîâàíû íåÿâíîé ñõåìîé, íî çíà÷åíèÿ v, w,By,Bz íà âåðõíåì
ñëîå íàõîäÿòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè ñåòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè äîñòàòî÷íî ïðîñòû,
îíè ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè, ò.å. ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà òàêàÿ æå,
êàê è â ñëó÷àå ÿâíîé ñõåìû; ïðèãîäåí òàêæå ìåòîä Íüþòîíà, íî îí ìåíåå
ýôôåêòèâåí.

Ïðè ðàñ÷åòàõ óäîáíî âûáèðàòü L òàêèì, ÷òî ω0 =
√
ωeωi, òîãäà

Re = R−1
i =

√
mi/me

Â ñâÿçè ñî ñëîæíûì ñòðîåíèåì ñõåìû íåîáõîäèìîå äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííûìè è âðåìåííûìè øàãàìè îïðåäåëÿåòñÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî. Â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèç-
âîäíûå ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ, îáû÷íî íàèáîëüøèå îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìåííîé
øàã äàþò ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå. Ïîýòîìó, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ïîñëåäíèõ
÷åòûðåõ óðàâíåíèÿõ ñîäåðæèòñÿ êîìáèíàöèÿ ft − ufxxx (RiRe = 1), f :=
v, w,By, Bz, â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè ìîæíî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà
àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì
äëÿ òðåõñëîéíîé ñõåìû òèïà "êðåñò", ïðèìåíåííîé ê óðàâíåíèþ ft+afxxx = 0:
∆t < c/|a|∆x3, c ≈ 0.3849, a = max(|u|).

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì ÷èñëåííóþ ñõåìó
fn+1
k − fn−1

k

2∆t
+ a

fnk+2 − fnk−2 + 2fnk+1 − 2fnk−1

2∆x3 = 0 (3.2)

Äåëàåì ïîäñòàíîâêó fnk = f0q
n exp ikϕ, ïîëó÷àåì

q − q−1

2∆t
+ a

2i sin 2ϕ− 4i sinϕ

2∆x3 = 0

q2 + 2ia(sin 2ϕ− 2 sinϕ)
∆t

∆x3q + 1 = 0 (3.3)
Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì áåçäèññèïàòèâíîñòè ñõåìû:

|q| = 1. Äëÿ îáðàòèìûõ ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè ÷èñëåííûõ ñõåì, ê êîòî-
ðûì îòíîñèòñÿ ñõåìà (3.2), åñëè ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå q, òî ñó-
ùåñòâóåò è àíòèñèììåòðè÷íîå çíà÷åíèå −q. Ïîýòîìó íàëè÷èå äèññèïàòèâíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îçíà÷àåò è íàëè÷èå íåóñòîé÷èâûõ çíà÷åíèé. Çàìåòèì,
÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðàñ÷åòà èîííîé æèäêîñòè ñâîé-
ñòâîì îáðàòèìîñòè ïî âðåìåíè íå îáëàäàåò. Óñëîâèå |q| = 1 ñîâïàäàåò ñ
óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè äèñêðèìèíàòà óðàâíåíèÿ (3.3):

−a2(sin 2ϕ− 2 sinϕ)2
(

∆t

∆x3

)2

+ 1 > 0
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Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè (sin 2ϕ− 2 sinϕ)2 è íàõîäèì, ÷òî åå ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 6.75, îòêóäà è ïîëó÷àåì óêàçàííóþ âûøå
îöåíêó. Ïðèìåíåíèå æå òàêîãî ìåòîäà ê ñõåìå ðàñ÷åòà èîííîé æèäêîñòè ïðèâå-
äåò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ êîðíåé ïîëèíîìà îäèííàäöàòîãî ïîðÿäêà,
÷òî çàòðóäíèòåëüíî.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî âðåìåííîé øàã ìîæíî áðàòü è
áîëüøèì, ÷åì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå äàåò ïðèâåäåííàÿ âûøå îöåí-
êà.

Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ñõåìà îòëè÷àåòñÿ îò ñõåìû, èñïîëüçîâàâøåéñÿ â [4],
[5], [7] òåì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ îñóùåñòâëåíà ïî äâóõ-
ñëîéíîé ñõåìå, ýòî ïîâûøàåò óñòîé÷èâîñòü è ïîçâîëÿåò ÷àñòè÷íî óñòðàíèòü
ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ òðåõñëîéíîé ñõåìû äëÿ
óðàâíåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêîãî òèïà ïðè ðàñ÷åòàõ áëèçêèõ ê ñòàöèîíàðíûì,
îïèñàííûå â [10]. Ïîäîáíîãî ðîäà íåóñòîé÷èâîñòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàáëþ-
äàëàñü òàêæå ïðè ðàñ÷åòàõ ñòðóêòóð áåçäèññèïàòèâíûõ ðàçðûâîâ îáîáùåííîãî
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïî ñõåìå òèïà "êðåñò"[13], ïðîáëåìà ðå-
øàëàñü èñêóññòâåííûì óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñòðóêòóðû. Äàííàÿ
ñõåìà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû áåãóùèõ ìàãíèòîçâóêîâûõ âîëí. Íî â ñëó-
÷àå ïåðåõîäà ê âîëíàì áëèçêèì ê ñòàöèîíàðíûì, ÷òî äîñòèãàåòñÿ èçìåíåíèåì
ñêîðîñòè u äëÿ íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â çàäà÷àõ
âçàèìîäåéñòâèÿ óåäèíåííûõ âîëí (íî íå â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà îäíîé óåäèíåííîé
âîëíû) íàáëþäàåòñÿ ìåäëåííî ðàçâèâàþùàÿñÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Ðàçâèòèå ýòîé
íåóñòîé÷èâîñòè çàìåäëÿåòñÿ, íî íå èñêëþ÷àåòñÿ ñîâñåì, åñëè âòîðîå óðàâíå-
íèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïî íåÿâíîé òðåõñëîéíîé ñõåìå. Äëÿ áëîêà èç äâóõ ïåð-
âûõ íåÿâíî àïïðîêñèìèðóåìûõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ ïîñòðîèòü áûñòðî ñõîäÿ-
ùèéñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Íüþòîíà, îäíàêî äëÿ
ðåøåíèÿ îïèñàííûõ íèæå çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ áûñòðûõ ìàãíèòîçâóêîâûõ
óåäèíåííûõ âîëí ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìû îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî. Ïîñêîëü-
êó ðàáîòàåò îíà áûñòðåå, ÷åì ñõåìà ñ íåÿâíîñòüþ âî âòîðîì óðàâíåíèè, òî
ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïî íåé.

4 Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå è óåäèíåííûå âîëíû
Ïóñòü ïåðåìåííûå n, u, v, w, Bx, By, Bz â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ ðàâíû 1, 0, 0, 0,
cos θ, sin θ, 0. Òîãäà äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ëèíåéíûõ âîëí â îòñóòñòâèè
äèññèïàöèè èìååò âèä [4], [5].

(ReRi + k2)2V 6 − {R2
eR

2
i +R2

eR
2
i cos2 θ +

ReRi[1 + cos2 θ(ρ+ 1)]k2 + (ReRi + k2)2b2}V 4

+ cos2 θ[R2
eR

2
i + 2R2

eR
2
i b

2 +ReRi(ρ+ 2)b2 k2]V 2 −R2
eR

2
i cos4 θb2 = 0
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V = ω/k, ρ =

(√
Re

Ri
−
√
Ri

Re

)2

Çäåñü k - âîëíîâîå ÷èñëî, ω - öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, V - ôàçîâàÿ ñêîðîñòü
âîëíû. Èìåþòñÿ áûñòðûå ìàãíèòîçâóêîâûå, àëüôâåíîâñêèå è ìåäëåííûå ìàã-
íèòîçâóêîâûå âîëíû, áåãóùèå âïðàâî è âëåâî, ò.å. âñåãî èìååòñÿ øåñòü ðàçëè÷-
íûõ òèïîâ âîëí. Ïðè ïåðåõîäå ê ÷èñòî ãàçîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ìåäëåííûå
ìàãíèòîçâóêîâûå âîëíû ïðåâðàùàþòñÿ â àêóñòè÷åñêèå, îñòàëüíûå èñ÷åçàþò.
Ïðè b = 0 äèñïåðñèîííûå âåòâè ìåäëåííûõ ìàãíèòîçâóêîâûõ âîëí, áåãóùèõ
âïðàâî è âëåâî, ñëèâàþòñÿ, ñêîðîñòü ýòèõ âîëí ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ, ò.å.
ó íèõ íåò äèñïåðñèè. Ñ ýòèì è ñâÿçàíû ïðîáëåìû ðàñ÷åòà ïðè b = 0, îáñóæ-
äàâøèåñÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü â îñíîâíîì áûñòðûå ìàãíèòîçâóêîâûå âîëíû, ñ êî-
òîðûìè àññîöèèðîâàíû óåäèíåííûå âîëíû. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå θ = θc îïðåäåëÿåìîå èç óðàâíåíèÿ

b2 = (ρ−1 + 1)[(ρ+ 1) cos2 θ − 1]

îò êîòîðîãî çàâèñèò ñóùåñòâîâàíèå èëè îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ â âèäå óåäèíåííîé
âîëíû. Ïðè θ > θc âåòâü áûñòðûõ ìàãíèòîçâóêîâûõ âîëí íå èìååò òî÷êè ïå-
ðåãèáà âíå íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîýòîìó ïðÿìàÿ V = ω/k, ñîîòâåòâåòñòâóþùàÿ
óåäèíåííûì âîëíàì, äâèæóùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ V , íå ïåðåñåêàåò äèïåðñèîí-
íóþ âåòâü âíå íà÷àëà êîîðäèíàò, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé çäåñü ñóùåñòâóåò
óåäèíåííàÿ âîëíà (äîêàçàíî äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé àìïëèòóäû). Ïðè θ < θc òàêàÿ
òî÷êà ïåðåãèáà åñòü è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò äèñïåðñèîííóþ
âåòâü, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî òî÷íîãî ðåøåíèÿ â âèäå óåäèíåííîé âîëíû íå áó-
äåò.

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ óåäèíåííûõ âîëí áðàëèñü ïðè-
áëèæåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé àìïëèòóäû [4], [5], îïèñûâàåìûå ñîîò-
íîøåíèÿìè:

V+ =

√
(1 + b2 +

√
(1 + b2)2 − 4b2 cos2 θ)/2

∆ = (V 2
+ − cos2 θ − ρ cos2 θ)/(V 2

+ − cos2 θ)

c1 = 2(cos2 θ/V 3
+ + V+ sin2 θ/(V 2

+ − b2)2)/R−1
e /R−1

i /∆

c2 = (cos2 θ/V 2
+ + 0.5 + V 2

+ sin2 θ/(V 2
+ − b2)2)/R−1

i /R−1
e /∆/(V 2

+ − b2)

a0 = 1.5µc1/c2 cosh−2(
√
|µc1|/2x)

a1 = da0/dx

By = sin θ + a0
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Bz = (R−1
i −R−1

e ) cos θ/V+/(1− cos2 θ/V 2
+)a1

v = −a0 cos θ/V+

w = (R−1
e −R−1

i cos2 θ/V 2
+)/(1− cos2 θ/V 2

+)a1

u = a0 sin θ/(V+ − b2/V+)

n−1 = 1− u/V+

Çäåñü V+ - ñêîðîñòü äëèííûõ áûñòðûõ ìàãíèòîçâóêîâûõ âîëí, áåãóùèõ
âïðàâî. Ñêîðîñòü óåäèíåííîé âîëíû, áåãóùåé âïðàâî, ðàâíà V+ + µ, µ > 0.
×òîáû ïîëó÷èòü âîëíó, áåãóùóþ âëåâî, íóæíî â ïîñëåäíèõ ïÿòè ôîðìóëàõ çà-
ìåíèòü V+ íà −V+. Òîãäà ñêîðîñòü óåäèíåííîé âîëíû, áåãóùåé âëåâî, ðàâíà
−V+ − µ.

Ïðè θ < θc óêàçàííûå âûøå ôîðìóëû òîæå ïðèáëèæåííî îïèñûâàþò óåäè-
íåííûå âîëíû, íî ïðè µ < 0. Òî÷íîãî ðåøåíèÿ âèäå óåäèíåííîé âîëíû â
ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò. Òàêèå íà÷àëüíûå äàííûå ñî âðåìåíåì ðàñïàäàþò-
ñÿ, îáðàçóÿ êîðîòêîâîëíîâûé õâîñò. Àìïëèòóäà âîëí â òàêîì õâîñòå â ñëó÷àå
óåäèíåííûõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà, ïîýòîìó ýòîò ýô-
ôåêò ìîæíî îáíàðóæèòü òîëüêî ëèáî â ñëó÷àå ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè, ëèáî
ïðè θ áëèçêîì ê θc. Äëèíà èçëó÷àåìîé êîðîòêîé âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷å-
íèåì k â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçîâîé ñêîðîñòè, è
äèñïåðñèîííîé êðèâîé, ÷òî ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ðàñ÷åòà.
Àíàëîãè÷íûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ (òî÷íîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò) â ñëó-
÷àå ïëàçìû ñ ãîðÿ÷èìè ýëåêòðîíàìè åñòü è ó ìåäëåííûõ ìàãíèòîçâóêîâûõ
âîëí, îíè îïèñûâàþòñÿ ïðè µ > 0 òåìè æå ñîîòíîøåíèÿìè, íî âìåñòî V+

èñïîëüçóåòñÿ V−, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé:

V− =

√
(1 + b2 −

√
(1 + b2)2 − 4b2 cos2 θ)/2

Ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè, â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ïåðåñåêàåò
àëüôâåíîâñêóþ âåòâü, ðàñïàä òàêèõ âîëí ðàññìàòðèâàëñÿ â [5].

5 Îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû áåðóòñÿ çà îñíîâó äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ ðàñ÷å-
òîâ óåäèíåííûõ âîëí. Íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñòàâÿòñÿ æåñòêèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ: nn1 = 1, nn2 = 1, ... . Êîìïëåêñ ïðîãðàìì, êàê è â ñëó÷àå [13],
îáîðóäîâàí ñðåäñòâàìè, ïîçâîëÿþùèìè â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ïî ìåðå íåîáõîäè-
ìîñòè îòðåçàòü ôðàãìåíò ðàñ÷åòíîé îáëàñòè èëè äîáàâèòü ôðàãìåíò ñ îäíî-
ðîäíûìè äàííûìè. Èñïîëüçóÿ ýòè âîçìîæíîñòè è íàáëþäàÿ ãðàôèêè ðåøåíèé
â ïðîöåññå ðàñ÷åòà, óäàåòñÿ èçáåæàòü âëèÿíèÿ îòðàæåíèÿ îò ãðàíèö â èññëåäó-
åìîé îáëàñòè è ñîêðàùàòü âðåìÿ ðàñ÷åòà, âûïîëíÿÿ åãî òîëüêî â îáëàñòè, ãäå
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â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ óåäèíåííàÿ âîëíà. Ïðîãðàììíûé êîì-
ïëåêñ ïîçâîëÿåò òàêæå ñêëåèâàòü ôðàãìåíòû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ïîëó÷åííûå
èç íåñêîëüêèõ ðàñ÷åòîâ.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ äëÿ âîäîðîäíîé ïëàçìû, R−1
e = 0.02341352.

6 Âçàèìîäåéñòâèå óåäèíåííûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ â îä-
íîì íàïðàâëåíèè

Ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ â îòñóòñòâèå äèññèïàöèè ïðè θ > θc. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû âåðíû òîëüêî äëÿ óåäèíåííûõ âîëí ìàëûõ àì-
ïëèòóä, à èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êàê ðàç ñëó÷àé áîëüøèõ àìïëèòóä, ïîñêîëüêó
âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû î÷åâèäíî äîëæíû ìàëî ÷åì îòëè÷àòüñÿ îò ñîëèòî-
íîâ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Âðèçà, ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå.
Âíà÷àëå êàæäàÿ óåäèíåííàÿ âîëíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ îòäåëüíî. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ
ýâîëþöèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ âûøå, äî òåõ ïîð ïîêà íå ñôîð-
ìèðóåòñÿ ðåøåíèå â âèäå óñòàíîâèâøåéñÿ áåãóùåé óåäèíåííîé âîëíû. Çàòåì
äàííûå, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå äâóõ ýòèõ ðàñ÷åòîâ, ñêëåèâàþòñÿ òàê, ÷òî-
áû óåäèíåííàÿ âîëíà ìåíüøåé àìïëèòóäû ðàñïîëàãàëàñü âïåðåäè. Ïðè ýòîì
âîëíû, èçëó÷åííûå â ïðîöåññå óñòàíîâëåíèÿ, óäàëÿþòñÿ. Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ
ðàñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âîëí. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëå òàêîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ àìïëèòóäû âîëí íå ìåíÿþòñÿ, íå îáíàðóæèâàåòñÿ êàêèõ-ëèáî èçëó÷åíèé.
Ñàì ïðîöåññ àíàëîãè÷åí âçàèìîäåéñòâèþ óåäèíåííûõ âîëí, äëÿ óðàâíåíèÿ
Êîðòåâåãà�äå Âðèçà [11]: âîëíû ñáëèæàþòñÿ, à çàòåì íà÷èíàþò îáìåíèâàòüñÿ
ýíåðãèåé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî àìïëèòóäà çàäíåé âîëíû ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé àì-
ïëèòóäå ïåðåäíåé âîëíû, à àìïëèòóäà ïåðåäíåé âîëíû - àìïëèòóäå çàäíåé.
Íà ðèñ.1 ïîêàçàíû ãðàôèêè ∆n = n − 1 â ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíûå ìî-
ìåíòû âðåìåíè (êðèâûå 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ñîîòâåòñòâóþò t = 0, 100, 200,
300, 350, 400, 500, 600, îòñ÷åò âðåìåíè èäåò îò ìîìåíòà ñêëåéêè äàííûõ). Íà
ðèñ.2à ïîêàçàíû àìïëèòóäû óåäèíåííûõ âîëí, îïðåäåëåííûå ïî âåëè÷èíå u
(ìàêñèìàëüíûå åå çíà÷åíèÿ), â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Íà ðèñ.2á ïîêàçàíû
òðàåêòîðèè ãðåáíåé âîëí íà ïëîñêîñòè x, t, äëÿ íàãëÿäíîñòè äàííûé ðèñó-
íîê âûïîëíåí â ñèñòåìå êîîðäèíàò íàáëþäàòåëÿ, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
V+ ≈ 1.026. Çàìåòèì, ÷òî ýòè òðàåêòîðèè íå ïåðåñåêàþòñÿ, óåäèíåííûå âîëíû
ñíà÷àëà ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó, à çàòåì, ïîñëå îáìåíà ýíåðãèåé, ðàçáåãà-
þòñÿ. Â ïðèâåäåííîì ðàñ÷åòå èñõîäíûå çíà÷åíèÿ µ ðàâíû 0.25 è 0.2, b2 = 0.1,
θ = 1.555. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ðèñ.1 ïðåâûøåíèå âåëè÷èíû ïëîòíîñòè íàä
íåâîçìóùåííûì åäèíè÷íûì óðîâíåì íà ãðåáíå ïåðâîé è âòîðîé óåäèíåííîé
âîëíû ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 80% è 60% ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. èññëåäóåòñÿ ñèëüíî
íåëèíåéíûé ïðîöåññ.
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Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ïðîâîäèëñÿ òàêæå ðàñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ óåäèíåííûõ âîëí òàê, ÷òî
îíè ñòàëêèâàþòñÿ ïî÷òè îäíîâðåìåííî: âîëíû âçàèìîäåéñòâóþò êàê ñîëèòî-
íû. Ðèñ.3 èëëþñòðèðóåò ðàñ÷åò ïðè µ1,2,3 = 0.1; 015; 0.2, b2 = 0.01, θ = 1.555.

7 Âçàèìîäåéñòâèå óåäèíåííûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ
â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ

Ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ ïðè θ > θc àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî çäåñü îäíà âîëíà
êàê áû ïðîõîäèò ñêâîçü äðóãóþ. Ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ íàáëþäàþòñÿ èçëó÷åí-
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Ðèñ. 3

íûå âîëíû, ñì. ðèñ.4. Îäíàêî èçìåíåíèå àìïëèòóä âîëí ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ
äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (µ1 = 0.25, µ2 = 0.2, b2 = 0.1, θ = 1.555)
íåçíà÷èòåëüíîå, ñì. ðèñ.5, ãäå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìàêñèìàëü-
íûõ è ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé u, îòñ÷åò âðåìåíè, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
âåäåòñÿ îò ìîìåíòà ñêëåéêè äàííûõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íàáëþäàåìûå íà
ðèñ.4 èçëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû èìåþò çàìåòíóþ àì-
ïëèòóäó òîëüêî äëÿ n, äëÿ u îíà íåâåëèêà, à âîçìóùåíèÿ òîëüêî ïëîòíîñòè
èç-çà ìàëîñòè ïàðàìåòðà b2 ïðèâîäÿò ëèøü ê íåçíà÷èòåëüíûì ïîòåðÿì ýíåð-
ãèè. Óìåíüøåíèå àìïëèòóä õîðîøî çàìåòíî ñðàçó ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ, íî
çàòåì àìïëèòóäû ÷àñòè÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî àáñîëþò-
íàÿ ñêîðîñòü óåäèíåííûõ âîëí áîëüøå ñêîðîñòè ëþáûõ ëèíåéíûõ âîëí, ïîë-
íûé çàõâàò ýíåðãèè èçëó÷åííûõ âîëí íåâîçìîæåí. Ñðàâíåíèå ðèñ.5 è ðèñ.2à
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ðàçíîíàïðàâëåííûõ âîëí â îòëè÷èè îò
âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîíàïðàâëåííûõ ïðîöåññ íîñèò íåîáðàòèìûé õàðàêòåð.

8 Ðàñïàä óåäèíåííîé âîëíû çà ñ÷åò äèññèïàöèè
Ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ ïðè θ > θc. Ñíà÷àëà ðàññ÷èòûâàåòñÿ óåäèíåííàÿ âîëíà áåç
äèññèïàöèè. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ è óäàëåíèÿ èçëó÷åííûõ ïðè óñòàíîâëåíèè
âîëí âêëþ÷àåòñÿ äèññèïàöèÿ. Ïðè ñëàáîé äèññèïàöèè îáðàçóþòñÿ ðåøåíèÿ,
êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ èìåþòñÿ êîìáè-
íàöèè óåäèíåííîé âîëíû è ñòðóêòóðû ðàçðûâà. Íà ðèñ.6 ïîêàçàí òèïè÷íûé
ãðàôèê ïî èñòå÷åíèè ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè, t = 600, îòñ÷åò âðåìåíè
âåäåòñÿ ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ äèññèïàöèè. Ýòî ðåøåíèå ïðè ìàêðîñêîïè÷å-
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ñêîì îïèñàíèè íàïîìèíàåò ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà,
â ñâÿçè ñ ÷åì çäåñü è ïðèìåíåí òåðìèí "ðàñïàä óåäèíåííîé âîëíû". Íà ðèñ.5
âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíà ðàçáèâêà íà çîíû ðàñïàäà óåäèíåííîé
âîëíû, àíàëîãè÷íûå çîíàì, âîçíèêàþùèì ïðè ðàñïàäå ðàçðûâà: çîíà 1 - îá-
ëàñòü äî ðàçðûâà , 2 - îáëàñòü çà ðàçðûâîì, 3 - ñòðóêòóðà ðàçðûâà 4 - öåí-
òðèðîâàííàÿ ïðîñòàÿ âîëíà, ñòàðòîâîå çíà÷åíèå µ = 0.2, b2 = 0.1, θ = 1.555,
ε = 0.02. Ðàíåå òàêîé ïîäõîä ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèÿì îáîáùåííîãî óðàâ-
íåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Âðèçà áûë ïðåäëîæåí â [12]. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε
âåëè÷èíà ðàçðûâà íå âåëèêà, ðàñïàä ïðîèñõîäèò ìåäëåííî, àíàëèòè÷åñêè åãî
ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü èìååòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ âèäà

∂

∂t
P +

∂

∂x
Q = 0
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Òîãäà èç íåãî ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèå áàëàíñà

(P2 − P1)V − (Q2 −Q1) = dPs/dt, P := n, nu, nv, nw,By, Bz

Çäåñü 1 è 2 - çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñïðàâà è ñëåâà îò ðàçðûâà, Ps - çàïàñåííîå
óåäèíåííîé âîëíîé êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû. Ñèñòåìà èç øå-
ñòè óðàâíåíèé äîïîëíÿåòñÿ çàêîíîì èçìåíåíèÿ ýíåðãèè E , êîòîðûé î÷åâèäíî
äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ äëÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó îí âû-
ïîëíÿëñÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èîíîâ è
ýëåêòðîíîâ, èñïîëüçîâàííûõ ïðè åå âûâîäå

(PE2 − PE1)V − (QE2 −QE1) = dEs/dt− S
çäåñü S � ïîòåðè ýíåðãèè çà åäèíèöó âðåìåíè â çîíå óåäèíåííîé âîëíû çà
ñ÷åò äèññèïàöèè ( ýíåðãèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ). Â ñëó÷àå óåäèíåííûõ âîëí ìàëîé
àìïëèòóäû âåëè÷èíû Ps, ãäå P := n, nu, nv, nw,By, Bz, Es è S ìîæíî âû-
÷èñëèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííûìè âûøå ôîðìóëàìè, îïèñûâàþùèìè
óåäèíåííóþ âîëíó, ìåòîäèêà îïèñàíà â ðàáîòå [12], îíè áóäóò ôóíêöèÿìè îò
âåëè÷èíû µ. C ó÷åòîì òîãî, ÷òî V = V+ + µ, èìåþùèõñÿ óðàâíåíèé äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû îïèñàòü ýâîëþöèþ àìïëèòóäû óåäèíåííîé âîëíû è ïàðàìåòðîâ
ðàçðûâà ïðè òàêîì ïðîöåññå, ðåøèâ ñèñòåìó èç îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Èññëåäîâàëñÿ òàêæå ðàñïàä çà ñ÷åò ñëàáûõ âÿçêèõ ýôôåêòîâ ãàçîäèíàìè÷å-
ñêîãî òèïà. Ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èé â êàðòèíå ðàñïàäà îáíàðóæåíî íå áûëî.



19

Ðèñ. 6

9 Ðàñïàä óåäèíåííîé âîëíû çà ñ÷åò äèñïåðñèè
Ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ ïðè θ < θc. Ýòîò ðàñ÷åò çäåñü ïðèâîäèòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ
ïðåäûäóùèì. Ïðè ìàëîé àìïëèòóäå óåäèíåííîé âîëíû ïðîöåññ ðàñïàäà ïðî-
òåêàåò ìåäëåííî è â íåêîòîðûõ ÷åðòàõ ïîâòîðÿåò ïðîöåññ ðàñïàäà çà ñ÷åò äèñ-
ñèïàöèè. Áðàëèñü ïðèâåäåííûå âûøå íà÷àëüíûå äàííûå, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
îáðàçóåòñÿ êîðîòêîâîëíîâûé õâîñò è äëèííîâîëíîâîå èçëó÷åíèå. Íà ðèñ.7 ïî-
êàçàí òèïè÷íûé ãðàôèê ïî èñòå÷åíèè ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè, t = 600,
ñòàðòîâîå çíà÷åíèå µ = −0.05, b2 = 0.1, θ = 1.535. Ýòî ðåøåíèå òîæå ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåíèå ñ ðàçðûâîì, íî îïèñàíèå åãî ñëîæíåå, ÷åì â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ñòðóêòóðà ðàçðûâà çäåñü ðàçäåëÿåò äâå âîëíîâûå çîíû:
1 - âîëíîâàÿ çîíà äî ðàçðûâà , 2 - âîëíîâàÿ çîíà çà ðàçðûâîì, 3 - ñòðóêòóðà
ðàçðûâà, 4 - öåíòðèðîâàííàÿ ïðîñòàÿ âîëíà îãèáàþùåé êîðîòêèõ âîëí. Âîëíî-
âûå çîíû ðàñøèðÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ èññëåäîâàëñÿ äëÿ
îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Âðèçà â ðàáîòå [12], ãäå ïîêàçûâàëîñü,
÷òî èç-çà íàëè÷èÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íåâîçìîæåí ðàñïàä òîëüêî ñ
êîðîòêîâîëíîâûì èçëó÷åíèåì è íåèçáåæíî èçëó÷åíèå äëèííûõ âîëí, ôàçîâàÿ
ñêîðîñòü êîòîðûõ íå ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ óåäèíåííîé âîëíû. Ïðè÷åì â ñëó-
÷àå ìàëûõ àìïëèòóä àìïëèòóäà äëèííîâîëíîâîãî íåñòàöèîíàðíîãî èçëó÷åíèÿ
ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøåé, ÷åì êîðîòêîâîëíîâîãî. Ýòî î÷åâèäíî âåðíî
è â äàííîì ñëó÷àå, ïðèìåð ðàñ÷åòà, ãäå àìïëèòóäà äëèííûõ âîëí ñóùåñòâåííî
áîëüøå àìïëèòóäû êîðîòêèõ, ïðèâåäåí â [5] äëÿ ìåäëåííûõ ìàãíèòîçâóêîâûõ
âîëí.
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10 Ðàñïàä óåäèíåííîé âîëíû çà ñ÷åò äèñïåðñèè è äèñ-
ñèïàöèè

Ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ ïðè ïðè θ < θc. Íà ðèñ.8 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà,
êîãäà ðàñïàä ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî çà ñ÷åò äèñïåðñèè è äèññèïàöèè, 1 -
âîëíîâàÿ çîíà äî ðàçðûâà , 2 - âîëíîâàÿ çîíà çà ðàçðûâîì, 3 - ñòðóêòóðà
ðàçðûâà, µ = −0.05, b2 = 0.1, θ = 1.535, ε = 0.01, t = 600. Ðàçëè÷èå ìåæ-
äó áåçäèññèïàòèâíûì è ñëàáîäèññèïàòèâíûì ñëó÷àåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî â
ïåðâîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ çîíà 2 ðàñøèðÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, à âî âòîðîì - íåò.
Çäåñü ïðîñìàòðèâàåòñÿ ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ðàáîòàìè [14] è [15], ãäå ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ ðàñïàä ðàçðûâà äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Âðèçà
áåç äèññèïàöèè è ñî ñëàáîé äèññèïàöèåé, â ïåðâîì ñëó÷àå íàõîäèëèñü àâ-
òîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, à âî âòîðîì - ñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâåííî, ÷òî äèññèïàöèÿ âëèÿåò ïðå-
èìóùåñòâåííî íà êîðîòêèå âîëíû â çîíå 2 è çíà÷èòåëüíî ìåíüøå - íà äëèííûå
â çîíå 1.

11 Çàêëþ÷åíèå
Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòîçâóêîâûõ
óåäèíåííûõ âîëí. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îäíîíàïðàâëåííûå óåäèíåííûå âîëíû âçà-
èìîäåéñòâóþò êàê ñîëèòîíû, à ïðè âçàèìîäåéñòâèè ðàçíîíàïðàâëåííûõ âîëí
âîçíèêàþò èçëó÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè èçîòðîïíîé ìîäåëè
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êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà [7] áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî óåäèíåííûå âîëíû, ïîëÿ-
ðèçîâàííûå â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ, ìåíÿþò àìïëèòóäû ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ,
â òî âðåìÿ êàê âîëíû, ïîëÿðèçîâàííûå â îäíîé ïëîñêîñòè, âåäóò ñåáÿ êàê
ñîëèòîíû, íî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ðàçíîâèäíîñòè óðàâíå-
íèé Áóññèíåñêà. Âîçìîæíî èññëåäóåìàÿ çäåñü ñèñòåìà óðàâíåíèé ÷àñòè÷íî
èíòåãðèðóåìàÿ.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè íà÷àëüíûõ äàííûõ òèïà óåäèíåííûõ
âîëí ïðè íàëè÷èè äèññèïàöèè à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà òåîðèÿ ïðåäñêàçûâà-
åò îòñóòñòâèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ â âèäå óåäèíåííîé âîëíû èç-çà íàëè÷èÿ äèñ-
ïåðñèè âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåíî òàêæå èññëåäîâàíèå ïðè íàëè÷èè îáîèõ
ôàêòîðîâ, ðàçðóøàþùèõ óåäèíåííóþ âîëíó. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âî âñõ ñëó÷àÿõ,
åñëè ïðîöåññ ìåäëåííî òåêóùèé, ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åãî ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåøåíèå ñ êîìáèíàöèåé óåäèíåííîé âîëíû è ðàçðûâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 08-01-00125-à) è Ïðåçèäåíòñêîé ïðî-
ãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-4810.2010.1).
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