
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 68 за 2010 г.

Кузьмина Д.Е., Сазонов В.В.

Периодические движения
спутника-гиростата

относительно центра масс
под действием

гравитационного момента

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  Кузьмина Д.Е., Сазонов В.В.
Периодические движения спутника-гиростата относительно центра масс под действием
гравитационного момента // Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша. 2010. № 68. 30 с. URL:
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2010-68

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2010-68
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=1104
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2010-68


ÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÀÊÀÄÅÌÈß ÍÀÓÊ
îðäåíà Ëåíèíà

ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ
èì. Ì.Â. Êåëäûøà

Ä.Å. Êóçüìèíà, Â.Â. Ñàçîíîâ

ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÑÏÓÒÍÈÊÀ-ÃÈÐÎÑÒÀÒÀ
ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÖÅÍÒÐÀ ÌÀÑÑ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ

ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÌÎÌÅÍÒÀ

Ìîñêâà - 2010



Àííîòàöèÿ

Èññëåäîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ îñè ñèììåòðèè ìîäåëüíîãî ñïóò-
íèêà Çåìëè, êîòîðûå ïîõîæè íà äâèæåíèÿ ïðîäîëüíûõ îñåé îðáèòàëüíîé
ñòàíöèè Ìèð â 1999 � 2001 ãã. è ñïóòíèêà Ôîòîí Ì-3 â 2007 ã. Äâèæåíèÿ
ýòèõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ñëàáî âîçìóùåííóþ ðåãó-
ëÿðíóþ ïðåöåññèþ Ýéëåðà ñ âåêòîðîì êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà äâèæåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, áëèçêèì ê ïëîñêîñòè îðáèòû. Íàïðàâëåíèå ýòîãî
âåêòîðà âî âðåìÿ äâèæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿëîñü. Ìîäåëüíûé ñïóòíèê
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñåñèììåòðè÷íûé ãèðîñòàò ñ ãèðîñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì,
íàïðàâëåííûì ïî îñè ñèììåòðèè. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå è
èñïûòûâàåò äåéñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî ìîìåíòà. Äâèæåíèå îñè ñèììåòðèè
òàêîãî ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà îïèñûâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè. Àíàëèòè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ïîñòðîåíû ïå-
ðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè
ñèììåòðèè.

D.Yu. Kuzmina, V.V. Sazonov. Periodic motion of a satellite-
gyrostat relative to its mass center under action of a gravitational
torque. We investigated the mode of satellite uncontrolled attitude motion in
which an axially symmetric satellite rotated around its symmetry axis correspond-
ing to the minimal moment of inertia whereas that axis made periodic oscillations
in absolute space. We assumed the satellite orbit was circular, the satellite had
inner kinetic momentum (i.e. it was a gyrostat) directed along the symmetry ax-
is, and the satellite was a�ected by the gravitational torque. We studied periodic
motions of the satellite symmetry axis using analytical and numerical methods.
Those motions look like the attitude motion of the satellite Foton M-3 in 2007
and some motions of the orbital station Mir in 1999 � 2000.



1. Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå îðáèòàëüíîé ñòàíöèè Ìèð è ñïóòíè-
êà Ôîòîí Ì-3. Â 1999 ã. â ñâÿçè ñ ïðåêðàùåíèåì íåïðåðûâíîãî ïðåáûâàíèÿ
ýêèïàæà íà îðáèòàëüíîé ñòàíöèè Ìèð âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ
åå äëèòåëüíîãî íåóïðàâëÿåìîãî ïîëåòà ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ òîïëèâà
è äîñòàòî÷íî áîëüøîì ýíåðãîñúåìå ñ ñîëíå÷íûõ áàòàðåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàëñÿ ðåæèì âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, íà÷è-
íàâøèéñÿ ñ äâóõîñíîé çàêðóòêè ñòàíöèè âîêðóã åå ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé
îñåé ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè 0.15 ãðàä./ñ [1, 2]. Íà÷àëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ñòàí-
öèè ïðè ýòîì áûëà ïðîèçâîëüíîé.

Âî âðåìÿ íåóïðàâëÿåìîãî ïîëåòà âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñòàíöèè êîí-
òðîëèðîâàëîñü ïî èçìåðåíèÿì âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåì-
ëè. Èçìåðåíèÿ âûïîëíÿëèñü áîðòîâûì òðåõîñíûì ìàãíèòîìåòðîì. Îáû÷íî
êàæäûå ñóòêè ïðîâîäèëñÿ îäèí ñåàíñ èçìåðåíèé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îêîëî
90 ìèí. Ôàêòè÷åñêîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñòàíöèè íà âðåìåííîì îòðåçêå,
ñîäåðæàùåì ïîëó÷åííûå äàííûå, ðåêîíñòðóèðîâàëîñü ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðò-
íûõ ìåòîäèê [1]. Äàííûå îáðàáàòûâàëèñü ñîâìåñòíî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñòàíöèè îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà ìàññ. Â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè îöåíèâàëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
äâèæåíèÿ è ïàðàìåòðû èñïîëüçóåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Èíòåãðèðîâà-
íèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîçâîëÿëî ýêñòðàïîëèðîâàòü íàéäåííîå äâèæåíèå
çà ïðåäåëû îáðàáàòûâàåìîãî îòðåçêà. Èçìåðåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè è
èõ îáðàáîòêà ñîñòàâèëè îñíîâó ìîíèòîðèíãà íåóïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñòàí-
öèè. Ìîíèòîðèíã ïîçâîëèë ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàòü ýâîëþöèþ ýòîãî
äâèæåíèÿ íà äëèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â [1, 2].

Îäíà èç öåëåé ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿëà â îáíàðóæåíèè óñòîé-
÷èâûõ ôèíàëüíûõ ðåæèìîâ, ê êîòîðûì â ïðîöåññå ýâîëþöèè ñòðåìèëèñü
íåóïðàâëÿåìûå äâèæåíèÿ, íà÷èíàâøèåñÿ ïîñëå äâóõîñíûõ çàêðóòîê, à òàê-
æå â îáíàðóæåíèè ðåæèìîâ, êîòîðûå õîòÿ è íå áûëè ôèíàëüíûìè, íî ñîõðà-
íÿëèñü â òå÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè � íå ìåíåå íåñêîëüêèõ ñóòîê.
Èíòåðåñíûì ïðèìåðîì äâèæåíèÿ ïîñëåäíåãî òèïà ìîæåò ñëóæèòü äâèæåíèå,
áëèçêîå ê ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè Ýéëåðà. Îíî âîçíèêëî â ðåçóëüòàòå ïîïûò-
êè ïðèäàòü ñòàíöèè òî÷íîå âðàùåíèå âîêðóã åå ïðîäîëüíîé îñè, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñîëíöå â òî âðåìÿ ðàñïîëàãàëîñü íåäàëåêî îò ýòîé ïëîñêî-
ñòè, è ñóäÿ ïî ðåçóëüòàòàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàêîå äâèæåíèå
äîëæíî áûëî îáåñïå÷èòü âûñîêèé ýíåðãîñúåì â òå÷åíèå ïî ìåíüøåé ìåðå
íåñêîëüêèõ ñóòîê. Èç-çà ïîãðåøíîñòåé çàêðóòêè áûëî ðåàëèçîâàíî äâèæå-
íèå, ïîõîæåå íà ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ Ýéëåðà. Îòðåçêè ýòîãî äâèæåíèÿ,
áëèçêèå ê åãî íà÷àëó è êîíöó, ïîêàçàíû íà âçÿòûõ èç [2] ðèñ. 1 � 3. Ïîÿñíèì
ñìûñë èñïîëüçîâàííûõ íà ýòèõ ðèñóíêàõ îáîçíà÷åíèé.

Äëÿ îïèñàíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñòàíöèè èñïîëüçóþòñÿ äâå ïðà-
âûå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñèñòåìà x1x2x3 îáðàçîâàíà ãëàâíûìè
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öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè ñòàíöèè. Îñè x1 è x2 îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâåí-
íî åå ìèíèìàëüíîìó è ìàêñèìàëüíîìó ìîìåíòàì èíåðöèè. Îñü x1 áëèçêà ê
ïðîäîëüíîé îñè ñòàíöèè è íàïðàâëåíà îò áàçîâîãî áëîêà ê ìîäóëþ Êâàíò,
îñü x2 ïðèìåðíî ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè âðàùåíèÿ ñîëíå÷íûõ áàòàðåé áàçîâîãî
áëîêà.

Ñèñòåìà Z1Z2Z3 ñâÿçàíà ñ ïåðèãååì îðáèòû ñòàíöèè. Ïðè ðåêîíñòðóêöèè
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýòà îðáèòà ñ÷èòàëàñü êåïëåðîâîé è íåèçìåííîé â
àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå, ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè
ñèñòåìà Z1Z2Z3 èíåðöèàëüíà. Îñè Z3 è Z2 íàïðàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî ïî
âåêòîðó Ëàïëàñà è âåêòîðó êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ.

Ïîëîæåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò x1x2x3 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Z1Z2Z3 çà-
äàåòñÿ óãëàìè γ, δ è β. Óãëû ââîäÿòñÿ òàê, ÷òî ñèñòåìà Z1Z2Z3 ìîæåò áûòü
ïåðåâåäåíà â ñèñòåìó x1x2x3 òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîâîðîòàìè: 1) íà
óãîë δ + π/2 âîêðóã îñè Z2, 2) íà óãîë β âîêðóã íîâîé îñè Z3, 3) íà óãîë γ
âîêðóã íîâîé îñè Z1, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ x1. Ââåäåííûå óãëû èìåþò ïðîçðà÷-
íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: β � óãîë ìåæäó îñüþ x1 è ïëîñêîñòüþ îðáèòû
Z1Z3, ïðè÷åì β > 0, åñëè ýòà îñü ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå Z2 > 0; δ � óãîë
ìåæäó îñüþ (−Z3) è ïðîåêöèåé îñè x1 íà ïëîñêîñòü Z1Z3, ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà ýòîãî óãëà ñîãëàñîâàíî ñ íàïðàâëåíèåì îñè Z2. Òàêèì
îáðàçîì, óãëû δ è β çàäàþò íàïðàâëåíèå îñè x1 â ñèñòåìå êîîðäèíàò Z1Z2Z3,
óãîë γ çàäàåò ïîâîðîò ñòàíöèè âîêðóã ýòîé îñè.

Êîìïîíåíòû àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ñòàíöèè â ñèñòåìå êîîðäèíàò
x1x2x3 îáîçíà÷èì ωi, êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Çåìëè â òîé æå ñèñòåìå îáîçíà÷èì hi (i = 1, 2, 3). Êîìïîíåíòû hi îòíîñèì ê
òî÷êå, â êîòîðîé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ öåíòð ìàññ ñòàíöèè.
Òàêîå äîïóùåíèå îïðàâäàíî, ïîñêîëüêó ðàçìåðû ñòàíöèè ìàëû ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàññòîÿíèåì, íà êîòîðîì ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè èñïûòûâàåò çàìåòíîå
èçìåíåíèå.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ââåäåííûõ óãëîâ ïðèâåäåíû â ëåâûõ
÷àñòÿõ ðèñ. 1, 2. Àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êîìïîíåíò
óãëîâîé ñêîðîñòè èçîáðàæåíû â ñðåäíèõ ÷àñòÿõ ðèñóíêîâ. Ïðàâûå ÷àñòè ðè-
ñóíêîâ ñîäåðæàò ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êîìïîíåíò íàïðÿæåííî-
ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìàðêåðû ðÿäîì ñ ãðàôèêàìè êîìïîíåíò hi óêàçûâàþò
äàííûå èçìåðåíèé, à ñàìè ýòè ãðàôèêè ðàññ÷èòàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëè-
òè÷åñêîé ìîäåëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî èçìåðåíèÿ
îõâàòûâàþò òîëüêî ïåðâûå 90 ìèí íà êàæäîì ïðåäñòàâëåííîì îòðåçêå äâè-
æåíèÿ, äâèæåíèå íà îñòàëüíîé ÷àñòè îòðåçêà � ðåçóëüòàò ýêñòðàïîëÿöèè.
Íà ðèñ. 3 äëÿ ýòèõ îòðåçêîâ èçîáðàæåíû ïðîåêöèè îðòà îñè x1 íà ïëîñêîñòè,
êîòîðûå íåïîäâèæíû â èíåðöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå è îðòîãîíàëüíû ñðåäíå-
ìó çíà÷åíèþ âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñïóòíèêà íà ñîîòâåòñòâóþùåì
îòðåçêå.

Ñóäÿ ïî ðèñóíêàì, äâèæåíèå îñè x1 ïðîèñõîäèëî ïî÷òè ïî êðóãîâîìó
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êîíóñó, îñü êîòîðîãî ïðàêòè÷åñêè íå ýâîëþöèîíèðîâàëà. Ïîñêîëüêó ðàñïðå-
äåëåíèå ìàññ ñòàíöèè áûëî áëèçêî ê îñåñèììåòðè÷íîìó ñ îñüþ ñèììåòðèè
x1, òàêîå äâèæåíèå åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåãóëÿðíóþ ïðåöåñ-
ñèþ òâåðäîãî òåëà â ñëó÷àå Ýéëåðà. Îäíàêî èìåþòñÿ è äîâîäû ïðîòèâ. Îñü
x1 áûëà îñüþ ìèíèìàëüíîãî ìîìåíòà èíåðöèè ñòàíöèè, ïîýòîìó ìîæíî áûëî
îæèäàòü, ÷òî ñî âðåìåíåì âñëåäñòâèå äèññèïàöèè ýíåðãèè áîðòîâûìè óñòðîé-
ñòâàìè óãîë íóòàöèè áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ è ñòàíöèÿ îïðîêèíåòñÿ. Îäíàêî
çà äâîå ñóòîê õàðàêòåð äâèæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèëñÿ. Ïðè÷èíà, ïî-
âèäèìîìó, çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñòàíöèè áûëà íå äî-
ñòàòî÷íî âåëèêà è íà åå äâèæåíèè ñóùåñòâåííî ñêàçàëîñü âëèÿíèå âíåøíèõ
ìîìåíòîâ.

Àíàëîãè÷íîå äâèæåíèå íàáëþäàëîñü è ó ñïóòíèêà Ôîòîí Ì-3 â ñåíòÿáðå
2007 ã. Ýòîò ñïóòíèê òàêæå ñîâåðøàë íåóïðàâëÿåìûé ïîëåò, è ðåêîíñòðóê-
öèÿ åãî äâèæåíèÿ âûïîëíÿëàñü ïî èçìåðåíèÿì ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè [3].
Â îòëè÷èå îò ñòàíöèè Ìèð ìàãíèòíûå èçìåðåíèÿ íà Ôîòîíå Ì-3 ïðîâîäè-
ëèñü â òå÷åíèå âñåãî ïîëåòà è ïîçâîëèëè ðåêîíñòðóèðîâàòü åãî äâèæåíèå
äîñòàòî÷íî äåòàëüíî. Ðåêîíñòðóêöèÿ âûïîëíÿëàñü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â
ñëó÷àå ñòàíöèè Ìèð, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ. Ïðèìåð ðåêîíñòðóêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 4, 5. Îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñ. 4
ñîâïàäàþò ñ ââåäåííûìè ðàíåå, òîëüêî ìàðêåðû â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðèñóí-
êà èìåþò äðóãóþ ôîðìó, è ñèñòåìà êîîðäèíàò Z1Z2Z3 îïðåäåëåíà íåñêîëüêî
èíà÷å. Â ñëó÷àå Ôîòîíà Ì-3 îñü Z2 ïàðàëëåëüíà âåêòîðó êèíåòè÷åñêîãî ìî-
ìåíòà îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, îñü Z3 ëåæèò â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà
è íàïðàâëåíà â âîñõîäÿùèé óçåë îñêóëèðóþùåé îðáèòû ñïóòíèêà. Óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ñèñòåìû Z1Z2Z3 íå ïðåâûøàåò 5 ãðàä./ñóò. Êðèâûå íà ðèñ. 5 ñóòü
ïðîåêöèè ãîäîãðàôà îðòà îñè x1 íà ïëîñêîñòü îðáèòû Z1Z3 è íà ïëîñêîñòü
Z1Z2.

Ðàñïðåäåëåíèå ìàññ Ôîòîíà Ì-3 òàêæå áûëî áûëî áëèçêî ê îñåñèììåò-
ðè÷íîìó ñ îñüþ ñèììåòðèè x1, ïîýòîìó è äâèæåíèå íà ðèñ. 4, 5 ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ Ýéëåðà. Â ñëó÷àå Ôîòîíà Ì-3
èìåëà ìåñòî ýâîëþöèÿ ïðåöåññèè � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñïóòíèêà ìåäëåí-
íî âîçðàñòàë [3]. Êðîìå òîãî, â íà÷àëå ôîðìèðîâàíèÿ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè
Ôîòîí Ì-3 ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ãèðîñòàò ñ ãèðîñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì, íà-
ïðàâëåííûì ïðèìåðíî âäîëü îñè x1 è ñîçäàâàåìûì öåíòðèôóãîé. Èìåííî ê
ýòîé ÷àñòè ïîëåòà îòíîñèòñÿ îòðåçîê âðåìåíè íà ðèñ. 4, 5. ×åðåç íåñêîëüêî
ìèíóò ïîñëå îêîí÷àíèÿ ýòîãî îòðåçêà öåíòðèôóãà áûëà âûêëþ÷åíà.

Èòàê, ó äâóõ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ñïóòíèêîâ (îòíî-
øåíèå îñåâîãî ìîìåíòà èíåðöèè ê ýêâàòîðèàëüíîìó ó ñòàíöèè Ìèð ñîñòàâëÿ-
ëî 0.66, à ó Ôîòîíà Ì-3 � 0.26; ìàññà ñòàíöèè áûëà áîëåå 100 ò, ìàññà Ôîòî-
íà Ì-3 � íåñêîëüêî ìåíåå 7 ò) âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ îêàçàëèñü ïîõîæèìè
è äîâîëüíî ñïåöèàëüíûìè. Íèæå ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ äâèæåíèé îáúÿñíÿåò-
ñÿ â ðàìêàõ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ìîäåëè. Ñïóòíèê ñ÷èòàåòñÿ îñåñèììåòðè÷-
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íûì ãèðîñòàòîì ñ ãèðîñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì, íàïðàâëåííûì âäîëü îñè ñèì-
ìåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ.
Îðáèòà ñïóòíèêà � êðóãîâàÿ è íåèçìåííà â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå. Íà
ñïóòíèê äåéñòâóåò ãðàâèòàöèîííûé ìîìåíò. Ðàçûñêèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå
äâèæåíèÿ îñè ñèììåòðèè ñïóòíèêà â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîõîæèå íà
äâèæåíèå îñè x1 ñòàíöèè Ìèð è ñïóòíèêà Ôîòîí Ì-3.

Îòìåòèì ñóùåñòâåííûå ñòîðîíû âûáðàííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Âî-
ïåðâûõ, ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â àáñîëþòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Â ñëó÷àå êðóãîâîé îðáèòû áîëåå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè-
÷åñêèå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, çàïèñàííûå â ýòîé ñèñòåìå, àâòîíîìíû, è ïåðèîä èõ ðå-
øåíèé çàðàíåå íå ôèêñèðóåòñÿ. Â òàêîé ñèòóàöèè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà (ïðîèçâîëü-
íûé ñäâèã ïî âðåìåíè íå ó÷èòûâàåì). Ïðè îòûñêàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæå-
íèé â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ÿâíî ñîäåðæàò âðåìÿ è èìåþò ïî
íåìó çàäàííûé ïåðèîä. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ
èçîëèðîâàííûìè.

Âî-âòîðûõ, íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ îñè
ñèììåòðèè ñïóòíèêà. Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî � ñóùåñòâåííîå ñóæåíèå ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷è. Îäíàêî ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
ïëîòíû âî ìíîæåñòâå âñåõ ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äâèæåíèé. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïî÷òè ëþáîå äâèæåíèå óêàçàííîãî âûøå òèïà ìîæíî íà ôèêñèðîâàííîì
îòðåçêå âðåìåíè ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðîâàòü ïåðèîäè÷å-
ñêèì äâèæåíèåì ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïåðèîäîì. Íåïåðèîäè÷åñêèå äâèæå-
íèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü âïîñëåäñòâèè.

2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îñè ñèììåòðèè ñïóòíèêà. Ðàññìîòðèì
ñïóòíèê, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îñåñèììåòðè÷íûé ãèðîñòàò, öåíòð ìàññ êî-
òîðîãî äâèæåòñÿ ïî íåèçìåííîé êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã íåïîäâèæíîãî ïðè-
òÿãèâàþùåãî öåíòðà. Ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ñïóòíèêà � ïîñòîÿííûé è íà-
ïðàâëåí âäîëü åãî îñè ìàòåðèàëüíîé ñèììåòðèè. Äëÿ îïèñàíèÿ âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ââåä¼ì äâå ïðàâûå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà Z1Z2Z3 ñâÿçàíà ñ îðáèòîé ñïóòíèêà: îñü Z2 ïåðïåíäè-
êóëÿðíà åå ïëîñêîñòè. Ñèñòåìà x1x2x3 îáðàçîâàíà ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè
îñÿìè èíåðöèè ñïóòíèêà. Îñü x1 � îñü ìàòåðèàëüíîé ñèììåòðèè ñïóòíèêà.

Ïîëîæåíèå ñèñòåìû x1x2x3 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Z1Z2Z3 çàäàäèì ââå-
äåííûìè âûøå óãëàìè γ, δ è β. Ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñèñòåìû x1x2x3 ê ñè-
ñòåìå Z1Z2Z3 îáîçíà÷èì ‖aij‖ 3

i,j=1 , aij � êîñèíóñ óãëà ìåæäó îñÿìè Zi è xj,

a11 = − sin δ cos β,
a12 = cos δ sin γ + sin δ sin β cos γ,
a13 = cos δ cos γ − sin δ sin β sin γ,

a21 = sin β,
a22 = cos β cos γ,
a23 = − cos β sin γ,
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a31 = − cos δ cos β,
a32 = − sin δ sin γ + cos δ sin β cos γ,
a33 = − sin δ cos γ − cos δ sin β sin γ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé. Ïîëàãàåì, ÷òî â
ìîìåíò t = 0 ðàäèóñ-âåêòîð ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà
íàïðàâëåí âäîëü îñè Z2.

Êîìïîíåíòû àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà â ñèñòåìå êîîðäèíàò
x1x2x3 îáîçíà÷èì ω1, ω2 è ω3. Ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè γ̇, δ̇ è β̇ îíè ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè

ω1 = δ̇a21 + γ̇, ω2 = δ̇a22 + β̇ sin γ, ω3 = δ̇a23 + β̇ cos γ.

Ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå

Ω2 = ω2 cos γ − ω3 sin γ, Ω3 = ω2 sin γ + ω3 cos γ.

Âåëè÷èíû Ω2 è Ω3 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîåêöèè àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòè ñïóòíèêà íà îñè Ðåçàëÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç îñåé x2 è x3 ïðè γ = 0. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðîèçâîäíûå γ̇, δ̇ è β̇ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ̇ = ω1 − Ω2 tg β, δ̇ =
Ω2

cos β
, β̇ = Ω3. (1)

Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ñïóòíèêà-ãèðîñòàòà, èñïûòûâàþ-
ùåãî äåéñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî ìîìåíòà, èìåþò âèä

I1ω̇1 = 0, I2ω̇2 + [(I1 − I2)ω1 +G]ω3 = 3ω2
0(I1 − I2)l1l3, (2)

I2ω̇3 − [(I1 − I2)ω1 +G]ω2 = −3ω2
0(I1 − I2)l1l2.

Çäåñü I1 � ìîìåíò èíåðöèè ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî îñè x1, I2 � ìîìåíò èíåð-
öèè îòíîñèòåëüíî îñè x2 è îñè x3, G � ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò, ω0 � óãëîâàÿ
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî îðáèòå, lj = a1j sinω0t+ a3j cosω0t (j = 1, 2, 3) � êîì-
ïîíåíòû îðòà ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàäèóñà-âåêòîðà ñïóòíèêà â ñèñòåìå x1x2x3.
Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò lj ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

l1 = − cos(δ − ω0t) cos β,
l2 = − sin(δ − ω0t) sin γ + cos(δ − ω0t) sin β cos γ,
l3 = − sin(δ − ω0t) cos γ − cos(δ − ω0t) sin β sin γ.

Â óðàâíåíèÿõ (2) óäîáíî îò ïåðåìåííûõ ω2, ω3 ê ïåðåìåííûì Ω2, Ω3.
×òîáû âûïîëíèòü òàêóþ çàìåíó, âîçüìåì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âòîðîãî è
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òðåòüåãî óðàâíåíèé (2) ñ êîýôôèöèåíòàìè cos γ, − sin γ è sin γ, cos γ. Ó÷è-
òûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

ω̇2 cos γ − ω̇3 sin γ = Ω̇2 + γ̇Ω3 = Ω̇2 + (ω1 − Ω2 tg β)Ω3,

ω̇2 sin γ + ω̇3 cos γ = Ω̇3 − γ̇Ω2 = Ω̇3 − (ω1 − Ω2 tg β)Ω2

(çäåñü èñïîëüçîâàíî ïåðâîå óðàâíåíèå (1)), ïîëó÷èì

Ω̇2 = −(h− Ω2 tg β)Ω3 − 3ω2
0(1− λ) cos(δ − ω0t) sin(δ − ω0t) cos β,

Ω̇3 = (h− Ω2 tg β)Ω3 − 3ω2
0(1− λ) cos2(δ − ω0t) sin β cos β, (3)

h =
I1ω1 +G

I2
, λ =

I1
I2
.

Â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ω1 = const, ïîýòîìó íèæå âåëè÷èíà h ðàññìàòðèâà-
åòñÿ êàê ïàðàìåòð íàðÿäó ñ ïàðàìåòðîì λ. Äàëåå áóäåì èçó÷àòü íå äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà, à äâèæåíèÿ îäíîé ëèøü åãî îñè x1. Òàêèå äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ
ñèñòåìîé, îáðàçîâàííîé ïîñëåäíèìè äâóìÿ óðàâíåíèÿìè (1) è óðàâíåíèÿìè
(3). Ýòà ñèñòåìà íå ñîäåðæèò óãëà γ è ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Â ñèëó ñêàçàííîãî
óðàâíåíèå äëÿ γ â äàëüíåéøåì íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Â ñèñòåìå, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå îñè x1, ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïå-
ðåìåííûì è ïàðàìåòðàì. Ââåäåì áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ω0t, áåçðàçìåðíûå óã-
ëîâûå ñêîðîñòè ω−1

0 Ω2, ω−1
0 Ω3 è áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ω−1

0 h. Çà áåçðàçìåð-
íûìè âåëè÷èíàìè ñîõðàíèì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó

δ̇ =
Ω2

cos β
, β̇ = Ω3,

Ω̇2 = −(h− Ω2 tg β)Ω3 − 3(1− λ) cos(δ − t) sin(δ − t) cos β, (4)

Ω̇3 = (h− Ω2 tg β)Ω2 − 3(1− λ) cos2(δ − t) cos β sin β.

Ïîñêîëüêó 2I2 > I1 > 0 (ïåðâîå íåðàâåíñòâî � "íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-
íèêà" äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè ñïóòíèêà), ôèçè÷åñêè äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà λ ëåæàò â èíòåðâàëå 0 < λ < 2.

Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé (4). Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé
ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿò îò âðåìåíè ñ ïåðèîäîì π. Ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò
ïåðâûé èíòåãðàë (îáîáùåííûé èíòåãðàë ýíåðãèè)

H =
1

2
(Ω2

2 + Ω2
3)− Ω2 cos β − h sin β − 3

2
(1− λ) cos2(δ − t) cos2 β

è èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ

t→ −t, δ → −δ, Ω3 → −Ω3. (5)
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Óðàâíåíèÿ (4) âûäåðæèâàþò òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå

h→ −h, β → −β, Ω3 → −Ω3. (6)

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ. Ïîðîæäàþ-
ùèå ðåøåíèÿ. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñ-
êàíèè πm-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (4). Â îáùåì ñëó÷àå ïîèñê òàêèõ
ðåøåíèé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü äëÿ ñèñòåìû (4) ïåðèîäè÷åñêóþ
êðàåâóþ çàäà÷ó

δ(0) = δ(πm), β(0) = β(πm), Ω2(0) = Ω2(πm), Ω3(0) = Ω3(πm).

Îäíàêî ñâîéñòâî ýòîé ñèñòåìû âûäåðæèâàòü ïðåîáðàçîâàíèå (5) ïîçâîëÿåò
èñêàòü åå πm-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà, îïðåäåëÿåìûå êðà-
åâûìè óñëîâèÿìè

δ(0) = Ω3(0) = δ
(πm

2

)
= Ω3

(πm
2

)
= 0. (7)

Âñÿêîå ðåøåíèå çàäà÷è (4), (7) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ
îñü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

δ(−t) = −δ(t), β(−t) = β(t), Ω2(−t) = Ω2(t), Ω3(−t) = −Ω3(t)

è óñëîâèé πm-ïåðèîäè÷íîñòè. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), îïðåäå-
ëÿåìûå êðàåâûìè óñëîâèÿìè (7), íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè.

Ïðè λ = 1 óðàâíåíèÿ (4) äîïóñêàþò òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà

K1 = −h sin δ cos β + Ω2 sin δ sin β + Ω3 cos δ,

K2 = h sin β + Ω2 cos β, (8)

K3 = −h cos δ cos β + Ω2 cos δ sin β − Ω3 sin δ

è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûìè. Âåëè÷èíû Ki ïðîïîðöèîíàëüíû êîìïîíåíòàì
ñîáñòâåííîãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñïóòíèêà â ñèñòåìå Z1Z2Z3. Ñóùåñòâî-
âàíèå âûïèñàííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ îáóñëîâëåíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî
íà ñïóòíèê ñ øàðîâûì òåíçîðîì èíåðöèè ãðàâèòàöèîííûé ìîìåíò íå äåé-
ñòâóåò (â îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè).

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4) â ñëó÷àå λ = 1 áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå
ïîðîæäàþùèõ ïðè îòûñêàíèè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (4), (7). Ñîãëàñíî (7)
ïîðîæäàþùèå ðåøåíèÿ äîëæíû èìåòü K1 = 0. ×òîáû âûïèñàòü ýòè ðåøåíèÿ
â ÿâíîì âèäå, ðàññìîòðèì íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû aj1 (j = 1, 2, 3) îñè x1 â
ñèñòåìå Z1Z2Z3 è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ íèõ. Óðàâíå-
íèÿ âûâåäåì òàê. Èç ñîîòíîøåíèé (8) ïðè K1 = 0 íàéäåì

Ω2 = K2 cos β +K3 cos δ sin β, Ω3 = −K3 sin δ. (9)
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Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷èì

δ̇ = K2 +K3 cos δ tg β, β̇ = −K3 sin δ.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè ôîðìóëû äëÿ âåëè÷èí aj1 èç ï. 2 ñ ó÷åòîì ïî-
ñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé, èìååì

ȧ11 = K2a31 −K3a21 , ȧ21 = K3a11 ȧ31 = −K2a11 .

Âûïèñàííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � ëèíåéíûå ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Èõ ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì a11(0) = 0 (ñëåäóåò
èç (7)) è a2

11 + a2
21 + a2

31 = 1, èìååò âèä

a11 = A sinωpt, a21 =
hK2

ω2
p

− AK3

ωp
cosωpt, a31 =

hK3

ω2
p

+
AK2

ωp
cosωpt,

ωp =
√
K2

2 +K2
3 , A = ±

√
1− h2

ω2
p

.

Ââåäåì ïîñòîÿííûå óãëû θ è ϕ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

K2 = ωp sin θ, K3 = ωp cos θ, h = ωp cosϕ, A = sinϕ .

Òîãäà ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

a11 = sinϕ sinωpt,
a21 = cosϕ sin θ − sinϕ cos θ cosωpt,
a31 = cosϕ cos θ + sinϕ sin θ cosωpt.

Ñìûñë ââåäåííûõ óãëîâ: θ � óãîë ìåæäó âåêòîðîì êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
ñïóòíèêà è îñüþ Z3, ϕ � óãîë ïîëóðàñòâîðà êîíóñà, ïî êîòîðîìó îñü x1 äâè-
æåòñÿ âîêðóã âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñïóòíèêà. Ðàçðåøèâ ïîëó÷åí-
íûå âûðàæåíèÿ äëÿ aj1 îòíîñèòåëüíî δ è β è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè
(9), ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) â ñëó÷àå λ = 1.

Ñèñòåìà (4) èìååò îñîáåííîñòü ïðè cos β = 0. Ýòà îñîáåííîñòü íå ñóùå-
ñòâåííà äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé â ï. 1 öåëè, íî óñëîæíÿåò àêêóðàò-
íûå ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ ïðèâîäèìûõ íèæå óòâåðæäåíèé. Êðîìå òîãî,
ôîðìóëû ïåðåñ÷åòà âåëè÷èí aj1 â óãëû δ è β òàêæå èìåþò îñîáåííîñòü ïðè
cos β = 0, ò. å. ïðè |a21| = 1. ×òîáû íå èìåòü äåëà ñ ýòîé îñîáåííîñòüþ, íèæå
ïîëàãàåì | sin(θ±ϕ)| < 1. Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî îñü Z2 íå ëåæèò íà
êîíóñå, ïî êîòîðîìó äâèæåòñÿ îñü x1.

Íàéäåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ïðè λ = 1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7),
îòíîñÿùèìñÿ ê òî÷êå t = 0, è çàâèñèò îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ:
ωp è θ. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì (7), îòíîñÿùèìñÿ ê òî÷êå t = πm/2,
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ñëåäóåò âçÿòü ωp = 2k/m, ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ óäîáñòâà ÷èñëà k
è m áóäåì ñ÷èòàòü âçàèìíî ïðîñòûìè. Ïàðàìåòð θ îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì.
Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4), (7) îáîçíà÷èì

δ = δ0(t, θ), β = β0(t, θ), Ω2 = Ω20(t, θ), Ω3 = Ω30(t, θ). (10)

Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ε = 1−λ è áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
(4), (7), îïðåäåëåííûå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |ε| è ñîâïàäàþùèå ïðè ε = 0
ñ êàêèì-ëèáî ðåøåíèåì (10). Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ïðèìåíèìà ëè â äàííîì
ñëó÷àå òåîðåìà Ïóàíêàðå [4]. Ñèñòåìó (4), ëèíåàðèçîâàííóþ ïðè ε = 0 â
îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ (10), îáîçíà÷èì

ẏ = A(t, θ)y, y = (∆δ, ∆β, ∆Ω2, ∆Ω3)
T . (11)

ßâíûé âèä ýòîé ñèñòåìû íå ïîíàäîáèòñÿ. Ðàññìîòðèì äëÿ ñèñòåìû (11) êðà-
åâóþ çàäà÷ó (ñð. (7))

∆δ(0) = ∆Ω3(0) = ∆δ
(πm

2

)
= ∆Ω3

(πm
2

)
= 0. (12)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

y =

(
∂δ0(t, θ)

∂θ
,
∂β0(t, θ)

∂θ
,
∂Ω20(t, θ)

∂θ
,
∂Ω30(t, θ)

∂θ

)T

≡ Φ(t, θ).

Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíîå óñëîâèå òåîðåìû Ïóàíêàðå â ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷å íå âûïîëíåíî. Â ýòîé çàäà÷å èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé.

4. Ïîñòðîåíèå ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ìåòîäîì
Õåëüäåðà. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Èñïîëüçóÿ
ÿâíûé âèä îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ïðè λ = 1, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ñëó-
÷àå cosϕ sinϕ 6= 0 çàäà÷à (11), (12) èìååò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-
æèòåëÿ) íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y = Φ(t, θ). Îñü x1 ïðè sinϕ = 0 ïàðàëëåëü-
íà âåêòîðó êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñïóòíèêà, à ïðè cosϕ = 0 ïåðïåíäèêóëÿð-
íà åìó. Ýòè ñëó÷àè òðåáóþò îòäåëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûì çäåñü çàíèìàòüñÿ
íå áóäåì. Íèæå ïîëàãàåì, ÷òî â ïîðîæäàþùåì ðåøåíèè cosϕ sinϕ 6= 0.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (11), (12) ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííóþ åé çàäà÷ó

ψ̇ + ψA(t, θ) = 0, ψ = (ψδ, ψβ, ψΩ2, ψΩ3),

ψβ(0) = ψΩ2(0) = ψβ

(πm
2

)
= ψΩ2

(πm
2

)
= 0.

Ýòà çàäà÷à òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, è åãî ìîæíî
âçÿòü â âèäå

ψ =

(
∂K1

∂δ
,
∂K1

∂β
,
∂K1

∂Ω2
,
∂K1

∂Ω3

)
.
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîé ôóíêöèè (8) çäåñü âû÷èñëÿþòñÿ íà ðåøåíèè
(10). ßâíàÿ ôîðìà âûïèñàííîãî ðåøåíèÿ

ψ =
[
ωp cos θ, ωp sin θ sin δ0(t, θ), sin δ0(t, θ) sin β0(t, θ), cos δ0(t, θ)

]
≡ Ψ(t, θ).

Ïîÿñíèì ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé Φ(t, θ) è Ψ(t, θ). Ðàññìîòðèì
êðàåâóþ çàäà÷ó (12) äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (ñð. (11))

ẏ = A(t, θ)y + F (t).

Ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

πm/2∫
0

Ψ(t, θ)F (t) dt = 0.

Åñëè âûïèñàííîå óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

πm/2∫
0

ΦT (t, θ)y dt = 0.

Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå (4). Çàìåíà ïåðåìåííûõ

∆δ = δ − δ0(t, θ), ∆β = β − β0(t, θ),

∆Ω2 = Ω2 − Ω20(t, θ), ∆Ω3 = Ω3 − Ω30(t, θ)

ïåðåâîäèò ýòó ñèñòåìó â ñèñòåìó

ẏ = A(t, θ)y + f(t, y, θ, ε), (13)

y = (∆δ, ∆β, ∆Ω2, ∆Ω3)
T , f(t, y, θ, ε) = O

(
yTy + |ε|

)
.

Çàäà÷à òåïåðü ñîñòîèò â îòûñêàíèè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (12) äëÿ ñèñòå-
ìû (13), îïðåäåëåííûõ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |ε| è ñîâïàäàþùèõ ïðè ε = 0
â íóëü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì
Õ¼ëüäåðîì [5] è ðàçâèòûì âïîñëåäñòâèè Ëüþèñîì [6], Õåéëîì [7] è äð.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (12) äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû

ẏ = A(t, θ)y + f(t, y, θ, ε)−ΨT (t, θ)p,

πm/2∫
0

ΦT (t, θ)y dt = 0. (14)

Çäåñü y � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, p � íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |ε| çàäà÷à (12), (14) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
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y = y∗(t, θ, ε), p = p∗(θ, ε), ãëàäêèì îáðàçîì çàâèñÿùåå îò θ è ε è óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ y∗(t, θ, 0) ≡ 0, p∗(θ, 0) = 0.

Óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî θ

p∗(θ, ε) = 0 (15)

íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì. Ïóñòü θ = ϑ(ε) � êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ,
ãëàäêèì îáðàçîì çàâèñÿùèé îò ε. Òîãäà y = y∗[t, ϑ(ε), ε] � ðåøåíèå ñèñòåìû
(13), ïåðåõîäÿùåå ïðè ε = 0 â íóëü. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (4), (7), ñóùåñòâóþùåãî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |ε| è ïåðåõîäÿùåãî
ïðè ε = 0 â ðåøåíèå (10) ñ θ = θ0, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ θ = ϑ(ε) òàêàÿ, ÷òî
ϑ(0) = θ0, p∗[ϑ(ε), ε] ≡ 0 è ðàçíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4), (7) è ðåøåíèÿ
(10) ïðè θ = ϑ(ε) ðàâíà y∗[t, ϑ(ε), ε].

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âñå âñòðåòèâøèåñÿ âûøå ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêè çà-
âèñÿò îò âñåõ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ïîýòîìó ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé
çàäà÷è (12), (14) ïðåäñòàâèìî ðÿäàìè

y∗(t, θ, ε) =
∞∑

n=0

εnyn(t, θ), p∗(θ, ε) =
∞∑

n=0

εnpn(θ).

Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ðÿäîâ àíàëîãè÷åí ñïîñîáó âû÷èñ-
ëåíèÿ ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ â òåîðåìå Ïóàíêàðå.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì åãî íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ y1(t, θ), p1(θ).
Ïîäñòàíîâêà âûïèñàííûõ ðÿäîâ â ñîîòíîøåíèÿ (14) è âûäåëåíèå â íèõ ÷ëå-
íîâ ∼ ε äàåò

ẏ1 = A(t, θ)y1 +
∂f(t, 0, θ, 0)

∂ε
−ΨT (t, θ)p1,

πm/2∫
0

ΦT (t, θ)y1 dt = 0,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ y1 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü êðàåâûì óñëîâèÿì (12). ×òîáû
êðàåâàÿ çàäà÷à, îïðåäåëÿþùàÿ ýòó ôóíêöèþ, áûëà ðàçðåøèìà, íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (ñì. âûøå)

πm/2∫
0

Ψ(t, θ)

[
∂f(t, 0, θ, 0)

∂ε
−ΨT (t, θ)p1

]
dt = 0.

Îòñþäà íàõîäèì

p1(θ) =

 πm/2∫
0

Ψ(t, θ)ΨT (t, θ) dt


−1

πm/2∫
0

Ψ(t, θ)
∂f(t, 0, θ, 0)

∂ε
dt.
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Èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ y1 îáåñïå÷èâàåò âûáîð ýòîé ôóíêöèè åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì.

Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò äàåò

Ψ(t, θ)
∂f(t, 0, θ, 0)

∂ε
=

3

2
a21a31(1 + cos 2t) +

3

2
a11a21 sin 2t .

Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè p1(θ) íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà, íî çàäà÷ó ìîæíî åùå
áîëåå óïðîñòèòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ñëó÷àè ωp = ±1 è ωp = ±2 íå ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñà äëÿ èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé, îïèñàííûõ â ï. 1. Óêàçàííûå
çíà÷åíèÿ ωp ñëèøêîì ìàëû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ïðè |ωp| > 2 èìååì (ñ
òî÷íîñòüþ äî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìíîæèòåëÿ)

p1(θ) = sin θ cos θ(3 cos2 ϕ− 1).

Óðàâíåíèå (15) ìîæíî â äàííîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó p1(θ) = O(ε).
Åñëè cos2 ϕ 6= 1/3, òî óðàâíåíèå (15) èìååò äâà ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ
êîðíÿ ϑ1(ε) = O(ε) è ϑ2(ε) = π+O(ε). Èçó÷åíèå ñëó÷àÿ cos2 ϕ = 1/3 òðåáóåò
ðàñ÷åòà p2(θ) è, âîçìîæíî, êîýôôèöèåíòîâ pk(θ) ïðè k > 2.

5. ×èñëåííîå ïîñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. ×èñëåííîå ïî-
ñòðîåíèå ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (4), (7) ïðîâîäèëîñü ìåòîäîì ïðîäîëæå-
íèÿ ïî ïàðàìåòðó. Ïàðàìåòðàìè ñëóæèëè λ è h. Íèæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ãîâîðèòü î λ. Â íà÷àëå ðàñ÷åòîâ ðåøåíèÿ âñåãäà ïðîäîëæàëèñü ïî ýòî-
ìó ïàðàìåòðó. Èñïîëüçóåìûé âàðèàíò ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ îïèñàí â [5]. Îí
îñíîâàí íà ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ (4), (7) ìåòîäîì ñòðåëüáû. Ïðè ýòîì íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ β(0), Ω2(0) è ïàðàìåòð λ ñ÷èòàëèñü íåèçâåñòíûìè, êðàåâûå
óñëîâèÿ (7) â òî÷êå t = πm/2 ñëóæèëè óðàâíåíèÿìè äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ.
Ïîñêîëüêó íåèçâåñòíûõ çäåñü íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì óðàâíåíèé, óäîáíî
ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ çàäàþò êðèâóþ L â ïðîñòðàíñòâå R3[β(0),Ω2(0), λ].
Ïîñòðîåíèå êðèâîé âûïîëíÿëîñü ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà "ïðîãíîç-êîððåêöèÿ".
Ïðîãíîç � øàã â íàïðàâëåíèè êàñàòåëüíîé ê L. Øàã ïî êàñàòåëüíîé � ýòî
ëèíåéíûé ïðîãíîç. Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ äâà ïðîãíîçà: êâàäðàòè÷íûé
è òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïîñëåäíèé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ôàêòè÷åñêîãî ïðîãíîçà, à
êâàäðàòè÷íûé � äëÿ âûáîðà øàãà ïðîãíîçà ïî êðèòåðèþ ëîêàëüíîé ïîãðåø-
íîñòè. Êîððåêöèÿ � ýòî ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì ñòðåëüáû ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðîãíîçíîé òî÷êè êàê íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä
Íüþòîíà, ïðè÷åì êàæäûé øàã âûïîëíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîì ê L. Äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ êðèâîé L ìàòðèöà∥∥∥∥∥∥∥

∂β(T )
∂β(0)

∂β(T )
∂Ω2(0)

∂β(T )
∂λ

∂Ω2(T )
∂β(0)

∂Ω2(T )
∂Ω2(0)

∂Ω2(T )
∂λ

∥∥∥∥∥∥∥ , T =
πm

2
(16)
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èìåëà ïîëíûé ðàíã. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé ìàòðèöû èíòåãðèðóþòñÿ óðàâíå-
íèÿ â âàðèàöèÿõ.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè ïðè âû÷èñëåíèè êðèâîé L óäîáíî áûëî áû
èñïîëüçîâàòü åå òî÷êó

β(0) = arcsin

√
1−

(
mh

2k

)2

, Ω2(0) = −2k

m

√
1−

(
mh

2k

)2

, λ = 1,

îòâå÷àþùóþ ïîðîæäàþùåìó ðåøåíèþ (10). Íî â ýòîé òî÷êå ìàòðèöà (16)
èìååò íåïîëíûé ðàíã. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè ïðèíèìàëàñü òî÷êà, çà-
äàâàåìàÿ âûïèñàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ β(0), Ω2(0) è λ = 0.99. Ðàáîòà
àëãîðèòìà ïðîäîëæåíèÿ íà÷èíàëàñü ñ ýòàïà êîððåêöèè. Ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ ïðîäîëæåíèÿ ïî λ ðåøåíèÿ ïðîäîëæàëèñü ïî ïàðàìåòðó h. Â ñèëó èí-
âàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé (4) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (6) ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïðè h ≥ 0.

Ïðèìåðû ïðîäîëæåíèÿ ïîðîæäàþùåãî ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðàì λ è h â
ñëó÷àåm = 1, k = 4 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6, 7 è â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðèñ. 8 � 10. Çäåñü
ðåçóëüòàòû ïðîäîëæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêàìè çàâèñèìîñòè íåíóëåâûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è îò îäíîãî èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè äðóãîãî. Ïðèìåðû íàéäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 11 � 13. Ðåøåíèÿ ïîñòðîåíû íà îòðåçêå 0 ≤ t ≤ π
è ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêàìè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïåðåìåííûõ óðàâíåíèé
(2) � (4), êîìïîíåíò âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â ñèñòåìå Z1Z2Z3 è
ïðîåêöèÿìè ãîäîãðàôà îðòà îñè x1 íà ïëîñêîñòü Z1Z2. Âèä íàéäåííûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé îñè x1 ïîõîæ íà äâèæåíèÿ ïðîäîëüíîé îñè ðåàëüíûõ
ñïóòíèêîâ, îïèñàííûõ â ï. 1.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âû-
÷èñëÿëèñü èõ ìóëüòèïëèêàòîðû � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü èñ-
õîäíîé ñèñòåìû (4) è èññëåäóåìûõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(5), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ìàòðèöû � âîç-
âðàòíîå [7]. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

(ρ2 − A1ρ+ 1)(ρ2 − A2ρ+ 1), (17)

ãäå A1 è A2 � êîýôôèöèåíòû. Åñëè A1, A2 äåéñòâèòåëüíû è |A1| ≤ 2, |A2| ≤
2, òî âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëåæàò íà îêðóæíîñòè |ρ| = 1
è âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

Â ïðîöåññå ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è â êàæ-
äîé âû÷èñëåííîé òî÷êå êðèâûõ, çàäàþùèõ ýòè ðåøåíèÿ â òðåõìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïàðàìåòðà, âû÷èñëÿëèñü óêàçàííàÿ ìàò-
ðèöà ìîíîäðîìèè, åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà (ìóëüòèïëèêàòîðû ïåðèîäè÷åñêîãî
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ðåøåíèÿ) è êîýôôèöèåíòû A1, A2 â óðàâíåíèè (17). Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë è êîýôôèöèåíòîâ ïðîâîäèëîñü íåçàâèñèìî. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà
íàõîäèëèñü ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì ëèíåéíîé àëãåáðû, êîýôôè-
öèåíòû A1, A2 âû÷èñëÿëèñü ïî ñëåäó ìàòðèöû ìîíîäðîìèè è ñóììå åå äèàãî-
íàëüíûõ ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êîýôôèöèåíòîâ A1,
A2 äâóìÿ ñïîñîáàìè íàõîäèëèñü â ïðàêòè÷åñêè òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæ-
äó ñîáîé. Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé
ïðèâåäåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðèñ. 8 � 10. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû
äåéñòâèòåëüíû, à èõ àáñîëþòíûå âåëè÷èíû èëè ìåíüøå 2 èëè íåçíà÷èòåëü-
íî ïðåâîñõîäÿò ýòî çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû
èëè ñëàáî íåóñòîé÷èâû.

Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-00467).
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