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Н.С. Келлин. Газокинетический оператор и его полугруппа в 
пространствах Лебега. Препринт Института прикладной математики им. М.В. 
Келдыша РАН, 2011, 20 страниц, библиография: 25 наименований. 

 Изучается спектр газокинетического оператора (и его полугруппы), 
отвечающего за описание процессов переноса частиц, их поглощения и 
воспроизводства их при соударениях в линеаризованном уравнении Больцмана. 
Вместе с соответствующими начальными и граничными условиями оно 
описывает процесс переноса частиц самой различной природы (от нейтронов 
или фотонов в ядерных реакторах или в звёздных атмосферах соответственно 
до клеток в популяциях). 

 
 

N.S. Kellin. Linear Boltzmann Operator and it’s Semi-group at Lebesgue Scale. 
Preprint, Inst. Appl. Mathem., Russian Academy of Sciences, 2011, 20 Pages, 25 
References. 

 The spectrum of linear Boltzmann operator (and it’s semi-group) which 
describes processes of particles transport and their adsorption with generation in 
linearized Boltzmann equation is investigated in this paper. Together with 
corresponding initial and boundary conditions this equation describes many processes 
of particle transport (from neutrons and photons in nuclear reactors and star’s 
atmospheres correspondingly till cells in growing populations). 
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§ 1. Спектральный анализ газокинетического оператора  

1.1 Цель настоящего исследования – спектральный анализ газокинетического оператора  


)

rL K h( r , )I         r
) ) )r rr

W d ' K( r , ' )   
r r rr

  в возможно более общих условиях, 

накладываемых на функции  h( r , )
rr

  и  K( r , ' ) 
r rr

,  которые предполагает только сам 
вывод уравнения Больцмана.  

Обозначения и соглашения о сокращениях в записи следуют принятым в монографии 
[1], и соответствуют использованным в работе [2] в частности, функции  h  и  K  соответст-

вуют функциям  1/2

totalE ( r ,E )
r

  и  l
b b ,l b ,l b ,l( E )( E / E ) ( r ,E ) W ( E E, )            

r rr
.   

Оператор  K
)

 – «интеграл соударений» – будет рассматриваться как возмущение опера-
тора переноса  – L

)
,  спектральные свойства которого подробно изучались в работе [2] в 

предположении, что функция   DLh ,  а области  V(υ)  лебегово эквивалентны замкнутым.   

Большинство1  результатов спектрального анализа оператора  
)

  будет получено в ана-
логичных предположениях:   
 

b
D D W 0 1h L ;K k( r , ' ) (| |), k L , b 2: 0 / | |

k k k , Imh( r , )=0; [V( )] V( )

' ' ; 
          

     

     

   

   

0 1
0

r rr

r r r rr

r r r r

почти при всех
.     (0)  

 

1.2 Предполагаются известными следующие свойства операторов  %.   

С.1. Замкнутость и неограниченность в пространствах  p
DL .   

С.2. Плотность области определения в  p p p
D p D DL : [ D( )] [ R ] L ; p    

)
.   

С.3. Взаимная сопряженность при  1/p + 1/q = 1  операторов  q%   и  p' L' K '   
) ) % ,  где  

p

DW KK dv ( r ,v v '), p , D( ') R     
) )r r r r % ,  а при  p   1 1,    

   
) ) ) )

.   

С.4. Существование резольвент  R( , ) 
) % ,  представимых при достаточно  больших  

Re (Re || K || a )   %   абсолютно и равномерно сходящимися рядами  R( , ) 
) %  = 

n n n n
0 0 0 0 0 n= = +( l ( )K) )l( ) A ( )l( ) (Kl( )) ( ) B ( )l( )( l( ) l ( ) l( ) l( )    

               %% % % % %%% % %% % % %A ,  с оцен-

кой норм вида  p p|| R( , ) || 1/{ Re sup || K || }   
) % % .  В дальнейшем под  A( )%   и  ( )%A   бу-

дут подразумеваться любые из операторов  l ( )K% %   и  Kl ( )%%   соответственно. Отметим, что  

A( )%   называется оператором критичности; его наибольшее собственное значение (см. ниже 

теорему 8)  равно  ýô ôK ( ), Im =0  .   

1.3. Приведем несколько простых предложений, которые будут использоваться при до-
казательстве теорем 1-8.  

Пр.1. p
DK B( L ), p [1, ]  % . В самом деле, из определения нормы в  DL   следует при-

надлежность  K%  к  DB( L ) ,  а, следовательно, и принадлежность  1
DK B( L )% ,  так как  

KK  
.  Согласно интерполяционной теореме Рисса  p

DK B( L )%   при всех  p.   

Пр.2. При рассмотрении операторных функций  A( )%   и  ( )%A   существенную роль 
играло утверждение, сформулированное в [1] с. 349 Д22.3: «Если  G – открытая односвязная 

область аналитичности операторнозначной функции  A( ) B( X ) 
)

  и, кроме того, некоторая 

положительная степень nA ( ) Q( X ) B( X )  
)

,  то либо оператор  I A( )
))

  не имеет ог-

                                                 
1 При использовании теории положительных на конусе операторов от функции  h  будет требоваться вещественность, а от  k – по-
ложительность.  
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раниченного обратного нигде в  G,  либо этот обратный существует всюду в  G,  кроме, быть 
может, счетного числа изолированных точек  i{ } G  ».  В работе [3] это утверждение до-

казано для случая  n = 1.  Методом, изложенным в [4] с. 504, получаем необходимую для 
дальнейшего часть приведенного утверждения; при выполнении сформулированных усло-

вий, оператор  )(AI


   ограниченно обратим всюду в  G,  кроме, быть может, не более чем 

счетного множества точек  i{ } G    с возможными предельными точками лишь на  G   и в 

бесконечности, если, хотя бы при одном  G, ( I A( )) B( X )    1

0 0

))
.   

Пр.3. Рассмотрим эквивалентные задачи Коши  ( t    )   
( )

t r t r

( ) ( ) dds s
s

exp[ ( h )]

n ' [ n h( r , )n ] Ln; | | 1 n ' [ n h( r , )n ] L n; | | ;

R( , L ) l ( ) R( , L ) l ( ) .     

             

  



  




  

       

    

;

;
1

r r

) )r r r r r rr r

) )) ) ) )    

Поэтому,  0    ( ) p

D
l ( ) B( L )  
)

  тогда и только тогда, когда  p

D
l ( ) B( L ) 
)

,  то есть  

s sa ( h( r ,v )) a ( h( r ,v ))   
r r r r

.   

Пр.4. Обычная проверка функции  x a ( )x a ( )x 1   2
2 3   на экстремум при  x 1 ,  

x max{ u, } min{ u, }  ,  0 1  ,  | | 1    показывает, что справедливо неравенство  
11 / | u | 2 (1 ) u / | |              1rr r r

.  Здесь  /  
r r

, u / u 
r r

,  ( , )  
r r

,.   

Пр.5. Операторы  A( )%   и  ( )%A   являются регулярными, что следует из определения 
(см. [5] с. 31) и условия (0).   

Пр.6. Операторы  
1

%   являются филлипсовскими, что следует из С.4. Поэтому, подобно 

тому, как в работе [2] были введены операторы  L
1

e%   и пространства  1

D
L e ,  можно ввести опе-

раторы  
1

e%   и соответствующие пространства  1

D
L e   (в которых  || f || || f ||'  ),  потребую-

щиеся вместо операторов  %   и пространства  
D

L   при рассмотрении полугрупп  T ( t , )
) % .   

Пр.7. (Лемма Альбертони, Монтаньини). Пусть  
sa P ( ) ( A( )) 1

          
))

.  

Доказательство леммы, приведенное в [1], без изменений, проводится и в случае, когда ко-

эффициенты оператора  : h
)

  и  K  удовлетворяют условиям (0).  

Пр.8. Про последовательность  p

Dn{ u } L   будем говорить, что “она сходится к нулю”  

тогда и только тогда, когда  0   N n( )   n N   nu ( x ) 0   при  ,x D
1
.   

1.4. Подробное изучение свойств оператора переноса  L
)

,  проведенное в работе [2], 
позволяет, рассматривая оператор  

)
  как возмущенный (ограниченным оператором  K

)
),  

заметно проще и полнее, чем до сих пор, решать задачу его спектрального анализа. Устано-

вим нужное для анализа спектра оператора  
)

  в полуплоскости  
sa
   соотношение.  

Лемма 1. Если  
,

p
Df L




0
,  p 1 ,  то  p|| Kf || 0%   при  0  .  Действительно, при  

p     в силу неравенства Гельдера имеем:   
-2 -2

,

-

D

W
p p p

W ,

p p W

d

d
,

| Kf | ' | k | | ' | | f | [ d ' | k | | ' | ]

|| Kf || 16 k || f || ; || Kf || || f || k VM ' | ' | 20 k || f || .






       

           


       

    

1

1 10 0

2

1 1 1 1 1 10

r r r r r r%

r r r% %
   

Итак, последовательности Хилле  nW{ } ,  построенные в работе [2] для точек спектра 

операторов  L%,  одновременно являются и последовательностями Хилле для операторов  
%,  откуда с учетом взаимной сопряженности операторов  ( ) 

1
%   и  ( ) 

%   следует  
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теорема 1:  
sa( )   % .   

Спектральный анализ оператора  
)

  в полуплоскости  
sa

    проведем, основываясь на 

Пр.7. о связи между спектрами операторов  
)

  и  A( )
)

.  Основным результатом, получен-

ным в ходе спектрального анализа оператора  A( )
)

,  будет следующий:  

теорема 2.  
saN : n N          n

D D
A ( ) Q( L L )    % .  Воспользовавшись принад-

лежностью  
D

l ( ) B( L ) %   и взаимосопряженностью операторов  A( )%   и  ( )%A ,  убежда-

емся, что теорема 2 является следствием утверждения:   
 

saN : n N          
n D D

B ( ) Q( L L )    % .          (1)  
 

Поскольку операторы  K
)

  и  K 
)

  зависят от одних и тех же функций, то доказывать ут-

верждение (1) можно, например, только для операторов  nB ( )
)

.  Доказательство теоремы 2 

проведем после исследования операторов  A( )%   и  ( )%A .   

Лемма 2. Операторы  nB ( )%  – интегральные.  

Доказательство. Оператор  B ( )
1

)
  интегральный, что доказывается так же, как и соот-

ветствующий результат в [1] и [6]. Ядро его – B ( ,x x )  
1

  имеет вид  ( ( r r )  
0

r r r
)  2:   

 

d
u( h( r ( 1 )r ,u ) )

B ( ,x x ) | r r | uduk( r , ' u ) k( r ,u ) (| ' u |)

(| u |) exp[ | r r | ]   

       

  



  

          

     

12

01

1

0

rr r

r r r r r rr r rv

r r rv       (2)  

 

Ядро  ),( xxBn    получается из ядра  ),(1 xxB    применением к нему оператора  
( - )n ( )1)

A   по переменным  x.  В результате получаем рекуррентное соотношение и явную 

формулу для ядер в которых положено  
0

( r )  
r rr

;  
1 2 0 0 01i i i n n=( r -r ) , =( r -r ) , =( r -r ) ,  

r r rr r r r r r
  а  

p( r ,u )
rr r 1

0

d
u

exp[ -|r - | ( h( r+( 1- ) ,u )+ ) ]     
r rr r r

  3:   
1

V 01

d udu
n n |r | |r |

B ( ,x x ) B ( ,r , ' u ) k( r ,u ) (| u |)p( r ,u );
            


      
    

r
r rr r

r r r r r r r r rr r r
   

 
1 1

2

1 12 n
2 2

23 1

1

1 11 1

n
n n n

i iinV V 0 0

( n ) ðàç

n

n n i i i i ii 2

n n n i i

dr dr
B ( ,x x ) d d

| r -r | |r -r | |r -r |

K( r , ) K( r , ' )

p( r r , ) p( r r

K( r , )

 

 



  

 







    


 



    



    

     

 

  

r r
K

Kr r r r r r

r r r rr r

rr r r r

K
1444444444442 44444444443

r rr

2 1 11

n 1

i ii 2
, )p( r r , )




   

r rr r

       (3)  

 

Следствие 1. Операторы  n
A ( )%   и  n

( )%A  – интегральные при  n > 1.  Действительно, в 

силу сопряженности операторов  A%  и  ( )%A ,  достаточно установить, что операторы  n
A ( )%   

интегральные. Для этого достаточно определить их ядра – A( , x x ) %
n

l ( )B ( , x y , s ) % % . 

                                                 
2 Выписаны формулы для ядер  B ( , x x ) 

1
.  Формулы для ядер  B ( , x x ) 

1
  аналогичны. 

3 Выписаны формулы для ядер  nB ( , x x) .  Формулы для ядер  nB ( , x x)    аналогичны. 
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Здесь для определенности выделена координата  s,  на которую действуют операторы  l ( )% .   

Лемма 3. Ядра  nB ( ,x x )     (и  nB' ( ,x x )   )  суммируемы по  x   и по  x   со сте-

пенями  [ 1, ) 
0

  
sa    .   

Доказательство: Заменяем функции  k  и  ,  входящие в операторы  nB ( )
)

,  их наи-

большими значениями, а    заменяем на  Re  .  Интегрирование по  ird


  заменяем на ин-

тегрирование по  
i i is ds d2 .  Заменяем интервалы интегрирования по  ids   на большие:  

[0,d ]   ( d diamV ).  В результате приходим к оценке сверху для интегралов от степеней их 

ядер:  ( )

D
ndx ' B ( ,x x )


       

d d d 1 1
1 1 2 2 ( )

1 1 1 1 1 1-1
0 0 0 4 0 0 W4

n n
n n n n n n nk ds ds s ds d d d d d '  

 
                        

r r r
K K K F ,   

где  
1 -1

2 111 1
=1 =2

n- n
-b -b -b

n n i n n i i ii
i i

= | | | | | ' | p ( r r , ) p (r r , )p ( r r , )             


      r r r r r r r r rr r r r r r
F .   

Согласно Пр.3 интегралы по  ids   от функций  ip   ограничены при всех  
sa   .  Со-

гласно Пр.4 разности  b
i i| |  


1

r r
,  входящие сомножителями в функцию  nF ,  допускают 

оценку величиной  b bn ( ) n n2 d d | |{ } { }
          11 1 1 1

0 4

rr r
,  которая конечна при неко-

тором      в силу соотношения (0). Применив неравенство Гельдера к интегралу  
d ( )

n n n nds s p ( r r , )   0
2 1 rr r

  с показателями  p  и  q  такими, что  р(1 – ) > 1,  получаем огра-

ниченность сверху  при  [ 1, ) 
0

,  ( b ) 
0 0

  величин  ( )

D ndx | B ( ,x x ) |'    .   

Следствие 2. Согласно [7], с. 24 результат, полученный в лемме 3, достаточен для того, 

чтобы утверждать, что  p q

D D

n n
nN n N p q A ( ), ( ), B ( ) B( L L )        %% %A .   

Замечание 1. Если особенности в ядре оператора  K
)

  имеют вид  1/ | ' | 
r r

,  то в каче-
стве  N  можно брать число  8.   

Следствие 3. Согласно теореме XI.3.3 работы [4] результат, полученный в лемме 3, дос-

таточен для того, чтобы утверждать, что операторы  
-1

n n
nA ( ), ( ), B ( )  %% %A  – компактные  из  

p

D
L   в  q

D
L   n > 1  при  1<p q q ( b, p )   

0 0
.   

Лемма 4. Операторы  4 4 1

3 D
B ( ), ( ), A ( ) Q( L )   % %% A .   

Как и ранее, при доказательстве можно ограничиться рассмотрением одного из пере-

численных операторов, например,  
3

B ( )
)

.  Согласно лемме 5.2 из работы [5]  
1

B ( )
)

  пере-

водит слабокомпактные множества в компактные, поскольку, согласно лемме 3,  
1 p

1 D D
B ( ) B( L L )  
)

,  где  p > 1.  Поскольку образом ограниченного в  1

D
L   множества (при 

действии оператора  
1

B ( )
)

)  является ограниченное в  p
DL   при  p > 1  множество, а следова-

тельно, слабокомпактное в  
D

pL   и тем более в  1

D
L ,  то оператор  1

1 D
B ( ) WQ( L ) 
)

  при  

as


  .  Слабокомпактные операторы образуют идеал, и, кроме того, произведение двух сла-

бокомпактных операторов компактно ([5] 6.11), поэтому,  1

3 D
B ( ) Q( L ) 
)

  4.  Применив 

                                                 
4 Схема рассуждений, аналогичная приведенной, использовалась ранее А.А. Шкурпеловым для доказательства того, что (в наших обозна-

чениях) оператор  
D

B ( ) WQ ( L )
3

) ,  если функции  h  и  k,  входящие в него, удовлетворяют требованиям «газовой модели» вещества, [14]. 

Использовалась она также и в работе [15], где рассматривалась задача переноса частиц во всем пространстве  
r r r

 r r rЎ Ў Ў .   
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обычные соображения, связанные с сопряженностью, заключаем, что операторы, рассмот-
ренные в лемме, компактны и в  

DL .   
Представляет интерес выяснить, в каких пространствах компактно действуют операто-

ры критичности  A( )%   и сопряженные к ним  ( )%A .   

Теорема 3.  1)  
sa      A( )%

,  
1

D D
( ) WQ( L ), WQ( L ) %A . 

2)  
sa      p ( 1, )     A( )%

,  
p

D
( ) Q( L ) %A .   

Доказательство. 1) Операторы  A( )%
  и  ( )%A   не являются интегральными, так как их дей-

ствие на функции  f f ( s, )
r

  сводится к умножению на функции  A( ) ( D ) %   и  ( ) ( D ) %A   
соответственно. Поэтому, (см. [5] сс.122-123) они не могут быть слабокомпактными.  

2) Если функции  h  и  k,  входящие в операторы  l ( )%   и  K%,  таковы, что  a = a(h) > 0,  

0
k =a( k )>0, Im h=0= Im k ,  а   > a,  то метод доказательства компактности операторов  

A( )%
  ( ( )%A = A( )% ),  предложенный В.С. Владимировым в [6], полностью сохраняется. 

Чтобы провести доказательство в общем случае, надо заметить, что: в силу Пр.5 достаточно 

доказывать компактность операторов  l ( ) Im K% %   и  l ( )Re K% % ;  из тождества Гильберта для 

резольвент  l ( )%   вытекает возможность ограничиться при доказательстве каким-либо од-

ним значением  
sa     (например,   =  > a);  второе резольвентное тождество, применен-

ное к операторам  l ( )%   и  | l ( ) |% ,  сводит доказательство к случаю зависимости операторов  

l ( )%   от действительных функций  h.  Доказательство теоремы 3 следует теперь из регуляр-

ности операторов  K%,  что и требовалось доказать.  
Доказательство теоремы 2.  
Лемма 4 и следствие 2 показывают, что в силу интерполяционной теоремы Красносель-

ского для достаточно больших  n  оператор  nB ( )
)

  может быть некомпактным разве лишь 

как оператор из  1

D
L   в  

D
L .  Рассмотрим тогда оператор  

4n
B ( )



)
  и воспользуемся результа-

том теоремы 2.4 из работы [9] о том, что оператор  
1 2 3

S S S S  
) ) ) )

  компактен, коль скоро все 

операторы оцениваются  ( i i iR S T 
)) )

)  компактными операторами  iR
)

  и  iT
)

.  Поскольку са-

ми операторы  nB ( ) Q 
)

( 1 p

D D
L L )  и  

1
B ( ) Q 
)

( p p

D D
L L  )  при   > 0,  то для примени-

мости результатов Алипрантиса и Буркиншау, требуется оценка  q

1 D D
B ( ) Q Q( L L )   

))
  

при каком-либо  1q ( , )  .  Рассмотрев в качестве  Q
)

  оператор типа  
1

B ( )
)

,  в котором 

функции  k  заменены на достаточно большие константы, и, оценивая его ядро, аналогично 
тому, как это сделано в [1] §8, можно утверждать, что  Q

)
 – компактен, на основании теоре-

мы 6.4 из [5]. Что и требовалось доказать.  
На основании результатов лемм 3 и 4 и следствия 3, с учетом взаимной сопряженности 

операторов  A( )%
  и  ( )%A   и Пр.7 получаем следствие 4.  

1) Оператор критичности  A( )
)

  удовлетворяет теории Рисса-Шаудера в  1\{ 0 }Ј   при  
as


  .   

2) Газокинетический оператор  
)

  удовлетворяет теории Рисса-Шаудера в  
as

 .   

3) Спектры операторов  A( )
)

  и  
)

  (и др. результаты пунктов 1) и 2)) инвариантны относи-

тельно индекса  p  пространств  
D

pL .5   

                                                 
5 Инвариантность относительно индекса  p  будет справедлива и для результатов теорем 6-7.  
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Изучим детальнее структуру точечного спектра оператора  

)
,  а именно, покажем, что 

последовательность его собственных чисел  i{ } ,  если она бесконечна, обязана удовлетво-

рять следующему условию:  i sRe a     при  i  .  Для этого достаточно показать, что  

1 1
0B|| ( ) || 

)
  при  Im   ,  коль скоро при   

 

n     
1 11 1

* *
,n ,n 0B ( ) || B ( ) B ( ) ||{ } :    

) ) )
,          (4)  

 

где  *

1 1 s

-
s s s a0.5b 1B ( ) ñ( ) | a | a | a ||| || , , ,            

)
.       (5)  

 

Звезда у оператора  
1

B ( )
)

  означает, что его ядро строится с помощью функций  h  и  k  

специального вида: удобно, чтобы в ядре оператора  
1

B ( )
)

  фигурировали абсолютно непре-

рывные почти при всех  ( x ,x ) D D     по  u  в среднем с весом  b
u

   функции  
2 2b

1

b b
2( x,u,x ) k( r , ' u )| | | ' |          

r rr r r rr
 k( r ,u ) p( r r ,u )    

r r rr r r
.  Здесь 

обозначения те же, что и в формуле (3).  
Множества функций  h  и  k,  порождающих функции  ψ  с указанными свойствами, 

очевидно, всюду плотны в пространствах  
D

L   и  
D W

L

   соответственно, по нормам, индуци-

рованным из пространств  1

D
L   и  1

D W
L  ,  так что предельный переход (4) обоснован.  

Оценивая сверху величины  | B( ) | ( D ) % ,  дважды применяя неравенство Гельдера к 

функциям  1  и  ( x,u,x )    и  p( r r ,u )
rr r

  и  ( x,u,x ) p( r r ,u )  
rr r

  и интегрируя по 

частям по  u  в формуле (2), что возможно, так как  uAC[ 0,1]  , приходим к требуемой 

оценке (5),  с учетом конечности норм  -b -b -b 1 3-b

0 1,|| ( ') | - | | - ' | [ u ( x,u,x )] ||     V
r rr r

  и  
-b -b -b 1 3-b

0 ,1
|| | | | ' | [ u ( x,u,x )] ||       V

r rr r
.  Здесь  V – означает вариацию функции. Если 

предположить дополнительно равномерность по  
sa     оценки (5), что выполняется, на-

пример, при условии  s|| l ( a ) ||   
)

,  то из результатов [10] следует равномерная ограни-

ченность в  
sa iIm    при  

1i P ( )  
)

,  то есть «концентрация точечного спектра опера-

тора  
)

  к действительной оси» [1].  
1.5. Исследуем важный частный случай оператора критичности: ядро  k  строго поло-

жительно:  
0 1

0 k k k     ,  функция  h – действительна. В этом случае операторы  ( )%A   

при  1

as


   Ў   являются положительными на конусе неотрицательных функций в  p

D
L   

операторами. Тогда справедлива теорема 4.  
Операторы  ( )%A   и  A( )%   имеют ведущие собственные значения. Доказательство 

теоремы основывается на методах работы [11] и аналогично приведенному в [1] в случае, ко-
гда функции  h  и  k  удовлетворяют требованиям «газовой модели» вещества: операторы  

( )%A   являются  ( D ) -положительными во всех  p

D
L .  Действительно,  p

D
f K L     

2( ( )) F %A (k0φ0/d)2E3(dA+βd)
1

|| l ( )F ||% χ(D),  а с другой стороны, согласно лемме 3 при  

0
p p ,  2( ( )) F %A

    

1 12 2 2 2 *

b bD 0 01 1 1 1 12
dx

|r r |

dudu
u| ' u | |u |

k exp ( h ) l ( )F( x ) k || B ( )F || ( D ).[ -|r r | ] 

  

     
   

     r r r r r r
)%r r

 

Аналогичные оценки с заменой оператора  *

1
B ( )
)

  на  *

k
B ( )
)

  справедливы для функ-

ций  F  из всех пространств  p

D
L ,  причем, согласно следствию 2,  psup k( p,b )   .   
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Следовательно, показатели  ( D ) -положительности операторов  ( )%A   конечны во 

всех  p
DL .  Остается воспользоваться взаимной сопряженностью операторов  ( )%A   и  A( )% .  

Что и требовалось доказать.  
Для приложений бывает полезно знание норм оператора критичности  )(A


  в случае 

положительности на конусе. Для этого докажем теорему 5. 6  
 

1)  
1

n n n n|| A ( ) ( D )|| || A ( ) || || ' ( ) ( D )|| || A ( ) ||,        
)) ) )
A         (6)  

 

2)  1/2
2 max||A( )|| ( ) 

)
,  где  max   есть наибольшее собственное число оператора  '( )

)
A A( )

)
.   

Доказательство.  
1) Первое из выписанных равенств доказывается так же, как и лемма 5 работы [2], вто-

рое следует из него в силу взаимной сопряженности операторов  A
)

  и  '
)
A .   

2) Рассуждение, аналогичное приведённому в работе [4] с. 189, показывает, что в дока-
зательстве нуждается только то, что оператор  '( )

)
A A( )

)
 – интегральный (разумеется, он 

самосопряжен и положительно определен). Для этого в явном виде построим его ядро, при-
чем, в общем случае  

sa ,  ,D D Wh L k L 
  .  Непосредственная проверка показывает, что  

1

D
G L    l ( )l ( )G ( r , )( )   

) ) rr
  

0
0

0 0

s ( r , ) s ( r , )

00 0 -

s ( r , )s ( r , )

0 1 20 0

d d dd

d d dd

( h( r - , ) )-

( h( r , ) )-

G( r - , ) exp - ( h( r - , ) )

G( r , ) exp - ( h( r , ) ) Q G Q G

[ ]

[ ]

 



   
   

   
    

 

 

  

  

    

    



 

  

     

 

 

 

 

r r

rr

r r

rr

r r

r r

r rr

r rr

r rr r

) )r rr r
.  

Делая в интегралах  iK Q KG 
)) )

  замену переменных, как при доказательстве леммы 2, приходим 

к искомой формуле для ядра  K( , x x )   оператора  K l ( )l ( )K : K( , x x )     
) )) )

 


0

01 s ( r , ) s

0 0 0 |r r |

|r r | 0

s ( r , )

d ddu ds
u u|r r | |r r |

dds
u|r r |

s

s

- +K( r , ' u )K( r , u ) ( h( r ,u )+ )- ( h( r ,u )+ )

K( r , ' u )K( r , u ) ( h( r , u )

exp

exp

[ ]

[

 

 

  



 

  

  

     

    







 



     

  

rr

r r

r r

rr

r r r r

r r

rr r rr r r r r r r r

r r rr r r r r r |r r |

s
d
u) ( h( r , u ) )]

 
       

r r rr r

Здесь  0, ( )u u r r    
   

.  Если функции  K  и  h  четны по  
r

,  то вид ядра  ),( xxK    

значительно упрощается  ( | r r |  
r r

):  K( ,x x )       

 01 0

0 0 0 0

s s sd d d ddu ds ds
s s su u u u

KK exp[ h h ] exp[ h h ]( ) ( ) ( ) ( )    
      

               .   

При  h h ,      и  K K   имеем окончательно  K( ,x x )      
 

 01 0

0 0 0 0

s sd d ddu ds ds
s su u u

KK exp[ h ] exp[ 2 h exp[ 2 h ]( ) ( ) ( ) 


           

   
     .     (7)  

 

Теорема доказана.  
Замечание 2. Практическое применение формулы для нормы оператора критичности, 

действующего в гильбертовом пространстве, доказанной в теореме 5, требует ответа на во-
прос, как искать  max  – максимальное сингулярное число оператора критичности. Для этого 

заметим, что, повторив рассуждения леммы 3 и следствия 3, можно утверждать, что спектр 

оператора  p

D
'( ) A( ) Q( L )  

) )
A   (и, в частности,  max )  инвариантен относительно индекса  

p,  и для нахождения  max   может быть использована формула Гельфанда.   

                                                 
6 См. примечания 2 и 3.  
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n 1/n

max
n

r ( '( ) A( )) lim '( ) A( ){|| [ ] || }     
   

) )) )
A A .  Если оператор  )(A


  положителен, 

то, как и в первой части теоремы, приходим к полезной для приложений формуле:   
 

1
2

2 D

n n

n
|| A( ) || lim VM '( ) A( ) ( D ){ [( ) ]}   


 

)) )
A .          (8)  

 

Замечание 3. Поскольку нам известен явный вид норм операторов  nA ( )
%   в случае их 

положительности, то формула, аналогичная (8), может быть использована для определения  

%
0
 – ведущих собственных значений операторов  pA ( )%   и  

p
' ( )%A ,  поскольку их спектр 

инвариантен по индексу  p.   
1.6. Рассмотрим вопрос об определении величины соотношения  q = (׀λ1׀/λ0),  где  λ0 = 

Keff – ведущее собственное значение оператора критичности, а  λ1 – следующее за  Keff  по ве-
личине модуля собственное значение. Это отношение называется спектральным зазором фо-
кусирующего оператора [18] и для него справедлива формула, аналогичная формуле Гель-
фанда для спектрального радиуса [19]: при  βÂu ≥ Âv ≥αÂu;  θ(u, v) = minβ/maxα  и  χ2(Â) = 

sup{θ(Âu, Âv): Âu ≠ 0 ≠ Âv , uK, vK}  имеем  n n 1/n

n
q lim ( ( A ) 1 ) /( ( A ) 1 )[ ] 


  

) )
.   

Поскольку оператор критичности имеет ведущее собственное значение и является ком-
пактным в  p

DL   оператором при  p(1,∞)  со спектром, инвариантным по индексу  p,  то спек-

тральный зазор для него корректно определен и задачей является оценка величины  q  через 
коэффициенты оператора  Â.  Задача эта важна потому, например, что от величины  q  зави-
сит число итераций, необходимых для получения значения  Keff  с необходимой точностью, 
при использовании алгоритмов вычисления  Keff  предложенных в [1], Д26.  

Воспользуемся результатами работы [20]. Оператор  Â  из  В( p

D
L )  называется  φ-

острым, если он оставляет инвариантным конус  p

D
K L ,  и при некотором  φ  из промежутка  

[0, π/2),  для любой  f  из  K+  и для любой  g  из  K  выполнено неравенство:  (Â+f, 
Âg)≥║Â+f║*║Âg║*cosφ.  φ-острый оператор имеет в  K  ведущее собственное значение  β = 
rσ(Â)  с собственным вектором  g0.  Если  g1  из  K – собственный вектор для  Â  и  g1 ≠ cg0,  то  
Â  аннулирует  g1.  Если  λσ(Â)  и  λ ≠ rσ(Â),  то  ׀λ ׀  ≤ rσ(Â)tg(φ).  Если положительный опера-
тор  ÂВ( DL ) – интегральный, то он будет φ-острым оператором  (φ = arccosd0(Â)),  когда 

величина  d0(Â)(0;1).  Здесь  D

0 ( x ,x ) D D
Dx D

dyA( x y )A( y x )

VM A( x y ) dx'A( x x )
d ( A ) Vm

  


 


 


 

)
.   

Перечисленные результаты применимы к анализу оператора критичности, поскольку из 
результатов, полученных в главе III, следует, что при соблюдении условий (0) на коэффици-
енты  h  и  k,  оператор критичности  Â  положителен, компактен в  p

D
L   и при некотором  n ≥ 

2  Ân 1( )
D D

B L L  .  Он является интегральным, а, следовательно, ([4], с.408) имеет ограни-
ченное в существенном ядро и, таким образом, вышеопределённая величина  d0  строго 
больше нуля.  

Исследуем важный частный случай  b = 1,  когда можно задаться определенной степе-
нью числа  n,  такой, чтобы ядро  An(x'→x)  было ограниченным в существенном. В этом случае   

5

10 52 D( x ,x ) D
0

x
d Vm A ( x x ) VM A ( x x )A ( D ){ / } 

  
 

) 4

9 52 D( x ,x ) D x
Vm B ( x x ) VM A ( x x )B ( D ){ / } 

  
 

)
   

≥ (aE3(Ad)/ 2k2d
2)(E3(Ad)mesV/d2)8 (2h0/k1)

5/(I*min{(k3d)4,(k2/a)4}) > 0,   

где  
V V V

drdr dr

( r r ) ( r r ) ( r r ) ( r r )V V
I VM d

    
    731 2

2 2 2 2
1 2 1 3 2 3

4 ,  D
D

k VM d 'k( ' ) k /    
r r r

2 1
4 3   а  

D
D

k VM d 'k( ' ) / k     
r r r

3 1
2 ),  что доказывается сверткой и оценкой сверху ядер  An  с 
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полярными особенностями типа  1/׀r'–r2׀.  Преобразуя полученную оценку снизу для  d0,  по-
лучаем окончательно   
 

d0≥(V/VШ)8(E3(Ad))9(34π/49d)(ad2/(k1k2)
5)max[(ad)4;(k2k3)

4](k0)
10,        (9)  

 

где  VШ  – объем минимального шара содержащего тело  V.  (Такой шар существует и назы-
вается шаром Юнга данного тела  V.  Его диаметр  равен  D = diam(V)(3/2)½).   

Таким образом, спектр оператора критичности  Â,  имеющего спектральный радиус  
rσ(Â) = Keff,  за исключением ведущего собственного значения  – Keff сосредоточен в круге 
радиуса не большего  ׀λ1׀ ≤ Keff[(1 – d0)/(1 + d0)]

0,1  где величина  d0  приведена в формуле (9). 
При  φ =1/׀v'–v׀  можно положить  n = 8.   

§ 2 Спектральный анализ полугруппы газокинетического оператора  
2.1. Свойство С.4 и предложение Пр.1 с учетом теоремы 7 работы [2] показывают, что 

операторы  p%   являются производящими операторами взаимосопряженных полугрупп  

p pT ( t ) T ( t , )
)% %   класса  (C0)  при  p   .  При  p     следует вместо полугрупп  T ( t )

% ,  не 

являющихся  (C0)-полугруппами из-за неплотности  ( )

D
R %   в  

D
L ,  рассматривать полугруппы  

1
T ( t )e
)

  и  
1

T ( t )e
)

,  сопряженные по Филлипсу соответственно к полугруппам  )(1 tT 


  и  )(1 tT


.   

Полугруппы  T( t )%   удовлетворяют условиям теории возмущений, так как  
0

T ( t ) T ( t , L ) 
)% %   

есть  (C0)-полугруппа, а операторы  K%  ограничены. Поэтому  T( t )%   представимы рядами  

n 0 n 0 0n 1

t
nT( t ) T ( t ) T ( t ) d T ( )KT ( t ),

 
      % % % % %% ,  которые равномерно по  t [ 0,T ], T     схо-

дятся по норме операторов в  p

D
B( L ) .  Полугруппы  nT ( t )%   сильно непрерывны по  t.  Вос-

пользовавшись связью между спектрами полугруппы и ее производящего оператора, а также 
результатами спектрального анализа операторов  %  и 

0
T ( t )% ,  можно утверждать, что   

 

0 e{ : 0 | | exp[ t ]} (T( t ))      % ,  

0 0 0 0
{ :| | exp[ t ]} (T( t )), (T ( t )), 0 (T ( t , ))          

)% % % ,     (10)  
 

так как это предельная точка для  (T( t )) % .  Здесь через  μ  обозначена область мероморфно-
сти оператора, то есть та область, где он удовлетворяет теории Рисса-Шаудера. Фактически в 
соотношениях (10) включения можно заменить равенствами. Доказательство этого будет 
проведено в двух теоремах.  

2.2. Теорема 6.  
0

ñ (T ( t )) (T( t ))    % % .    Теорема 7. 
0

(T ( t )) c (T( t ))    % % .   

Согласно теоремам 16.7.1, 16.7.7 работы [12], этого достаточно, чтобы в соотношениях 
(3.9) включения можно было заменить равенствами.  

Доказательство теоремы 6. По условию и согласно п.8 работы [2] для операторов  

0 D
[ I T ( t )] B( L )


 

) %   существуют последовательности Хилле  n{W } .  Покажем, что они схо-

дятся к нулю. Рассмотрим последовательности  
n n 0 ,1 n n 0 ,1 n

{ u } {W ( D ) ||W ( D ) ||}    так что 

при  n     
0 n 0 ,1 n 0 0 ,1 nn n|| ( I T ( t ))u || 0|| ( D )[ I T ( t )]W || ||W ( D )||      

) %
) % , если  

0 ,1 nnW ( D )   

не стремится к нулю при  n  .  Если последнее соотношение не выполняется, то прихо-

дим к противоречию с условием  
0 k0 c ||W ||  ,  поскольку  

0 n|| ( I T ( t ))W || 0  
) % ,  при  

n    и согласно формуле (12) работы [2]  nW ( x ) 0  при  n    почти при всех  Dx .   

В силу взаимной сопряженности операторов  ( )T t


  и  ( )T t


  аналогичные последователь-

ности Хилле существуют и для операторов  1

D
T( t ) B( L )% .  С учетом сказанного и на основа-
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нии леммы 1 проведем оценку:  n|| ( I T( t ))u || 

) %
0n n|| ( I T( t ))u || ( I T ( t ))u|| ||   

) )% %  

1 1 0
m m

m mm nT ( t )u o( 1 ) c o( 1 )|| || ||T ( t )|| ( o( 1 )) m!
    % %

0 0
|| T ( t ) || {exp[ o( 1 ) || T ( t ) ||] 1} 0 % %   при  

n ;  что и требовалось. Доказательство теоремы для операторов  p

D
1T( t ) B( L ), p ( , )  %   

проводится аналогично. Свойство  
0 n p|| ( I T ( t ))W || 0  

) %   гарантирует стремление к нулю 

по  n  интегралов  D 01

p

n, dx | ( I T ( t ))W |  
) % ,  а, следовательно, с учетом явного вида полу-

групп  
0

T ( t )% ,  и стремление к  0  по  n  интегралов  2
01

ps
s nds | ( I T ( t ))W | 

) %   почти при всех  

1,y Q .  Отсюда с учетом неравенства  
0 n p0 c ||W ||    следует соотношение 

n 0 ,1 nn p|| u || ||W ( D )|| 0    при  n  .  Поэтому, сходящаяся к нулю последовательность  

nu   является последовательностью Хилле и для операторов  0 p(T ( t ))% ,  а, следовательно, и для 

операторов  pT ( t )% .  Дальнейшие рассуждения изменений не требуют. Теорема 6 доказана.  

Доказательство теоремы 7.  
Применим следующую схему рассуждений. Пусть  Q( t ) T( t ) T ( t ) 

0
% % % .  Если удастся 

показать, что некоторая его степень является компактным оператором, то в силу теоремы 
5.35 из [13] можно утверждать, что  exp (T( t ))  

0

% ,  так как эта область связана, а опера-

торы  [ I T( t )]  1
) %   существуют и ограничены при достаточно больших  μ.   

Пусть теперь  2 2

1 1 D 1 D
T ( t ) T ( t ) Q( L ) T ( t ) Q( L )     

) ) ) %T nn 2 t 0 T ( t )    %    
2 2 p

D D D
Q( L ) Q( t ) Q( L ) p ( 1, ) Q( t ) Q( L ),      % %   так как  p

DnT ( t ) B( L )n 1   % .   

Если  р = 1  или  р = ∞,  то аналогично тому, как велось рассмотрение оператора кри-
тичности, компактность четвертой степени  4Q ( t )%   по той же схеме рассуждений будет сле-

довать из компактности операторов  
1 3

T ( t ) T ( t )% % ,  
2 2

T ( t ) T ( t )% % ,  4

1
T ( t )% ,  если будет доказана 

компактность оператора  2)T   в пространствах  1

D
L   и  

DL .  Итак,  теорема 7 является следст-

вием леммы 5:  
1)  2

D
Q( L )

)T ,  2)  2 1

D
WQ( L )

)T   к доказательству которой и переходим.  

В целях упрощения выкладок пользуемся результатом работы [8] о том, что оператор  

)( 2
DLBA


  компактен, коль скоро имеет место оценка  2

D
o A B Q( L )  

) ))
,  и применить его 

к оператору  
)T .  Пункт 2) и то, что  2 1

D
Q( L )

)T ,  доказывается так же, как и леммы 3 и 4, но 

с использованием результатов работы [9]. Далее, в силу известного закона преобразования 
спектров полугрупп при умножении их на  exp[ t ] ,  можно полагать, что  a(h) > 0.   

2 2

0 W 0 W1 1

D 0

-b -bd| F | exp[ at ]k d exp[ a( t )] d '| ' | d "| " | F( r ( ' ") ', ")

c dx ( x x )F( x ) Q( t ) d ( )F .

          

     

 



             

 

)

)

r r r r r r r r r rr

) )
T

T
   

Здесь  
tp 2 2

0D 1 1
F K L , Q( t )G exp[ at ]k d exp[ a( t )]G( );      

)
  а при  rD( ) (( V ) W )  r r    

b b b b0
W W D( )

2b 3d ' d " dx F( x )

| '| | "| |r r | |r r ( ' )|
( )F F( r ( ' ") ', ") F c .



 
      

           
      

        
r r

r r r r r rr r r r
r r r rr) )    

В приведенных формулах  F  следует считать продолженной нулем на все пространство  

rR3
r ,  чтобы не писать под интегралами по  dτ  и  dξ  функций Хевисайда. Из-за этого при по-

лярной замене координат в неравенствах появляются константы  ñ>0   и ñ >0 ,  точные зна-
чения которых сейчас несущественны.  
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Теперь для того, чтобы доказать компактность оператора  

)T   достаточно, например, 

показать, что  2 2

0 D D( )
( ) Q( L L )


   )

  и, кроме того,  d || ( ) ||
     

)
0 0 2 .  Компактность 

оператора  
0
( ) )

  следует из того, что его ядро суммируемо со степенями  <3 b ,  что ус-

танавливается непосредственным вычислением. Попутно получаем, что  
1 p

0 D D( )
( ) B( L L ) 


 )

,  p > 1,  то есть его слабую компактность.  

Для доказательства существования интеграла по  d ,  оценим величину  

0Dx D
I VM dx ( ,x x ) M ( )  


    .  Так как  

0
( ) )

 – положительно определенный оператор, 

то на основании п.54 [3] с. 558 компактность оператора  
)

T   будет следовать из того, что  
2b-3d M ( )

    0   при  1 b<2 .   

Для оценки величины  I  перейдем к полярным координатам как по  r 


,  так и по  '
r

,  с 
центрами в точках  r


  и  

r
  соответственно. Заменим области интегрирования на объемлю-

щие их шары, радиусов  2ξ  и  2  и воспользуемся оценкой из Пр.4. В результате получим  

I M 4-3b ,  то есть существование интеграла  d ( )
  

)
0 .  Теорема доказана.  

Замечание 4. Если в формулах для  nT ( t )F%   и  F
)T ,  не делая оценок сверху, перейти к 

полярным координатам, так же как и при доказательстве леммы 2, то получим интегральное 
представление операторов  nT ( t )%   и  

)T ,  при  n > 1.   

Замечание 5. Теоремы 6 и 7 показывают, что возможно разложение спектра операторов  
T(t)%   на две части, одну, лежащую в круге  | | exp[ t( )]   

0
,  а другую – в области  

| | exp[ t( )]   
0

,  где    ,  причем, вторая часть спектра состоит из конечного числа 

полюсов резольвенты  R( ,T( t ))
) % ,  конечной кратности. Если точечный спектр операторов  

%  и  T(t)%   не пуст, то в соответствии с указанным разбиением спектра получаем нетриви-

альное разложение операторов  T( t ) Q( t ) S( t ) % %% ,  где  p

D
S( t ) Q( L )%   и  || Q( t ) || r ( S( t ))% % ,  

то есть, получаем важный для исследования асимптотики задачи Коши с газокинетическим 
оператором результат: полугруппы  T(t)%   квазикомпактны.  

2.3. Для выделения в спектре полугрупп  T(t)%   (и их производящих операторов  %)  ве-
дущего собственного значения в том случае, когда эти операторы являются положительными 
на конусе неотрицательных функций (то есть, когда  Im h 0   и  k 00 )  будет доказана 

теорема 8:  полугруппы  T(t)%   являются  u
0
-положительными операторами в пространстве  

D
L ,  при  t >2d = 2diamV .   

Согласно Д.25.3 [1], с. 353 этого достаточно, чтобы утверждать о наличии в точечном 
спектре (в случае его непустоты) операторов  T(t)%   и  %  ведущего собственного значения, 

причем, в силу доказанной инвариантности спектра (взаимосопряженных) операторов  p
)

  и  

q
)

  по индексу  р  пространств  p

D
L ,  все операторы  p

D
C( L )%   и  p

D
T( t ) B( L )%   имеют со-

ответствующие ведущие собственные значения.   
Доказательство теоремы проводится по схеме, предложенной в [1]. Изменения в усло-

виях по сравнению с принятыми в [1] на коэффициенты газокинетического оператора приво-
дят к изменению значений констант, появляющихся при оценках величин  TF , F 0% ,  что в 
данном случае несущественно: константы остаются строго положительными. Переход от пе-

ременных  (r,E, )
rr

  к  ( r , )
rr

  дает возможность провести доказательство 0u -положитель-

ности как для  T (t)
)

,  так и для  T(t)
)

.  Рассмотрим функции  
t

2du d T ( t ) ( D )    00
%% .  Тогда  
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F K    
t

2dT( t )F T ( t )F d T ( t )F( ).    2 0
% % %   Оценивая величину  F(τ)  снизу, находим  

d *F( ) c ( K )exp[ A( h ) ]d d ||T ( t )F || F >0      
2 3

0 0 1 0

) % .  Здесь оператор  *T ( )
)

0
  порожден 

функцией  h* A( h ) ( D ) .  Итак,  T( t )F F u
0 0

% %% .  

Доказательство  0u -ограниченности сверху операторов  T(t)%   не изменяется по сравне-

нию с приведенным в [1]. В результате получаем оценку сверху:  

0
T( t )F {|| K || exp[ t(|| K || 2d )] (1/(t 2d))exp[ 2d( || K || a( h ))]} || F || u        -% % % % % .   

Теорема доказана.  
§ 3. Анализ газокинетического оператора с возмущением  

Рассмотрим газокинетический оператор  


,  возмущенной оператором  M


,  далее на-
зываемым оператором запаздывания,  


+ M


=


U ,  имеющим специальный вид:   
, , ; , ,  

;
0

0

0 0 0

0 0 0

0

; ; = ,       êðî ì å ñëó÷àåâ:

( ) ; ( ) ; ( ) ; ( ) ;

( , ' ) ' ; (| ' |); ;
W

ij ij

ii i i D j j j D

i i i i i i W D

M M i n j n M

M r I r L i M Q x I Q x L j

M K r d K K k k L L i

        

         

       

 

  

    

     
�

 

     

     (11)  

Очевидно, что эволюционное уравнение  =
t

 
  U ,  

0
(0)=  

,  порождённое оператором  


U   в условиях (11), обобщает как эволюционное уравнение, описывающее динамику реакто-
ров на запаздывающих нейтронах ([1] гл.7), так и эволюционное уравнение динамики реак-
тора с учетом обратной связи по температуре в виде уравнения "инерционного звена"  ([16], 
часть I).  

Здесь  
0
( )

n p
D j pj

=L


 X ,  


U = 


L +


R ,  где,  0 ( )pB 
 

R X  – положителен на конусе 

в  pX   функций с неотрицательными компонентами, если  0
j i

i j Q K    ,  а 

[ , ] ( )pidiag L (r)I C    
  L X ,  D( 


L )=D(


U )=

1
( )

np p
D D jj

R L
 .   

4.1. В главе 7 монографии [1] про оператор  


U ,  коэффициенты которого удовлетворя-
ют условиям (3.1) и (32.1) из [1] (условия (0) и (11) настоящей работы являются обобщаю-
щими их аналогами), была доказана серия теорем, основные результаты которых следующие.   

1) 


T 5(λ)=[


R ( , )R  
 

L ]5 ( )pQ X .                                           2) :k


T k(λ) 1( )B  X X .   

3) ( ( ))t 


L =  { } ( )
j

j

L  


 ;  здесь  ( )j j r  
.   

4) 


T (λ)  u0-положителен в  X   при  Imλ=0, 
sa   .   

5) ( , )T t


U   имеет ведущее собственное значение.                       6) ( ( , ))T t


U =exp[t ( )


U ].   

Эти результаты позволили описать спектр оператора  


U :  σ(


U )=σ(


L )  и еще, быть 
может, не более чем счетное множество Рисс-Шаудеровских точек с возможными предель-
ными точками на  ∂μ(


L ).  В спектре  


U   есть ведущее собственное значение. Доказыва-

лось, что оператор  


U   является правильным. ([1], §39). Доказательство базировалось на уже 
доказанной правильности оператора  


  и на том, что операторы  

0i
M


  являются возможны-

ми частными случаями оператора  K


.  Условия (0) и (11) таковы, что операторы  
0i

M


  по-

прежнему являются одними из возможных частных случаев оператора  K


.  Оператор  


  в 
условиях (0) обладает всеми свойствами правильного оператора, что доказано в §§ 1-2, на-

стоящей работы; структура системы  =
t

 
  U ,  

0
(0)=  

  в условиях (11) такая же, как и у со-

ответствующей системы из [1].  
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Поэтому, сохраняя структуру доказательств, предложенную в [1] и пользуясь результа-

тами работы [2] и §§ 1-2, получаем результаты, аналогичные шести перечисленным, необхо-
димые для выяснения спектральной картины оператора  


U   в условиях (0) и (11).   

1)  N : n N p ( 1, )        


T n(λ) ( )pQ X .                                    2)  :k


T k(λ) 1( )Q  X X .   

3)  ( ( ))t 


L =  ( ( )) ( )
j

j

Z r L  


 .  Здесь  Z – множество существенных значений функции  λi(r).   

4)  


T (λ)  u0-положителен, если  Imλ=0=Imh,  
sa   ,  а остальные функции, входящие в 

оператор  


U ,  строго положительны.  
5)  ( , )T t


U   имеет ведущее собственное значение, если выполнены предположения п.4 и  

1
: 0 ( ) max ( )

j j
V V VV mes r r r     
    

.                    6)  ( ( , ))T t


U =exp[t ( )


U ],  если  hK .   

4.2. Полученные результаты, однако, недостаточны для решения вопроса о существо-
вании ведущего собственного значения у эволюционных операторов  


U   с коэффициентами, 

зависящими от температуры. Рассмотрим эволюционное уравнение  =
t

(T) 
 

U ,  имеющее 

стационарное решение  * *
 

U =0,  где  *


U = *(T )


U .  Линеаризуем зависимость оператора  


U   

от  T,  переходя к системе в отклонениях:  *   
 

,  *T T T   .  Для описания поведения 

величины  δT  используем уравнение "инерционного звена",  *
t T T

T K (r) T    
  

  [79].  В ре-

зультате получаем систему в отклонениях:   
 

* * *

* ( )
T

T T

t
I

K I
V

rT T

    
        
         

Ψ Ψ
  

 

 
 

 
 

U U           (12)  

 

К матричному оператору  V


  из (12) нельзя применять методы теории положительных 
операторов, поскольку элемент  12V 


* *

T


 
U   представляет собой вектор со знаконеопределен-

ными координатами. Поэтому для доказательства существования у оператора  V


  ведущего 
собственного значения применим теорию возмущений ([3], гл.VII, § 6). Рассмотрим операто-

ры  :S


  * *
12 T

S I
 

U ,  0
ij

S 
 

  и  
11

: *P P 
 

U ,  
12

0P 


,  *
21 T

P K
 

,  
22 T

P (r)I
 

.  Оператор  P


,  

очевидно, имеет ведущее собственное значение – нулевое – то же, что и у оператора  *


U .  
V


= P


+ S


; поэтому, при достаточно малых  | |   оператор  V


  также имеет ведущее собст-
венное значение.  

Итак, результаты спектрального анализа операторов  L


  и  


  в условиях (0), полу-
ченные в работе [2] и §§ 1-2, позволили применить к анализу спектров операторов  


U   и  

( , )T t


U   все методы, развитие в [1] гл.7, и получить полную спектральную картину в услови-
ях (11).  

В задачах с учетом запаздывающих нейтронов и зависимости сечений от температуры в  
виде "инерционного звена" это дает следующие результаты.  

1) Обоснованы результаты спектрального анализа операторов  


  и  


U   в том случае, 
когда их коэффициенты зависят от температуры.  

2) Доказано существование ведущего собственного значения для системы (12) в откло-

нениях  ( , )T
  ,  если  * *

T

 U   достаточно мало по норме в  

0
( )

n

D jj
L

 
X   [17].  

§ 4. Сводка результатов, их обсуждение и обобщение  
I. Подытожим результаты спектрального анализа операторов  %,  T(t)% ,  ( )%A ,  A( )%   и  nB ( )% .   
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1. p

D
B ( ) WQ( L ) 

1
%   при  p [1, ]  ,  а, следовательно,  \ {0} ( À( )) ( ( ))     %%Ј A .  

Здесь  p

a Ds
B ( ) Q( L ), p ( 1, ),     

1
% .   

2. Все точки  i 0    из спектра операторов  A( )%   и  ( )%A   инвариантны по индексу  p  

пространств  p

D
L ,  а их собственные и присоединенные элементы лежат в  

D
L .  

3. 
saN : n N         

D D

n
nA ( ),B ( ) Q( L L ).    % %   

4. Если  0 k ( k )
0

  и  Im h 0 ,  то при  sa     операторы  ( )%A   являются  ( D ) -

положительными, а следовательно, они и операторы  A( )%   имеют ведущее собственное 
значение. Здесь и далее  s sa a ( h ) .   

5. Полуплоскость  
sa ( )    % ;  полуплоскость  

as
( )   % ;  таким образом, для точек 

спектра  
asi
    справедливы выводы теории Рисса-Шаудера.  

6. Если функция  hK   (см. [2]), то для спектров полугрупп  T(t)%   справедливо соот-

ношение  exp{ t ( )} (T ( t , ))   
)% % .  Существенные спектры полугрупп  T ( t , L )

) %   и  

T ( t , )
) %   совпадают всегда.  

7. Спектры операторов  %  и  T(t)%   инвариантны по индексу  p  пространств  p

D
L ,  а их 

собственные и присоединенные функции, соответствующие спектральным точкам из  
sa ,  

лежат в  
D

L .   

8. Если  ( ) ( )   % %   и  
0

0 < k (k) ,  и  Imh = 0 ,  то как у  %,  так и у  T(t)%   есть веду-

щее собственное значение, поскольку полугруппы  T(t)%   являются  0u% -положительными опе-

раторами.  
9. Полугруппы  T(t)%   представимы как в виде   

 

T ( t , ) T ( t , L ) Q( t )   
) ) %% % ,           (13)  

 

где  
p

D
Q( t ) WQ( L )%   и  

p

D
Q( t ) Q( L )%   при  p ( 1, )  ,  так и в виде  

( ) ( )
T ( t , ) T ( t , ) T ( t , )   

0

) ) )% % % ,  

где  
( )

r (T ( t )) r (T( t )) 
0

% % ,  p

( ) D
T ( t ) Q( L )

0
% ,  а  

( )
(T ( t )) (T ( t ,L ))   

0 0

)% % ,  то есть они яв-

ляются квазикомпактными операторами.  
10. Для точек спектра  %  из  

sa   в случае счетного их множества из стремления  

i| | , i      следует, что  si aRe .   

11. Нормы операторов критичности  A( )%   и  ( )%A   в случае их положительности в 

пространствах  
D

L1 ,  
D

L   и  
D

L2   вычисляются по формулам (6) и (8), с помощью которой легко 

получить нижнюю оценку норм резольвент  l ( )%   при  Im(h+ )=0 : 

M
|| l ( ) || s ( A* ( )) || K* || 

) )%
2 2

,  где  A* ( ) l ( )K*, K * ( r , ' ) 1    
)) ) r rr

.  Ядро оператора  

' * ( )A* ( ) 
) )
A   определяется формулой (7), и его ведущее собственное число  2

M
s   эффек-

тивно задаётся через (8);  
2

*|| K || = 4 /3
)

.   

II. Результаты п.п.1,2,4-8,10 обобщают известные ранее в том случае, когда коэффици-
енты оператора  

)
  удовлетворяют требованиям «газовой модели» вещества; результаты 

п.п.3, 9 (формула (13)) и 11 – новые.  
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Повторяя рассуждения теорем данной работы и работы [2], получаем, что при соблю-

дении условия  (0)  на функции  h  и  k,  но для интервала скоростей  0 < vmin ≤ v ≤ 1,  спектры 
операторов  Ãp(λ)  и  Ãp(λ)  не претерпевают качественных изменений (данные операторы  u0-
положительны при  Im(h + λ) = 0 < k0  и компактны в  

,1E

p
DL   при  1 0( , ); Ep    ;  

sa     а 

спектры операторов  L


,  


,  


U   и  ( )T t


  изменяются следующим образом.   

1)  ( ) { }L     


�   оператор  ( )l 


 – квазинильпотентен.  

2)  μ(


)=� ,  ( ) { }e  


.   

3)  ( )
e




U = ( ( )) ( )j e
j

Z r    
 


 .   

4)  ( ( ))T t


= ( ( )) ( ( ))
e

P T t T t 
 

,  а  ( ( ))P T t


  получается из точечного спектра операто-

ра, производящего полугруппу при экспоненциальном преобразовании.  ( , )T t L
 

  нильпо-

тентна при  t > d/vm,  а  ( , )T t 
 

  компактна при данных  t  в  
,1E

p
DL ,  при  1 0( , ); Ep    .   

5)  При любых размерах тела  V:  d = diam(V) < ∞  ( ) ( )   
 

.  Это означает, что 
0E    гипотеза Нелкина в форме, приведенной в [10] (формула (1)), не справедлива.  
6)  

,1 ,1
|

E ED DL L K   0E     

Исходя из того, что одновременно с полугруппой  0( )T t


  нильпотентны и все полугруп-

пы  ( )nT t


,  но при  t > (n + 1)d/vm,  соответственно, получаем, что при данных  t  справедлива 

формула:  
0

( ) ( ) ( )
t

nT KT t d T t   
  

,  из которой, ввиду формулы 13.2.6 монографии [12], сле-

дует оценка для величины  β0 – ведущего собственного числа нестационарной задачи:  β0 ≤ {1 
+ ln[d*||K||/vm]}d/vm – a,  поскольку она справедлива для  ω0( ( , )T t 

 
) ≥ β0.   

Полугруппа  ( )T t


  при  vm > 0  представляет собой интересный пример оператора, яв-

ляющегося пределом последовательном нильпотентных операторов  
0

( )N

nT t


  (по равномер-

ной норме), но имеющего точки спектра, отличные от  0,  так как  ( )P  


  ибо  

1 ( ( ))P T t


,  например, в случае наличия нетривиального решения  n0  у квазикритической 

задачи  Ln Kn
 

.   
III. Рассмотрим вариант применения метода добавочного поглощения при спектраль-

ном анализе операторов  


  с симметризуемым оператором  K


.  Известно, что перенос ней-
тронов с энергией меньшей  0,5МэВ  в неразмножающих средах подчиняется принципу де-
тального равновесия, который записывается (в терминах дифференциальных сечений) сле-
дующим образом:  σs,l(E'→E, Ω'→Ω)/F(E) = σs,l(E→E', Ω→Ω')/F(E')  ([1], с.29), где  F(E) = E/e–E,  
если для  E  выбрана безразмерная шкала. В этом и аналогичных случаях, замена  n = M(v)N,  
приводит уравнение Больцмана с оператором  


  к виду  

s
N LN K N 

 
   с самосопряжён-

ным оператором  K


s = M–1(v) K


M(v)  (M(v) – аналог  F(E)).  Такой вывод, однако, справедлив 
лишь в случае  M ≠ M(r).  Иначе в это уравнение войдет ещё одно слагаемое  –((v,

r
 M)/M)N  

или, что эквивалентно, полное сечение  
t

   заменяется на величину  (
t

  + (Ω,
r

 M)/M).  По-

добные эффекты следует учитывать, например, при симметризации оператора  K


,  описы-
вающего процесс генерации частиц в неравномерно нагретом или неоднородном теле. В этом 
случае нельзя также применять как и выше безразмерную шкалу энергии, так как в показа-
тель экспоненты входят как  Al – атомная масса, так и  T = T(r),  и при симметризации ядра 
оператора  K


  с помощью функции максвелловского распределения в полном сечении сле-
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дует делать поправку на величину  –(Ω,

r
 T)/T2,  даже если рассматривается процесс перено-

са нейтронов в однородном, но неравномерно нагретом теле.  
IV. Отметим, что исследование спектральных свойств оператора  


  с помощью опера-

тора  Â(λ),  
sa     на основании леммы Альбертони-Монтаньини, не может быть непосред-

ственно применено к анализу свойств сплошного спектра оператора  


.  Легко показать, что 
для достаточно больших  n,  интегральный оператор с ядром  An(λ, x'→x)  не может иметь 
собственных функций при  

sa   ,  поскольку в этом случае его ядро  An(λ, x'→x)  почти при 

всех  (x',x)  бесконечно. Но отсюда не следует неразрешимость уравнения  φ = Â(λ)φ  при  

sa     а, следовательно, и отсутствие собственных чисел в левой полуплоскости у операто-

ра  


.  Дело в том, что для доказательства того, что  Ân(λ) – есть интегральные операторы 
(для нахождения их ядер) при  n > 1  требуется поменять порядок интегрирования. Операция 
эта производится на основании теоремы Фубини, которая как раз и оказывается справедли-
вой только по отношению к интегралам  Ân(λ)F  при  

sa   .   

V. Доказательство того, что оператор  


  имеет ведущее собственное значение, если не 
пуст его точечный спектр в  

sa
 ,  основанное на том, что полугруппа  ( , )T t 

 
  является  u0-

положительным оператором при достаточно больших  t,  нуждается в следующем дополне-
нии. Полугруппа  ( , )T t 

 
  не является  (C0)-полугруппой, поэтому, следовало бы доказывать  

u0-положительность полугруппы  
1

( , )T t  �
 

  и отсюда уже делать вывод о наличии у операто-

ров  
1
 �


  и  
p




  при  [ ]1,p    ведущего собственного значения.  

Можно, однако, обойтись и  u0-положительностью полугруппы  ( , )T t 
 

.  В самом деле, 

отсюда с учетом результатов §§ 1-2 об инвариантности спектра операторов  
p




  следует, что 

ведущего собственного значения может не быть разве лишь у оператора  
1
 �


.  Но поскольку 

все собственные и присоединенные функции  fn,  отвечающие собственным значениям опера-

торов  
p

   из  
sa
 ,  лежат в  ( )

D DR L 
% ,  (fnD( 


)),  а сами  ( )

DR %   включаются в  D(
1

� ),  то 

ведущее собственное значение  β0  оператора  


  может не быть таковым для оператора  

1
 �


  только за счет появления у последнего дополнительных собственных  (или присоеди-

ненных) функций  из  D(
1
 �


),  отвечающих тому же самому значению  β0.  Но это невозмож-

но, так как  D(
1
 �


) DL ,  то есть для выделения ведущего собственного значения у газоки-

нетического оператора достаточно доказать  u0-положительность его полугруппы в  DL .   

VI. В реальных средах, обычно состоящих из большого числа зон, заполненных различ-
ными веществами, нагретыми неравномерно, возможны аномалии в скорости взаимодейст-
вия нейтронов со средой, связанные как с макроскопическими (плотностными, температур-
ными) эффектами, так и с микроскопическими – отличиями от закона  1/   в полном эффек-
тивном нейтронном сечении некоторых нуклидов. Включение в рассмотрение произвольных 
функций   DLh ,  а не использование только кусочно-непрерывных их, позволяет получать 

устойчивые результаты спектрального анализа операторов  


  и  A


  по отношению к уточ-
нениям математических моделей неоднородных объектов, в которых происходит перенос 
нейтронов.  

1) Исследование задач переноса нейтронов в условиях (0) позволяет автоматически 
включать в рассмотрение при спектральном анализе соответствующих операторов два сле-
дующих случая. Первый из них связан с тем, что макроскопические сечения  ),( Er


   могут 
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оказаться непредставимыми конечными суммами вида  )()( ErN jjj    (невырожденными). 

Подобная форма записи величины  ),( Er


   предполагает выполнение принципа аддитивно-

сти для сечений  j ,  что справедливо для модели тяжелого газа, но, из-за проявления разли-

чий в эффектах взаимодействия нейтронов с ядрами атомов, включенных в молекулу или в 
кристаллическую решетку по сравнению со свободными [21], может оказаться непримени-
мым для жидкостей и твердых тел. Спектральный анализ задач с вырожденными коэффици-
ентами дает важные результаты при рассмотрении переноса нейтронов с помощью газовой 
модели вещества, хотя в реальных газах также обнаруживаются аномалии (по давлению) в 
поведении полных сечений взаимодействия нейтронов с ядрами атомов их молекул [22]. 
Второй случай – это перенос нейтронов в неравномерно нагретых телах. Даже если среда, 
заполняющая тело, однородна  constrN )(


,  например, в силу эффекта доплеровского уши-

рения в полном микросечении возникает зависимость от  : ( ( ), ) ( , )t t tr T r E r E   
  

,  ко-

торая может быть описана вырожденными функциями только приближенно ([23], с.60).  
2) В условиях (11) на коэффициенты оператора запаздывания  M


  учтена возможность 

зависимости  ( r ) 
r

  и появления полярных особенностей     в ядрах операторов генера-
ции предшественников запаздывающих частиц. При анализе переноса нейтронов это позво-
ляет проводить математически корректный учет запаздывающих нейтронов, появляющихся 
не в результате процессов деления (например, в реакциях скалывания в меди и в неодиме). 
Предшественниками их могут быть также  9 17 210, ,Li N Tl   (см. работу [24], с.124). В этом 
плане был бы весьма интересен анализ динамики нейтронного поля с учетом всех (внутрен-
них) каналов появления в рассматриваемом теле нейтронов, но такое исследование выходит 
за рамки настоящей работы, поскольку, например, для учета запаздывающих фотонейтронов 
в исходное газокинетическое уравнение потребуется ввести оператор  P


  вида7  

V W K ( t ,( r , ') ( r , )) d ' dr     
r r rr r r

.  А учет нейтронов, появляющихся в реакциях с заряжен-

ными частицами (например, в реакциях  238 234 16 19;Pu U O Ne n     ),  требует анализа 
уравнения для поля этих частиц, аналогично исходному уравнению для нейтронов, но с уче-
том потерь их энергии при взаимодействии с электронами вещества в теле  V   (подробнее 
см., например, [25]).  

Использование в условиях  (11)  функций  R( r , ' ) 
r rr

  с  неразделёнными в общем 

случае переменными  '
r

  и  
r

  является уточнением математической модели поля запазды-
вающих нейтронов в следующем плане. Шестигрупповое приближение, обычно используе-
мое в практике нейтронных расчетов, предполагает, что предшественники  KC   (дающие 

нейтроны с различными спектрами  )(EfK ),  получающиеся при   -распаде с близкими кон-

стантами   K ,  объединяются в одну группу, описываемую уравнением  

W R
R
t d ' n( ')K ( r , ' ) R    
   

r r r
.  Здесь  K K K

R f C ,    K fR K f K
K f    .  Таким обра-

зом, представить ядро оператора генерации предшественников  R


  в виде  ( ) ( , ')q r   ,  
строго говоря, невозможно.  

С другой стороны, детальное рассмотрение запаздывающих нейтронов от индивиду-
альных предшественников затруднительно, так как трудно связать получающиеся в процессе 
деления нуклиды с конкретными группами запаздывающих нейтронов [24], а в большинстве 
практически интересных случаях малыми различиями в  K   можно пренебречь, так что за-
дача описания запаздывающих нейтронов от индивидуальных предшественников представ-
ляет пока только теоретический интерес. При её решении следует также учитывать, "что 

                                                 
7 Данная форма записи оператора  P


  не учитывает конечности скорости распространения  γ-квантов, то есть предполагает, что 

размеры тела  V  достаточно малы:  d < 3 м,  то есть  d/c < 1/a0(h),  c ≈ 3·108 м/с.  
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число возможных предшественников велико (более 50)" [24]. Поэтому в целях унификации 
рассмотрения подобных процессов желательно уметь анализировать операторы  


  и  M


  с 

коэффициентами общего вида, а не только с вырожденными (у которых разделяются пере-
менные).  
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